Integrais improprias (T4)
Definicdo 1. Seja f mtegravel em [a, 7], para todo 7 > a. Defmimos

+ t
J f(x)dx = lim J f(x)dx

a f—=+xdg

desde que o lmite exista e seja finito. Tal lmite denomma-se integral impropria de f estendida ao mtervalo [a,
+oo[.

t
Observacao. Se Ilim J. f(x)dx for +oo ou —oo continuaremos a nos referir a
f—+xda

d0a s : 7 =
J f (x) dx €OImMo uma 1ntegra1 1mpropria € €sCcreveremos
a

+ o + oc
_[ f(x)dx =+ ou I f(x)dx =—o.

a a
Se ocorrer um destes casos ou se o limite ndo existir, diremos que a integral impropria
¢ divergente. Se o limite for finito, diremos que a integral impropria € convergente.
Suponhamos f (x) > 0 em [a, +o[ e que f seja integravel em [a, 7] para toda 7 > a.
Seja 4 o conjunto de todos (x, y) tais que 0 <y < f(x) e x > a. Definimos a area de 4
por

+o
drea A = f(x) dx.
a
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EXEMPLO 2. A integral impropria J

L dx ¢ convergente ou divergente? Justifique.
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Definicao 2. Seja f mtegravel em [7, @] para todo 7 < a. Definimos

a a
J f(x)de= lim | f(x)dx.
— 0 t

f——w

Definicao 3. Seja f mtegravel em [— 7, 7], para todo 7 > 0. Defmimos

Jj: fx)dx = JI_O fyde+ J' (:' * £ de

desde que ambas as mtegrais do 2.° membro sejam convergentes.

Observacao. Com relagdo a defini¢do 3, se as duas integrais que ocorrem no 2.°
membro foremiguais a + o (ou — o), ou se uma delas for convergente e a outra + o (ou
— o), poremos

+ % +®
J f(x)dx = +eo [resp f(t)dx =—»

Definicao 1. Seja /' nao limitada em Ja, 5] e integravel em [z, o] para todo 7 em ]a, b[.
Definimos

b b
J. f(x)dx= lim | f(x)dx
a

t—at vt

.. . . . , b . .
desde que o limite exista e seja finito. O numero | f(x)dx denonuna-se integral
a

mlpi opria de f em [a, b]. Se o limite for +wo ou —0, continuaremos a nos referir a
f (x) dx como uma integral 1mpropria e escreveremos

b
Jf(_r) dx = +% ou jf (x) dx = —e, conforme o caso. Se ocorrer um destes casos ou se
a a

o limite nao existir, diremos que a integral impropria € divergente. Se o limite for
finito, diremos que a integral impropria € convergente.

EXEMPLO. Calcule | —— ax.
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Critério de comparacio. Sejam f e g duas funcdes integraveis em [a, f]. para todo 7 > a. e tais que, para todo
x2za.0<f(x)<g (x). Entdo

+ @ +o
a) J. g(x) dx convergente = f (x) dx convergente.
a a

+ @ +o0
b) j [ (x) dx divergente = J £(x) dx divergente.
a a

" Z

Teorema

+
a)j —adx € convergente para ¢ > 1 e divergente para o < 1.

| X
w
b) J’+ e~ *" dx é convergente para todo a > 0.
0




