Conjunto dos numeros reais R - parte 2 (T4 e T5)

Observacao: salvo mencgao contrario, todos os nossos conjuntos
serdo subconjuntos de R.

Definicao: Definimos duas operacdes em R denominadas adigdo e
multiplicacdo que satisfazem as seguintes propriedades:
IR At

Dados para quaisquer x,y, z € R, temos:

(Al) (x+y) +2z=x+ (y+ 2) (associativa)

(A2) x+y= ytx (comutativa)

(A3) &: x (elemento neutro) 0
X,

(A4) paracada x existe um y tal qu =0e
y € denotado por@elemento oposto)

-t
(M1) (xy)z = @ (associativa) =L
(M2) . xy = yx (comutativa) N
(M3) (1x)= x (elemento neutro) ¥3£//

(M4) para cada x # 0 existe un@al qu@z le _{Z

. _ 1 .
y é denotado por x~! ou = (elemento inverso)
. x —

———

(D) x(y + z) = xy + xz (distributiva)

Observacao: Existem conjuntos com opera¢des que nao
satisfazem todas as propriedades anteriores.

Exemplos: Em M, (R) = espago das matrizes de ordem 2, o
produto ndao é comutativo.

Observacao: R é um conjunto ordenado, ou seja, dados
dois numeros x,y ER,oux >y oux <y.

Observacao: Nem todo conjunto é ordenado.

Exemplos: C e M, (R) sdo conjuntos ndo ordenados.



Propriedades: Dados x,y, z € R, temos:

Reflexiva
(O

Anti-simétrica

(leia-se:sex < ye y < x, entio x = you

yYsx = x=y

¥=yey=ximplica x = y),
Transitiva

(03) Xy e Y=z = x=z

Compatibilidade da ordem com a adi¢cdo

(OA) x=Ey =3 xtz=sy+z

(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo nitmero, o senti-
do da desigualdade se mantém.)

Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo

(OM) x=y e 0=z = xz=syz

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo nimero
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.)

EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w

xX=Yy

ZSw}=>x+z$y+w.

(Somando—se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de mes-

mo sentido.)
7(&%
@ = L+2 sjﬂd
EVV)

EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, 2

x+z=y+z = x=y%

(28 =yt o)
XF (2CH) =Y (24€8)
2 0=Y+9
A=Y



EXEMPLO 3. Quaisquer Que sejam oS reais x, y, z, w

O=sx=
0=z XS yw.

(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de niimeros posi-
tivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.)

Cuidado: os numeros tém que ser positivos, por exemplo:

—2<3 — — 4 =12
#» 14 = (-2).(-7) < 3.
—7S4} e

Propriedades: Dados x,y,z,w € R, temos:

ayx<y Sxtz<y+z
Bz>0ez >0 Q

)z> 0o —z<0. ><
d)sez>0,x<y & xz < yz.

e)scz<0,x<y ¢ xg > yz,

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo niimero negati-
vo, ¢ sentido da desigualdade muda.)

D osx<yi
eg;;<:}} = X7 < yw.
0<x<y m0<l<l.
y x

h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condigdes abaixo se verifica: 2

¥<youx=youx>y X~ =0
i) (Anulamento do produto.) (VGH ) (OC/I ) =0
W=0 & x=0ouy=0. __:._r—T_"T‘: sC+ 1
(Um produto é nulo se e somente se um dos fatores for nulp.) R — ' ~ =¢-4
—\ 1

EXEMPLO 9. Resolva a inequaca X\gf:___ Z
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Modulo de um numero real

Seja x um nimero real; definimos o mddulo (ou valor absoluto) de x por:

lxl =] X se x=0
—x se x <0

De acordo com a defini¢do acima, para todo x, | x | = 0, ist0 é, o médulo de um nimero

real € sempre positivo.

EXEMPLO 1.

a)@ by| —31= —\/@=@

EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real,

le2=x2.

. 3
* {CK) 1 X220 ‘;_g’c/ 7(30:95' Vtac
Z

(-x)z\;mo 2 )< O
. F
= /9C —
[77‘ =) vx? =|x]
Joc|

EXEMPLO 3. SuponhResolva a equacgio

x| =a.
= | 7 XFo x=a 2@
fx o —
~70, A< 0 —x=Q y <

(!
N =) A=A o A ="



EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que M

o<hlene <N & <nt&

& 2t <o & G (x-n) <O S

— i scé
el T oxn & X<
+een N +

EXEMPLO 7. Elimine o médulo em

lx=pl<r{r>0).

- pl<n € A<A—p<n &

© geat
[@0\ ~n< %<R
[

EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y
Ixyl=1xilyl

(O médulo de um produto € igual ao produto dos médulos dos fatores.)

EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais x e ¥
Ix+yl<lxl+tyl f'l'a'

N
(O modulo de uma soma é menor ou tgual a soma dos médulos das parcelas.)
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Intervalo, distancia e moédulo

Definicdo: +o00 = "mais infinito" {:—m ——tbo
_ _n Y PN TR ] — Py
oo = "menos infinito ™

Observacao: oo é apenas um simbolo, ndo é um numero.

Definicdo: Sejam a,b € R, com a < b. Um intervaloem R é um
subconjunto de R que tem uma das seguintes formas:

[a,b] ={x € Ria < x < b}
la,b[={x € R:a < x < b}
la,b] = {x E Ria < x < b}
[a,b[={x E R:a < x < b}
[a, +oo[= {x € Rix > a}
la, +oo[={x € Rix > a}

] —o00,b] ={x € Rix < b}
| —oo,b[={x € R:x < b}
] - 0, +o0[= R

Observacao: Utilizaremos intervalos, distancias e médulos como sinénimos.

Por exemplo, dados 3 nimeros x,a,r € R, comr > 0, temos:

x€Ela—ra+r[ © dx,a)<r & |x—a|l<r

e

d(ea)= | x-al



Poténcia de um numero real

Sejam @ > Oumreal e r = —,n > 0, um racional. Definimos
n

m

ar:an

:nam

Tendo em vista a propriedade (2) das raizes, segue que tal definicdo nao depende da

. . m )
particular fragdo —, n > 0, que tomamos como representante do racional 7.
n

EXEMPLO

3 | -

2
023 =32 b)5 3 =352 .

Sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois racionais quaisquer. Das proprie-
dades das poténcias com expoentes inteiros e das raizes seguem as seguintes proprieda-
des das poténcias com expoentes racionais e cujas demonstragdes sio deixadas como
exercicios:

. : +
(ha'-a"=a """

(2) (ar)s — arsl

a” _
@ G=ar,
4) (ab)" = d'b".
(5)Sea>ler<s,entiod <a'.
(6)Se 0 <a<ler<s,entioa > a’.



