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Sunto. — Se la probakilith di un evento, snbordinatamente a una
qualunque delle ipotesi possibili (in numero finito) & sempre —p
(= p), anche la probabilitd dell’ evento & = p (= p). Questa proprietd
evidente (proprietd conglomerativa) sembrerebbe dover valere anche
quando il numero delle ipotesi possibili & infinito, ma, in generale,
¢id non & vero. Essa sussiste perd in un caso notevole.

1. Sia E un evento, ed E , E,, ..., E, una classe finita e
completa di eventi tra loro incompatibili (tali cioé'che di essi
si deve necessariamente verificarne uno e uno solo). Se m; &
la probabilita dell’evento Ei (w, 4 m, + .. +m=1),e pila
probabilita di E subordinatamente ad Ei, & noto che la pro-
babilith di E &

b=mp, +3t2p2+ ---+ann
e quindi
p’ E p E pll

se con p' si indica la minima, con p" la massima, delle pro-
babilith pi. In particolare, se & p, = p, = ... = pn, risulta

p =Py =P, = ... = Pu.

Tale fatto costituisce, espresso sotto forma solo apparen-
temente piu generale, quella che diremo « proprietd conglome-
rativa » delle probabilitd subordinate : ‘

se, subordinatamente a una qualunque delle ipotesi incom-
patibili B, ... By (in numero finito), I’ evento E ha sempre proba-
bilita = p (= p), esso ha ancora probabilité = p (= p) subordi-
natamente all’ipotesi che si verifichi una purchessia delle ipotesi
E .. E,.
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4 B. Dg FINETTI,

La prOprleta generale, che si ottiene poneudo = p in luogo
di =p, si pud ‘scrivere anche ponendo invece = p: le due
forme sono ovviamente equivalenti come risulta cambiando E
nell’evento contrario « non E »n (— E).
Volendo scrivere tale p10p051z10ne in simboli, si puod in-
dicare colla notazione
®(5)
B

la probabilita dell’evento E subordinatamente all’ evento E’.
Allora ‘la proprietd conglomerativa dice che se E' & la
somma logica di un numero finito ‘di eventi 1ncompat1b111
E,..E., e se, qualunque sia 7 (i =1, 2,. .., n) si ha
E
= d
g P( 5=

(oppure, se in particolare p' = p" = p, si ha P<—E;~> =p) &
anche

E
p 4P< E,)_p”

(e rispéttivamente | 4 (-—ET) = p).

Ci proponiamo di vedere se la condizione che le ipotesi
E, ... Ey siano in numero finito & effettivamente necessaria, o
se il teorema vale anche quando esse sono in numero infinito.
Sembrerebbe ovvio ammetterlo, e confesso che anch’ io, pur
dopo aver dimostrato in altri precedenti lavori (1) quanto poco
in tali questioni ci si possa fidare dell’intuizione, dell’ ana-
Togia e dei passaggi al limite, pensavo che questa « proprieta
conglomerativa » sarebbe stata 1’unica proposizione del genere
che avrebbe dovuto resistere all’indagine critica che mi ero
proposta. Gli esempi semplicissimi che seguono mostrano in-
vece che nemmeno quella proprieta. sussiste pitt quando il nu-
mero delle ipotesi & infinito: nemmeno nel caso piu semplice
in cui si tratti soltanto di un’infinitd numerabile. Questo ri-

(1) ‘Sulle‘ probabilita numerabili e geometriche, Rend. R. Ist. Lom-
bardo, Vol. LXI, Fasc. XVI-XX, 1928; Sui passaggi al limite nel cal-
colo delle probabilita, id. id., Vol. LXIII, Fasc. 11-V-1930.
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sultato mi sembra tanto pitt notevole quanto pil sembra con-
trario all’intuizione : nell’ enunciato verbale della proprietd
conglomerativa pud addirittura sfuggire, a un lettore poco at-
tento o poco sottile, la differenza fra la premessa e la- tesi.

-2, Sia N un numero scelto a caso. Con tale locuzione inten-
diamo, come d’uso; che la probabilitd che N appartenga a una
certa classe di numeri u & uguale al limite (ogni qualvolta
esso emste) della frequenza degli u nei primi n numeri, quando
n— @ . Per 11 nostro scopo ci basta. in questo momento la con-
dizione, assai meno restrittiva, che tutti i numeri siano ugual-
mente probabili (1).

Dividiame i numeri naturali in un’infinith di classi C, C,
we Cn ... ad esempio nel modo -seguente:

(1,2,4) , (3,6,8) , (5,10,12) , (7,14,16) , ..,
2n—1,4n—2, 4n), ..

T ovvio che il numero N scelto a caso dovrid appartenere
a una e una ‘sola di tali classi, e, subordinatamente all’ ipotest
che appmtengd a una determmata di- tali classi, La probabilita
= 1/3 d’ essere dlspau Se valesse anche per classi infinite la
proprieta conglomerativa dovremmo concludere che la pr oba-
bilita che N sia dispari é =1/3. Ma, operando diversamente
la scomposxzmne in classi, si poteva concludere che tale pro-
babilith & uguale a un altro numero razionale p comungue pre-

fissato: se p = , bastava formare G, coi primi A nu-

h +
meri dispari e i primi % numeri pari, e in genelale Cn col-
1’ n-esimo gruppo di A numeri dispari e I’ n-esimo gruppe di &

numeri pari. E si ha cosi un agsurdo.

(1) Dué eventi con probabilitd nulla si dicono ugualmente proba-
bili (secondo la-definizione che diedi nella nota citata Sulle probabilito
numerabili e geometriche) quando sono uguali le loro probabilitd su-
bordinatamente all’ ipotesi che uno almeno di essi si verifichi (subordi-
natamente alla loro somma logica). In simboli, se

?(go5) P (5=m):
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6 B. DE FINEITI,

Gli esempi si potrebbero moltiplicare (1): eccone un altro
facilissimo. :

Siano N, M due numeri scelti a caso, indipendentemente
I’uno dall’altro. Poichs, ‘assegnato un numero n (comunque gran-
de), un numero scelto a caso ha sempre probabilitd nulla d’essere
= n (casi favorevoli », in numero finito; casi contrari infiniti)
é chiaro che,: ‘supposto noto il valore di N, la probabilita che
M = N & nulla. E cioé nullala probabilita della disuguaglianza
M = N subordinatamente a una qualunque delle ipotesi possi-
bili N=1, N=2, N =3, ... Usando della proprietd conglo-
merativa si dedunebbe che é nulla la probabilityh che M = N,
ma un ragionamento analogo ¢i condurrebbe a concludere pure
che & nulla la probabilita che sia N = M, e cioé ad un assurdo.

3. La proprieth conglomerativa sussiste anche per le classi
infinite sotto una condizione che possiamo chiamare di somma-
bilita. Diremo somima delle probabilith di una classe infinita di
eventi incompatibili il limite superiore delle somme delle pro-
babilita delle sottoclassi finite (2), limite superiore che & ov-
viamerite compreso fra 0 e 1 (estremi inclusi). Diremo che in
una clasge infinita di eventi la probabilith & sommabile se la
probabilitd della somma loglca (che & necessariamente non mi-
nore della somma delle probabilitd) ¢ uguale alla somma delle
probabilita.

In tal caso la somma logica della classe infinita si pud
'appxossnmare comunque si vuole con una somma logica di un
numero finito di eventi (in modo ciod che la probabilita della
Somma logica degli eventi trascurati sia minore di un & pre-

(1) Si avverta che il ragionamento ora svelto riferendoci, per fis-
sare le idee, al carattere « dispari », si pud ripetere per 1'appartenenza
a una qualsiasi classe di numeri w, purché infinita insieme alla classe
complementare.

(@) Se la classe & numerabile, la somma cosi definita & la somma
della serie, che ¢ assolutamente convergente. A questo caso si pud
ridurre a,nche il caso generale, perché in una classe infinita di eventi
incompatibili quelli con probabilita non nulla costituiscono al pitt una sot-

toclasse numerabile (gli eventi con probabilitd = — non potendo es-
n

sere che n al pia), e dagli altri, per la determinazione della somma,
si pud prescindere.
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fissato). La dimostrazione precedentemente data per il caso
delle classi finite mostra allora che la proprieta vale anche in
questo caso (a meno d’un errore che si pud dimostrare esser
minore di un numero piccolo quanto si vuole, e che quindi
non esiste).

Supponiamo ad esempio che i casi possibili E, Ey... En...

1

-—2- ) '—i— ’ —é—- ’,.“ ,—2%- g oo (1) La
somma delle probability é 1, e quindi la probabilita ¢ somma-
bile nella classe considerata. Allora, se un evento E ha proba-
bilita = p subordinatamente a uno qualunque degli En,

abbiano probabilitah uguale a

E
P(—E—}:‘)'—L‘p (h=1, 2, wey 1y ...)

la probabilitd di E é = p.
Roma, 29 gennaio 1930 (A. VIII).

(1) Ad. es.: Ep significhi che, giocando a testa e croce, si abbia
per la prima volta testa all’n-esimo colpo.
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