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 LES PROBABILITES NULLES (');

Pan M. Buvxo ne FINETTI.

Il n’y a pas de doute, ainsi que I'a remarqué M. Borel, et comme
cela se trouve trés clairement expliqué dans le traité de M. Lévy,
que la notion d’événement possible et de probabilité nulle est
purement théorique, car il s’agit en général d’événements définis
comme des cas limites d’événements pratiquement observables,
et leur vérification exigerait par conséquent une énfinité d’expé-
riences ou unc expérience comportant une mensuration absolumeni
exacte. On ne peut pas cependant se passer de les considérer et
d’étudier les questions qui se posent a ce sujet, car une théorie
mathématique ne pourrait ére arrétée au point ow la correspon-
dance entre les constructions logiques dont elle s’occupe et les
notions pratiques qu’elles doivent représenter perd de sa clarté, de
sa nelteté : dans le cas contraire, on n’aurait pas le droit, par
exemple, d'énoncer que le rapport de la diagonale d’un carré au
cOté est irrationnel, car aucune mensuration ne peut vérifier cetle
affirmation. Lorsqu’on considére un nombre aléatoire X, et que
Pon dit que ¢ () est la densité de probabilité, il est évident que
la seule chose qui a un sens pratique ¢’est que

P(a, b)= [bq(x;.dw
ta
donne a peu prés la probabilité que X tombe dans un ln[er
valle (a, b) suffisamment grand pour que les cas ou la réponse sera
douteuse, parce que X est pratiquement égal a Pun des deux
extrémes « ou b, aient une importance négligeable. Mais comment
pourrail-on donner mathématiquement ces probabilités sans le

(') Confiérence faite le 8 mai 1935 3 la Société mathématique de France.
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- 577 —




-9 —

préciser, el sans que, par conséquent, on puisse en déduire
I'expression de la probabilité pour des intervalles aussi petits que
I'on veut, et conclure qu'a chaque point correspond un cas possible
de probabilité¢ nulle, et que la somme de tous ces cas de proba-
bilité nulle est un événement certain ?

Si nous ne pouvons pas nous passer de considérer les probabi-
lités nulles, nous devons aussi chercher a les étudier rigoureuse-
ment, et cela est bien difficile, car les principes a appliquer ne
peuvent étre élablis que par uncextension plus ou moins arbitraire
ou incerlaine & des cas idéalisés de raisonnements qui ont une
valeur bien connue seulement dans les cas pratiques. La difficulté
est plus grande encore car la définition méme de probabilité chez
les divers auteurs n’est pas la méme et souvent est plus ou moins
vague. Mais la discussion sur les diverses facons de concevoir la
signification de la probabilité et de ses lois ('), nous aménerait trop
loin de notre but, plus modeste mais plus déterming, qui consiste
dans I'éclaircissement des relations entre diverses propriétés qu'on
pourrait vouloir admettre. 1l s’agit de voir si elles sont ou ne sont
pas compatibles entre elles : nous verrons qu’il y a des incompa-
tibilités, et il s’ensnit qu’il faut choisir entre deux solutions dis-
unctes.

Indiquons avec P(E) la probabilité d’un événement E
quelconque, avec P ('l'f) la probabilit¢ de E subordonnément a E'.
Une notation qui s’explique d’clle-méme permet alors de repré-
senter les théorémes des probabilités totales et composées sous la

forme P(E, + E,) =P(E,)+ P(E,) si E, ¢t E, sont incompa-
. n E, .
tibles, et P(E,E,) =P(E,).P (-]—‘-) - Les questions que nous exa-
vy
minons sont les suivantes : ‘
0 . ) h E 2 M .

1° est-ce qu’on l?eut penser P(E) ct P (E) définies pour
chaque E, ou respectivement pour chaque couple E et E'?

2° Lorsque P,(E), P,(E), ..., Pr(E), ... est une suite de

(') Ce sujet a été traité dans les conférences que j’ai tenues i la méme époque
(2-10 mai 1935) a Plnstitut H. Poincaré (actuellement sous presse dans les
Annales de cet Institut) '
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fonctions de probabilité telle que pour tout événement E la

limite P(E) = lim P, (E) existe, P(E)est-clle encore une fonction
ny> x

de probabilité ?
3° Le théoréme des probalibités totales est-il applicable aussi
pour un ensemble d’événements incompatibles en nombre infini?

Cette dernicre propriéié, Padditivité compléte, est ¢quivalente
a cetle autre que, si E,, E,, ..., E,, ... est une suite décroissante
d’événements E, DE, DE; >... DE,D..., et sile produit
mfini E,E,. .. L,... est impossible, on a toujours P(E,) > o.

Il suffit, comme DPavait fait substanticllement M. Cantelli (1),
d’observer que

Ei=(E; —E) +(E,— E)) +(Ey—E) +... +(E,,—E)+E,;

sous cette forme I'énoncé a é1¢ considéré par M. KolmogorolT (2),
qui désigne la propriété décrite aziome de continuité.

On voit facilement d'abord que 'additivité compléte ne peul pas
coexister avec la propriélé que la limite d’une loi de probabilité
soit encore unc loi de probabilité.

Si nous avons une infinité dénombrable d’¢vénements incompa-
tibles E,, E.. ..., E4, ..., et si nous posons, par exemple,

P, ( Eh) = ”ﬁw' (l —_ "u);

1 . Y . .
ros g J— ) —_
avec @, =1— -, ona bien >-J/.l n(E4) =1 pour tout n, mais la loi
) 1
limite
P(Ep)=limai—1(1—a)=0
a->1

(') F. P. CanteLLl, Una teoria astratia del calcolo delle probabilita (Giorn.
Ist. Ital. Attuari, A. 111, n° 2, 1932), Le méme raisonnement, sans modifications
essentielles, est reproduit dans la conférence de M. Cauntelli : Sulla estensione
del principio delle probabilita tolali ad una successione illimitata di eventi
incompatibili (tenue le 29 avril 1935 & Vistit. Ital. Attuari et publiée dans le
Giornale de cet Institut, A. VI, ne 4, octobre 1935); la « justification » de P'addi-
tivité compléte repose toujours sur 'acceptation implicite de I’ « axiome de conti-
wuité », et ne signifie par conséquent rien de plus que V'équivalence entre les
deux conditions.

(®*) A. KorLyocororv, Grundbegriffe der Walrscheinliclkeitsrechnung,
Ergebnisse der Math., 11, 3, Berlin, Springer, 1933, p. 3.
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ne satisfait pas cette relation, car

N P(E;,)==% =
‘/I'J/' ( 4/1) 0 0.

Le méme fait a licu si 'on pose
P.(E.)= ;:— pour /A<n, P,(Ez)=0 pour > n,
ce qui correspond au procéd¢ bien connu par lequel on définit
ordinairement la probabilit¢ dans le cas d’un entier choisi au
hasard. S’il 'y a une infinit¢é dénombrable de cas possibles,
hypothése que la limite d’une loi de probabilité variable soit
toujours unc loi de probabilité, conduirait donc a admettre la
possibilité d’attribuer a tous ces cas une probabilité nulle, et cela
contredit 'additivité compléte caro +o0+ o0+ ... =0 1.

On parvient a des conclusions analogues mais beaucoup plus
géndérales si I'on admet le concept dont nous allons voir qu’on peul
le considérer comme le fondement de la théorie des probabilités
nulles, c’est-a-dire que deux probabilités nulles ont toujours un
rapport déterminé. C’est une locution générale de dire que 'on
considére également probables certains cas, par exemple dans la
détermination au hasard d’un point ou d’un autre sur un inter-
valle, mais cela signific généralement que la densité est constante;
il s’agit ici de voir si I'on peut définir, non cette limite du rapport
entre les probabilités de deux voisinages, wais le rapport
entre les probabilités de deux points considérés comme isolés.
Pour cela on n’a qu'a appliquer la définition de probabilité sub-
ordonnée : si nous supposons que celle définition donne un sens

. E R E. . .
ap =P (F,_—T-Li—) etap, =P (L:—_-i——l:) , on a évidemment

E‘l E‘_: _ (Eq Eg >> .
P(E,+E,)+P(E,+Eg>“'+" B+ E, /="

les deux probabilités py, p, ne peuvent donc s'annuler simultané-
ment, el leur rapport, bicn défini, peut étre appelé le rapport entre
les probabilités de E, et E,. Ce rapport est {ini si les deux proba-
bilités subordonnées sont positives, et les deux probabilités nulles
sont alors commensurables; si au contraire une seule des proba-
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bilités subordonnées est nulle, I'événement correspondant a une
probabilité infiniment plus petite que autre. Une telle notion des
probabilités nulles considérées comme des infiniment petits actuels
a 6été envisagée par Lomnicki ('), qui appelle poids des cocffi-
cients proportionnels aux probabilités nulles pour des événements
qui ont des probabilités commensurables.

Pouvons-nous supposer, lorsque les cas possibles constituent
une infinité non dénombrable, que leurs probabilités soient com-
mensurables? Evidemment non (*), si l'on admet Padditivité
compléte et la comparabilité entre les probabilités nulles : les cas
posstbles ayant des probabilités commensurables avec un cas donné
constituent alors au plus une infinité dénombrable, et la somme de
leurs probabilités (par rapport a une unité quelconque commensu-
rable) est convergenle.

(') A. Lousick1, Nouveaux fondements de la théorie des probabilités (Fund.
Math., t. IV, 1923, p. 34-71). M. Paul Lévy n’accepte pas par contre la notion
qui est & la base de cette conception, « §’il y a une notion, dit-il en effet, qui
n’a pas par elle-méme de sens précis, c’est celle de probabilité conditionnelle,
dans le cas ol la condition C qu'elle suppose vérifice a elle-méme une probabi-
lité nulle. Si la probabilité v = 1’(C) n’est pas nulle, la probabilité conditionnelle
de A est le nombre qui, multipli¢ par v, donue la probabilité de C et A, Mais
si v = o, la probabilité de C et A est nulle aussi, et la probabilité conditionnclle
de A n’a par clle-méme aucun sens » [Sur la notion de probabilité conditionnelle
(Bull. Sciences math., 136); voir aussi Sur Uapplication du théorém ede Fubini
au calcul des probabilités (Enseign. Math., 1935)]. Cette observation serait
juste seulement si la notion de « probabilité conditionnelle » (ou subordonnée)
¢tait considérée comme notion dérivée, «ifinie par la relation mentionnée
vz = per. Quiconque considére cette relation comme le « théoréme des proba-
bilités composées », et non pas comme « difinition déguisée de la probabilité
subordonnée », doit adinettre que la notion de la probabilité subordonnée ait
un sens intrins¢que connu, indépendamment de la relation vz = pea, et indé-
pendamment done de la circonstance que v o ou v = o, cclte circonstance
wayant pas un role dans la nature intrinséque du concept, mais seulement par
rapport & la relation vz = per. On dira sculement que la connaissance des
nombres v ct pea permet de caleuler = peaiv si v # o, tandis qu’il ne suffit
pas de savoir que v = o (et donc pca = o) pour déterminer la valeur de z dans
le cas contraire.

(?) Dans cette hypothese, il y a ¢videmment une infinité d’événements égale-
ment commensurables, c'est-a-dire de probabilités coinprises entre p, et p,,
P, et p, étant commensurables, ct cette infinité sera dénombrable ou contiendra

unc sous-classe dénombrable E,, E,, ..., E , .... Subordonnément a
E=E +E,+E;+...+E +...

les cas possibles sont les E; et I'additivité compléte n’csl pas salisfaite, car leurs
probabilités, étant ¢galement commensurables, sont évidemment nulles.
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Si I'on admet encore que la probabilité doit pouvoir éire définie
pour lous les événements, on peut préciser le résultat en appli-
quant le théoréme donné par Kuratowski-Banach ('), ¢t généralis¢
ensuite par S. Ulam (2), quia démontré la non-existence de fonctions
d’ensemble complétement additives (*) dans up domaine infini non
dénombrable de puissance m, s'il n'y a, parmi les nombres cardi-
naux <mt, aucun nombre cardinal inaccessible (unerreichbar) selon
Sterpinski-Tarski. Ge théoréme est donc démoniré pour M =¥,
M==~y,, ..., M=~y,, ctc.; il 'est par conséquent pour M =¢
(puissance du continu), si Phypothése du continu, ou méme une
hypothése bien plus faible, subsiste; il a enfin une validité tout
a fait générale si les nombres cardinaux inaccessibles, dont Iexis-
tence n’est pas prouvée, n’existent pas (*).

Pour plus de commodilé nous développerons les considérations
suivantes ¢n les énongant comme s'il élait prouvé que le résultat
d'Ulam subsiste pour it nombre cardinal quelconque; il est sons-
enlendu que, si la validité de ce résultat est plus restreinte, celle
de nos considérations serait & restreindre conformément.

En précisant, nous partons de cette admission : si & est un
enscmble non dénombrable, la seule facon d'y définir une fonction
d’ensemble complétement additive, ¢’est de la définir sur un sous-
ensemble &, dénombrable, et de lui attribuer la valeur o en
dchors de &,.

La probabilité sur un ensemble & non dénombrable de ces cas
possibles (ou points) est alors distribuée de la facon suivante : les
poinls qui ont une probabilité positive constituent un ensemble &,
(ini ou dénombrable, et la somme (respectivement la série) des
probabilités de ces points est 1; la probabilité p, de & — &, est
donc nulle. Mais il existe des points de & — &, de probabilité
commensurable avec py, et ils constituenl un ensemble &, fini ou
dénombrable, et la somme (ou séric) des probabilités de ces points,

(') Fund. Malh., t. XIV.

(2) S. ULaM, Zur Masstheorie in der allgemeinen Mengenlehre (Fund.
Math., t. XVI, p. 140-150).

(3) Sauf la fonction nulle, ct celles définies effectivement seulement dans un
domaine pnrticl fini ou dénombrable (et nulles en dehors).

(*) Yai remanié ce point d’aprés une observation dont je dois remercier
M. Aronszajn et M. Kurcpa, qui m’ont indiqué le mémoire d’Ulam que je ne
connaissais pas.
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par rapport a p, pris comme unité, est 1; la probabilité p,
de & — &, — &, est infiniment plus petite que p,. L’itération
transfinie du procédé conduit a décomposer & dans une suite bien
ordonnée d’ensembles finis ou dénombrables

g’(lé“lé;’ P 6(,)6(.)+| . .60)*.0) Y

avec des probabilités po =1, py, pas s PwrPwrts ++ - Putwr < s
chacune infiniment petite par rapport a la précédente; chaque
ensemble &, est constitué d’un nombre fini ou dénombrable de
points

o

EiE3 .. EZ...

N

tels que les rapports pg de la probabilité de Ef a p, donnent
PeH+pi+ .. H+pa+ .. =1

En admettant ces hypothéses, le théoréme des probabilités totales
pourrait étre ¢tendu non sculement au cas d’une infinité dénom-
brable d’événcments incompatibles, mais aussi au cas d’une
infinité méme non dénombrable : si E est un événement quel-
conque (si Pon préfére : un sous-ensemble quelconque de &), la
probabilité de E est la somme des probabilités de tous les points.
Soit en eflet « le premicr nombre ordinal pour lequel E et &,
ne sont pas incompatibles : E contient donc un cnsemble fint
ou dénombrable de points de &, qui a une probabilité cp,
(0 < ¢<r1; Pégalité ¢ ==1 subsiste seuloment si E contient entiére-
ment &, ); 'ensemble complémentaire & — &,, élant contenu dans

E—(Ey+ 6+ ...+ 8y),

a une probabilit¢ <p,.y infliniment petite par rapport a p, el
donc P (E) = cp,. La probabilité est donc la somme des proba-
bilités de tous les cas, la somme de celles qui sont infiniment
petites d’ordre supéricur n’ayant d’ailleurs aucune influence.

Il faut remarquer qu’il n’en résulte pas cependant une échelle
de probabilités infiniment petites définies par elles-mémes :
seulement les rapoorts sont bien définis. Si, dans deux problémes
distincts on a p, et py: aucune relation nécessaire n’a licu entre
les deux échelles.

Nous venons de voir que, si on admet P'additivité compléte pour
la somme d’une infinité dénombrable d’événcments, ct si 'on sup-
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pose la probabilité définic pour tout événement, les autres hypo-
théses que nous avons faites élendent Padditivite compléte aux
sommes d’une puissance quelconque : cela pourrait sembler com-
mode d’un point de vue abstrail, mais pour les applications on
aurait des difficultés frappantes. Un nombre aléatoire ne pourrait
avoir qu'une distribution de probabilit¢ discontinue, concentrée
dans un ensemble fini ou dénombrable de points de probabilité
positive, la probabilité nulle résiduelle serait distribuée de la méme
facon discontinue, et ainsi de suite pour les -résidus successifs. 11
serait bien ¢lrange d’admettre que telle forme de distribution
soitla plus générale possible, plus encore, si 'on observe que dans
ce cas on n¢ pourrait considérer une suite d’épreuves indépendantes
a pile ou face, car toutes les suites possibles ont, dans le cas de
I'indépendance, une probabilité nulle !

Pour ce qui est du comportement de la fonction de répartition,
et des conclusions pratiquement absurdes qui en ont été déduites,
cela ne dépend pas de Padmission sur la comparabilité, mais
seulement de celle relative & P'existence de la probabilité pour tout
enscmble. L’additivité compléte est donc pratiquement en contra-
diction avec loutes les autres propri¢iés considérées (dans le sens
que leur union conduit, sinon a des absurdités, du moins a des
conclusions pratiquement peu acceptables) ; pour qu’elle soit appli-
cable sans difficulté on devrait se borner & un corps borélien
d’événements suffisamment simples, peut-étre, ce corps ne devrait
éire déterminé que par une infinit¢ dénombrable d’événenmients,
¢’est-a-dire, étre au plus semblable au corps des ensembles
linéaires boréliens.

Si par contre on abandonne I'additivité compléte, et I'on consi-
dére l'additivité simple comme condition nécessaire ct suffi-
sanl¢ pour qu’une fonction P (E) soit une loi de probabilité, la
limite d’une loi variable est encore une loi de probabilité, car

st P,, (E, -+ Eg) = Pn (E|) -+ Pu(E:! ))

lim Pp(E, + E) = lim P, (E))+ lim P, (Fa),
ny» w N

n>x >

el aucun obstacle n’empéche que ’on puisse, du moins idéalement
] ’ )

_ 584

i

RO S——




— —

en principe, considérer les probabilités de tous les événements
comme bien déterminées et comparables entre elles, sans arriver,
je crois, a aucune conclusion étrange. Rien n’empéche, en
particulier, qu’un nombre infini d’événements incompatibles aient
des probabilités également comp.u.xblcs, ou méme des proba-
bilités égales.

La somme d’un nombre infini de probabilités égales est évidem-
ment infiniment plus grande que chaque terme; il faut observer
cependant que si p’ est la probabilité de la somme d’une infinité
d’événements incompatibles de probabilité p il y a toujours une
autre infinité de ces mémes événements qui a une probabilité p”
infiniment plus petite que p’. Considérons en fait une suite
d’événements B\, ... E, ... parmi ceux dont la somme avait la
probabilité p'; si lIa somme de cette suite a une probabilité infini-
ment plus petite que p’, la démonstration est achevée, dans le cas
contraire considérons la suile décomposée en deux, formée des
éléments avec indice pair ou respectivement impair. Désignons
par E! celle de deux suites de probabililé plus petite (pour
¢liminer toute ambiguité, la suite paire siles deux probalnhtés sont
dégales); on aura donc

E{"” = E,; respectivement E{*= E.,
selon que
P(ZiE) SP(ZiEeimy) ou P(ZEy)>P(2E0).

’

Soit p, = P (ZE{"); si & = o0 la démonstration est achevéc; dans

r°-o
| o

1<

? =2
E®, et ensuite E, ..., E{, . ... Deux cas peuvent se vérifier :

siaprés n répélitions du procedé on a PP"

Pn

le cas contraire ( )délinissons par le méme procédé

= o0 la démonstration est

achevée; si = > o pour toul n, considérons la suite E{, qm a une

probabilité p ! plus petite que tout p),. Puisque fp—-§-:-,;, on a

L4

=0 €. Q. F. D.

'oJ'o

Si nous indiquons E{’ =E{'’ ¢t p"=p", puis définissons par
le méme procédé E et p", EM et p™, ... nous avons une
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suile p'', b,

p", ... de¢ probabilitdés dont chacune infiniment
petite par rapport a la précédente; il existe cependant des suites,
par exemple E,, EP, E/", Ef"™, ... dont la probabilité est infini-
ment plus petite que toutes les p™™, p™", pM0, .

La probabilit¢ d’un point, isolément, n’a évidemment rien a
faire avec In densité; on peut donner (') des exemples tels que les
suivants (les cas possibles élant les points de Vintervalle (o0,1) :
tous les points de (o,1) sont également probables, mais sur (0,1/2)
la densité est 2, et nulle sur (1/2,1), ou vice versa, la densilé est
constante et la probabilité p’ de chaque point de (o,1/2) est infi-
niment plus petite que la probabilité p" de chaque point de!(1/2,1)
ou méme, la densité est infiniment plus petite dans la moitié ou la
probabilité de chaque point est infiniment plus grande.

Une autre propriété qui cesse d’étre vraic lorsqu’on abandonne
additivité compléte est celle qu’on peutappeler, comme je Iai fait,
propriété conglomérative (?), ct qui consiste en ce que, si l'on a

P(%) =p (oulp,oup).

lorsque A est un cas quelconque d’unc certaine classe compléte ae
cas possibles, alors la probabilité P(E) est encore p(resp. <p,
ou 2 p) (*). Si par exemple dans un probléme tous les nombres
entiers sont également probables, la probabilité des nombres pairs

I B . N
est — subordonnément a chacune des hypothéses (1, 2), (3, 4),
2 J * *

(3, 6), ..., mais égale ai’ subordonnément a chacune des hypo-
théses (1, 2, 4), (3, 6, 8), (3, 10, 12), .. .; la propriéi¢ conglom-
rative nous conduirait donc a admettre a la fois que les nombres
pairs ont une probabilité égale a 1) el a -; (et évidemment i toute
fraction que 'on veut), ce qui est absurde. Un paradoxe analogue
qui contredit la méme propriété a été donné par M. Borel : la pro-
babilité que la latitude d’un point choisi au hasard sur une sphére

(') Voir wna note Sulle probabilita numerabili e geometriche (Itend. R. Ist.
Lombardo, vol. LXI, 1428).

(*) Voir ma note Sulla proprieta conglomerativa delle probabilita subor-
dinate (Rend. R. Ist. Lombardo, vol. LXIII, 1930). :

(*) Cette propriété adwise d'abord par M. Paul Lévy dans son traité, a été
par la suite abandonnée dans un mémoire ultérieur.
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soil comprise entre deux limites données n’a pas la méme valeur
qu’clle a subordonnément a Phypothése que le méridien soit donné.

Il y a beaucoup d’énoncés pratiquement importants (ui devraient
étre modifiés si Padditivite compléte était abandonnéde (). Les
phrases qui conticnnent un passage a la limite, comme, dans Pénoncé
de la loi forte, lorsqu’on parle de tous les événements, doivent
étre affaiblis, en spécifiant qu’il s’agit de tous les événements
d’un ensemble fini aussi grand que Uon veut.

Les sauts d’unc fonction de rvépartitian ne représentent plus
nécessairement li probabilité des points de discontinuité : s

P(z—0)=alP(z+0)=0

la probabilité ¢ des valeurs << x et la probabilité d des valeurs S,
peuvent étre des valeurs quelconques a<e<d<b, et non plus
nécessairement @ = ¢, d = b. En ellet, supposons par exemple que
les valeurs possibles soient |
D1, Tty @ ky ey B oy eens
) 3 n

et quelles soient également probables; il y a un sant pour § = z,
car ®(F) =o si§ < x. ®(£) =1 si £ > z, mais la probabilité dela
valeur z est cependant nulle (elle est méme impossible) : il 0’y a
donc pas une probabilité finie pourf = z, mais pour queg soit trés
voisin de z a gauche. Si le saut ® (z + 0) — ®(z — o) est, comme
nous P'avons supposé, b — a, el s’il est décomposé arbitrairement
en b—a=(c—a)+ (d—c)+(b--d), nous pourrons tou-
jours construire un exemple analogue ou (¢ —a) et (b —d) est
Ia probabilité des valeurs trés voisines de x a gauche ou respecti-
vement a droite, et (d — ¢) la probabilité de la valeur z exacle.

On ne peul méme pas dire en général que pour une fonction de
répartition on a nécessairement

;lim D(E) =0, Elim (5)=1;

Ir—= >+

(}) Voir mes notes : Swui passaggi al limite nel calcolo delle probabilita;
A proposito dell’estensione del teorema delle probabilili totali alle classi
numerabili; Ancora sull’ estensione alle classi numerabili del teorema delle
probabilite totali et deux réponses de M. Fréchet dans fiend. R. Ist. Lom-
bardo, vol. LXHI, 1930,
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il suffit que les deux limites soient 2o respectivement <i. Par
excmple, pour un nombre entier choisi au hasard, la fonction de
répartiion est ®(5) == o; avec les nfiniment petits actuels on
pourrail écrire ®(£) =pli(X), avec p==probabilit¢ de chaquv
enticr déterminé, E(Z) = partie entiére de £ pour 2> o0, E ==
pour £ <o, mais une telle forme n’est'poss:blc que lorsque lv
probabilités de tous les intervalles sont commensurables, ou, du
moins, s'il existe un intervalle tel qu’aucun autre intervalle ne soit
mﬁmmeut plus probable.

Plus en général, on ne peut plus nfﬁunu que du fail que g(&)
est la densité de pxobalulnl(:, il en découle que la probabilité pour
un enscmble soit donnée par Uintégrale de Lebesgue, dans tous
les cas ou elle existe; la scule conclusion légitime serait que
Ia probabilité peut éire une valeur quelconque comprisc enlre
I'intégrale inféricure et lintégrale supéricure dans le sens de
Riemann (').

Un grand nombre de résuliats devrait donc étre spé cnhv ¢l pré-
cis¢ d’une facon différente de l'ordinaire, sil’on abandonne I'addi-
tivité compléte; dans certains cas il ne s’agirait d’ailleurs que -
d’exprimer avec plus de précision les hypothéses. Par exemple
les paradoxes de la non-conglomérabilité s’évanouissent naturel-
lement, comme lobserve M. Kolmogorofl, en remplacant la
subordination a une hypothése isolée, par celle relative a la limite
d’une décomposition finic; dans Pexemple cité de Borel, en consi-
dérant non plus la probabilit¢ subordonnée a un méridien, mais
la limite de la probabilité subordonnée a un fuseau qui cm;xprend
ce méridien et se vétrécit de plus en plus. Mais ccla ne signifie pas
que la conception des probabilités subordonnées aux cas de proba-
bilit¢ nulle doive étre nécessairement considérée comme illégitime,
¢t que le paradoxe ne soit pas eflectif.

Nous n’avons fait que présenter wne liste d'inconvénients
auxquels nous conduisent les diverses solutions du probléme des

(') Voir B. de FiNerrr et M. Jacon, Swll’integrale di St:clfjec~nteln(znrz
((‘torn. Ist. It. Altuari, A. VI, n* 4, oct. 1935).
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probabilités nulles. Du point de vue formel, on devrait choisir.
Mais, lorsqu’on définit la probabilité, d’aprés un point de vue
quelconque, mais bien déterminé, la réponse n’est nullement
arbitraire : elle est une conséquence de la conceplion admise.

On ne saurait pas justifier, en effet, le procédé consistant dans
Padmission, par convention, de certaines propric¢tés, relatives a des
notions déja définies; du moins, on n’aurait pas alors le droit
d’interpréter les conclusions comme contenant la notion en ques-
tion dans son seus propre. Si 'on conclut, par exemple, en appli-
(quant une propriélé admise par convention que la probabilité d’un
certain événement est nulle, nous n’avons pas le droil de penser
que cet événement soit presque impossible.

Mais, comme nous I'avons dé¢ja observé, il est difficile de
donner des conclusions a ce sujet, ui soient bien démontrées, car
la probabilité méme n’cst pas généralement définie d’une facon
assez précise. Le point de vue subjectif, que je crois préférable,
nous aménerait a nier Padditivité compléte, car Padditivité sur les
ensembles finis est suffisante a assurer la cohérence (1), qui est la
seule condition a laquelle la probabilité soit assujettic. Mais aussi
selon les théories qui congoivent la probabilité comme la limite de
la fréquence, on devrait admettre la méme conclusion [comme il est
observé explicitement par M. Kamke (?)]. En choisissanl au hasard
un entier N, la probabilité P(NeE,) ou, plus simplement, P(E,),

quil appartienne a la classe E, des Lombres carrés [limite de la
1 — 1 ~ . . , e
fréquence — E(y/r)< —=; E(x)= parti~ entiére de .)3] est évidem-
—Vn

ment nulle, et P'est donc aussi la probabilité qu’il appartienne a la
classe E, des nombres de la forme n*+41, a la classe E, des
nombres de la forme n?+4-2,..., a la classe E; des nombres de la
forme n?+ k (et pas n*+ h, avec /o << k). On a donc

P(E;) +P(E) +P(E)+...+P(Ep)+...=0+0+...40+...=o0,

tandis que
PE,+E +Ey4+.. .+ Ex+...)=1,

(') Voir mes conférences & VInst, 1. Poincaré [citées en note (1), p. 276]).
(*) E. Kange, Einfihrung i die Wahrscheinlichkeitstheorie, Hirzel,
Leipzig, 1932,
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la somme des classes E; comprenant évidemment tout nombre
entier.

Je ne connais, par contre, aucune définition substantielle (')
qui ail été proposée pour la probabilité, et qui aménerait a la con-
clusion opposée : a la démonstration de Padditivité compléte.

(') M. Fréchet m’a fait 'objection que deux cas sont possibles : on pcut admettre
que la probabilité doit étre dcfinissable pour tous les événements, ou hicn seu-
lement pour des événements particuliers, que 'on pourrait appeler probabilisables,
analogues aux enscmbles mesurables; dans ce deuxiémé cas, additivité compléte
pourrait subsister.

Or, il va sans dire que Padditivité compléte peut subsister dans le domaine des
événements probabilisables, lorsqu’on appelle, par définition, probabilisables,
les ¢véncments auxquels une fonction de probabilité peut étre ¢tendue grice &
Phypotheése de Padditivité compléte. Mais je ne saurais considérer que ce fait
soil cn contradiction avec mon affirmation, et qu’il constitue unc démonstration
de Padditivité compléte. Il faudrait pour cela avoir comme point de départ une
conception de la probabilité, justifier la distinction d’événements probabilisables
et non probabilisables d’aprés cette conception ct en faire découler la validité du
théoréme complet des probabilités totales dans le domainc des événements pro-
babilisables. Si par contre on admet ladite propriété arhitrairement, en intro-
duisant arbitrairement les restrictions nécessaires pour qu’elle ne soit pas
absurde, on peut constater évidemment qu’elle cst vraic pour toutes les lois de
probabilité qu'on a considérées précisément parce quelles la vérifient, mais on
n’a aucune raison de penser que les lois que I'on a voulu écarter n’étaient pas
également admissibles.

Enfin la définition des événements probabilisables construite sur 'analogic avec
les ensembles mesurables repose sur les notions d’ordre qui transforment l'en-
semble des cas possibles dans un espace. Si, par exemple, les cas possibles ont
la puissance du continu, et nous les représentons sur un segment de deux facons
différentes, le méme événement pourra résulter probabilisable sclon la premiére
image et non probabilisable selon 'autre (si la correspondance hiunivoque entre
les deux images ne transforme pas toujours ensembles ‘mesurables en ensembles
mesurables). La définition n'est donc pas intrinséque, mais dépend du choix d’une
1mage, A laquelle je ne vois pas comment on pourrait attacher une signification
quclconque dans la théorie des probabilités.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques
2¢ série, t. LX, septembre 1936.)
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