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ResumoNesta disserta�c~ao damos um tratamento uni�cado aos algoritmos de classi�ca�c~ao do tipoTDIDT (Top Down Induction of Decision Trees), incluindo o tratamento de atributosreais. A seguir propomos t�ecnicas para utilizar esses algoritmos na avalia�c~ao e decis~aode estrat�egias de aplica�c~ao no mercado �nanceiro. Os resultados s~ao verdadeiramenteencorajadores e motivam v�arias linhas para futuro desenvolvimento.
AbstractIn this dissertation we give a uni�ed treatment to the classi�cation algorithms of theTDIDT family (Top Down Induction of Decision Trees), including the treatment of realattributes. We then suggest some techniques to use these algorithms to evaluate andsupport �nancial markets strategies. The results we got are truly encouraging, motivatingseveral possible future developments.
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Cap��tulo 1Introdu�c~ao
1.1 Motiva�c~ao e ObjetivosNo mercado de a�c~oes, �e desejo de todo investidor obter indicadores das tendências de pre�cosque possam auxili�a-lo em suas decis~oes, isto �e, na escolha das estrat�egias de opera�c~ao. Porexemplo, antes de comprar um determinado t��tulo, o investidor busca evidências de que acota�c~ao deste t��tulo dever�a subir dentro de um certo per��odo, permitindo-lhe uma margemde lucro que lhe pare�ca satisfat�oria na revenda do mesmo.Uma maneira amplamente utilizada na escolha de estrat�egias de opera�c~ao �e a chamadaAn�alise T�ecnica, que se baseia no comportamento das cota�c~oes dos pap�eis [dBdV85].As ferramentas empregadas pelos analistas t�ecnicos s~ao os gr�a�cos e alguns indicadorest�ecnicos obtidos numericamente das cota�c~oes.Atualmente, o volume de pap�eis dispon��veis no mercado, a volatilidade de suas cota�c~oese a necessidade de decis~oes r�apidas têm incrementado a demanda por sistemas computa-cionais de apoio �a decis~ao para escolha de estrat�egias. �E particularmente importante queos resultados de um sistema desse tipo sejam fornecidos em tempo h�abil, isto �e, su�ciente-mente curto para que o investidor realize suas opera�c~oes com uma vantagem comparativasobre o restante do mercado. Todavia, os m�etodos de programa�c~ao tradicionais podemser limitados, pois cabe ao analista t�ecnico fornecer todos os crit�erios de decis~ao, o quenem sempre �e poss��vel.Di�culdades dessa natureza s~ao uma das motiva�c~oes para as pesquisas no Aprendi-zado por Exemplos, comumente denominado Aprendizado Indutivo. Em linhas gerais,um sistema de aprendizado indutivo recebe do especialista um conjunto de exemplos quetenham sido classi�cados previamente (denominado conjunto de treinamento) e induz, apartir desses exemplos, uma teoria (ou uma generaliza�c~ao) capaz de ser utilizada em novassitua�c~oes. 1



Dentre os algoritmos de aprendizado indutivo, destacam-se os algoritmos do chamadoAprendizado Proposicional [Nic94]. Para os algoritmos dessa categoria, os exemplos s~aorepresentados atrav�es de seus atributos (por exemplo, cor, altura, peso), e a teoria obtida�e representada na forma de regras de produ�c~ao ou de �arvores de decis~ao (comumentechamadas �arvores de classi�ca�c~ao).O interesse pela aplica�c~ao dos algoritmos de aprendizado proposicional vem se inten-si�cando nos �ultimos tempos. Por exemplo, o projeto \Statlog", integrante do programaESPRIT da Comunidade Europ�eia, analisou e comparou v�arios algoritmos estat��sticos,de redes neurais e de aprendizado proposicional sob diversas aplica�c~oes reais (an�alise decr�editos, reconhecimento de d��gitos e letras, diagn�osticos m�edicos, entre outros) [MST94].Em nosso trabalho, enfocamos os algoritmos da fam��lia TDIDT (Top-Down Inductionof Decision Trees), derivados do algoritmo ID3 (Interactive Dichotomizer 3) [Qui79] e deseu variante, o algoritmo CART [BFOS84]. Um algoritmo dessa fam��lia �e constitu��dobasicamente de duas fases:� A expans~ao da �arvore, atrav�es de sucessivas parti�c~oes do conjunto de treinamento;� A elimina�c~ao de algumas partes inferiores da �arvore, atrav�es de reagrupamentos dossub-conjuntos da parti�c~ao, de maneira a manter apenas os atributos mais relevantesna �arvore e atenuar o efeito de ru��dos nos dados dispon��veis; esse procedimento �edenominado poda da �arvore.As duas principais vantagens desses algoritmos s~ao:� As �arvores obtidas s~ao computacionalmente e�cientes para a classi�ca�c~ao de novascon�gura�c~oes. O procedimento de classi�ca�c~ao consiste em testes simples dentrode um �unico caminho desde a ra��z at�e uma das folhas, gastando portanto tempoproporcional �a altura da �arvore. Ademais, somente os atributos relevantes - isto �e,altamente correlacionados com as classes - aparecem nas �arvores, o que as tornarelativamente compactas.� As �arvores podem ser compreendidas e validadas pelos usu�arios, sem qualquer ne-cessidade de compreens~ao do funcionamento interno dos algoritmos. Por sua clareza,as �arvores de decis~ao podem, teoricamente, ampliar o conhecimento do especialista arespeito do dom��nio de aplica�c~ao. O especialista pode descobrir ou con�rmar, atrav�esdas �arvores obtidas, quais os atributos mais relevantes no processo de classi�ca�c~ao.A despeito da aparente viabilidade pr�atica dos algoritmos TDIDT no mercado �nan-ceiro, n~ao possu��mos ainda registros sobre sua aplica�c~ao nessa �area no Brasil.2



Os objetivos de nosso trabalho s~ao:1. Apresentar formalmente alguns algoritmos da fam��lia TDIDT dentro de uma abor-dagem uni�cada;2. Propor um novo algoritmo, TDIDT, o Real;3. Discutir e avaliar a aplicabilidade dos algoritmos TDIDT no suporte �a de�ni�c~aode estrat�egias de opera�c~ao no mercado �nanceiro, em termos da metodologia a serapresentada.Para atingir os objetivos propostos, inicialmente realizaremos testes sobre alguns sis-temas j�a dispon��veis: o Cal5[MW94], o NewID[Bos90] e o REAL[SNL96]. As cota�c~oes dealguns pap�eis ser~ao utilizadas como bases para nossos testes.1.2 Organiza�c~ao da Disserta�c~aoNo cap��tulo 2 ser~ao apresentados os conceitos b�asicos sobre o Aprendizado Proposicional.Tamb�em ser�a discutido o algoritmo geral de constru�c~ao das �arvores de classi�ca�c~ao.Nos dois cap��tulos seguintes, ser~ao mostrados alguns m�etodos que implementam duasimportantes fases no processo de constru�c~ao das �arvores. No cap��tulo 3 veremos algunscrit�erios para sele�c~ao dos atributos mais relevantes. No cap��tulo 4 ser~ao apresentadosalguns m�etodos de poda dos ramos.No cap��tulo 5 apresentaremos os programas que foram efetivamente utilizados em nossotrabalho.No cap��tulo 6 ser~ao apresentadas t�ecnicas de aplica�c~ao e avalia�c~ao dos algoritmosTDIDT no suporte �a compra e venda de pap�eis, segundo uma certa estrat�egia de opera�c~ao.Tamb�em s~ao discutidos os resultados obtidos.
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Cap��tulo 2Aprendizado Proposicional e �Arvoresde Decis~ao
2.1 Considera�c~oes Iniciais�Arvores de decis~ao s~ao estruturas que representam, em �ultima instância, regras de decis~aopara determinar a classe de um dado objeto. Os algoritmos mais representativos pertencem�a fam��lia TDIDT (Top-Down Induction of Decision Trees) e descendem do ID3 (IteractiveDichotomizer 3) [Qui79] e de seu variante, o algoritmo CART [BFOS84]. Nosso objetivoneste cap��tulo �e apresentar o algoritmo TDIDT.A �m de �xarmos algumas nota�c~oes, ser~ao apresentados na se�c~ao 2.2 alguns concei-tos b�asicos sobre o aprendizado proposicional, categoria �a qual pertencem os algoritmosTDIDT [AB92, Ban90, BFOS84].Para o leitor n~ao familiarizado com a terminologia de �arvores, a se�c~ao 2.3 apresentaos conceitos necess�arios [AHU83]. Na se�c~ao 2.4 de�niremos formalmente as �arvores dedecis~ao e apresentaremos o algoritmo b�asico para sua constru�c~ao.
2.2 O Aprendizado Indutivo de M�aquinaPara sua melhor compreens~ao, o estudo da constru�c~ao de �arvores de decis~ao deve serprecedido por um breve estudo a respeito do aprendizado por exemplos, comumente deno-minado Aprendizado Indutivo. Em primeiro lugar, a no�c~ao de conceito ou classe precisaser melhor compreendida sob a �otica de conjuntos.5



De�ni�c~ao 2.2.1 Seja U o conjunto universo de objetos, ou seja, o conjunto de todos osobjetos que o aprendiz pode encontrar. Uma classe C pode ser de�nida como um subcon-junto de U . Sob essa de�ni�c~ao, aprender uma classe C signi�ca aprender a identi�car oselementos de C.Em nosso trabalho, adotaremos apenas conjuntos �nitos de classes. Sob essa premissa,o conjunto universo U ser�a particionado em J classes C1; C2; : : : CJ , para algum J � 1.Por quest~ao de nota�c~ao, denotaremos as classes por n�umeros de 1 a J .2.2.1 A Representa�c~ao de Objetos por AtributosOs algoritmos estudados ao longo desse trabalho utilizam a descri�c~ao de objetos atrav�es deatributos. Um conjunto A = a1; a2; : : : ; am de atributos (ou vari�aveis) deve ser previamen-te de�nido. Ap�os de�nido o conjunto de atributos, cada objeto do dom��nio ser�a descritoatrav�es de um vetor de medidas (tamb�em denominado vetor de atributos)X = [x1; x2; : : : ; xm], onde xi �e o valor do atributo ai, i = 1; : : : ; m.Os atributos classi�cam-se em dois tipos:tipo num�erico ou ordenado : um atributo num�erico ou ordenado assume valores den-tro dos n�umeros reais. Por exemplo: idade, peso, comprimento;tipo categ�orico : um atributo categ�orico assume valores dentro de um conjunto �nito,onde n~ao h�a nenhuma ordem natural. Por exemplo: cor.No aprendizado por atributos, o conjunto U citado no in��cio deste cap��tulo �e denomi-nado espa�co de medidas, e �e composto por todos os poss��veis vetores de medidas X quepodem ser de�nidos sobre o conjunto de atributos A.2.2.2 O Aprendizado a Partir de ExemplosA fonte de informa�c~oes para um sistema de aprendizado �e um conjunto de exemplos E,tambem denominado conjunto de treinamento. O conjunto de treinamento E �e um subcon-junto de U cujos elementos tenham sido previamente classi�cados e que ser~ao utilizadospor um algoritmo de aprendizado. Em outras palavras, cada exemplo do conjunto detreinamento �e um vetor de medidas X ao qual est�a associada uma classe, C(X).Como ilustra�c~ao, consideremos o problema de diagn�osticos. Os exemplos ser~ao casoscl��nicos previamente diagnosticados por m�edicos especialistas. Assim, X ser�a um vetorcontendo uma s�erie de parâmetros (incluindo sintomas e resultados de exames) do pacienteem quest~ao e C(X) ser�a a doen�ca diagnosticada para aquele paciente.6



A partir do conjunto de treinamento E, o problema geral do aprendizado �e encontrar,para cada classe j representada em E, uma regra Desc(j) que descreva essa classe.O conjunto de descri�c~oes Desc(1); Desc(2); : : : ; Desc(J) obtidas constituir�a uma fun�c~aod : U ! f1; 2; : : : ; Jg, isto �e, uma fun�c~ao que associa a cada vetor de medidas X umaclasse j.O Aprendizado Proposicional �e uma modalidade de aprendizado em que os exem-plos s~ao representados por meio de vetores de atributos e a teoria gerada (a fun�c~aod : U ! f1; 2; : : : ; Jg) �e representada por meio de regras l�ogicas ou �arvores de decis~ao.Numa situa�c~ao ideal, cada descri�c~ao Desc(j) deve ser:completa : todos os exemplos da classe j satisfazem �a condi�c~ao imposta por Desc(j).consistente : nenhum exemplo que n~ao perten�ca �a classe j satisfaz �a condi�c~ao impostapor Desc(j).Em dom��nios reais, �e muito comum a presen�ca de ru��dos, ou seja, erros de medi�c~oese de classi�ca�c~oes dos exemplos. Ademais, nem sempre se consegue um conjunto satis-fat�orio de atributos para descrever os objetos. Em conseq�uência, �e comum que objetos declasses distintas sejam representados por vetores de medidas idênticos. Isso implica queas restri�c~oes acima precisam ser relaxadas, admitindo que exemplos de classes distintassejam eventualmente descritos pelas mesmas regras.Outro fato que deve ser levado em considera�c~ao �e que n~ao estamos interessados apenasem encontrar regras que descrevam os exemplos fornecidos, mas tamb�em (e principalmen-te) encontrar regras que classi�quem o mais corretamente poss��vel objetos desconhecidos.Encontrar uma regra de produ�c~ao para cada um dos vetores de atributos de E n~ao �e umaboa alternativa, pois essa regra estar�a utilizando atributos irrelevantes, sem qualquer po-der preditivo e somente ser�a �util para objetos que possuam vetores de atributos idênticosao exemplo que gerou tal regra. Logo, as regras devem ser mais gerais do que os exemplosfornecidos, e devem ser constru��das somente com os atributos relevantes para a predi�c~aodas classes.2.3 Terminologia B�asica de �ArvoresUma �arvore �e uma cole�c~ao de elementos chamados n�os, dentre os quais um �e distinguidocomo uma ra��z, juntamente com uma rela�c~ao de \paternidade" que imp~oe uma estruturahier�arquica sobre os n�os. Formalmente,De�ni�c~ao 2.3.1 Uma �arvore pode ser de�nida recursivamente da seguinte maneira:7



1. Um �unico n�o �e uma �arvore. Este n�o �e tamb�em a ra��z da �arvore.2. Suponha que t seja um n�o e T1; T2; : : : ; Tk sejam �arvores com ra��zes t1; t2; : : : ; tk,respectivamente. Podemos construir uma nova �arvore transformando t no pai dosn�os t1; t2; : : : ; tk. Nessa �arvore, t ser�a a ra��z e T1; T2; : : : ; Tk ser~ao as sub-�arvores ouramos da ra��z. Os n�os t1; t2; : : : ; tk s~ao chamados �lhos do n�o t.Algumas vezes �e conveniente incluir no conceito de �arvores a �arvore nula ou vazia, uma\�arvore" sem n�os.Considere o exemplo da �gura 2.1, em que �e apresentado o sum�ario de um livro e suarepresenta�c~ao como uma �arvore. A ra��z, chamada Livro, possui três sub-�arvores cujasra��zes correspondem aos cap��tulos C1, C2 e C3. Livro �e o pai de C1, C2 e C3, e essestrês n�os s~ao os �lhos de Livro. .. ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .............................................................................................. ...................................................................... ............................................................................ ........................ .......................... ..............................................................................................................................................................................................................................(a)
C1 s1.1s1.2C2 s2.1 s2.1.1s2.1.2s2.2s2.3C3

Livro
(b)s1.1C1 C2Livro C3s2.3s2.2s2.1s2.1.1 s2.1.2s1.2

Figura 2.1: Sum�ario de um livro (a) e sua respectiva representa�c~ao como uma �arvore (b).Se t1; t2; : : : ; tk �e uma seq�uência de n�os em uma �arvore tais que ti �e o pai de ti+1 para1 � i < k, ent~ao esta seq�uencia �e denominada um caminho do n�o t1 at�e o n�o tk. Noexemplo anterior, a seq�uência C2; s2:1; s2:1:2 �e um caminho de C2 at�e s2:1:2.Se existe um caminho do n�o a ao n�o b, ent~ao a �e um ancestral de b e b �e um descendentede a. Note que todo n�o �e ancestral e descendente de si mesmo. Um ancestral ou umdescendente de um n�o, que n~ao seja o pr�oprio n�o, �e denominado ancestral pr�oprio oudescendente pr�oprio, respectivamente. s2.1 s2.2 s2.3s2.1.2s2.1.1s1.2s1.1 ............................................................................... ......................................................................... ............................................................................... ..................................................................................... ............................ .....................................................................................................................................................................................................................C1 C2
Figura 2.2: Ramos TC1 e TC2 da �arvore descrita na �gura 2.1.Com as de�ni�c~oes acima, podemos formalizar a de�ni�c~ao de ramos: dado um n�o t 2 T ,a sub-�arvore ou ramo Tt de T consistir�a do n�o t (que ser�a a ra��z de Tt) juntamente com8



todos os descendentes de t em T . A �gura 2.2 mostra os ramos TC1 e TC2 da �arvoredescrita na �gura 2.1.Todos os n�os que n~ao possuem �lhos s~ao chamados n�os terminais ou folhas. Os n�osque contêm �lhos s~ao chamados n�os n~ao-terminais ou n�os internos. O conjunto das folhasde T ser�a denotado por T .2.4 A Constru�c~ao de �Arvores de Decis~aoNesta se�c~ao ser�a apresentada a de�ni�c~ao formal de uma �arvore de decis~ao. Ser�a discutidotamb�em o algoritmo b�asico de constru�c~ao, comum a todos os sistemas geradores de �arvoresde decis~ao utilizados neste trabalho.De�ni�c~ao 2.4.1 [Utg89] Uma �Arvore de Decis~ao �e:� um n�o folha (ou n�o resposta) que cont�em o nome de uma classe ou o s��mbolo nulo(nulo indica que n~ao �e poss��vel atribuir nenhuma classe ao n�o por n~ao haver nenhumexemplo que corresponda a esse n�o); ou� um n�o interno (ou n�o de decis~ao) que cont�em o nome de um atributo; para cadaposs��vel valor do atributo, corresponde um ramo para uma outra �arvore de decis~ao.2.4.1 Exemplo de constru�c~ao de uma �arvoreA �gura 2.3(a) mostra alguns objetos que ser~ao utilizados como ilustra�c~ao nesta se�c~ao. Osobjetos da �gura 2.3(a), numerados de 01 a 12, pertencem a cinco classes: porca, parafuso,chave, caneta, tesoura. Suponha que esses objetos sejam mostrados a um sistema de vis~ao.Suas silhuetas s~ao capturadas por uma câmera e processadas por um programa de vis~ao.Esse programa pode ent~ao extrair alguns valores de atributos de cada imagem. Em nossocaso, os atributos s~ao: o tamanho, o formato e o n�umero de orif��cios de um objeto. Osposs��veis valores desses atributos s~ao:� Tamanho: pequeno; grande� Formato: longo; compacto; outro� Orif��cios: 0; 1; 2; 3; muitosAssuma que o sistema de vis~ao tenha extra��do os valores dos três atributos para cadaobjeto. A �gura 2.3(b) mostra a representa�c~ao desses objetos atrav�es de seus respectivosvetores de atributos. 9
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(b)Figura 2.3: O Conjunto de treinamento E. (a) Imagem dos objetos captada por umacâmera. (b) Sua representa�c~ao por atributos.A �gura 2.4 mostra uma �arvore de decis~ao induzida a partir dos exemplos da �gura2.3. Descreveremos em linhas gerais o processo de constru�c~ao dessa �arvore.Iniciamos a constru�c~ao da �arvore com apenas um n�o (a ra��z) e associamos a esse n�o oconjunto E. Como os exemplos n~ao est~ao na mesma classe, decidimos \dividir o n�o", ouseja, expandir a �arvore. Para isso, escolhemos um atributo (em nossa ilustra�c~ao, Orif��cios),com o qual rotulamos a ra��z. Dividimos o conjunto E em subconjuntos disjuntos, agru-pando exemplos de mesmo valor de Orif��cios em cada subconjunto. Para cada um dessessubconjuntos, criamos um novo n�o-�lho do n�o Orif��cios. Na �gura 2.4, os subconjuntosde E s~ao: E1 = fX 2 E tq XOrif��cios = 0gE2 = fX 2 E tq XOrif��cios = 1gE3 = fX 2 E tq XOrif��cios = 2g10
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caneta chave porca nulo chave tesouraparafusoFigura 2.4: Uma �arvore de decis~ao induzida a partir dos exemplos da �gura 2.3E4 = fX 2 E tq XOrif��cios = 3gE5 = fX 2 E tq XOrif��cios = muitosgAnalisemos agora o n�o referente ao subconjunto E1. Uma vez que E1 cont�em exem-plos de classes distintas, o n�o deve ser dividido: rotulamos o n�o com um novo atributo(Tamanho), criamos novos �lhos para esse n�o e dividimos E1 conforme os valores deTamanho (pequeno; grande):E1;1 = fX 2 E1 tq XTamanho = pequenogE1;2 = fX 2 E1 tq XTamanho = grandegTodos os exemplos em E1;1 pertencem �a mesma classe. Nesse caso, simplesmenterotulamos o n�o correspondente com a classe �a qual aqueles exemplos pertencem (parafuso)e declaramos esse n�o como uma folha, passando a examinar outros n�os que ainda n~aotenham sido devidamente tratados. O mesmo ocorre com o n�o referente ao subconjuntoE1;2, cujos exemplos s~ao todos de classe caneta.O procedimento �e an�alogo para os demais subconjuntos (E2; E3; E21 ,etc.); se o subcon-junto �e vazio (como ocorre em E4; E5; E2;3), o n�o correspondente �e rotulado com nulo.Suponha agora que a �arvore de decis~ao tenha sido constru��da e que seja apresentado aosistema o vetor de atributos de um objeto de classe desconhecida. Queremos que o sistemaatribua uma classe ao objeto. O procedimento para classi�ca�c~ao desse objeto �e realizaro teste de atributo na ra��z, ir para o ramo correspondente, realizar o teste de atributo nosegundo n�o, ir para o pr�oximo ramo, sucessivamente at�e atingir uma folha. Ent~ao o objetoser�a classi�cado com o r�otulo da respectiva folha.11



Como uma ilustra�c~ao, considere um objeto cujo vetor de atributos seja:(Tamanho = grande;Formato = longo;Orif��cios = 0):Se tal objeto for submetido �a �arvore da �gura 2.4, atingir�a o n�o referente ao conjunto E1;2e ser�a, portanto, classi�cado como uma caneta.Para a constru�c~ao da �arvore descrita acima, os n�os internos foram rotulados ao acaso.Em geral, a escolha do atributo para a divis~ao de um n�o �e feita por meio de heur��sticas(usualmente baseadas em medida de informa�c~ao). Tais heur��sticas buscam atributos demaior correla�c~ao com as classes. Na se�c~ao 2.4.5 e no cap��tulo 3 estudaremos algumasheur��sticas de divis~ao dos n�os com mais detalhes.2.4.2 O algoritmo de constru�c~ao de �arvores de decis~aoNa ilustra�c~ao vista anteriormente, os objetos foram descritos em termos de atributoscateg�oricos. Naquele caso, o n�umero de ramos descendentes de cada n�o interno correspondeao n�umero de valores poss��veis do atributo que rotula este n�o. Na maioria dos problemasreais de classi�ca�c~ao os atributos s~ao num�ericos, e podem assumir um n�umero muito grandede valores poss��veis. Por essa raz~ao, os atuais algoritmos da fam��lia TDIDT \categorizam"os atributos num�ericos, atrav�es da divis~ao desses atributos em intervalos.A �gura 2.5 apresenta o algoritmo de constru�c~ao das �arvores. Inicialmente, a �arvore �econstitu��da por um �unico n�o t sobre o qual armazenamos o conjunto de treinamento E.Se E for \puro" o su�ciente (isto �e, se houver uma classe que domina em E com grausu�ciente de convic�c~ao), podemos considerar o n�o t como um n�o terminal (rotulado com aclasse dominante em E) e interromper a expans~ao da �arvore. Caso contr�ario, selecionamoso melhor atributo (em geral, o atributo de maior correla�c~ao com as classes presentes emE) e particionamos E de acordo com os valores desse atributo. Criamos um n�o terminalcorrespondente a cada um dos sub-conjuntos obtidos, o qual ser�a um �lho de t. Repetimosa mesma opera�c~ao recursivamente para cada n�o terminal obtido.Algumas componentes do algoritmo ser~ao descritas brevemente a seguir:� A regra de parada P (E) �e uma condi�c~ao que o conjunto de treinamento E deve satis-fazer para que seu n�o correspondente seja considerado um n�o terminal. As situa�c~oesmais simples em que a expans~ao de um n�o deve ser interrompida ocorrem quandoo conjunto E �e vazio ou quando todos os exemplos incidentes sobre t pertencem�a mesma classe. Contudo, existem algoritmos que interrompem a expans~ao do n�osob condi�c~oes mais complexas. Nesses casos, dizemos que ocorre uma pr�e-poda da�arvore de decis~ao. Alguns dos algoritmos que realizam a pr�e-poda s~ao o Cal5, o C4[QCHL86] e o Assistant-86 [CKB87].� A regra classe(t) �e uma fun�c~ao que atribui um nome de classe a um n�o t. Em geral,12



AlgoritmoDados um conjunto de treinamento Eum n�o terminal tuma condi�c~ao de parada P (E)uma fun�c~ao de atribui�c~ao classe(t)uma fun�c~ao de avalia�c~ao de atributos score(E; a)uma fun�c~ao de categoriza�c~ao de atributos categ(E;a)Se o conjunto E satisfaz a condi�c~ao de parada P (E),ent~ao rotule t conforme a regra classe(t)caso contr�ario1. para cada atributo ai, calcule a fun�c~ao score(E;ai);selecione o atributo a�n = arg max score(E; ai)2. rotule t com a�n3. sejam In1; In2; : : : ; InK os intervalos gerados segundo categ(E; a�n);crie um ramo correspondente a cada intervalo, rotulando-o com uma condi�c~ao do tipoxn 2 Ink?; k = 1; : : : ; K4. particione E em K sub-conjuntos E1; E2; : : : ; EK correspondentes aos ramos obtidos............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ........................................................................................ ...........................................................................................................................................a�nI1 IK: : :t1 t2 tKE1 E2 EK
t EI25. aplique o algoritmo recursivamente para cada subconjunto Ei, a partir do n�o ti6. ap�os a expans~ao da �arvore ter terminado, ajuste seu tamanho, podando alguns ramos inferiores se necess�ario.FimFigura 2.5: Algoritmo recursivo para constru�c~ao de uma �arvore T a partir de um conjuntode treinamento E.o crit�erio adotado �e atribuir o nome da classe que ocorre com maior freq�uência sobret. Existem ainda outros crit�erios de atribui�c~ao de classes, alguns dos quais ser~aodiscutidos na se�c~ao 2.4.3.� A fun�c~ao score(ai) �e utilizada para tentar identi�car o atributo mais relevante exis-tente sobre E, isto �e, o atributo com maior correla�c~ao com as classes dos exemplos.Pode ser baseada em medida de informa�c~ao, em medidas de custos ou em m�etodosestat��sticos. No anexo discutimos uma s�erie de crit�erios existentes.� Para tratar atributos num�ericos, os algoritmos \discretizam" os mesmos, criandosub-intervalos do tipo
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In1 = ]cn0; cn1]In2 = ]cn1; cn2]...InK = ]cnK�1; cnK[onde cn0; cn1; : : : ; cnK s~ao constantes de�nidas segundo o crit�erio de categoriza�c~aocateg(E; a). A forma mais simples de discretiza�c~ao �e a binariza�c~ao dos atributos,atrav�es de condi�c~oes do tipo xn � c?, onde a constante c �e obtida atrav�es de testesexaustivos sobre o conjunto de treinamento dispon��vel.Uma vez que os atributos categ�oricos tamb�em podem ser reduzidos a conjuntosIn1 = fan1g; : : : ; InK = fanKg, para simpli�car a nota�c~ao n~ao faremos distin�c~aoentre atributos ordenados e categ�oricos, exceto em casos expl��citos.� Ap�os a expans~ao da �arvore, �e comum que os subconjuntos de E correspondentesaos n�os folhas sejam muito pequenos e altamente suscet��veis ao problema de ru��dos.Al�em disso, quando uma �arvore �e excessivamente expandida, s~ao inclu��dos atributosin�uteis sob o ponto de vista da classi�ca�c~ao dos objetos. �E necess�ario ent~ao eliminar-se alguns dos ramos inferiores da �arvore, de forma a atenuar o efeito dos ru��dos e deforma a manter na �arvore apenas os atributos que tenham poder preditivo ou, emoutras palavras, que possuam uma correla�c~ao razo�avel com as classes. Esse processo�e denominado p�os-poda (ou simplesmente poda) das �arvores.Com base no algoritmo exposto acima, os elementos necess�arios para a constru�c~ao de�arvores de decis~ao s~ao:1. Uma regra classe(t) para associar uma classe a cada n�o terminal t.2. Um crit�erio de discretiza�c~ao dos atributos n�um�ericos, categ(E; a);3. Um crit�erio de avalia�c~ao dos testes para a divis~ao de cada n�o da �arvore, score(E; a);alguns crit�erios ser~ao discutidos no cap��tulo 3.4. Um crit�erio de poda de sub-ramos desnecess�arios na �arvore; estudaremos algunsdesses crit�erios no cap��tulo 4.2.4.3 A regra de atribui�c~ao de classesNessa se�c~ao detalharemos alguns crit�erios de atribui�c~ao de classes a um n�o, com as res-pectivas estimativas de erro. No restante desta se�c~ao, denotaremos p(jjt) a probabilidade14



estimada de um exemplo incidente em t possuir classe j. Por exemplo, p(jjt) pode serde�nido como a propor�c~ao de exemplos de t que possuem classe j.O crit�erio mais simples �e atribuir a classe de maior probabilidade estimada no n�o, isto�e, a classe que maximiza p(jjt). Assim, a probabilidade estimada de um exemplo incidentesobre t ser classi�cado erroneamente �e:r(t) = 1�maxj p(jjt)= minj Xi 6=j p(ijt) (2.1)[BFOS84] utiliza o conceito de custo de erro de classi�ca�c~ao e utiliza um crit�erio deatribui�c~ao que minimiza esse custo no n�o, como veremos a seguir.De�ni�c~ao 2.4.2 O custo de erro em classi�car um objeto pertencente �a classe j comosendo de classe i �e denotado por C(i; j) e satisfaz� C(i; j) � 0; i 6= j;� C(i; j) = 0; i = j.Suponha que um objeto de classe desconhecida incida sobre um n�o t, cuja distribui�c~aode probabilidades estimadas das classes seja p(jjt), j = 1; 2; : : : ; J . Se esse objeto for clas-si�cado como classe i, ent~ao o custo esperado do erro na classi�ca�c~ao ser�a Pj C(i; j)p(jjt).Assim, um crit�erio natural de atribui�c~ao �e escolher a classe i que minimiza a express~aoacima.Sob essa regra, o custo esperado no erro de classi�ca�c~ao de um objeto incidente sobret ser�a: r(t) = mini Xj C(i; j)p(jjt): (2.2)Note que a primeira regra (escolher a classe de maior probabilidade estimada no n�o) �eum caso particular do crit�erio de minimiza�c~ao de custos, onde C(i; j) = 1 para i 6= j. Bastaveri�car que, com os custos C(i; j) unit�arios, as equa�c~oes 2.1 e 2.2 se tornam equivalentes.Durante a classi�ca�c~ao de um objeto desconhecido, em muitas situa�c~oes pode ser de-sej�avel que a �arvore T n~ao forne�ca apenas o nome de uma classe j para esse objeto,mas forne�ca as probabilidades estimadas desse objeto pertencer a cada uma das classes1; 2; : : : ; J . Como um exemplo, considere o problema do diagn�ostico m�edico. Suponha queum determinado paciente possa estar sofrendo de uma das três doen�cas D1, D2 ou D3, eque o vetor de atributos referente a esse paciente incida sobre uma folha t da �arvore. Ao15



inv�es de atribuir apenas uma doen�ca ao paciente e ignorar as demais, o sistema poder�aser mais con��avel se for capaz de estimar as probabilidades do paciente estar sofrendo decada uma das doen�cas D1; D2; D3.Para essas situa�c~oes, a fun�c~ao de atribui�c~ao classe(t) pode ser rede�nida comoclasse(t) = (p(1jt); p(2jt); : : : ; p(J jt)):Nesse caso, a �arvore T passa a ser chamada de �arvore probabil��stica, e n~ao mais �arvore dedecis~ao [MST94].Podemos estimar o custo de erro no n�o t usando o seguinte racioc��nio: sendo p(jjt)a probabilidade estimada de um objeto incidente sobre t pertencer �a classe j, o custoestimado de erro em atribuir a classe i a esse objeto ser�aXj C(i; j)p(jjt):Como a fun�c~ao classe(t) atribui a classe i ao objeto com probabilidade p(ijt), o custoestimado de erro no n�o t ser�ar(t) = Xi p(ijt)0@Xi 6=j C(i; j)p(jjt)1A = Xi;j C(i; j)p(ijt)p(jjt):Uma vez apresentadas as regras de atribui�c~ao de classe e as respectivas estimativas deerro r(t), ser�a �util de�nirmos os custos estimados de erros de cada n�o e o custo de erro da�arvore T . Os conceitos que se seguem s~ao v�alidos para as três regras indistintamente.Seja R(t) o custo total de erro no n�o t, dado porR(t) = r(t)p(t);onde p(t) �e a propor�c~ao de exemplos em E que incidem sobre o n�o t.Ent~aoDe�ni�c~ao 2.4.3 O custo total de erros de classi�ca�c~ao da �arvore R(T ) �e dado porR(T ) = Xt2T R(t);onde T �e o conjunto de folhas de T . 16



2.4.4 A discretiza�c~ao dos atributos num�ericosDurante a constru�c~ao da �arvore, o algoritmo TDIDT veri�ca cada um dos n�os que n~aotenha �lhos. Considere um n�o t que n~ao tenha �lhos e que n~ao satisfa�ca �a condi�c~ao deparada. Esse n�o precisar�a ser expandido, isto �e, o conjunto Et de exemplos incidentessobre t ser�a particionado, e a cada subconjunto obtido corresponder�a um �lho de t. Paraesta expans~ao, todos os atributos dever~ao ser levados em conta, e aquele que otimizar afun�c~ao score ser�a escolhido.Atributos que possuem muitos valores poss��veis, como �e o caso de atributos num�ericos,tendem a ser privilegiados nesta escolha, podendo gerar �arvores muito esparsas e com baixopoder preditivo.Por essa raz~ao, cada atributo num�erico an necessita ser \discretizado", atrav�es doparticionamento em intervalos In1 = ]cn0; cn1]In2 = ]cn1; cn2]...InK = ]cnK�1; cnK[onde cn0; cn1; : : : ; cnK s~ao constantes de�nidas segundo um certo crit�erio.Cada tupla s = (In1; : : : ; InK) de intervalos de an fornece uma divis~ao poss��vel para on�o t. Sendo Et o conjunto de exemplos incidentes sobre t, a divis~ao s gera os sub-conjuntosEtk = fX 2 Etjxk 2 Inkg; k = 1; 2; : : : ; K;onde xn �e o valor do atributo an para cada exemplo X.A maioria dos algoritmos realiza uma binariza�c~ao dos atributos, formando uma con-di�c~ao do tipo xnk � cnk?Nestes casos, para a determina�c~ao da melhor binariza�c~ao, �e necess�ario ordenar o conjuntode exemplos em ordem crescente de valores de an, e realizar um teste de score (que veremosna pr�oxima se�c~ao) para cada condi�c~ao do tipoxnk � cinkonde cin �e o valor de an para o i-�esimo exemplo dentro da ordena�c~ao obtida. A binariza�c~ao�otima s de an ser�a aquela que otimizar a fun�c~ao score.Alguns algoritmos, como o Cal5 e o REAL, realizam discretiza�c~oes mais complexas,onde a de�ni�c~ao dos intervalos obedece a crit�erios ligeiramente diferentes.Nos cap��tulos que seguem, utilizaremos a nota�c~ao de parti�c~oes bin�arias, j�a que suageneraliza�c~ao �e imediata. 17



2.4.5 A escolha do atributo �otimoAp�os termos de�nido as poss��veis divis~oes para os n�os da �arvore, precisamos de�nir algumcrit�erio de avalia�c~ao que escolha a melhor divis~ao para cada n�o. A grosso modo, a melhordivis~ao para um n�o deve ser aquela que agrupe, da melhor forma poss��vel, os exemplos demesma classe.Para o problema em que os custos de erro C(i; j) s~ao unit�arios, isto �e,C(i; i) = 0 ; C(i; j) = 1; i 6= jmuitos dos crit�erios de divis~oes dos n�os s~ao baseados no conceito de impureza, de�nidocomo segue:De�ni�c~ao 2.4.4 Uma fun�c~ao de impureza �e uma fun�c~ao � de�nida sobre o conjunto detodas as J-tuplas de n�umeros (p1; p2; : : : ; pJ) satisfazendo pj � 0; j = 1; 2; : : : ; J Pj pj =1 com as propriedades� � atinge seu m�aximo somente no ponto ( 1J ; 1J ; : : : ; 1J );� � atinge seu m��nimo somente nos pontos (1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0; : : :); : : : ; (0; : : : ; 0; 1);� � �e uma fun�c~ao sim�etrica de p1; p2; : : : ; pJ .Note que as restri�c~oes acima retratam bem as no�c~oes intuitivas de impureza: de fato,a impureza de um n�o deve ser maior quando todas as classes est~ao igualmente presentesno mesmo, e menor quando o n�o cont�em apenas uma classe.No cap��tulo 3, abordaremos algumas fun�c~oes de impureza conhecidas.De�ni�c~ao 2.4.5 Dada uma fun�c~ao de impureza �, de�ne-se a medida de impureza deum n�o t como imp(t) = �(p(1jt); p(2jt); : : : ; p(J jt))onde p(j|t) �e a probabilidade de um objeto incidente sobre o n�o t pertencer �a classe j.Para todo n�o t, suponha que haja uma divis~ao candidata s que divide t em tv e tf ,de forma que uma propor�c~ao pv dos exemplos de t v~ao para tv e uma propor�c~ao pf dosexemplos de t v~ao para tf . O crit�erio de qualidade da divis~ao �e de�nido pelo decr�escimona impureza �imp(s; t) = imp(t)� pvimp(tv)� pf imp(tf ) :18



�imp(s; t) pode ser visto como o ganho de pureza obtido pela divis~ao s. Ent~ao, amelhor divis~ao para a divis~ao de t ser�a aquela que maximiza esse ganho, isto �e,s� = arg maxs �imp(s; t):Suponha agora que tenhamos constru��do uma �arvore bin�aria T , realizando algumasdivis~oes sucessivas a partir da ra��z (onde cada divis~ao corresponde a um teste). Denoteo conjunto de folhas por T ; ponha I(t) = p(t)imp(t) e de�na a impureza da �arvore I(T )como I(T ) = Xt2 T I(t) = Xt2T p(t)imp(t):O seguinte teorema, demonstrado por [BFOS84], mostra que a aplica�c~ao sucessiva docrit�erio acima gera uma �arvore com impureza global m��nima.Teorema 2.4.6 A impureza global I(T ) da �arvore ser�a m��nima se, a cada n�o n~ao terminalt, tivermos escolhido a divis~ao s� = argmaxs �i(s; t).Dem. Tome um n�o qualquer t 2 T e, usando uma divis~ao s, particione o n�o em tv e Tf .A nova �arvore T 0 ter�a impurezaI(T 0) = XT�ftg I(t) + I(tv) + I(Tf):O decr�escimo global de impureza ser�aI(T )� I(T 0) = I(t)� I(tv)� I(tf):Por depender somente do n�o t e da divis~ao s, o decr�escimo global de impureza pode serescrito como �I(s; t) = I(t)� I(tv)� I(tf)= p(t)imp(t)� p(tv)imp(tv)� p(tf )imp(tf ) (2.3)De�nindo as propor�c~oes pv e pf dos exemplos de t que v~ao para tv e tf , respectivamente,como pv = p(tv)=p(t) ; pf = p(tf )=p(t)podemos reescrever a express~ao 2.3 como�I(s; t) = p(t)[imp(t)� pvimp(tv)� pf imp(tf )]= p(t)�imp(s; t):Uma vez que �I(s; t) difere de �i(s; t) apenas pelo fator p(t), a mesma divis~ao s�maximiza as duas express~oes. Portanto, o crit�erio de sele�c~ao da melhor divis~ao de cada n�opode ser visto como uma tentativa sucessiva de minimizar a impureza global da �arvore.19



2O conceito de impureza n~ao se aplica adequadamente em problemas onde os custosde erro n~ao sejam unit�arios. Nesses problemas, o crit�erio de divis~ao de n�os deve darpreferência para que as classes com maiores custos de erro �quem agrupadas nos mesmosn�os descendentes, em detrimento �aquelas classes de custos de erro inferiores.2.5 Considera�c~oes FinaisVimos neste cap��tulo alguns conceitos b�asicos sobre o aprendizado proposicional, bemcomo o algoritmo geral da fam��lia TDIDT (Top-Down Induction of Decision Trees).O que diferencia os algoritmos TDIDT entre si s~ao suas componentes internas: acondi�c~ao de parada P (E), a fun�c~ao de atribui�c~ao classe(t), a fun�c~ao de avalia�c~ao dosatributos score(E; a), a fun�c~ao de categoriza�c~ao de atributos categ(E; a) e o crit�erio depoda da �arvore. Nem todos os algoritmos TDIDT implementam p�os-poda; alguns realizamuma \pr�e-poda" durante a fase de expans~ao da �arvore, como �e o caso do Cal5 e do Real,que ser~ao discutidos em cap��tulos posteriores.Algumas componentes foram discutidas neste cap��tulo. Nos cap��tulos 3 e 4 ser~aoapresentados, respectivamente, algumas fun�c~oes de avalia�c~ao de atributos e alguns crit�eriosde p�os-poda.
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Cap��tulo 3Crit�erios Para Avalia�c~ao dosAtributos
3.1 Considera�c~oes IniciaisNo cap��tulo anterior, apresentamos o algoritmo geral da fam��lia TDIDT. Durante a cons-tru�c~ao da �arvore, ap�os decidir pela expans~ao de um n�o t, o algoritmo gera um conjuntode divis~oes poss��veis1. Para cada divis~ao poss��vel s, �e medido o decr�escimo na impureza�imp(s; t) obtido pela divis~ao do n�o t atrav�es de s.O crit�erio de avalia�c~ao adotado �e baseado, geralmente, em uma fun�c~ao de impureza,de�nida sobre todas as J-tuplas de (p1; p2; : : : ; pJ) satisfazendopj � 0; j = 1; 2; : : : ; JXj pj = 1:A fun�c~ao de impureza � deve satisfazer �as restri�c~oes1. � atinge seu m�aximo somente no ponto ( 1J ; 1J ; : : : ; 1J );2. � atinge seu m��nimo somente nos pontos (1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0; : : :); : : : ; (0; : : : ; 0; 1);3. � �e uma fun�c~ao sim�etrica de p1; : : : ; pJ .[BFOS84] e [Min87] observaram que os crit�erios para a divis~ao dos n�os n~ao diferemsigni�cativamente em termos de precis~ao da �arvore constru��da, mas sim em termos dotamanho da �arvore.1Ver se�c~ao 2.4.4 21



Neste cap��tulo, estudaremos algumas medidas utilizadas para sele�c~ao da melhor divis~aode um n�o. Algumas dessas medidas se adequam �as de�ni�c~oes de impureza expostas acima.3.2 O �Indice GiniO ��ndice Gini, implementado no sistema CART [BFOS84], foi criado fundamentalmentecomo uma medida de variância para dados categ�oricos, isto �e, dados que n~ao podem serquanti�cados [LM71].Inicialmente, apresentaremos este ��ndice para a situa�c~ao em que o os custos de erroC(i; j)2 s~ao unit�arios; em seguida, apresentaremos duas vers~oes poss��veis do ��ndice paracustos de erros vari�aveis.3.2.1 �Indice Gini para custos unit�ariosO ��ndice de diversidade Gini possui a formaG(p1; p2; : : : ; pJ) = Xi 6=j pipj (3.1)e tamb�em pode ser escrita comoG(p1; p2; : : : ; pJ) = Xj pjXi 6=j pi= Xj pj(1� pj)= 1�Xj p2jUma interpreta�c~ao do ��ndice Gini pode ser dada em termos de variâncias. Em um n�o t,associe a todos os exemplos de classe j o valor 1, e aos demais o valor 0. Ent~ao a variânciadesses valores ser�a p(jjt)(1� p(jjt)). Se esse procedimento for repetido para todas as Jclasses e as variâncias somadas, o resultado ser�aXj p(jjt)(1� p(jjt)):Outra interpreta�c~ao interessante pode ser dada em termos erro de classi�ca�c~ao. Aoinv�es de de�nir classe(t) com o r�otulo da classe majorit�aria, de�na classe(t) como umafun�c~ao que atribui, para um objeto selecionado aleatoriamente dentro do n�o, a classe i2De�nidos na se�c~ao 2.4.3 22



com probabilidade p(ijt). A probabilidade deste objeto ser da classe j �e p(jjt). Portanto,a probabilidade estimada de erro sob esta regra �e o ��ndice de GiniXi 6=j pipj:Podemos veri�car que o ��ndice Gini satisfaz �as restri�c~oes de uma fun�c~ao de impureza.As restri�c~oes (2) e (3) s~ao trivialmente satisfeitas; para mostrarmos que a restri�c~ao (1)tamb�em �e satisfeita, usaremos uma desigualdade v�alida para toda fun�c~ao côncava f(a):f 0@ 1J JXj=1 aj1A � 1J JXj=1 f(aj);onde a1; : : : ; aJ s~ao quaisquer n�umeros positivos. Fixando aj = pj e f(a) = a(1 � a) etendo em mente que Pj pj = 1, temos:f 0@ 1J JXj=1 pj1A = 1J �1� 1J �� 1J JXj=1 pj(1� pj)= 1J G(p1; p2; : : : ; pJ):Logo, G(p1; p2; : : : ; pJ) � 1� 1J = G � 1J ; 1J ; : : : ; 1J � :A concavidade estrita de G(p1; p2; : : : ; pJ) garante que o ponto ( 1J ; 1J ; : : : ; 1J ) �e o �unicoponto de m�aximo. 23.2.2 �Indice Gini para custos vari�aveisNa presen�ca de custos vari�aveis de erro, adotar um crit�erio de divis~ao de n�os baseadoexclusivamente na fun�c~ao de impureza deixa de ser a melhor estrat�egia, pois em taissitua�c~oes deve-se dar prioridade para que classes de custo de erro mais elevado �quem nomesmo n�o descendente, em detrimento daquelas classes de custo de erro inferior. O ��ndiceGini possui duas extens~oes para a estrat�egia de divis~ao dos n�os, aplic�aveis na presen�ca decustos vari�aveis.A estrat�egia mais direta �e a que segue: dados os custos de erro de classi�ca�c~ao C(i; j)tais que: C(i; i) = 0 ; C(i; j) � 0; i 6= j23



e as probabilidades estimadas p(jjt), de�nimos o ��ndice Gini porG(p(1jt); p(2jt); : : : ; p(J jt)) = Xi;j C(i; j)p(ijt)p(jjt): (3.2)No caso particular de um problema que contenha apenas duas classes, a equa�c~ao acimase reduz a G(p(1jt); p(2jt)) = (C(1jt) + C(2jt))p(1jt)p(2jt);dando essencialmente o mesmo crit�erio de divis~ao do caso com custos unit�arios.Surge aqui uma di�culdade: p(ijt)p(jjt) na equa�c~ao �e C(i; j) + C(j; i). O crit�erio n~aoconsegue identi�car qualquer distin�c~ao entre C(i; j) e C(j; i), tratando-os como se cadaum fosse igual a (C(i; j) + C(j; i))=2. Por essa raz~ao, essa extens~ao do ��ndice Gini s�o �eapropriada para casos em que C(i; j) e C(j; i) n~ao sejam signi�cativamente diferentes.Apresentamos agora a segunda extens~ao para o ��ndice Gini, que trata dos casos emque C(i; j) e C(j; i) diferem consideravelmente. Essa extens~ao tenta alterar a distribui�c~aoa priori de probabilidades das classes, f�(j)g, de forma a tratar o problema como se oscustos fossem unit�arios.Considere um problema de duas classes equiprov�aveis, e suponha que C(1; 2) = 2,C(2; 1) = 1, isto �e, que o custo de erro da classe 2 seja o dobro do custo de erro daclasse 1. Queremos ent~ao uma �arvore que classi�que erroneamente um n�umero pequenode instâncias da classe 2. Pode-se pensar ainda que cada instância da classe 2 classi�cadaerroneamente conta em dobro, assim a situa�c~ao �e similar �aquela em que os custos sejamunit�arios e a probabilidade de ocorrência da classe 2 seja o dobro da probabilidade deocorrência da classe 1.Com base nessa id�eia, seja Q(ijj) a propor�c~ao de exemplos de classe j em E classi�-cados como se fossem de classe i pela �arvore T . Ent~ao o custo estimado de erro da �arvore�e de�nido como3 R(T ) = Xi;j C(i; j)Q(ijj)�(j):Sejam f�0(j)g e fC 0(i; j)g formas alteradas de f�(j)g e fC(i; j)g tais queC 0(i; j)�0(j) = C(i; j)�(j): (3.3)Ent~ao R(T ) permanece o mesmo quando computado usando-se f�0(j)g e fC 0(i; j)g.Tome fC 0(i; j)g como sendo a matriz de custos unit�arios e suponha que seja poss��velencontrar a distribui�c~ao alterada f�0(j)g que satisfa�ca 3.3. Ent~ao, a estrutura da �arvoreser�a a mesma (e o custo estimado de erro tamb�em o ser�a) para um problema onde oscustos s~ao unit�arios e as probabilidades das classes s~ao dadas por f�0(j)g.3Ver se�c~ao 4.2.2 24



Se as colunas da matriz de custos forem constantes, isto �e,C(i; j) = C(j);ent~ao os custos C 0(i; j) pode ser tomados como unit�ario atrav�es das probabilidades a priori�0(j) = C(j)�(j)Pj C(j)�(j) : (3.4)Ent~ao, o m�etodo de altera�c~ao de probabilidades a priori consiste nos seguintes passos:1. Calcule um custo de erro para cada classe, C(j) (no sistema CART, C(j) �e calculadocomo C(j) = PiC(i; j));2. Obtenha f�0(j)g atrav�es da equa�c~ao 3.4;3. Construa a �arvore usando custos unit�arios e usando a distribui�c~ao f�0(j)g; utilize o��ndice Gini de�nido na se�c~ao 3.2.1.3.3 O Crit�erio TwoingO crit�erio twoing, tamb�em implementado no sistema CART, pode ser formalizado comosegue. Denote o conjunto de classes por C, isto �e, C = f1; 2; : : : ; Jg. A cada n�o, separeas classes em duas superclasses,C1 = fj1; : : : ; jkg ; C2 = C � C1:Considere agora o problema original como um problema de duas classes, isto �e, associea superclasse C1 a todos os exemplos cujas classes perten�cam a C1 e associe a superclasseC2 aos exemplos cujas classes perten�cam a C2.Para toda divis~ao s de um n�o t, compute �imp(s; t) como se houvesse apenas duasclasses. Para o c�alculo de �imp(s; t), adote a medida de impurezaimp(t) = p(C1jt)p(C2jt);onde p(C1jt) = Xj2C1 p(jjt) e p(C2jt) = Xj2C1 p(jjt):Uma vez que imp(t) e �imp(s; t) dependem da escolha de C1, s~ao adotadas as nota�c~oesimp(t; C1) e �imp(s; t; C1):25



Para cada superclasse C1 � 2C , escolha o testes�(C1) = arg maxs �imp(s; t; C1);Finalmente, divida o n�o t usando o teste s� = s�(C�1), ondeC�1 = arg maxC1�2C �imp(s�(C1); t; C1):Uma vantagem que este m�etodo traz �e fornecer divis~oes estrat�egicas no sentido deque, nos n�os pr�oximos ao topo da �arvore, o m�etodo tenta agrupar grandes quantidades declasses que sejam similares em algumas caracter��sticas; nos n�os mais pr�oximos �as folhas,o m�etodo tenta isolar as classes entre si.Por exemplo, suponha que, em um problema contendo quatro classes, originalmenteas classes 1 e 2 tenham sido colocadas no mesmo grupo e separadas das classes 3 e 4,resultando em um n�o cuja con�gura�c~ao sejaClasse: 1 2 3 4Numero de exemplos: 50 50 3 1Ent~ao, na pr�oxima divis~ao desse n�o, o maior ganho de informa�c~ao seria obtido sepa-rando a classe 1 da classe 2.O m�etodo twoing parece ser computacionalmente ine�ciente quando existe um n�umerogrande de classes. De fato, para um problema com J classes, existem 2J�1 parti�c~oesposs��veis de C em duas superclasses. Entretanto, o seguinte teorema, demonstrado por[BFOS84] e re�nado em nosso trabalho, garante que esse crit�erio pode ser reformulado deforma que seu tempo de execu�c~ao se torne muito pr�oximo ao tempo de c�alculo do ��ndiceGini.Teorema 3.3.1 Seja s uma divis~ao poss��vel para um n�o t, e sejam pv e pf as propor�c~oesde exemplos de t que v~ao, respectivamente, para os n�os descendentes tv e tf . Ent~ao, sobo crit�erio p(C1jt)p(C2jt), uma superclasse C1(s) que maximiza �imp(s; t; C1) �eC1(s) = fj : p(jjtv) � p(jjtf)ge maxC1 �imp(s; t; C1) = pvpf4 24Xj jp(jjtv)� p(jjtf)j352 :Dem. Para maior simplicidade de nota�c~ao, considere p(Cijt) = qi, p(Cijtv) = qijv ep(Cijtf) = qijf ; i = 1; 2. 26



Em primeiro lugar, mostraremos a rela�c~ao�imp(s; t; C1) = pvpf [q1jv � q1jf ]2: (3.5)A igualdade acima �e obtida como segue:�imp(s; t; C1) = imp(t)� pvimp(tv)� pf imp(tf )= q1q2 � pvq1jvq2jv � pfq1jfq2jf= q1(1� q1)� pvq1jv(1� q1jv)� pfq1jf(1� q1jf)= q1 � pvq1jv � pfq1jf + pvq21jv + pfq21jf � q21Note que, para toda classe j = 1; 2; : : : ; J ,pvp(jjtv) + pfp(jjtf ) = p(tv)p(t) p(j; tv)p(tv) + p(tf)p(t) p(j; tf )p(tf )= p(j; tv) + p(j; tf)p(t)= p(jjt)e portanto, q1 = pvq1jv + pfq1jf :Utilizando a igualdade acima, temos�imp(s; t; C1) = pvq21jv + pfq21jf � (pvq1jv + pfq1jf)2= (1� pv)pvq21jv + (1� pf )pfq21jf � 2pvpfq1jvq1jf= pfpvq21jv + pvpfq21jf � 2pvpfq1jvq1jf= pvpf [q1jv � q1jf ]2:Tendo demonstrado a rela�c~ao 3.5, passaremos �a demonstra�c~ao do teorema. Nos-so problema �e encontrar, dada uma divis~ao s, uma superclasse C1(s) que maximize�imp(s; t; C1).Para todo real z, de�nimos z+ e z� como as partes positiva e negativa de z: se z � 0tome z+ = z e z� = 0; se z � 0, tome z+ = 0 e z� = �z. Por esta de�ni�c~ao, z = z+� z�,e jzj = z+ + z�.Para j = 1; 2; : : : ; J , de�na zj = p(jjtv)� p(jjtf). De�na tamb�emZ = q1jv � q1jf = Xj2C1 zj:Na rela�c~ao 3.5, uma vez que pv e pf dependem apenas de s e n~ao de C1, uma classe C(s)que maximiza �imp(s; t; C1) ser�a aquela que maximize ou minimize Z. O valor m�aximo27



de Z �e igual a Pj2C1 z+j e �e obtido por C1 = fj : zj � 0g. O valor m��nimo de Z �e�Pj2C1 z�j e �e obtido por C1 = fj : zj < 0g.Uma vez que Xj z+j �Xj z�j = Xj zj = 0;temos que o valor m�aximo de Z �e igual ao valor absoluto do m��nimo de Z(maxZ = jminZj); assim,maxZ = jminZj = 12 0@Xj z+j +Xj z�j 1A = 12 0@Xj jzjj1A :Ent~ao, da rela�c~ao 3.5 resulta quemaxC1 �imp(s; t; C1) = pvpf [maxZ]= pvpf4 24Xj jp(jjtv)� p(jjtf)j352 ;e uma classe maximizadora �eC1(s) = fj : p(jjtv) � p(jjtf)g: 2Usando o teorema 3.3.1, o procedimento para buscar a melhor parti�c~ao de n�os �e re-formulado da seguinte maneira. Para cada divis~ao s de um n�o t em Tv e tf , de�na afun�c~ao T (s; t) = pvpf4 24Xj jp(jjtv)� p(jjtf)j352 :Ent~ao, a divis~ao selecionada s�(C�1 ) �es� = arg maxs T (s; t)e C�1 �e dado por C�1 = fj : p(jjt�v) � p(jjt�f )g;onde t�v e t�f s~ao os n�os dados pela divis~ao s�.[BFOS84] n~ao obteve uma generaliza�c~ao do teorema 3.3.1 para medidas de impurezadistintas de p(C1jt)p(C2jt).A id�eia do crit�erio twoing tamb�em pode ser aplicada em situa�c~oes nas quais as classesem C, embora categ�oricas, possuam uma ordem natural. Por exemplo, em um estudo28



da dor remanescente ap�os um tratamento, as classes poderiam ser de�nidas como pior, amesma, leve melhora, sens��vel melhora, not�avel melhora, recupera�c~ao plena.Em tais aplica�c~oes, �e natural considerar o crit�erio twoing ordenado dado porT (s; t) = maxC1 �imp(s; t; C1);onde C1 e C2 formam uma parti�c~ao de C = 1; 2; : : : ; J em duas superclasses restritas �acondi�c~ao de serem da formaC1 = f1; : : : ; j1g ; C2 = fj1 + 1; : : : ; Jg ; j1 = 1; 2; : : : ; J � 1:Finalmente, deve-se notar que o crit�erio twoing n~ao se enquadra no conceito geralde impureza apresentado, embora isso n~ao seja necessariamente uma desvantagem; umcrit�erio de parti�c~ao deve ser julgado principalmente em termos de seu desempenho naconstru�c~ao de �arvores.3.4 A Medida de EntropiaO conceito de entropia surgiu inicialmente a partir da mecânica estat��stica, e sua apli-ca�c~ao tem se extendido para diversos outros fenômenos (f��sicos ou n~ao). A medida deentropia, como veremos, tamb�em �e muito conveniente como medida de informa�c~ao. Emnosso trabalho, empregaremos a abordagem adotada por [Khi53], baseada na teoria deprobabilidade.Em teoria de probabilidade um sistema completo de eventos A1; A2; : : : ; AJ �e um con-junto de eventos tal que um e somente um deles deve ocorrer a cada tentativa (por exemplo,o aparecimento de 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 pontos no lancamento de um dado). Se tivermos oseventos A1; A2; : : : ; AJ de um sistema completo, juntamente com suas probabilidades es-timadas p1; p2; : : : ; pJ (pi � 0; PJi=1 pi = 1), ent~ao temos um esquema �nitoA =  A1 A2 : : : AJp1 p2 : : : pJ !Todo esquema �nito descreve um estado de incerteza, onde se deseja prever o resultadode um experimento com base nas probabilidades de cada evento. Claramente, o grau deincerteza �e diferente para esquemas diferentes.A medida de entropia busca, ent~ao, medir o grau de incerteza presente em cada esquema�nito, e �e dada pela fun�c~ao E(p1; p2; : : : ; pJ) = � JXi=1 pi log pi:29



onde os logaritmos s~ao tomados numa base �xa qualquer e atribu��mos pi log pi = 0 sempreque pi = 0.[Khi53] demonstrou que E(p1; p2; : : : ; pJ) possui uma s�erie de propriedades que se podeesperar de uma medida de impureza.Em primeiro lugar, �e imediato ver que E �e sim�etrica e que E(p1; p2; : : : ; pJ) = 0 se, esomente se, algum dos n�umeros pi for igual a 1 e todos os demais iguais a 0.A concavidade estrita de E garante que E possui um �unico ponto de m�aximo; mostra-remos agora que E(p1; p2; : : : ; pJ) � E � 1J ; 1J ; : : : ; 1J � :Para isso, usaremos a propriedade v�alida para toda fun�c~ao convexa f(a):f 0@ 1J JXj=1 aj1A � 1J JXj=1 f(aj);onde a1; : : : ; aJ s~ao quaisquer n�umeros positivos. Fixando aj = pj e f(a) = a log a e tendoem mente que Pj pj = 1, temos:f 0@ 1J JXj=1 pj1A = 1J log 1J� 1J JXj=1 pj log pj= � 1J E(p1; p2; : : : ; pJ):Logo, E(p1; p2; : : : ; pJ) � log J = E � 1J ; 1J ; : : : ; 1J � : 2Suponha agora que tenhamos dois esquemas �nitosA =  A1 A2 : : : AJp1 p2 : : : pJ ! ; B =  B1 B2 : : : BKq1 q2 : : : qK !e que esses dois esquemas sejam mutuamente independentes, isto �e, que a probabilidaderjk da ocorrência simultânea dos eventos Aj e Bk seja pjqk. Ent~ao, o conjunto de eventossimultâneos AjBk (1 � j � J; 1 � k � K), com probabilidades rjk representa outro es-quema �nito, chamado produto dos esquemas A e B e denotado por AB. Sejam E(A), E(B)e E(AB) as entropias correspondentes aos esquemas A;B;AB. Uma vez que a realiza�c~ao30



do esquema AB �e equivalente �a realiza�c~ao dos esquemas A e B individualmente, �e naturalconsiderar que a incerteza presente no esquema AB seja igual �a soma das incertezas nosesquemas A e B, ou seja, E(AB) = E(A) + E(B): (3.6)A medida de entropia possui esta propriedade, pois�E(AB) = Xj Xk rjk log rjk= Xj Xk pjqk(log pj + log qk)= Xj pj log pjXk qk +Xk qk log qkXj pj= �E(A)� E(B):Consideremos agora o caso onde A e B s~ao mutuamente dependentes. Denote por qkjja probabilidade do evento Bk ocorrer, dado que o evento Aj tenha ocorrido, de forma querjk = pjqkjj; (1 � j � J; 1 � k � K):Ent~ao �E(AB) = Xj Xk pjqkjj(log pj + log qkjj)= Xj pj log pjXk qkjj +Xj pjXk qkjj log qkjj:Aqui Pk qkjj = 1 para todo j, e a soma �Pk qkjj log qkjj pode ser considerada como aentropia condicional Ej(B) do esquema B, calculado sob o pressuposto de que o evento Ajtenha ocorrido. Em outras palavras, Ej(B) ser�a a incerteza residual no esquema B, dadoque o evento Aj tenha ocorrido no esquema A. Temos ent~aoE(AB) = E(A) +Xj pjHj(B)onde Hj(B) = Xk qkjjlogqkjj:�E interessante notar que �Hj(B) pode ser visto como uma vari�avel aleat�oria no esque-ma A, pois seu valor �e completamente determinado pelo conhecimento de qual evento Ajdo esquema A realmente ocorreu. Assim, o termo �Pj pjHj(B) pode ser de�nido comoa esperan�ca da incerteza no esquema B ap�os a realiza�c~ao do esquema A, e ser�a denotadopor EA(B). 31



Assim, no caso geral, temos E(AB) = E(A) + EA(B): (3.7)Essa rela�c~ao tamb�em �e desej�avel em uma medida de impureza; se A e B s~ao mutua-mente dependentes, a incerteza no esquema AB n~ao pode ser E(A) +E(B). Considere,porexemplo, o caso extremo em que a sa��da do esquema A determina unicamente a sa��dado esquema B, de forma que a ocorrência de um evento Aj em A implica na ocorrênciade um evento Bk em B. Ent~ao, depois da realiza�c~ao do esquema A, o esquema B perdecompletamente sua incerteza e sua realiza�c~ao n~ao fornece nenhuma informa�c~ao adicional.Conseq�uentemente, EA(B) = 0 e E(AB) = E(A), e a rela�c~ao 3.7 permanece v�alida. �E f�aciltamb�em ver que a igualdade 3.7 �e equivalente �a igualdade 3.6 no caso em que os eventosA e B s~ao independentes.Um fato interessante �e notar que EA(B) � E(B). Essa desigualdade pode ser inter-pretada da seginte maneira: o conhecimento do resultado do esquema A s�o pode diminuira incerteza do esquema B, jamais aument�a-la. Para provarmos este fato, usaremos apropriedade v�alida para toda fun�c~ao convexa f(a):Xj �jf(aj) � f 0@Xj �jaj1A ;onde �j � 0 e Pj �j = 1. Portanto, ajustando f(a) = a log a; �j = pj; aj = qkjj temos,para todo k, Xj pjqkjj log qkjj �Xj pjqkjj log0@Xj pjqkjj1A = qk log qk;uma vez que Pj pjqkjj = qk. Somando a desigualdade acima sobre k, obtemosPj pjPk qkjj log qkjj = �Pj pjEj(B) = �EA(B)� Pk qk log qk = �E(B): 23.4.1 O teorema da unicidadeDentre as caracter��sticas da medida de entropia veri�cadas em nosso trabalho, duas podemser consideradas b�asicas:1. Para toda tupla (p1; p2; : : : ; pJ) satisfazendo pj � 0; Pj pj = 1, tem-se E(p1; p2; : : : ; pJ) �E( 1J ; 1J ; : : : ; 1J ).2. E(AB) = E(A) + EA(B). 32



Pode-se acrescentar uma terceira propriedade b�asica, a qual se poderia esperar de umamedida de impureza razo�avel. Uma vez que os esquemas A1 A2 : : : AJp1 p2 : : : pJ ! e  A1 A2 : : : AJ AJ+1p1 p2 : : : pJ 0 !n~ao s~ao substancialmente diferentes (a inclus~ao de um evento imposs��vel n~ao deve alterara incerteza do sistema), temos3. E(p1; p2; : : : ; pJ ; 0) = E(p1; p2; : : : ; pJ).O teorema a seguir, demonstrado por [Khi53], garante que a medida de entropia �e a�unica que satisfaz simultaneamente �as três condi�c~oes acima:Teorema 3.4.1 Seja E(p1; p2; : : : ; pJ) uma fun�c~ao de�nida para todo inteiro J e paratodos os valores p1; p2; : : : ; pJ tais que pj � 0; Pj pj = 1. Se para todo J esta fun�c~ao forcont��nua com respeito a todos os seus argumentos e se possuir as propriedades (1), (2) e(3) acima, ent~ao E(p1; p2; : : : ; pJ) = �� JXj=1 pj log pj;onde � �e uma constante positiva.Dem. Por simplicidade de nota�c~ao, consideremosE � 1J ; 1J ; : : : ; 1J � = L(J):Em primeiro lugar mostraremos queL(J) = � logJ = �� 1J JXj=1 log 1J ; (3.8)onde � �e uma constante positiva.Pelas propriedades (1) e (3), temosL(J) = E � 1J ; 1J ; : : : ; 1J ; 0� � E � 1J + 1 ; 1J + 1 ; : : : ; 1J + 1� = L(J + 1);e temos que L(J) �e uma fun�c~ao n~ao-decrescente de J . Sejam m e r inteiros positivos. Con-sidere m esquemas independentes A1; A2; : : : ; Am, cada um dos quais contendo r eventosequiprov�aveis, de forma queE(Ak) = E �1r ; 1r ; : : : ; 1r� = L(r) (1 � k � m):33



Pela propriedade (2) (generalizada para o caso de m esquemas) e pela independência dosesquemas Ak, temos E(A1A2 : : : Am) = mXk=1H(Ak) = mL(r):Por outro lado, o esquema A1A2 : : : Am consiste de rm eventos equiprov�aveis, e assimE(A1A2 : : : Am) = L(rm). Portanto, L(rm) = mL(r); (3.9)e, analogamente para outro par de inteiros positivos n e s,L(sn) = nL(s): (3.10)Agora, sejam os n�umeros r; s e n inteiros positivos dados arbitrariamente, mas seja on�umero m determinado pelas desigualdadesrm � sn � rm+1; (3.11)logo m log r � n log s � (m + 1) log r;mn � log slog r � mn + 1n: (3.12)Pela desigualdade 3.11 e pela monotonicidade da fun�c~ao L(n), temosL(rm) � L(sn) � L(rm+1)e, conseq�uentemente, por 3.9 e 3.10mL(r) � nL(s) � (m + 1)L(r):Assim, mn � L(s)L(r) � mn + 1n: (3.13)Finalmente, segue das desigualdades 3.12 e 3.13 que�����L(s)L(r) � log slog r ����� � 1n:Uma vez que o lado esquerdo dessa desigualdade �e independente de m, e pelo fato de n po-der ser arbitrariamente grande (e assim a fra�c~ao 1=n poder ser arbitrariamente pequena),temos L(s)log s =  L(r)log r ;34



e pelo fato de r e s serem arbitr�arios, temos L(s)= log s = �, onde � �e uma constante; logo,L(s) = � log s:Pela monotonicidade da fun�c~ao L(s), temos � � 0, e assim acabamos de provar a igualdade3.8.Demonstramos que o teorema vale para o caso especial em que pj = 1=J (1 � j � J).Consideraremos agora o caso em que os argumentos de E s~ao todos racionais. Seja Aum esquema composto por J eventos de probabilidades p1; p2; : : : ; pJ , onde cada pj �e umn�umero racional (1 � j � J). Ent~ao os n�umeros pj podem ser expressos comopj = gjg (1 � j � J);onde todos os gj s~ao inteiros positivos e Pj gj = g. Nosso problema consiste em de�nir aincerteza do esquema A. Para isso, de�niremos um segundo esquema B, o qual dependede A e �e de�nido como segue: o esquema B cont�em g eventos B1; B2; : : : ; Bg, os quaiss~ao divididos em J grupos, contendo g1; g2; : : : ; gJ eventos, respectivamente (cada umdesses grupos corresponde a um evento de A). Se o evento Aj ocorreu no esquema A,ent~ao no esquema B todos os gj elementos do j-�esimo grupo têm a mesma probabilidade1=gj, e todos os eventos dos demais grupos têm probabilidade 0 (s~ao imposs��veis). Pelapropriedade (3) da fun�c~ao E , dada uma sa��da Aj do esquema A, teremosEj(B) = E( 1gj ; 1gj ; : : : ; 1gj )= L(gj)= � log gj;o que signi�ca que EA(B) = JXj=1 pjHj(B)= � JXj=1 pj log gj= � JXj=1 pj log pj + � log g: (3.14)Analisemos agora o esquema-produto AB, consistindo de todos os eventos AjBk(1 � j � J; 1 � k � g). Um evento desse esquema somente �e poss��vel se Bk per-tencer ao j-�esimo grupo. Dessa forma, o n�umero de esquemas poss��veis AjBk para umdado j �e gj, e o n�umero total de eventos poss��veis no esquema AB �e PJj=1 gj = g. A35



probabilidade de cada evento poss��vel AjBk �e pj=gj = 1=g, isto �e, �e a mesma para todosos eventos poss��veis. Dessa forma, o esquema AB consiste de g eventos equiprov�aveis,juntamente com ng � g eventos imposs��veis; Assim, pela propriedade (3),E(AB) = E  1g ; 1g ; : : : ; 1g! = L(g) = � log g:Usando a propriedade (2) e a rela�c~ao 3.14, temos� log g = E(A) + � JXj=1 pj log pj + � log g;e portanto E(A) = E(p1; p2; : : : ; pJ) = �� JXj=1 pk log pk: (3.15)Finalmente, a rela�c~ao 3.15 que acabamos de demonstrar para n�umeros racionaisp1; p2; : : : ; pJ �e v�alida tamb�em para n�umeros reais quaisquer, por causa da hip�otese deE(p1; p2; : : : ; pJ) ser cont��nua. Assim, a demonstra�c~ao do teorema est�a completa. 23.5 O Teste Exato de FisherConsidere um problema em que s~ao realizados n experimentos independentes. Consi-dere tamb�em um conjunto de propriedades P = fP1; P2g e um conjunto de resultadosR = fR1; R2g, onde cada experimento possui uma (e somente uma) propriedadePi 2 P e produz um (e somente um) resultado Rj 2 P .Para cada i = 1; 2 e cada j = 1; 2, sejam� ni;j o n�umero de experimentos que possuem a propriedade Pi e produzem o resultadoPj;� ni;j o n�umero de experimentos que possuem a propriedade i; ni;j = Pj ni;j;� ni;j o n�umero de experimentos que produzem a propriedade j; ni;j = Pi ni;j.Os valores acima fornecem uma tabela de contingência � (�gura 3.1), que relaciona aspropriedades com os resultados veri�cados.Desejamos agora saber se os valores da tabela de contingência indicam alguma de-pendência entre a propriedade Pi e o resultado Rj; em outras palavras, desejamos saber se36



�R1 R2 TotaisP1 n1;1 n1;2 n1:P2 n2;1 n2;2 n2:Totais n:1 n:2 nTabela 3.1: Tabela de contingência 2� 2 para n experimentos.R1 R2 Totais R1 R2 TotaisP1 12 8 20 P1 18 2 20P2 6 4 10 P2 0 10 10Totais 18 12 30 Totais 18 12 30(a) (b)Tabela 3.2: Duas tabelas de contingência hipot�eticas.o conhecimento da propriedade Pi de um experimento �e relevante ou n~ao para prevermosseu resultado Rj.Este problema pode ser ilustrado atrav�es das tabelas da �gura 3.2, que representamduas situa�c~oes hipot�eticas onde um pesquisador realiza uma s�erie de 30 experimentos.Comparemos as duas situa�c~oes:� Suponha que o pesquisador tenha obtido a tabela (a). Pela tabela, 60% dos expe-rimentos veri�cados produzem o resultado R1, independentemente de possu��rem apropriedade P1 ou P2. O pesquisador conclui ent~ao que as propriedades P1 e P2parecem n~ao alterar o resultado de um experimento, e que portanto n~ao h�a nenhumaevidência de que os resultados e as propriedades em estudo sejam dependentes.� Suponha agora que o pesquisador tenha obtido a tabela (b) da �gura 3.2. Nestecaso, 90% dos experimentos com propriedade P1 veri�cados produziram o resultadoR1; e todos os experimentos com propriedade P2 veri�cados produziram o resultadoR2; o pesquisador conclui ent~ao que existe uma alta correla�c~ao entre a propriedadede um experimento e seu resultado.Estudaremos nesta se�c~ao o teste exato de Fisher, desenvolvido por [Yat34] e [Fis35],que fornece uma medida do grau de dependência entre as propriedades e os resultados dosexperimentos.O primeiro passo do teste �e estabelecer a hip�otese a ser veri�cada. �E poss��vel pensarem veri�car a hip�otese de dependência entre R e P . Infelizmente, a dependência assumeum n�umero muito grande de formula�c~oes. Uma vez que a independência estat��stica �e maisf�acil de ser formalizada, a abordagem adotada usualmente �e testar a hip�otese de P e R37



serem independentes. A hip�otese de independência �e comumente denominada hip�otesenula e �e denotada por Ho.Para i = 1; 2 e j = 1; 2, sejam� pi: a probabilidade de um experimento possuir a propriedade Pi;� p:j a probabilidade de um experimento produzir o resultado Pj;� pi;j a probabilidade de um experimento possuir a propriedade Pi e produzir o resul-tado Rj.A hip�otese nula ser�a formulada como:H0 : pi;j = pi:p:j (i = 1; 2; j = 1; 2): (3.16)O segundo passo �e assumir que as somas marginais ni;j e ni;j s~ao �xas, isto �e, assumirque s~ao conhecidos o n�umero de experimentos que possuem a propriedade Pi e o n�umerode experimentos que produzem o resultado Rj. Uma vez �xadas as somas marginais, po-demos escolher livremente um valor para apenas uma das freq�uências ni;j; essa freq�uênciadeterminar�a, em conjunto com as somas marginais, todas as demais.A terceira etapa ser�a estimar a probabilidade de ocorrência da con�gura�c~aon1;1; n1;2; n2;1; n2;2, dadas as somas marginais (�xas) n1:; n2:; n:1; n:2 e dado que P e Rs~ao independentes. Apresentaremos detalhadamente este c�alculo.A probabilidade de uma certa con�gura�c~ao n1;1; n1;2; n2;1; n2;2 em um total de n experi-mentos �e dada pela distribui�c~ao multinomial [MG63]fn(n1;1; n1;2; n2;1; n2;2jn) = n!n1;1n1;2n2;1n2;2pn1;11;1 pn1;21;2 pn2;12;1 pn2;22;2 : (3.17)Em n experimentos, a probabilidade de n1: experimentos possu��rem a propriedade P1 �edada pela distribui�c~ao binomialfP (n1:jn) = n!n1:!n2:!pn1:1: pn2:2: : (3.18)Analogamente, a probabilidade de n:1 experimentos produzirem o resultado R1 (num totalde n experimentos) �e fR(n:1jn) = n!n:1!n:2!pn:1:1 pn:2:2 : (3.19)Uma vez que as somas parciais n1: e n:1 s~ao independentes (isto �e, a escolha de n1: n~aointerfere na escolha de n:1 e vice-versa), a probabilidade da ocorrência de tabelas de con-tingência cujas somas parciais sejam n1: e n:1 ser�afP (n1:jn)fR(n:1jn):38



Assim, a probabilidade de ocorrência de uma con�gura�c~ao n1;1; n1;2; n2;1; n2;2 dadas assomas parciais n1: = n1;1 + n1;2 e n:1 = n1;1 + n2;1 ser�ap(n1;1; n1;2; n2;1; n2;2jn1:; n:1; n) = fn(n1;1; n1;2; n2;1; n2;2jn)fP (n1:jn)fR(n:1jn) :Da hip�otese de independência descrita em 3.16 e das equa�c~oes 3.17, 3.18 e 3.19 obtemosp(n1;1; n1;2; n2;1; n2;2jn1:; n:1; n) = n1:!n2:!n:1!n:2!n!n1;1!n1;2!n2;1!n2;2! : (3.20)Conforme mencionado anteriormente, uma vez �xadas as somas marginais, uma con�-gura�c~ao pode ser determinada apenas em fun�c~ao de uma das freq�uências. Por essaraz~ao, a probabilidade p(n1;1; n1;2; n2;1; n2;2jn1:; n:1; n) ser�a denotada simplesmente porp(ni;jjn1:; n:1; n).Finalmente, resta-nos validar (ou refutar) a hip�otese nula. Para a tabela �, de�na afun�c~ao F(�) = p(n�i;jjn1:; n:1; n) + p(n�i;j � 1jn1:; n:1; n) + : : :+ p(0jn1:; n:1; n);onde n�i;j �e a menor das freq�uências veri�cadas em �.Os valores n�i;j; n�i;j�1; : : : ; 0 determinam as con�gura�c~oes \mais extremas", isto �e, os casosque mais se distanciam da hip�otese nula (veja a �gura 3.3). Se, para um certo parâmetro� (por exemplo, 0.025) tivermos F(n�i;j; n1:; n:1; n) < �, isto signi�ca que a probabilidadeda con�gura�c~ao veri�cada, dada a hip�otese de independência, �e muito pequena, e portantoa hip�otese nula n~ao deve ser verdadeira. Da��, conclu��mos (de forma indireta) que existealgum grau de dependência entre P e R.Vejamos um exemplo. Considere a tabela de contingência da �gura 3.3(a), que repre-senta as freq�uências observadas num certo conjunto de experimentos aleat�orios. Os casosmais extremos s~ao mostrados na �gura 3.3(b).O menor valor veri�cado na tabela �e n2;1 = 2. Utilizando o teste de Fisher, temosF(�) = 2Xi=0 p(n2;1 � ijn1: = 13; n:1 = 12; n = 30)= 18!12!17!13!30! � 110!3!2!15! + 111!2!1!16! + 112!1!0!17!�� 0:00047;e conclu��mos que existe uma dependência estat��stica entre P e R.Atrav�es do teste de Fisher �e poss��vel medir a correla�c~ao entre os atributos e as classesdos exemplos dispon��veis no conjunto de treinamento, selecionando os atributos mais sig-ni�cativos para as divis~oes dos n�os. Tal aplica�c~ao pode ser �util para algoritmos que geram�arvores bin�arias, sobre dom��nios onde s~ao consideradas apenas duas classes poss��veis.39



Tabela original �R1 R2 TotaisP1 10 3 13P2 2 15 17Totais 12 18 30(a)Casos mais extremosR1 R2 Totais R1 R2 TotaisP1 11 2 13 P1 12 1 13P2 1 16 17 P2 0 17 17Totais 12 18 30 Totais 12 18 30(b)Tabela 3.3: Um exemplo da aplica�c~ao do Teste de Fisher.Considere um n�o t de uma �arvore de decis~ao. Seja s uma divis~ao poss��vel para o n�o t,e sejam tv e tf os n�os descendentes resultantes da parti�c~ao de t atrav�es de s.Seja Nt o n�umero total de exemplos que incidem sobre o n�o t e sejam� nv: e nf: as quantidades de exemplos que v~ao, respectivamente, para os n�os tv e Tf ;� n:j o n�umero de exemplos da classe j incidentes sobre t;� nv;j e nf;j o n�umero de exemplos pertencentes �a classe j que v~ao, respectivamente,para os n�o tv e tf .Esses valores fornecem uma tabela de contingência de ordem 2 � 2, apresentada na�gura 3.4. 1 2 Totaistv nv;1 nv;2 nv:tf nf;1 nf;2 nf:Totais n:1 n:2 NtTabela 3.4: Tabela de contingência 2� 2 obtida a partir da divis~ao s sobre o n�o t.O teste de Fisher �e utilizado ent~ao como segue: para cada divis~ao poss��vel s, calculeF(�(s)). A divis~ao s� escolhida ser�as� = arg mins F(�(s)):40



3.6 Considera�c~oes FinaisEstudamos neste cap��tulo quatro m�etodos para a escolha do melhor atributo para a divis~aodos n�os n~ao-terminais. Esses m�etodos buscam encontrar o atributo com maior grau decorrela�c~ao com as classes, fazendo com que subconjuntos resultantes da divis~ao do n�osejam os mais \homogêneos" poss��veis, ou seja, possuam maior n�umero de exemplos demesma classe.Dois dos m�etodos apresentados s~ao baseados no conceito de impureza. A medida deentropia �e uma das mais famosas medidas de impureza, empregada em diversos camposda f��sica e da teoria de informa�c~ao, entre outras �areas. O ��ndice de Gini tamb�em �e umaimportante fun�c~ao, que mede a variância sobre conjuntos com classes categ�oricas. Umavantagem do ��ndice de Gini �e a possibilidade de se incorporar custos de erros diferenciadospara as classes, como por exemplo em diagn�osticos m�edicos. Tamb�em foi apresentado ocrit�erio Twoing, uma variante do ��ndice de Gini.Finalmente, foi apresentado o teste exato de Fisher, o qual mede probabilisticamente ograu de dependência entre a presen�ca de uma certa caracter��stica (atributo) e a ocorrênciade um certo resultado (classe).O algoritmo Real apresenta um crit�erio diferente dos apresentados neste cap��tulo paraa escolha do melhor atributo. Este crit�erio ser�a apresentado na se�c~ao 5.4.
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Cap��tulo 4A Poda de �Arvores de Decis~ao
4.1 Considera�c~oes IniciaisQualquer algoritmo de constru�c~ao de �arvores de decis~ao tenta encontrar as correla�c~oesentre os atributos dos objetos e a classi�ca�c~ao dos mesmos. A for�ca dessas correla�c~oesvaria de acordo com o n�umero de exemplos que suportam ou negam a rela�c~ao observa-da. Algumas dessas correla�c~oes re
etir~ao caracter��sticas genu��nas do dom��nio, no qualhaver�a uma rela�c~ao causal entre os atributos e a classe de um objeto (isto �e, a classe �econseq�uência dos atributos ou vice-versa) ou uma rela�c~ao associativa (isto �e, os atribu-tos e a classe do objeto possuem a mesma causa) [CN87]. Outras ser~ao encontradas aoacaso, devido �a escolha particular dos exemplos presentes no sistema. Geralmente, ascorrela�c~oes verdadeiras envolvem um n�umero maior de exemplos estando, assim, menossujeitos a ru��dos.Uma vez que o n�umero de exemplos incidentes nos n�os inferiores diminui �a medidaque a �arvore �e expandida, a expans~ao exagerada da mesma faz com que sua precis~ao declassi�ca�c~ao diminua. Isto ocorre devido a dois fatores: em primeiro lugar, porque s~aoinclu��dos atributos com baixo poder preditivo (ou altamente correlacionados com atribu-tos utilizados nos n�os superiores), tornando a teoria gerada excessivamente especializada(over-�tting); em segundo lugar, porque os n�os inferiores (especialmente as folhas) �camaltamente suscet��veis �a interferência de ru��dos.Por outro lado, uma �arvore muito pequena n~ao usar�a toda a informa�c~ao dispon��vel noconjunto de treinamento, resultando novamente numa precis~ao menor na classi�ca�c~ao.Durante a constru�c~ao de �arvores de classi�ca�c~ao surge, ent~ao, um novo problema:a �arvore gerada deve possuir um tamanho satisfat�orio, n~ao sendo excessivamente geral(muito pequena) nem excessivametne especializada (muito grande). Esse problema temsido atacado sob duas maneiras. 43
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Figura 4.1: (a) Uma �arvore bin�aria para o problema da �gura 2.3. (b) A �arvore podadaem um de seus ramos.Em primeiro lugar, pode-se adotar, durante a constru�c~ao da �arvore de decis~ao, umaregra para interromper a divis~ao de um n�o t (tornando-o um n�o terminal), quando algumacondi�c~ao especial (diferente daquelas expostas no algoritmo b�asico) ocorrer. Ao interrom-per a expans~ao sob essas condi�c~oes especiais estaremos, com efeito, realizando uma podana �arvore. Por esse motivo, esse mecanismo �e denominado pr�e-poda da �arvore de decis~ao.Alguns crit�erios poss��veis para declarar um n�o t como terminal s~ao:1. Se, para toda divis~ao s do n�o t, �I(s; t) < �, onde � > 0 �e um parâmetro de�nidopelo usu�ario.2. Se o n�umero de exemplos que incidir sobre t for inferior a um parâmetro n.3. Se a propor�c~ao dos exemplos incidentes no n�o em rela�c~ao ao n�umero total de exem-plos em E for inferior a um parâmetro p.4. Se a estimativa de erro (ou o custo de erro) r(t) naquele n�o for menor do que umparâmetro r.A pr�e-poda �e utilizada pelos sistemas Cal5 [MW94] (o qual ser�a apresentado nopr�oximo cap��tulo), C4 [QCHL86] e Assistant-86 [CKB87].44



A segunda maneira de encontrar uma �arvore de tamanho satisfat�orio �e construir a�arvore completa e avaliar a con�abilidade de cada uma de suas sub-�arvores, podandoos sub-ramos considerados n~ao con��aveis. Este mecanismo �e denominado p�os-poda de�arvores, e ser�a o objeto de estudo deste cap��tulo.De�niremos agora o processo de poda de forma mais precisa. Utilizaremos aqui algunsconceitos b�asicos apresentados na se�c~ao 2.3.De�ni�c~ao 4.1.1 Dada uma �arvore T e um n�o interno t 2 T , a p�os-poda (ou simples-mente poda) do ramo Tt de T consiste em remover todos os descendentes pr�oprios det, declarando-o como n�o terminal. Rotula-se t conforme a fun�c~ao classe(t)1. A �arvorepodada desta forma ser�a denotada por T � Tt.A �gura 4.1 ilustra uma poda de �arvore.De�ni�c~ao 4.1.2 Se T 0 �e obtida de T atrav�es de podas sucessivas de ramos, ent~ao T 0 �edenominada sub-�arvore podada de T e �e denotada por T 0 � T .Ao longo deste cap��tulo, toda sub-�arvore podada T 0 ser�a chamada simplesmente desub-�arvore de T . Note que T 0 e T possuem o mesmo n�o ra��z.4.2 O M�etodo de Poda por Custo-ComplexidadeEm linhas gerais, este m�etodo, proposto por [BFOS84] e implementado no algoritmoCART, �e constitu��do de dois est�agios. No primeiro est�agio, uma seq�uência de �arvoresT0; T1; : : : ; TK �e gerada, onde T0 �e a �arvore original e Tk+1 �e obtida pela substitui�c~ao deuma ou mais sub-�arvores de Tk por folhas. TK �e uma �arvore constitu��da apenas por umafolha (a ra��z da �arvore original). No segundo est�agio, �e selecionada a melhor �arvore dessaseq�uência, levando-se em considera�c~ao o custo estimado dos erros de classi�ca�c~ao e acomplexidade (medida em n�umero de folhas) de cada uma dessas �arvores.O primeiro passo �e construir uma �arvore su�cientemente grande Tmax. Tmax n~ao pre-cisa ser expandida de forma exaustiva, isto �e, at�e que todas as folhas sejam puras2. Secome�carmos o processo com a maior �arvore poss��vel T 0max ou com uma �arvore menor, massu�cientemente grande Tmax, o processo de poda produz as mesmas sub-�arvores podadas,no seguinte sentido: se o processo de poda come�ca com T 0max e produz uma sub-�arvorecontida em Tmax, ent~ao o processo come�cando com Tmax obt�em exatamente a mesmasub-�arvore.1Descrita na se�c~ao 2.4.3.2Um n�o puro �e aquele que cont�em exemplos de uma �unica classe.45



Dessa forma, o crit�erio adotado para obter uma �arvore su�cientemente grande Tmaxespeci�ca um n�umero n e continua o processo de expans~ao da �arvore at�e que cada folha sejapura, contenha apenas vetores de medidas idênticos ou contenha um n�umero de exemplosmenor do que Nmin.A id�eia principal da poda por custo complexidade �e a que segue:De�ni�c~ao 4.2.1 Para qualquer sub�arvore T � Tmax, de�na sua complexidade como jT j,o n�umero de folhas em T . Seja � > 0 um n�umero real denominado o parâmetro decomplexidade e de�na a medida de custo-complexidade R�(T ) comoR�(T ) = R(T ) + �jT j:R�(T ) �e uma combina�c~ao linear entre o custo de erro da �arvore e sua complexidade. Oproblema central do m�etodo �e encontrar, para cada valor de �, a sub-�arvore T (�) � Tmaxque minimiza R�(T ), isto �e, T (�) = arg minT�TmaxR�(T ):O parâmetro � pode ser visto como um custo por folha; assim, se � for pequeno, apenaliza�c~ao por haver muitas folhas ser�a pequena e T (�) ser�a grande. �A medida que apenalidade � por folha aumenta, a sub-�arvore T (�) passa a ter um n�umero menor de n�osterminais at�e que, para um valor su�cientemente grande de �, T (�) consistir�a apenas don�o ra��z e a �arvore Tmax ter�a sido completamente podada.Embora � seja cont��nuo, existe um n�umero �nito de sub-�arvores de Tmax havendo,portanto, um n�umero �nito de sub-�arvores T (�); � 2 [0;+1[. O que ocorre �e que, seT (�) �e a �arvore que minimiza R�(T ) para um certo valor de �, ent~ao essa mesma �arvorecontinua minimizando R�(T ) �a medida que � aumenta, at�e que um ponto de ruptura�0 seja atingido, onde uma nova �arvore T (�0) (com menos folhas) se torna a �arvore queminimiza R0�(T ) e continua sendo �otima at�e o pr�oximo ponto de ruptura �00, e assimsucessivamente. Esse processo gera uma seq�uência �nita de sub-�arvores T1; T2; T3; : : : comn�umero de folhas progressivamente menor.Detalharemos agora um algoritmo e�ciente para a obten�c~ao dessa seq�uência de sub-�arvores (sem necessidade de buscar exaustivamente entre todas as poss��veis sub-�arvorespara encontrar aquela que minimize R�(T )).4.2.1 Obten�c~ao das sub-�arvoresDe�ni�c~ao 4.2.2 A �arvore minimal T (�) para o parâmetro de complexidade � �e de�nidapelas condi�c~oes: 46



� R�(T (�)) = minT�Tmax R�(T );� se R�(T ) = R�(T (�)), ent~ao T (�) � T .Inicialmente, devemos obter a sub-�arvore T1 = T (0) a partir de Tmax, ou seja, devemosencontrar a menor das sub-�arvores de Tmax que minimizam R(T ). A proposi�c~ao a seguirtem como conseq�uência o fato de toda sub-�arvore T de Tmax satisfazer R(T ) � R(Tmax);logo, T1 ser�a a menor sub-�arvore de Tmax satisfazendoR(T1) = R(Tmax):Proposi�c~ao 4.2.3 Seja T uma �arvore bin�aria. Dada uma folha t 2 T , para qualquerdivis~ao de t em tv e tf tem-se R(t) � R(tv) + R(tf):Para encontrar T1, execute o seguinte procedimento: seja t um n�o interno de T , esejam tv e tf os �lhos de t. Se R(t) = R(tv) +R(tf), ent~ao pode o ramo Tt, substituindo-opelo n�o t. Repita este processo at�e que j�a n~ao seja mais poss��vel nenhuma poda.Acabamos de obter a sub-�arvore T1 = T (�1), onde �1 = 0. Mostraremos agora co-mo obter, a partir de uma sub-�arvore Tk = T (�k), a sub-�arvore Tk+1 = T (�k+1) (onde�k+1 > �k), de tal forma que Tk permane�ca uma �arvore minimal para todo � no intervalo[�k; �k+1). Ou seja, para �1 � � < �k+1, Tk = T (�).Para todo n�o interno t de Tk e seu respectivo ramo Tk;t, de�naR�(t) = R(t) + � (4.1)R�(Tk;t) = R(Tk;t) + �jTk;tj: (4.2)Note que R�k(Tk;t) < R�k(t) para todo n�o interno de Tk, pois caso contr�ario Tkn~ao seria minimal. Suponha agora que � comece a subir de forma cont��nua. EnquantoR�(Tk;t) < R�(t) para cada t, teremos ainda Tk = T (�). No instante em queR�(Tk;t) = R�(t) (4.3)para algum n�o t, teremos ent~ao R�(Tk) = R�(Tk � Tk;t) e Ti � Ti;t conter�a menos folhasdo que Ti; logo, Ti 6= T (�). Nesse momento, o ramo Tk;t dever�a ser podado.As equa�c~oes 4.1 e 4.2 fornecem o valor de � para o qual a igualdade 4.3 ocorre:� = R(t)�R(Tk;t)jTk;tj � 1 :47



O ponto cr��tico �k+1 ser�a o menor valor de � para o qual a igualdade 4.3 pode ocorrer.Ou seja, �k+1 = mint2TkC R(t)� R(Tk;t)jTk;tj � 1onde TkC �e o conjunto de n�os internos de Tk.Para obter a �arvore Tk+1, execute o seguinte procedimento: seja t um n�o interno deTk; se R�k+1(t) = R�k+1(Tk;t), pode o ramo Tk;t, substituindo-o pelo n�o t. Repita esteprocedimento at�e que n~ao seja mais poss��vel nenhuma poda. A �arvore resultante ser�aTk+1.O procedimento acima gera uma seq�uência de sub-�arvores de Tmax, T1 � : : : � TK ,onde Tk = T (�k); �1 = 0. A sub-�arvore TK ser�a constitu��da somente pela ra��z ft1g deTmax.4.2.2 Escolha da melhor sub-�arvoreUma vez obtida a seq�uência decrescente de sub-�arvores T1 � T2 � : : : � TK � ft1g,o est�agio �nal do m�etodo de poda por custo-complexidade �e escolher a melhor dessassub-�arvores. O crit�erio para essa decis~ao �e baseado na precis~ao de classi�ca�c~ao e nacomplexidade de cada sub-�arvore.Inicialmente, deve-se encontrar estatisticamente uma boa estimativa de erro para cadauma das �arvores. Para encontrar essa estimativa, n~ao podemos simplesmente utilizar osmesmos exemplos que haviam sido empregados para a contru�c~ao da �arvore, sob pena de talestimativa de erro ser demasiadamente otimista. Por exemplo, suponha que a estimativa deerro empregada seja R(T ), conforme de�nido na subse�c~ao 2.4.3, usando o pr�oprio conjuntode treinamento para obter R(T ). Pela proposi�c~ao 4.2.3, R(T ) ser�a menor na medida emque a �arvore T tiver mais folhas; logo, a sub-�arvore T1 ser�a sempre favorecida na escolha.Para calcularmos a estimativa de erros das �arvores, utilizaremos um conjunto de testesEA, que consiste de um conjunto de instâncias cujas classes sejam conhecidas e que n~aotenham sido empregadas durante a constru�c~ao da �arvore Tmax.Seja Tk uma sub-�arvore da seq�uência. Submeta a �arvore Tk ao conjunto de testes EA,ou seja, utilize Tk para classi�car cada uma das instâncias de EA. Como a classe real decada objeto �e conhecida, �e poss��vel obter uma estimativa do custo de erro da �arvore Tk(denotada por RC(Tk)), conforme veremos a seguir.Denote por NA a cardinalidade do conjunto EA. Sejam NAj o n�umero de instânciasda classe j em EA e NAij o n�umero de instâncias de classe j em EA que tenham sidoclassi�cados por Tk como classe i. Ent~ao, a probabilidade estimada de um objeto de48



classe j ser classi�cado por Tk como classe i ser�aQ(ijj) = NAij=NAj :Denote por R(j) o custo esperado no erro de classi�ca�c~ao dos objetos de classe j. R(j)ser�a dado por R(j) = JXi=1C(i; j)Q(ijj)onde C(i; j) �e o custo de erro de�nido na subse�c~ao 2.4.3.Finalmente, seja �(j) a probabilidade a priori de um objeto qualquer de EA ser declasse j. A estimativa do custo da �arvore Tk �e dada por,RC(Tk) = JXj=1R(j)�(j):Ap�os calculada a estimativa de custo RC(Tk) para cada sub-�arvore Tk da seq�uência,pode-se simplesmente escolher a sub-�arvoreTk1 = arg min1�k�KRC(Tk):4.3 O M�etodo de Poda por Erro M��nimoEste m�etodo, proposto por [Nib87], tenta encontrar a sub-�arvore T que, teoricamente,minimiza a taxa esperada de erro de classi�ca�c~ao. Em nosso trabalho, procuramos detalharo m�etodo, para sua melhor compreens~ao.O primeiro passo ser�a calcular o erro esperado de classi�ca�c~ao em um certo n�o t.Por quest~ao de simplicidade, suponha inicialmente que o dom��nio possua somente duasclasses 1 e 2, com probabilidades de ocorrência (desconhecidas) p1 e p2 (onde p2 = 1�p1).Suponha que n exemplos incidam sobre o n�o t, dentre os quais n1 pertencem �a classe1 e n2 (= n � n1) pertencem �a classe 2. Podemos supor, sem perda de generalidade,que n1 � n2. Deveremos responder �a seguinte quest~ao: qual ser�a o erro esperado seatribu��rmos a classe 1 a um novo objeto incidente em t? Denotando por fp(AjB) a fun�c~aode densidade da probabilidade do evento A dado o evento B, o erro esperado ser�aE(t) = Z 10 (1� x)fp(p1=xjn1)dx:Note que fp(p1=xjn1) = p(n1jp1=x)fp(p1=x)p(n1)49



e que, pela f�ormula de Bayes, p(n1) = Z 10 p(n1jp1=x)dx:Assim, E(t) = Z 10 (1� x)p(n1jp1=x)fp(p1=x)R 10 p(n1jp1=x)fp(p1=x)dx dx:Assuma que p1 possui uma distribui�c~ao a priori tal que fp(p1 =x) = 1.E(t) = R 10 (i� x)p(n1jp1 =x)dxR 10 p(n1jp1=x)dx :Agora, p(n1jp1 =x) =  nn1!xn1(1� x)n�n1 ; logo,E(t) = R 10 (i� x)xn1(1� x)n�n1dxR 10 xn1(1� x)n�n1dx : (4.4)Note que Z 10 xa(1� x)bdx = Z 10 bXi=0 bi! (�1)ixa+idx= bXi=0(�1)i  bi!Z 10 xa+idx= bXi=0 (�1)i  bi!a + i + 1= n!Qbi=0 a + i + 1 :Logo, da equa�c~ao 4.4 resultaE(t) = Pn�n1+1i=0 (�1)i n� n1 + 1i !n1+i+2Pn�n1i=0 (�1)i n� n1i !n1+i+1 = n� n1 + 1n + 2 :
O c�alculo acima pode ser generalizado para dom��nios com m�ultiplas classes. Denotepor J o n�umero de classes e por nj o n�umero de exemplos de classe j incidentes sobre t.Seja i� = arg maxj2f1;2;:::;Jgnj:50



Supondo que a distribui�c~ao de probabilidade a priori para cada classe seja uniforme (comvalor constante 1=J), se de�nirmos classe(t) = i�, o erro esperado no n�o t ser�aE(t) = n� ni� + J � 1n + J :De�na agora a fun�c~ao Erro(t) como o erro esperado de classi�ca�c~ao no ramo Tt. Estafun�c~ao ser�a calculada como segue:� se t for um n�o folha, Erro(t) = E(t);� se t for um n�o n~ao-terminal, denote por tv e tf os �lhos de t; sendo nv o n�umero deexemplos incidentes sobre tv, de�na pv = nv=n (analogamente para nf e pf); ent~ao,o erro esperado sobre o ramo Tt ser�aErro(t) = pvErro(tv) + pfErro(tf):Os erros esperados em cada n�o t e em cada ramo Tt sugerem o seguinte algoritmo: SejaT uma �arvore n~ao podada. Partindo das folhas e subindo em dire�c~ao �a ra��z, calcule paracada n�o t os erros esperados E(t) e Erro(t). Se E(t) � Erro(t), execute a poda do ramoTt, mantendo apenas o n�o t; de�na classe(t) = arg maxi ni e atualize Erro(t) = E(t).Ap�os a execu�c~ao deste procedimento para todos os n�os (na ordem citada, isto �e,partindo-se dos n�os inferiores da �arvore at�e a ra��z), teremos obtido uma sub-�arvore T 0 � Tcujo erro de classi�ca�c~ao esperado ser�a m��nimo (em rela�c~ao ao conjunto de treinamentoE). Isto �e facilmente veri�cado por indu�c~ao na altura da �arvore.Teoricamente, este m�etodo de poda �e o ideal, uma vez que minimiza o erro globalesperado e n~ao necessita de um conjunto separado para testes. Entretanto, possui algumasdesvantagens. A primeira delas �e que a premissa de todas as classes serem equiprov�aveisraramente �e verdadeira (basta notar que os n�os inferiores das �arvores privilegiam certasclasses em detrimento de outras). Al�em disso, atrav�es de testes emp��ricos, [Min89] concluiuque o n�umero de classes afeta drasticamente o tamanho da �arvore podada, levando aresultados inst�aveis.4.4 Considera�c~oes FinaisTodo algoritmo TDIDT precisa buscar um equil��brio adequado para o n��vel de especiali-za�c~ao da �arvore constru��da. Se a �arvore resultante for excessivamente gen�erica (pequenademais), poucos atributos estar~ao sendo utilizados e muita informa�c~ao importante po-der�a ser perdida, compromentendo assim a precis~ao na classi�ca�c~ao. Por outro lado, uma�arvore excessivamente especializada (muito grande) poder�a estar empregando atributos51



com baixo poder preditivo, prejudicando a precis~ao na classi�ca�c~ao de novos objetos. Emdom��nios muito ruidosos, esse problema se torna ainda mais cr��tico.Para adequar o tamanho das �arvores, s~ao poss��veis duas abordagens: a primeira �einterromper a expans~ao da �arvore quando certas condi�c~oes s~ao satisfeitas (esse processo�e denominado pr�e-poda da �arvore); a segunda �e expandir o m�aximo poss��vel a �arvore, erealizar a poda de alguns de seus ramos inferiores (esse processo �e denominado p�os-poda,ou simplesmente poda).Neste cap��tulo, foram apresentados dois m�etodos de poda.O primeiro, denominado poda por custo-complexidade, procura gerar uma �arvore coma melhor rela�c~ao precis~ao x n�umero de folhas. Este m�etodo necessita de um conjunto detestes separado do conjunto de treinamento, o que pode representar uma desvantagemquando os exemplos dispon��veis s~ao escassos.O segundo m�etodo, denominado poda por erro m��nimo, busca gerar uma sub-�arvorecom a menor taxa estimada de erro. Embora n~ao necessite de um conjunto separadode testes, assume a hip�otese de que as classes sejam equiprov�aveis, o que raramente �everdadeiro.O programa NewId, o �unico dos programas analisados em nosso trabalho a realizarp�os-poda das �arvores, possui um m�etodo de poda diferente dos aqui descritos, o qual ser�aapresentado na se�c~ao 5.2.
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Cap��tulo 5Os Programas Utilizados
5.1 Considera�c~oes IniciaisEm nosso trabalho, realizamos testes com três programas da fam��lia TDIDT para avaliarsua utilidade como ferramentas de suporte �a decis~ao no mercado de a�c~oes. Foram avaliadosos programas NewId, Cal5 e Real.Este cap��tulo apresenta as descri�c~oes dos programas estudados. Para sua melhor com-preens~ao, faremos uma breve revis~ao da estrutura geral dos algoritmos TDIDT (umaapresenta�c~ao mais completa da fam��lia TDIDT se encontra no cap��tulo 2).Algoritmo TDIDT:� Seja t um n�o terminal da �arvore que se deseja construir. Seja E o conjunto detreinamento incidente sobre t. Se E satis�zer �a condi�c~ao de parada P (E), rotule tconforme a regra classe(t).� Se E n~ao satis�zer �a condi�c~ao de parada P (E):1. calcule os valores da fun�c~ao score(E; ai), e escolha o atributo a�n que maximizaesta fun�c~ao. Rotule o n�o t com a�n.2. Categorize o atributo a�n atrav�es da fun�c~ao categ(E; a�n), e crie um ramo cor-respondente a cada intervalo gerado.3. Particione o conjunto de treinamento E de acordo com os ramos obtidos, eaplique recursivamente o algoritmo para cada n�o �lho de t.4. Ajuste o tamanho da �arvore resultante, podando alguns ramos inferiores senecess�ario. 53



Todos os algoritmos apresentados neste cap��tulo possuem a estrutura acima. Os com-ponentes particulares de cada algoritmo s~ao:� O crit�erio de parada, P (E);� A fun�c~ao de atribui�c~ao de classe a um n�o terminal, classe(t);� A fun�c~ao de escolha do melhor atributo, score(E; ai);� A fun�c~ao de categoriza�c~ao de atributos num�ericos, categ(E; ai);� O crit�erio de poda dos ramos inferiores da �arvore.Uma vez constru��da a �arvore, o Real e o NewId n~ao realizam a poda dos ramos in-feriores. Nestes algoritmos, o controle do tamanho da �arvore �e realizado pelo crit�erio deparada.5.2 O NewIDO NewID [Bos90] foi implementado pelo Turing Institute, Esc�ocia. �E um algoritmo capazde tratar, al�em de atributos num�ericos, tamb�em classes num�ericas (cont��nuas). Os demaisalgoritmos vistos neste cap��tulo somente lidam com classes categ�oricas. �E o �unico dos trêsalgoritmos que realiza a p�os-poda.Os parâmetros desse algoritmo, descritos mais detalhadamente nas se�c~oes que seguem,s~ao:fator de poda �: atrav�es desse parâmetro, o algoritmo decide pela poda ou n~ao de algunsramos inferiores da �arvore gerada; 0 � � < 100.coe�ciente de variância �: �e utilizado para interromper a expans~ao da �arvore quandoas classes s~ao do tipo ordenado; 0 < � � 100.5.2.1 A atribui�c~ao de classes aos n�os terminaisPara classes categ�oricas, a regra para rotula�c~ao de um n�o terminal t �e atribuir a classe demaior freq�uencia no n�o.Para classes do tipo ordenado, a regra �e atribuir a m�edia ponderada dos valores das classesque aparecem no n�o. 54



5.2.2 A condi�c~ao de paradaPara classes categ�oricas, o NewID interrompe a expans~ao da �arvore em um n�o quando asclasses dos exemplos sobre esse n�o s~ao idênticos, ou quando os valores dos atributos foremidênticos para todos os exemplos.Para classes do tipo num�erico, o algoritmo considera t como um n�o terminal quando�(Et) � 1��(E)onde E �e o conjunto de treinamento original, Et �e o conjunto de exemplos incidentes sobret, �(S) �e o desvio-padr~ao das classes dos exemplos de S, e � �e um fator de poda fornecidopelo usu�ario, j�a mencionado no in��cio da se�c~ao.5.2.3 Medida para avalia�c~ao dos atributos (\score")Para classes do tipo categ�orico, o programa utiliza a medida de entropia, descrita nocap��tulo 3.Para classes do tipo ordenado, o programa tenta encontrar parti�c~oes que minimizem asvariâncias dos valores das classes nos n�os descendentes:Para cada atributo an, selecione abiparti�c~ao s�n = (I�n1; I�n2) tal ques�n = arg minsn �(Et1) + �(Et2);onde �(S) �e a variância das classes no conjunto S e Et1; Et2 s~ao os sub-conjuntos obtidosde Et pela parti�c~ao sn.5.2.4 O m�etodo de podaPara os dom��nios com classes categ�oricas, o NewID implementa o seguinte m�etodo depoda descrito a seguir. O programa necessita de um conjunto de testes separados EA eum fator de poda � 2 [0; 100].Sejam j� a classe de maior freq�uência entre os exemplos do conjunto original incidentessobre t, pT a propor�c~ao de exemplos de EA classi�cados corretamente por Tt, pt a propor�c~aode exemplos de EA classi�cados corretamente por t se a este n�o fosse atribu��da a classej�. Se pT > pt�=100, mantenha o ramo Tt; caso contr�ario, pode o ramo e atribua a classej� a t. 55



5.3 O Cal5A meta do Cal5[MW94] �e construir �arvores de decis~ao onde, para cada n�o terminal t, pelomenos uma classe j possa ser decidida com probabilidadeP (jjt) � S (5.1)sendo P (jjt) a probabilidade da classe j no n�o t. A desigualdade 5.1 ser�a estimada dentrodo n��vel de con�an�ca 1� �. Tanto S quanto � s~ao parâmetros que devem ser fornecidospelo usu�ario. O m�etodo para a estima�c~ao de P (jjt) ser�a visto nas se�c~oes que seguem.A condi�c~ao de parada e a fun�c~ao de atribui�c~ao de classes a n�os terminais ser~ao descritasjuntamente com a fun�c~ao de categoriza�c~ao.5.3.1 Escolha do melhor atributoUma vez de�nido que um n�o t precisa ser expandido, a escolha do melhor atributo paraa expans~ao de t obedece ao seguinte procedimento: cada atributo an �e discretizado emintervalos In1; : : : ; InK, pelo m�etodo que apresentaremos na pr�oxima se�c~ao. Ap�os a discre-tiza�c~ao de todos os atributos, ser�a selecionado aquele que minimizar a entropia resultante1.5.3.2 Discretiza�c~ao dos atributos num�ericosSeja an um atributo num�erico a ser discretizado. O primeiro passo para sua discretiza�c~ao �eordenar o conjunto Et de exemplos que incidem sobre t, em ordem crescente dos valores doatributo an. O segundo passo ser�a formar recursivamente os intervalos sobre esse atributo,coletando os exemplos em ordem crescente, at�e que se possa decidir se �e poss��vel ou n~aoatribuir uma classe aos exemplos desse intervalo, dentro do n��vel de con�an�ca 1� �.Seja I o intervalo corrente contendo n exemplos, dentre os quais nj possuem classe j.Seja P (jjI) a probabilidade de ocorrência de exemplos de classe j no intervalo I. Umaestimativa de P (jjI) pode ser fornecida por p(jjI) = nj=n.Testaremos a hip�oteseH1: \Existe uma classe j em I que satisfazP (jjI) � S:"contra a hip�otese1Ver cap��tulo 3 56



H2: \Para todas as classes j que ocorrem em I, a desigualdadaP (jjI) < Svale dentro do n��vel de con�an�ca 1� �."A partir do n��vel de con�an�ca dado, �e calculado um intervalo de con�an�ca [d1; d2] paraP (jjI). Este intervalo �e obtido atrav�es da desigualdade de Tschebysche�, usando-se oestimador p(jjI) e assumindo uma distribui�c~ao de Bernoulli para as classes j:d1;2(j) = 2�nj + 12�n + 2 � 12�n+ 2s4�nj �1� njn �+ 1:A partir desse intervalo de con�an�ca, as hip�oteses H1 e H2 s~ao testadas das seguintemaneira:H1: Existe uma classe j ocorrendo em I tal qued1(j) > S:H2: Para todas as classes j que ocorrem em I, valed2(j) < S:As seguintes meta-decis~oes s~ao tomadas neste ponto:1. Se existe uma classe j que satisfaz H1, ent~ao j �e a classe que domina em I. Ointervalo I �e fechado e rotulado com a classe j.2. Se para todas as classes que ocorrem em I a hip�otese H2 �e verdadeira, ent~ao nenhumaclasse domina em I. O intervalo tamb�em �e fechado e o pr�oximo intervalo �e iniciado.3. Se n~ao ocorre nem 1 nem 2, n~ao h�a como decidir se existe ou n~ao uma classe quedomine em I. O pr�oximo exemplo �e inclu��do no intervalo corrente, calculando-senovamente o intervalo de con�an�ca [d1; d2] e testando-se as hip�oteses H1 e H2. Sen~ao houver mais exemplos a serem inclu��dos, o intervalo ser�a rotulado com a classede maior freq�uência.Ap�os a expans~ao dos intervalos, poder�a haver concatena�c~oes de intervalos adjacentes.Intervalos Ink; Ink+1 rotulados com a mesma classe ser~ao concatenados. Os intervalosresultantes dessa concatena�c~ao constituir~ao os n�os terminais da �arvore.57



A mesma regra se aplica a classes adjacentes onde nenhuma classe domina (condi�c~ao2), e que permanecerem com classes idênticas ap�os aplicada a seguinte heur��stica: Cal5elimina uma classe j dentro de um intervalo Ink, se valer a desigualdaded2(j) < 1nI ;onde nI �e o n�umero total de classes distintas que ocorrem em I. Os intervalos resultantesdesse tipo de concatena�c~ao formar~ao os n�os internos, os quais dever~ao ser expandidosrecursivamente.5.4 O RealO Real (Real-Valued Attribute Learning Algorithm)[SNL96] foi desenvolvido conjunta-mente com o Prof. J�ulio M. Stern, durante o desenvolvimento de nossa disserta�c~ao.Os procedimentos desse algoritmo est~ao baseados em uma fun�c~ao de perda e umafun�c~ao de convic�c~ao, descritas a seguir.5.4.1 Fun�c~ao de convic�c~aoSeja t um n�o folha de classe j com n exemplos, dentre os quais m s~ao classi�cados comerro e (n � m) s~ao classi�cados corretamente. Seja q a probabilidade de um exemploser erroneamente classi�cado em t, p = 1 � q a probabilidade de classi�ca�c~ao correta, esuponha que q possui uma distribui�c~ao BayesianaD(c) = Pr(q � c) = Pr(p � 1� c):De�nimos a medida de convic�c~ao: 100 � (1� cm)%, ondecm = min cjPr(q � c) � 1� g(c)e g(c) �e uma bije�c~ao convexa de [0; 1] em si mesmo. A convexidade de g(c) nos tor-na \cautelosos ao fazer a�rma�c~oes fortes". Esta caracter��stica do algoritmo resultou denecessidades reais manifestadas por analistas de mercado com os quais interagimos.Na implementa�c~ao atual do Real:� g(c) = cr, onde r � 1:0 �e um parâmetro de convexidade fornecido pelo usu�ario;58



� D(c) �e a fun�c~ao beta incompleta derivada da distribui�c~ao de Bernoulli:B(n;m; q) = comb(n;m) � qm � pn�mD(c; n;m) = Z cq=0B(n;m; q)= Z 1q=0B(n;m; q)= betainc(c;m + 1; n�m + 1):Com estas escolhas, cm �e dada porcm(n;m; r) = cjf(c) = 0f(c) = 1� g(c)�D(c; n;m)= 1� cr � betainc(c;m + 1; n�m + 1):5.4.2 Fun�c~ao de avalia�c~ao dos atributosPara selecionar o melhor atributo que expandir�a o n�o t, o Real discretiza cada atributo anem intervalos I1; : : : ; IK, pelo m�etodo que apresentaremos a seguir. Ap�os a discretiza�c~aode todos os atributos, ser�a selecionado aquele que minimizar a fun�c~ao de perda, de�nidapor loss = Xk nk � cm(nk; mk; r)onde nk �e o n�umero de exemplos no intervalo Ik e mk �e o n�umero de exemplos classi�cadoserroneamente em Ik.5.4.3 Fun�c~ao de categoriza�c~ao de atributosO primeiro passo do procedimento de discretiza�c~ao, para um atributo selecionado, �e orde-nar os exemplos do n�o t em ordem crescente dos valores do atributo, e ent~ao agrupar osexemplos adjacentes de mesma classe.Nos passos subseq�uentes, agruparemos os intervalos de maneira a diminuir a perdaglobal dentro do n�o. O ganho em agrupar H intervalos adjacentes Ik+1; Ik+2; : : : ; Ik+H �e odecr�escimo relativo na fun�c~ao de perdagain(k; h) = Xh loss(nh; kh; r)� loss(n; h; r)onde n = Ph nh e k �e o n�umero de exemplos em minoria no novo intervalo.A cada passo, s~ao concatenados os intervalos com ganho m�aximo. O procedimento dediscretiza�c~ao p�ara quando n~ao h�a mais agrupamentos com ganho positivo.59



Cada intervalo obtido pelo procedimento acima constitui um novo n�o, que dever�a serrecursivamente expandido.Ap�os a discretiza�c~ao descrita, podem ocorrer n�os adjacentes que poderiam ser melhorexpandidos se fossem agrupados, ao inv�es de serem expandidos isoladamente. Isso porquepode haver outros atributos que consigam discriminar bem os exemplos contidos nessesn�os, melhorando assim a qualidade da �arvore gerada. Por essa raz~ao, s~ao reagrupadostodos os intervalos (e seus respectivos n�os) adjacentes que n~ao satisfazem cm < crv, ondecrv 2 [0; 1] �e um grau de convic�c~ao a ser fornecido pelo usu�ario. Para prevenir um loopin�nito, a fun�c~ao de perda associada ao novo intervalo �e a soma das fun�c~oes de perda dosintervalos a serem reagrupados. Nas folhas, este reagrupamento �e desfeito.5.4.4 Condi�c~ao de parada e atribui�c~ao de classesA expans~ao de um n�o �e interrompida quando n~ao houver nenhum atributo cuja discreti-za�c~ao diminua a fun�c~ao de perda por um fator � > 0. O n�o �e ent~ao rotulado pela classemajorit�aria.O grau de convic�c~ao crv funciona tamb�em como um crit�erio de parada do algoritmo(quanto maior o valor de crv, menor a �arvore obtida).5.5 Considera�c~oes FinaisNeste cap��tulo, apresentamos os três programas que foram avaliados em nosso trabalho.Os programas apresentados possuem o mesmo algoritmo b�asico, diferindo entre si nosseguintes aspectos: o crit�erio de parada, a atribui�c~ao de classe a um n�o terminal, o crit�eriode escolha do melhor atributo para parti�c~ao de um n�o, a fun�c~ao de categoriza�c~ao deatributos num�ericos e o crit�erio de poda dos ramos inferiores da �arvore.O NewId �e um algoritmo que binariza os atributos num�ericos. Para a escolha do melhoratributo, utiliza a medida de entropia. Ap�os a expans~ao da �arvore, o algoritmo realiza apoda dos ramos inferiores, utilizando para isso um conjunto separado de testes.O Cal5 e o Real se diferenciam do NewId por apresentarem um crit�erio mais complexode categoriza�c~ao dos atributos num�ericos, permitindo que os mesmos sejam particionadosem mais do que dois subconjuntos. Conseq�uentemente, esses algoritmos podem gerar�arvores com menor profundidade e, portanto, mais e�cientes computacionalmente. Nem oCal5 nem o Real possuem procedimentos de p�os-poda.
60



Cap��tulo 6Aplica�c~ao dos Algoritmos TDIDT aoMercado de A�c~oes
6.1 Considera�c~oes IniciaisVimos nos cap��tulos anteriores alguns algoritmos de constru�c~ao de �arvores da fam��liaTDIDT. Uma vez que nosso interesse era o de avaliar o desempenho desses algoritmos nomercado de a�c~oes, foram realizados alguns testes com três programas dispon��veis (Cal5,NewID e Real, apresentados no cap��tulo 5). Neste cap��tulo, apresentaremos a metodologiaempregada para a aplica�c~ao dos algoritmos no apoio �a tomada de decis~ao para compra evenda de pap�eis. Ao �nal do cap��tulo, ser~ao apresentados os resultados obtidos.O processo de testes compreende basicamente duas fases. A primeira consiste emformar um conjunto de exemplos aos quais os algoritmos possam ser aplicados. A segundaetapa consiste na constru�c~ao das �arvores de decis~ao e posterior teste de precis~ao destas�arvores.Os exemplos s~ao obtidos a partir de observa�c~oes di�arias de pre�cos de alguns pap�eis comalta liquidez e alto volume de negocia�c~ao na BOVESPA. Al�em das cota�c~oes dos pap�eis, s~aoincorporados alguns indicadores t�ecnicos, calculados diretamente a partir dessas cota�c~oes.Esses indicadores passar~ao a ser adotados como atributos para os exemplos. O crit�erio declassi�ca�c~ao de cada exemplo �e o seguinte: estabelece-se uma certa estrat�egia de comprae venda do papel, a qual �e aplicada para cada um dos exemplos. Se a aplica�c~ao destaestrat�egia sobre o exemplo resultar numa certa taxa m��nima de lucro, o exemplo ser�aclassi�cado com bem-sucedido; caso contr�ario, ser�a classi�cado como mal-sucedido.
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6.2 O C�alculo dos IndicadoresPara a realiza�c~ao dos testes, foram selecionados dois pap�eis de alta liquidez e grande volu-me de negocia�c~ao na BOVESPA. Para os pap�eis selecionados, foram obtidas observa�c~oesdi�arias de pre�cos e de volume negociado. As bases de dados com as observa�c~oes nos foramgentilmente cedidas pelo Prof. Jacob Zimbarg Sobrinho.As informa�c~oes dispon��veis para cada dia observado s~ao:� Ht - pre�co m�aximo do papel no dia t;� Lt - pre�co m��nimo do papel no dia t;� Ot - pre�co de abertura no dia t;� Ct - pre�co de fechamento no dia t;� Mt - pre�co m�edio no dia t;� Vt - volume negociado no dia t.Os pre�cos s~ao dados em d�olar comercial (venda), o que atenua os efeitos da desvalori-za�c~ao da moeda nacional sobre a varia�c~ao dos mesmos.Al�em dos dados observados, s~ao necess�arios tamb�em alguns atributos que descrevamo comportamento passado dos pre�cos. Isso porque nosso objetivo, ao adotar algoritmosde classi�ca�c~ao, �e correlacionar o comportamento passado da cota�c~ao de um papel comseu comportamento futuro. Em outras palavras, a pergunta que fazemos �e: at�e que pontoo conhecimento do comportamento de pre�cos num certo per��odo nos permite \prever" atendência desses pre�cos no per��odo subseq�uente?A alternativa para capturar o comportamento dos pre�cos dentro de certos per��odos foicalcular alguns parâmetros num�ericos a partir das s�eries temporais dos mesmos. Essesparâmetros s~ao os chamados indicadores t�ecnicos (daqui por diante denominados apenascomo indicadores). Um indicador �e uma fun�c~ao de uma ou mais vari�aveis observadas quetem por objetivo auxiliar a tomada de decis~ao quanto a comprar ou vender pap�eis. Umexemplo de indicador �e Ht(r) = maxfHt; Ht�1; : : : ; Ht�rg;ou seja, o pre�co m�aximo atingido por um papel nos �ultimos r+1 dias. Uma boa referênciasobre os indicadores t�ecnicos pode ser encontrada em [CM88].Um total de 34 indicadores foram selecionados e implementados por Celma Ribeiro.Os indicadores foram incorporados �a base de dados e foram utilizados - juntamente comas observa�c~oes - como atributos para os exemplos.62



6.3 A Estrat�egia de Opera�c~ao ConsideradaOs exemplos foram classi�cados levando-se em conta uma certa estrat�egia de opera�c~ao.Em linhas gerais, uma estrat�egia de opera�c~ao pode ser descrita como uma pol��tica pararealiza�c~ao de compras e vendas de pap�eis, de acordo com crit�erios bem estabelecidos.Procuramos adotar uma estrat�egia que fosse relativamente simples e que oferecesse umbaixo risco, isto �e, que limitasse a perda do investidor. A estrat�egia b�asica adotada foi aseguinte:CompraVenda(t; l; p; d; c) : Dados os pre�cos de abertura de um papel num certo per��odot, t + 1, . . . , t + d, compre o papel no dia t e venda-o nas seguintes condi�c~oes:quando seu pre�co de abertura tiver subido l% em rela�c~ao ao dia t;quando seu pre�co de abertura tiver ca��do p% em rela�c~ao ao dia t;quando tiverem transcorrido d dias sem que nenhuma das condi�c~oes acimatenham ocorrido.Os parâmetros l, p e d têm a �nalidade de limitar os riscos do investidor; por essaraz~ao, s~ao comumente denominados travas.Al�em das travas, incorporamos tamb�em um quarto parâmetro: o custo percentual daopera�c~ao no mercado, denotado por c. Esse parâmetro indica se a estrat�egia foi bem-sucedida: se o rendimento obtido com a aplica�c~ao da estrat�egia for maior do que c, issoindica que houve um lucro real e, portanto, a estrat�egia foi bem-sucedida. Caso contr�ario,a aplica�c~ao da estrat�egia foi mal-sucedida, pois seu rendimento foi inferior ao custo daopera�c~ao.
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Figura 6.1: Dois exemplos de aplica�c~ao da estrat�egia CompraVenda(t; l; p; d; c).Os gr�a�cos apresentados na �gura 6.1 ilustram a aplica�c~ao da estrat�egia acima sobreduas situa�c~oes. As travas l, �p, d e o custo c s~ao apresentados pelas linhas pontilhadasparalelas aos eixos.O papel foi comprado no dia t, sendo seu pre�co observado nos dias subseq�uentes. Alinha cont��nua do gr�a�co representa a varia�c~ao no pre�co do papel antes de sua venda. No63



momento em que uma das travas foi atingida, o papel foi vendido. Na situa�c~ao descritapelo gr�a�co (a), a aplica�c~ao da estrat�egia foi bem-sucedida, enquanto na situa�c~ao descritaem (b) a estret�egia foi mal-sucedida.6.4 Obtendo Exemplos para os SistemasNesta se�c~ao veremos como foram constru��dos os conjuntos de exemplos, tanto para trei-namento quanto para testes dos sistemas. Na aplica�c~ao dos testes, cada um dos pap�eis foiconsiderado isoladamente, isto �e, cada conjunto de exemplos foi constru��do utilizando-seum �unico papel.Ap�os obtidas as observa�c~oes dos pre�cos (ver se�c~ao 6.2), o primeiro passo foi \limpar"a base de dados, eliminando-se os dias sem observa�c~ao. Todavia, dada a alta liquidez dospap�eis, tivemos poucos \missing values". O segundo passo foi o c�alculo dos indicadorest�ecnicos descritos (Ht(r1); RSIt(r2), etc), formando com esses indicadores e com os dadosobservados no dia t o vetor de atributos. Para o c�alculo dos indicadores em cada dia t,foi considerado o per��odo t� 5, t� 4, . . . , t� 1, t.A terceira etapa foi a atribui�c~ao de uma classe Classe(t) a cada exemplo, isto �e, acada dia t. Foram observados os dias posteriores a t, testando-se a aplica�c~ao da estrat�egiaCompraVenda(t; l; p; d; c). Sendo rendimento(t) o rendimento obtido com a venda dopapel segundo a aplica�c~ao da estrat�egia CompraVenda(t; l; p; d; c), Classe(t) foi de�nidacomo Classe(t) = ( SUCESSO se rendimento(t) > cFRACASSO se rendimento(t) � cOs parâmetros considerados em nosso trabalho para a aplica�c~ao da estrat�egiaCompraVenda(t; l; p; d; c)foram l = 3; p = 1; d = 5; c = 1.A �gura 6.2 representa um exemplo, formado pelo vetor de atributos e pela classe(SUCESSO ou FRACASSO).Observa�c~oes Indicadores Classe(t)Ht Lt Ot : : : Vt Ht(r) Lt(r) RSIt(r) %Kt(r) : : : CtFigura 6.2: Composi�c~ao de um exemplo: vetor de atributos + classe.A �gura 6.3 fornece um esquema cronol�ogico para a obten�c~ao de um exemplo. Note-seque cada exemplo representa, em �ultima an�alise, o comportamento do pre�co do papel numcerto per��do (anterior e posterior ao dia t). Numa tentativa de manter a independênciaentre os exemplos, �zemos com que a distância entre dois exemplos consecutivos fos-se de d + 1 dias, ou seja, o n�umero de dias necess�ario para a an�alise da estrat�egia64
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Figura 6.4: Dois exemplos consecutivos.6.5 A Obten�c~ao das Matrizes de Classi�ca�c~aoAp�os constru��do o conjunto de exemplos, este conjunto foi submetido aos algoritmos dis-pon��veis, sendo os resultados aferidos e comparados. Nesta se�c~ao discutimos o crit�eriopara avalia�c~ao dos algoritmos.Para a avalia�c~ao dos algoritmos, era necess�ario particionar o conjunto original de exem-plos em dois subconjuntos: o primeiro seria o conjunto de treinamento, destinado �a cons-tru�c~ao das �arvores, e o segundo seria o conjunto de testes, destinado �a aferi�c~ao da qualidadedas �arvores geradas. Esse particionamento deveria ser realizado aleatoriamente, mantendo-se uma propor�c~ao aproximada de 70% dos exemplos no conjunto de treinamento e 30%dos exemplos no conjunto de testes 1.1Na verdade, utilizamos uma forma de particionamento diferente, a ser descrita na pr�oxima se�c~ao65



Ap�os obtidos os conjuntos de treinamento e de testes (denotados aqui por ET e EA,respectivamente), esses conjuntos foram submetidos aos algoritmos. Uma vez que cadaalgoritmo tem seu pr�oprio conjunto de parâmetros P (por exemplo, o Cal5 possui comoparâmetros o fator de decis~ao S e o n��vel de con�an�ca 1 � �), o qual altera a precis~ao etamanho da �arvore gerada, foram realizadas diversas itera�c~oes com cada algoritmo, dentrode uma gama de valores permitidos para seus parâmetros, buscando com isso otimizar aprecis~ao das �arvores geradas.Em cada itera�c~ao, uma �arvore era gerada (atrav�es do conjunto ET ), �a qual era subme-tido em seguida o conjunto EA. Cada exemplo de EA era classi�cado como SUCESSO,FRACASSO, ou simplesmente n~ao era classi�cado, situa�c~ao que ocorria quando o algo-ritmo nao tinha convic�c~ao su�ciente para classi�c�a-lo. Uma vez que jah conhec��amosa classi�ca�c~ao real deste exemplo (pelo processo descrito em 6.4), pod��amos dizer se omesmo tinha sido ou n~ao classi�cado corretamente pela �arvore. Dessa forma, ap�os a clas-si�ca�c~ao dos exemplos de EA pela �arvore, obt��nhamos uma matriz de classi�ca�c~ao, queapresentava um resumo sobre a classi�ca�c~ao dos exemplos. A �gura 6.5 apresenta umamatriz de classi�ca�c~ao t��pica. SUCESSOm1;2m2;2FRACASSOclasse real m1;1m2;1FRACASSOSUCESSO classe atribu��da pela �arvore
Figura 6.5: Uma matriz de classi�ca�c~ao t��pica.Numa matriz de classi�ca�c~ao, cada linha representa as classes verdadeiras dos exem-plos, e cada coluna representa a classe prevista pela �arvore de decis~ao. Por exemplo, oelemento m1;2 da matriz descrita na �gura representa o n�umero de exemplos de classeFRACASSO que foram classi�cados pela �arvore como SUCESSO. Os elementos m1;1 em2;2 representam as quantidades de exemplos classi�cados corretamente.Uma vez que cada matriz de classi�ca�c~ao �e determinada por um algoritmo 	, umconjunto de parâmetros P , um conjunto de treinamento ET e um conjunto de testes EA,denotaremos as matrizes de classi�ca�c~ao por M(	; P; ET ; EA).6.6 Avalia�c~ao das �Arvores GeradasPara a avalia�c~ao das �arvores geradas, foram de�nidas algumas fun�c~oes de avalia�c~ao, cujosvalores eram calculados a partir das matrizes de classi�ca�c~ao. Algumas dessas fun�c~oes deavalia�c~ao deveriam ser otimizadas, atrav�es da varia�c~ao dos parâmetros dos programas.Para �xarmos a nota�c~ao, utilizaremos a de�ni�c~ao que segue.66



De�ni�c~ao 6.6.1 Uma fun�c~ao de avalia�c~ao �e uma fun�c~ao A de�nida sobre todas as tuplas(	; P; ET ; EA) cujo valor pode ser calculado a partir da matriz de classi�ca�c~aoM(	; P; ET ; EA), onde 	 �e um algoritmo de constru�c~ao de regras de classi�ca�c~ao, P�e um conjunto de parâmetros v�alidos para 	, ET �e um conjunto de treinamento para 	,EA �e um conjunto de testes para 	.Em nosso trabalho, consideramos A(	; P; ET ; EA) como uma fun�c~ao objetivo a serotimizada sobre uma fam��lia (�nita) P(	) de conjuntos de parâmetros v�alidos para 	. Oconjunto P 2 P(	) que otimiza A ser�a denotado por P �.Consideramos inicialmente três fun�c~oes-objetivo:� o erro global da �arvore:erroglobal(	; P; ET ; EA) = m1;2 + m2;1m1;1 + m1;2 + m2;1 + m2;2 :� a taxa de aplica�c~oes mal-sucedidas:erroaplic(	; P; ET ; EA) = ( 1 caso m1;2 = m2;2 = 0m1;2=(m1;2 + m2;2) caso contr�ario� a taxa de aproveitamento de oportunidades:aprov(	; P; ET ; EA) = m2;2=(m2;1 + m2;2):Note que apenas minimizar a fun�c~ao erroaplic nos levaria a construir �arvores muito\conservadoras" que decidiriam por uma aplica�c~ao somente em condi�c~oes muito favor�aveis.Por outro lado, apenas maximizar a fun�c~ao aprov nos levaria a construir �arvores muito\agressivas", que para n~ao deixar de aproveitar nenhuma oportunidade decidiriam poraplica�c~oes de alto risco. Por essa raz~ao, adotamos tamb�em a fun�c~ao de m�erito abaixo:merito(	; P; ET ; EA) = c �m2;2 � p �m1;2:onde c �e o lucro m��nimo de�nido para a estrat�egia CompraVenda(t; l; p; d; c)p �e o preju��zo m�aximo permitido para a estrat�egia CompraVenda(t; l; p; d; c)Essa fun�c~ao nos fornece uma no�c~ao da taxa de lucro (m��nima) esperada sobre o conjun-to de testes. Isso porque, segundo os parâmetros de�nidos para CompraVenda(t; l; p; d; c),cada aplica�c~ao mal-sucedida incorre num preju��zo m�aximo de p%; cada aplica�c~ao bem-sucedida propicia um rendimento m��nimo de c%. Subtra��das as aplica�c~oes mal-sucedidas67



daquelas bem-sucedidas (cada qual ponderada pelo respectivo coe�ciente), o que perma-nece �e o lucro (m��nimo) de merito(	; P; ET ; EA)%.A fun�c~ao merito �e uma maneira intuitiva de combinar o erro em aplica�c~oes (aplerr)e a taxa de aproveitamento (aprov), pois para a maximiza�c~ao da mesma s~ao procuradasmatrizes de classi�ca�c~ao com altos valores para m2;2 (maior aproveitamento) e com baixosvalores para m1;2 (menores erros em aplica�c~oes).As duas fun�c~oes a serem otimizadas em nosso trabalho s~ao erroglob e merito.6.7 A T�ecnica de Cross-ValidationNo in��cio dos testes das �arvores, nos deparamos com o fato do conjunto de exemplosobtido para cada papel ser demasiado pequeno para ser particionado em subconjuntosde treinamento e de testes. Tal parti�c~ao acarretaria problemas tanto na obten�c~ao das�arvores quanto na obten�c~ao da matriz de confus~ao. A solu�c~ao adotada foi a t�ecnica decross-validation.A t�ecnica de cross-validation (comumente denominada tamb�em V-fold cross-validation)[Hjo94] consiste, basicamente, no procedimento descrito a seguir.Divida aleatoriamente o conjunto original de exemplos E em V subconjuntosE1; E2; : : : ; EV de forma que jEvj = $ jEjV % ; v = 1; 2; : : : ; Vou seja, cada subconjunto deve ter exatamente o mesmo tamanho (para isso pode sernecess�ario desprezar alguns exemplos de E). Em nosso trabalho, adotamos o valor de Vcomo 10.Para cada v 2 f1; : : : ; V g, separe o subconjunto Ev para testes e agrupe todos osdemais subconjuntos para formar o conjunto de treinamento EvT , ou seja,EvT = [i 6=vEi;Calculando em seguida o valor da fun�c~ao A(	; P; EvT ; Ev).Agora de�na as fun�c~oes de erro global e de m�erito cross-validation (errocvglob e meritocv)como errocvglob(	; P; Ecv) = 1V VXv=1merito(	; P; EvT ; Ev)68



meritocv(	; P; Ecv) = 1V VXv=1merito(	; P; EvT ; Ev)onde Ecv = V[v=1Ev:Nosso objetivo passa a ser ent~ao encontrar, para cada algoritmo, os parâmetros P � queotimizem errocvglob(	; P; Ecv) e meritocv(	; P; Ecv). A compara�c~ao efetiva dos programasse dar�a atrav�es da compara�c~ao entre os valores otimos de errocvglob e meritocv.Em nossos testes, tamb�em calculamos os desvios-padr~oes de erroglob(	; P; EvT ; Ev) emerito(	; P; EvT ; Ev), com o objetivo de aferir qu~ao sens��veis s~ao as �arvores com rela�c~ao�as instâncias: � = vuut1n VXv=1 (A(	; P; EvT ; Ev)�ACV (	; P; ECV ))2:As fun�c~oes errocvaplice aprovcv, bem como seus respectivos desvios-padr~oes, s~ao obtidosde forma an�aloga.Pode-se perceber que a grande vantagem da t�ecnica de cross-validation �e que pratica-mente todo o conjunto de exemplos gerados �e utilizado, tanto para a constru�c~ao quantopara o teste das �arvores. Os resultados obtidos �cam menos suscet��veis �a maneira comoo conjunto original de exemplos foi particionado.6.8 Resultados ObtidosEstudamos nas se�c~oes anteriores a metodologia empregada para a aplica�c~ao dos algorit-mos TDIDT para o mercado de a�c~oes. Foram apresentadas uma fun�c~ao de erro globalerrocvglob(	; P; EcvT ) e uma fun�c~ao de m�erito meritocv(	; P; EcvT ) a serem otimizadas, atrav�esda varia�c~ao dos parâmetros dos programas.De�nidos os crit�erios, realizamos os testes sobre os pap�eis Telebr�as PN e Petrobr�asPN, por sua alta liquidez e grande volume de negocia�c~ao no mercado. Nesta se�c~ao, apre-sentaremos os resultados obtidos com a aplica�c~ao dos algoritmos Real, Cal5 e NewIDsobre esses pap�eis.A base de dados referente �as a�c~oes Telebr�as possui observa�c~oes di�arias, que v~ao de19/06/89 a 23/02/96, num total de 1.736 registros. Eliminando-se os dias sem negocia�c~aodo papel (\missing values"), obtemos um total de 1.609 registros. o conjunto de exemplosobtidos possui 1/6 desse tamanho, isto �e, 267 registros. Destes, aproximadamente 46%s~ao de classe SUCESSO. 69



A base de dados referente �as a�c~oes Petrobr�as possui observa�c~oes de 02/01/86 a 23/02/96,num total de 2.638 registros. Eliminando-se os dias sem negocia�c~ao do papel, obtemos2.459 registros. O conjunto �nal de exemplos possui 410 registros, dentre os quais 40%s~ao de classe SUCESSO.Para a realiza�c~ao da t�ecnica de cross-validation, dividimos cada conjunto de exemplosem 10 sub-conjuntos de mesmo tamanho.6.8.1 Otimizando as fun�c~oes de erro global e de m�eritoAp�os realizados alguns testes preliminares sobre a sensibilidade dos algoritmos em re-la�c~ao a seus parâmetros, e considerando o intervalo natural em que estes parâmetros s~aode�nidos (ver cap 5), foram estabelecidas as seguintes malhas de discretiza�c~ao:NewID: Para o fator de poda �, foram utilizados todos os valores� 2 f0%; 2%; 4%; : : : ; 28%; 30%g:Cal5: Foram adotados todos os pares(S; �) 2 f0:05; 0:10; 0:15; : : : ; 0:90g � f0:05; 0:10; 0:15; : : : ; 0:90g:Real: Foram adotados todos os pares(r; crv) 2 f0:5; 1; 1:5; 2; : : : ; 4g � f0:1; 0:15; 0:2; : : : ; 0:45g:Telebr�as PNAlgoritmo P� errocvglob meritocv errocvaplic aprovcvReal r = 3:5; crv = 0:4 0:32 � 0:08 3:8 � 1:9 0:22 � 0:12 0:44 � 0:12Cal5 S = 0:3; � = 0:1 0:34 � 0:07 3:3 � 1:5 0:35 � 0:09 0:63 � 0:10NewID � = 6% 0:35 � 0:09 2:9 � 2:3 :25� 0:09 0:45 � 0:22Petrobr�as PNAlgoritmo P� errocvglob meritocv errocvaplic aprovcvReal r = 2; crv = 0:3 0:30 � 0:05 4:3 � 2:3 0:24 � 0:10 0:39 � 0:16Cal5 S = 0:4; � = 0:2 0:31 � 0:05 3:8 � 2:4 0:23 � 0:15 0:35 � 0:16NewID � = 8% 0:33 � 0:05 2:9 � 2:6 0:42 � 0:05 0:28 � 0:19Tabela 6.1: Valores �otimos das fun�c~oes errocvglob e meritocv, com os respectivos valores dasfun�c~oes errocvaplic e aprovcv.Para cada conjunto de dados e cada algoritmo analisado, os parâmetros que minimiza-ram o erro global e a fun�c~ao de m�erito foram os mesmos. Na tabela 6.1 s~ao apresentados70
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[1.4E+6, 2.9E+6] [1.5E+7, 1.1E+10] [-8.7, -7.3] [-6.9, -6.5] [-6.4, -5.8] [-5.7, -5.4] [-5.3, -5.2] [-5.1, -4.8] [-4.7, -4.7] [0.62, 0.81] [0.82, 1.1]
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[0, 0.131]
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[0.134, 0.148] [0.152, 0.179]

Klog1

[0.181, 0.571]

[-0.33, -0.33] [-0.17, 0.18] [0.22, 0.24]Figura 6.6: �Arvore gerada pelo programa Real sobre o conjunto de treinamento Telebr�asPN, usando os parâmetros r = 3:5 e crv = 0:4.
os parâmetros �otimos para as fun�c~oes errocvglob e meritocv obtidos para cada programa, so-bre as bases de dados de Telebr�as PN e Petrobr�as PN. S~ao apresentados os valores �otimosdessas fun�c~oes, com os respectivos valores de errocvaplice aprovcv.Na �gura 6.6, vemos uma �arvore gerada pelo programa Real sobre uma das parti�c~oesdo conjunto de treinamento da Telebr�as PN. As folhas s~ao rotuladas com as classes S(sucesso) e F (fracasso). Cada n�o interno �e rotulado por um indicador t�ecnico (os in-dicadores n~ao est~ao descritos, por estarem fora do escopo de nosso trabalho). Os in-dicadores mais pr�oximos �a raiz s~ao considerados os mais relevantes, isto �e, com maiorpoder preditivo. Cada ramo �e rotulado com um intervalo do indicador corresponden-te. Por exemplo, o n�o ra��z, rotulado pelo indicador %R, d�a origem aos intervalos reais[0; 0:131]; [0:134; 0:148]; : : : ; [0:572; 1:0].A �arvore de decis~ao gerada pode ser empregada como uma ferramenta �agil no apoio�a tomada de decis~ao: suponha que um analista de mercado resolva lan�car m~ao da �arvorede decis~ao da �gura 6.6 para decidir se deve ou n~ao aplicar a estrat�egia de opera�c~ao pr�e-de�nida para as a�c~oes Telebr�as PN, num certo dia t. Ent~ao basta comparar os valores dosindicadores no dia t com os intervalos constantes na �arvore. Por exemplo, se %R = 0:3e Klog1 = �5:5, ent~ao a �arvore sugere que a estrat�egia pode ser aplicada com grandepossibilidade de ganho.Embora os intervalos gerados para cada indicador n~ao fossem cont��guos, em nossotrabalho extendemos tais intervalos para que todo o espa�co de atributo pudesse ser con-siderado, aumentando assim o aproveitamento de oportunidades.71



6.8.2 An�alise de sensibilidadeConsiderando que o Real obteve os melhores resultados sobre as fun�c~oes errocvglob e meritocv,apresentamos a tabela 6.2, que descreve a varia�c~ao nos valores das fun�c~oes errocvglob,meritocv,errocvaplice aprovcvnos pontos vizinhos ao ponto �otimo P � = (r�; crv�). Esta tabelanos d�a uma no�c~ao do grau de sensibilidade do Real com rela�c~ao a seus parâmetros.Programa RealTelebr�as PNcrvr 0.35 crv� = 0:40 0.453.0 errglob = 0:33 � 0:08mer = 3:5 � 2:1errapl = 0:18 � 0:15aprov = 0:38 � 0:15 errglob = 0:33 � 0:13mer = 3:5 � 3:0errapl = 0:26 � 0:18aprov = 0:47 � 0:16 errglob = 0:32 � 0:07mer = 3:7 � 2:5errapl = 0:30 � 0:14aprov = 0:51 � 0:15r� = 3:5 errglob = 0:33 � 0:09mer = 3:5 � 2:2errapl = 0:14 � 0:16aprov = 0:34 � 0:13 errglob = 0:32 � 0:08mer = 3:8 � 1:9errapl = 0:22 � 0:12aprov = 0:44 � 0:12 errglob = 0:33 � 0:11mer = 3:5 � 3:1errapl = 0:31 � 0:16aprov = 0:51 � 0:154.0 errglob = 0:34 � 0:10mer = 3:2 � 2:6errapl = 0:27 � 0:29aprov = 0:34 � 0:18 errglob = 0:33 � 0:10mer = 3:5 � 2:2errapl = 0:24 � 0:12aprov = 0:41 � 0:15 errglob = 0:34 � 0:12mer = 3:2 � 3:0errapl = 0:27 � 0:20aprov = 0:45 � 0:20Petrobr�as PNcrvr 0.25 crv� = 0:3 0.351.5 errglob = 0:34 � 0:07mer = 2:7 � 2:9errapl = 0:30 � 0:30aprov = 0:24 � 0:16 errglob = 0:35 � 0:07mer = 2:2 � 2:7errapl = 0:36 � 0:17aprov = 0:35 � 0:16 errglob = 0:36 � 0:09mer = 1:8 � 3:4errapl = 0:40 � 0:18aprov = 0:43 � 0:16r� = 2:0 errglob = 0:33 � 0:06mer = 3:0 � 2:7errapl = 0:35 � 0:35aprov = 0:23 � 0:18 errglob = 0:30 � 0:05mer = 4:3 � 2:3errapl = 0:24 � 0:10aprov = 0:39 � 0:16 errglob = 0:33 � 0:05mer = 3:1 � 2:5errapl = 0:36 � 0:09aprov = 0:45 � 0:132.5 errglob = 0:40 � 0:04mer = 0:1 � 0:3errapl = 0:94 � 0:17aprov = 0:02 � 0:06 errglob = 0:32 � 0:08mer = 3:2 � 3:2errapl = 0:36 � 0:35aprov = 0:26 � 0:19 errglob = 0:32 � 0:08mer = 3:4 � 3:1errapl = 0:26 � 0:19aprov = 0:32 � 0:14Tabela 6.2: Programa Real - Valores das fun�c~oes nos pontos vizinhos a P �.Note que, para o papel Telebr�as PN, os valores da func~ao meritocvnos pontos vizinhosao ponto de �otimo P � s~ao bastante semelhantes, e apresentam uma pequena queda emrela�c~ao a P �. Isso mostra que a regi~ao de P � �e bastante \suave", e portanto a malha est�abem de�nida e o ponto de �otimo bem localizado.Para o papel Petrobr�as PN, percebemos uma varia�c~ao mais abrupta nos valores. Issoimplica que poder��amos obter melhores resultados realizando testes sobre esses dados comuma malha mais �na, isto �e, com intervalos menores entre os valores dos parâmetros. Dequalquer forma, os resultados s~ao surpreendentemente bons.72



6.9 Considera�c~oes FinaisNeste cap��tulo, apresentamos uma metodologia para a ado�c~ao dos algoritmos TDIDT noapoio �a tomada de decis~oes no mercado de capitais. Tamb�em apresentamos os resultadosobtidos a partir de alguns testes realizados.A partir de uma s�erie hist�orica de pre�cos de um papel, calcula-se para cada exemplo umconjunto de indicadores t�ecnicos, os quais ser~ao utilizados como atributos. A classi�ca�c~aodo exemplo �e bin�aria, de acordo com uma certa estrat�egia de opera�c~ao pr�e-de�nida: se aaplica�c~ao da estrat�egia sobre o exemplo resultar num lucro m��nimo, o exemplo �e rotuladocomo bem-sucedido; caso contr�ario, �e rotulado como mal-sucedido.Al�em do conjunto de treinamento, foram de�nidas algumas fun�c~oes a serem otimizadasatrav�es dos parâmetros dos algoritmos. Para maior con�abilidade dos resultados, foiempregada a t�ecnica de cross-validation.Os resultados obtidos a partir dos testes realizados sobre os pap�eis Telebr�as PN ePetrobr�as PN foram em m�edia bastante satisfat�orios. Pudemos tamb�em perceber queas �arvores geradas pelos programas Real e Cal5 possuem poucos n��veis, o que as tornae�cientes e de f�acil interpreta�c~ao - uma vez que a quantidade de indicadores selecionadospor esses algoritmos foi relativamente pequena.
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Conclus~ao
Em nosso trabalho, apresentamos os algoritmos da fam��lia TDIDT (Top-Down Inductionof Decision Trees), os quais, a partir de um conjunto de exemplos (descritos atrav�es de seusatributos), constroem recursivamente as �arvores de decis~ao. Foram apresentados diversosm�etodos de discretiza�c~ao e de escolha de atributos, regras de parada e m�etodos de poda.Foram propostas t�ecnicas para utiliza�c~ao desses algoritmos no suporte �a escolha deestrat�egias de opera�c~ao no mercado �nanceiro. Foram avaliados três algoritmos dessafam��lia, sobre dois pap�eis de alta liquidez no mercado.A partir dos resultados obtidos nos testes, pudemos concluir que:� Os algoritmos TDIDT se mostraram muito �uteis como ferramentas de suporte �adecis~ao no mercado de capitais. Na verdade, foi surpreendente o desempenho obtidocom os pap�eis analisados, onde foram obtidas taxas de aproveitamento e taxas deerro em aplica�c~oes da ordem de 40% e 20%, respectivamente.� O escopo desse trabalho n~ao incluiu a an�alise e interpreta�c~ao dos indicadores utiliza-dos e, portanto, tamb�em n~ao incluiu a interpreta�c~ao das �arvores geradas. Todavia,contatos informais com analistas de mercado que utilizam estes indicadores mos-traram que as �arvores s~ao de f�acil interpreta�c~ao. Pelo fato das �arvores formaremregras de decis~ao baseadas exclusivamente nos indicadores, esses analistas se mos-traram �a vontade quanto �a utiliza�c~ao das mesmas: utilizando sua experiência comtais indicadores, poderiam aceitar uma sugest~ao (quando esta fosse baseada em in-dicadores mais con��aveis) ou descart�a-la (quando esta fosse baseada em indicadoresde comportamento anômalo).Atrav�es deste trabalho, s~ao vislumbradas outras linhas para futuro desenvolvimento:Mercado intra-day: O mercado intra-day (onde as estrat�egias s~ao concretizadas no mes-mo dia) fornece um campo muito vasto, dadas suas caracter��sticas:� �e mais agressivo e necessita de decis~oes r�apidas; por essa raz~ao, possui grandepotencial de ganhos; 75



� a massa de dados dispon��veis �e muito maior, permitindo a forma�c~ao de conjun-tos de treinamento mais satisfat�orios;� necessita de respostas em \tempo real", exigindo portanto implementa�c~oes maise�cientes.Hip�otese de e�ciência de mercado: Segundo essa hip�otese, os mercados s~ao impre-vis��veis. Gostar��amos de analisar com mais cuidado esta hip�otese �a luz dos resultadosobtidos com o uso que �zemos das �arvores de classi�ca�c~ao.Estrat�egias de opera�c~ao: Poder�a ser avaliado o desempenho das �arvores frente a es-trat�egias mais complexas, como por exemplo estrat�egias multi-per��odo.
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