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2.3 Partan

Estudaremos agora o método da Tangentes Paralelas, ou Partan, para resolver o problema
de minimizar uma func¢ao convexa irrestrita. Este método, como tantos outros, utiliza a
idéia de modelar a funcao a ser minimizada por uma func¢ao quadratica que, sem perda
de generalidade, suporemos centrada na origem, f(x) = (1/2)2'Qx.

Pela transformacao linear y = Ux, onde U é o fator de Cholesky U'U = (), podemos
escrever f com simetria esférica,

fy) = (1/2)(U ) QU y) = (1/2)y (U (U'T)U )y = (1/2)y'Iy

Lembremos as defini¢goes de paralelismo e ortogonalidade para planos de dimensoes
arbitrarias: Uma reta é paralela a um plano se for paralela a uma reta deste plano.
Uma reta é ortogonal a um plano se for ortogonal a toda reta deste plano. Um plano é
paralelo a outro plano se toda reta deste plano for paralela ao outro plano. Um plano é
ortogonal a outro plano se toda reta deste plano for ortogonal ao outro plano. Note que
estas defini¢oes estao de acordo com as defini¢goes usuais de espagos vetoriais, mas sao
diferentes das definicoes usadas em geometria tridimensional.

Uma propriedade fundamental de uma transformacao linear linear qualquer, y = Ux,
¢ a de preservar as relagoes de Coplanaridade e Paralelismo, i.e.:

- Se os pontos z!...z"* pertencem a um mesmo plano (reta), assim o é para os pontos

yt. ..y, e vice-versa.

- Se os planos 71, i € Trt1,. k+h, determinados, no antigo sistema de coordenadas pelos

Fexhtl | aF*h sdao paralelos, entdo estes mesmos planos, determinados no

pontos z! ... x x

novo sistema de coordenadas pelos pontos 3! ... 3% e y**+! .. yF*h também sdo paralelos.

Assim, se definirmos um bom algoritmo para o caso particular de fungoes esféricas, us-
ando apenas relacoes de coplanaridade e paralelismo, este mesmo algoritmo permanecerd
valido no caso geral. Este é o argumento bésico no desenvolvimento do algoritmo Partan.

Lembremos ainda que a relacao de ortogonalidade, v'w = 0, Nao é preservada por uma
transformagao linear, pois se v = Ux e w = Uy, entdao v'w = (Ux) (Uy) = 2 (U'U)y =
2'Qy. Assim, utilizaremos a relacdo de Q-Conjugacido, ¥'Qy = 0 , ou simplesmente
conjugacao, se a forma quadrédtica () estiver subentendida, como uma generaliza¢ao do
conceito de ortogonalidade.

Utilizaremos a seguinte notacdo: p* para um ponto qualquer; ¢* para o gradiente de f
em p¥. ie., ¢* = Qp¥; m, para o plano tangente a curva de nivel de f passando por p*, i.e.,
ao plano passando por p¥ e ortogonal a ¢*; e m;__; para o (hiper) plano de dimensao k — 1
determinado pelos pontos py . .. pg. Assim, 71 2 é umareta, 7 2,3 € um plano bidimensional,
etc. Finalmente, definimos os coeficientes de conjugagdo, c; = (p*)Qp’ = (p*)¢7 = c; .

Examinemos inicialmente o problema bidimensional, do ponto de vista geométrico.
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Dado uma fung¢éo quadrética bidimensional, f(x) = (1/2)x'Qx, que sem perda de general-
idade suporemos centrada na origem, temos o seguinte método geométrico para encontrar
o ponto de minimo, p*, veja figura 2.1a.

Algoritmo das Cordas Paralelas:
1) Ao longo de duas retas paralelas, g e 73, encontre os pontos de minimo p° e p?.
2) Ao longo da reta g3, encontre o ponto de minimo, p?.

Pela simetria do problema esférico, fica claro que o centro p* pertence a reta w3, de
modo que p* o ponto de minimo em 7y 3, é 0 ponto de minimo no plano, p*.

Como p° e p* sdo pontos de minimo de f(x) nas retas rqy e rs, estas retas sio também
tangentes s respectivas curvas de nifvel de f passando por p° e p?, or seja, sao p° e p?
determinam “tangentes paralelas”. O algoritmo seguinte aproveita esta idéia. Uma reta
passando por um ponto p* ¢ dita Degenerada se pertence ao plano my,.

Figura 2.1 Partan na Esfera

Algoritmo Partan Bidimensional:
1) Tome um ponto inicial qualquer, p°.
2) Tome p? o ponto de minimo sobre uma reta por p° nao degenerada.

3) Tome p? o ponto de minimo na reta por p?, paralela a .
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4) Tome p* o ponto de minimo na reta por pg 3.

Na figura 2.1b vemos que, para funcao esférica, este algoritmo nada mais é que uma
forma particular de implementar o algoritmo das cordas paralelas, sendo portanto correto.
Como as relagdes de coplanaridade e paralelismo (usadas para especificar o algoritmo) séo
invariantes por transformagoes lineares, vemos também que o algoritmo é correto para
funcoes quadraticas quaisquer. Repare que os vetores w? = p* — p? e w? = p? — p° sdo
ortogonais. Vamos agora estender este algoritmo para o espaco tridimensional.

Algoritmo Partan Tridimensional:
1) Tome um ponto inicial qualquer, p°.

2) Tome p? o ponto de mfnimo sobre uma reta por p' nao degenerada.

4

Tome p* o ponto de minimo na reta por pg 3.

)
)
3) Tome p?® o ponto de minimo em uma reta por p?, paralela a 7y e nao degenerada.
)
5) Tome p° o ponto de minimo na reta por p* paralela a interseccao de g e 7.

)

6) Tome p°® o ponto de minimo na reta o 5.

Vejamos que p° é realmente o ponto de étimo, olhando o problema no sistema de
coordenadas com simetria esférica, veja a figura 2.1. Para tanto basta verificar que:
) p>—p' )/ moNme, 2)p*—p° Lmgep —p* L, 3)p° —p' Lmops,
4)p° —p' Lmoa, 5) p° —p' €maus, 6)p°=p"
As afirmacgoes acima sdo validas: 1) por construdo, 2) por simetria, 3) por 1 e 2,
4) pois mp2 € T2, D) por simetria, e 6) segue da corretude do Partan 2D.

Podemos ainda fazer algumas observacoes a respeito da geometria do Partan 3D com
simetria esférica. Primeiro, vemos de p?* é o ponto de minimo do plano To0,2,...2k- Segundo

vemos de o vetor w?* = p?* — p?~2 & perpendicular a este mesmo plano. Assim, os vetores

w?* sdao mutuamente ortogonais.

Estas observacoes sao a base para a generalizacao do Partan n-dimensional, e também
para a prova de sua corretude.

Algoritmo Partan N-dimensional:
1) Tome um ponto inicial qualquer, p°.
2) Tome p? o ponto de minimo sobre uma reta por p° nao degenerada.

3) Parak=1,2,...n— 1

2k+1 o ponto de minimo em uma reta por p** nao degenerada e paralela

3a) Tome p
aos planos mg, w2, ... Top_o.

3b) Tome p**2 o ponto de minimo na reta por p?*=2 e p?F+1,

Teorema de Corretude do Partan n Dimensional: O algoritmo Partan n dimensional
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encontra o ponto de minimo p* = p*".
Para provar o teorema de corretude, provemos o seguinte teorema,

Teorema de Conjugacao do Partan: No algoritmo Partan n dimensional, os vetores

w? = p?k — p*-2 Lk = 1:n, sao mutuamente conjugados.

O teorema de conjugacao do Partan implica imediatamente no teorema de corretudo do
Partan, pois em n dimensoes, nao pode haver mais que n vetores nao nulos (J-conjugados,
com ¢} nao singular. O teorema de conjugacao decorre imediatamente do seguinte lema,
devido a B.V.Shah, J.Buehler e O.Kempthorne.

Lema SBK: Para k = 1:n, coko = Coko = ... = Cop2k-

Para provar o Lema SBK, notemos inicialmente que as equagoes de construgao dos
pontos p* do Partan implicam em vérias identidades entre os coeficientes de conjugacio:
2k+1

2k)

(a) Pela condigdo de paralelismo, (p 1 ¢¥ ou, equivalentemente, para

- D
k=1n—-1j=0:k—=1, cout12; = Con2y-

(b) Pela condicao de convexidade, p?**2 = N1 p?* 1 + M1 p? 2, onde A = (1 —\), e
portanto, para k =1:n—1, 7 =0:k =1, copto; = Aer1Cokt1,) +Xk+1C2k_27j.

(¢) Pela condi¢io de minimizacao, (p? — p¥) L ¢> =0e (pF — p*~1) L ¢* =0, ou para
k=3:2n, coo=Cap € Ch = Chf—1-
%+2 _

2k+1 k41 _

(d) Pela condigio de colinearidade de p p?*=2 para k =1:n—1,

P ep

Cok+2,2k+2 = C2k+1,2k+2 — C2k—2,2k+2-

Por (¢) o Lema SBK ¢ verdadeiro para k = 1. Como hipétese indugao, assumamos
que o Lema SBK ¢ verdadeiro até k, e provemos que é verdadeiro para k + 1, i.e., que

Cok+4+2,0 = C2k+422 = ... = Cok422k—2 = C2k+422k = C2k+42,2k+2-
Usando (c), (b), (a), e novamente (c), temos a identidade (e):
Cok+2,2k+2 — C2k+2,2k = C2k+2.2k+1 — C2k4+22k =
M1 (Cokt1,2641 — Cokt1.2k) + Met1(Cok—2.2k41 — Cop—2,2k) = 0
e, usando (d), temos a identidade (f):
Cok+2,2k+2 = C2k—2,2k+2

De (e) e (f), temos as tres dltimas igualdades do Lema SBK. As demais igualdades sio
obtidas tomando j < k — 1, e escrevendo a identidade (g):

Cok+422k—2 — C2k+42,25 = )\k+1(C2k+1,2k—2 - C2k+1,2j) + )\k+1(C2k—2,2k—2 - C2k—2,2j)

O fator da combinagao convexa Ap 1 = 1, pela hipétese de indugao. Usando (a) em ambos
os termos com fator A\, 1 em (g), e usando novamente a hipétese de indugao, temos

Cok+1,2k—2 — C2k+1,25 = C2k 2k—2 — C2k,2j = 0
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de forma que (g) é zero, e o lema SBK é satisfeito para 2k + 2, Q.E.D.

Uma das observacoes que nos levaram ao Partan era que p?* é o ponto de minimo

do plano 72, 2r. Ista mesma observa¢ao nos fornece uma forma simples e eficiente

2+l _ p?k respeitando a condiciao de paralelismo com os planos

2k+1

de escolher a direcao de p
7o, T2, - - - Tok_2. Basta tomar (sempre) a direcdo p — p?* perpendicular a 7y, isto é, na
direcao do gradiente. Isto acontece pois sao paralelos os tres planos, mog, T2, 2k € 7T(/),2,...2k7
onde o dltimo plano é o paralelo ao pentltimo passando pela origem. Todos os gradientes

0 2 2%—2 ot / o : 2%
q,q°,...q estao em 7y, o, de modo que tomar a diregao do gradiente g™ garante a

perpendicularidade com os gradientes anteriores, ¢°, ¢2, ... ¢**~? ou, equivalentemente, a

condicao de paralelismo. Este é o algoritmo Partan Gradiente.

Como Partan Gradiente é um caso particular do Partan, ele encontra a solucao 6tima
de uma func¢do quadratica em um numero finito (2n) de passos. Todavia, mesmo se o
modelo quadratico para a funcao objetivo for pobre, os passos impares sao nada mais
que minimizacoes na direcao de méximo declive. Isto explica porque o Partan Gradiente
é um algoritmo de otimizacao irrestrita com as melhores caracteristicas de dois mundos,
tendo a robustes do método de Cauchy quando longe do ponto de étimo, e convergencia
quadratica quando perto da solugao 6tima.

O Partan necessita de duas buscas lineares (passo impar e par) para cada dimensao
do problema. Longe do ponto de 6timo o Método de Cauchy usaria apenas uma busca.
Perto da solucao 6tima poderiamos usar também apenas uma busca linear por dimensao,
caso soubessemos gerar facilmente as n diregoes conjugadas. Esta é a idéia bésica do(s)
algoritmo(s) tipo Gradientes Conjugados. Todavia este corte pela metade o nimero de
buscas linears tem um custo implicito: A implementacao de um mecanismo de monitora-
mento do comportamento do algoritmo, para decidir em que momento fazer a tranzigao
de Cauchy para Gradientes Conjugados.

2.4 Convergéncia Global

Estudaremos nesta secao as condigoes de convergencia de um algoritmo para a solugao
6tima de um problema de otimizacao nao linear. Seguiremos de perto a apresentagao
desenvolvida por W.I.Zangwill.

Definimos Algoritmo como um processo iterativo gerando uma seqiiéncia de pontos,
2%, 21, 2% ... que obedece a uma equacao de recursdo da forma z*t1 € Ag(2¥), onde o

Mapa Ponto a Conjunto Ay (z*) define os possiveis sucessores de x* na seqiiéncia.

A idéia de usar um mapa ponto-a-congunto, ao invés de uma fungao, ou mapa ponto-
a-ponto, nos permite estudar de forma unificada classes de algoritmos, incluindo diversas
implementacoes de varios detalhes, cdlculos aproximados ou inexatos, varidveis random-
izadas, etc. A propriedade basica que queremos dos mapas definindo os algoritmos é a
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propriedade de Fechamento, definida a seguir.

Um mapa ponto-a-conjunto do espaco X no espaco Y, é fechado em x na seguinte

k¥ converge para z, e a seqiiéncia y* converge para y, onde

condicao: Se a seqiiéncia x
y* € A(x), entdo o ponto limite na imagem, ¥, pertence a imagem por A do ponto limite

no dominio, x, i.e.

= x =y, Y e AlR®) = ye Ax) .

O mapa é fechado em €' C X se for fechado em qualquer ponto de €. Note que se
trocarmos na defini¢ao de fechamento a relacao de pertinencia pela relacao de igualdade,
obtemos a defini¢ao de continuidade para mapas ponto-a-ponto. Assim, a propriedade de
fechamento generaliza a propriedade de continuidade. Com efeito, uma fungao continua
¢é fechada, embora o inverso nao seja necessariamente verdadeiro.

A idéia bésica do teorema de convergencia global de Zangwill é procurar alguma carac-
teristica que “melhore” continuamente” a cada iteracao do algoritmo. Esta caracteristica
é representada pelo conceito de funcao de descendencia.

Seja A um algoritmo em X para resolver o problema P, e seja S C X o conjunto
de solugbes de P. Uma fugdo Z(x) é uma funcdo de descendéncia para (X, A,S) se a
composicao de Z e A sempre decresce fora do conjunto solucdo, e ndo aumenta dentro
dele, i.e.:
rESANyeAlx)=Zy)< Z(x) e xe€SANye Alx)= Z(y) < Z(x)

Em problemas de otimizacao, muitas vezes uma boa funcao de descendeéncia é a prépria
funcao objetivo. Outras vezes, func¢oes de descendéncia mais complexas tem de ser uti-
lizadas, como por exemplo a soma da funcao objetivo com termos auxiliares, como pe-
nalidades para a violacao de restrigoes, ou uma funcao decrescente de um contador de
iteracoes sem melhora no objetivo para certos tipos de problemas degenerados.

Antes de enunciar o Teorema de Zangwill, recordemos dois conceitos de elementares
de topologia de conjuntos: Um Ponto De Acumulacio de uma seqiiencia é um ponto
limite para uma se suas sub-seqiiéncias. Um conjunto é Compacto sse qualquer seqiiéncia
(infinita) tem um ponto de acumulagdo dentro do conjunto. Em R", um conjunto é
compacto sse é fechado e limitado.

Teorema de Convergéncia Global (Zangwill):

Seja Z uma funcdo de descendéncia para o algoritmo A definido em X com conjunto
de solucoes S, e 2°, 2%, 22, ... uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo tal que:
A) O mapa A é fechado em qualquer ponto fora do conjunto solugéo,
B) Todos os pontos da seqiiéncia permanecem dentro de um compacto, C C X e
C) Z é continua.
Entao qualquer ponto de acumulacao da seqiiéncia estara no conjunto solucao.

Pela compacidade de C', a seqiiéncia gerada pelo algoritmo tem um ponto de acu-
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h(k) - Pela continuidade

mulacao, x € C' C X, para uma subseqiiencia de acumulacao, x
de 7 em X, o limite do valor de Z na subseqiiencia de acumulacao coincide com o
valor de Z no ponto de acumulacdo, i.e., Z(z"*) — Z(x). Mas a seqiiéncia completa,
Z(x*) é monotonicamente nio crescente, de modo que se h(k) < j < h(k + 1) entao
Z(x"®)) > Z(27) > Z(z"*+1)), de modo que o valor de Z na seqiiéncia completa também

converge para o valor de Z no ponto de acumulacio i.e., Z(x*) — Z(x).

Consideremos agora, por absurdo, que x néo seja uma soluc¢ao, de modo que 7 (A(x)) <
Z(x). Consideremos a subseqiiéncia dos sucessores dos pontos na primeira subseqiiéncia

hE)+1 - seqiiéncia esta que, por compacidade, tem tamém um ponto

de acumulacao, x
de acumulacao, x’. Mas pelo resultado no paragrafo anterior, o valor da funcéo de de-
scendéncia em ambas as subseqiiéncias converge para o valor limite da seqiiéncia completa,
i.e., lim Z(z"®+1) = lim Z(2*) = lim Z(2"®). Fica demonstrada assim a impossibilidade

de que x nao seja uma solugao.

A formulacao de muitos algoritmos é feita pela composicao de varios passos. Assim, o
mapa descrevendo o algoritmo completo é a composicao de varios mapas, um para cada
passo. Um exemplo tipico é termos um passo correspondente a escolha de uma direcao
de busca, e o passo seguinte correspondente a uma busca linear. Os lemas apresentados
a seguir sao Uteis na construgao de mapas compostos.

Primeiro Lema de Composic¢ao:
Seja A de X em Y, e B deY em Z, mapas ponto a conjunto, A fechado em z € X, B

k

fechado em A(x). Se para qualquer seqiiéncia z* convergindo para z, y* € A(2*) tem um

ponto de acumulagao y, entao o mapa composto B o A é fechado em .

Demonstracao:
Como A é fechado em x, y € A(xz). Como y"(k) — y e B é fechado em y, uma seqiiéncia
k) ¢ B(y"*)) converge para um ponto z € B(y) C B(A(x)).

Segundo Lema de Composicao:
Seja A de X em Y, e B deY em Z, mapas ponto a conjunto, A fechado em z € X, B
fechado em A(x). Se Y for compacto, entdo o mapa composto B o A é fechado em .

Terceiro Lema de Composi¢ao:
Seja A um mapa ponto a ponto de X em Y, e B um mapa ponto a conjunto de ¥ em
Z. Se A for continuo em x, e B for fechado em A(x). entdo o mapa composto B o A é
fechado em z.



