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rGteoos cor,rpurÂcrouArs E APLTcAções

A presente coleção de aposti las corresponde as primeiras

22 aulas do curso de mesmo nome ninistrado durante o XITï e o XïV

Programa de Verão do Insti tuto de l\ Íatemãtica e EsÈatÍst ica da Uni*

vers idade de São Paulo"

Ao escolher os temas quisemos apresentar tópicos que i3

troduzem conceitos irnportantes da anãlise l ,Tumõríca e que exigissem

como pré-requÍsi t .os cÌo estudante apenas cursos de Cãlculo Diferen*

cial e Ir i tegral e de.f l lgebra Linear. F.o mesmc tempo proclrramos i" i*

mitar a presença de assuntos normalmente abordaCos num prÍnneirc

curso de CáIculo tgumêr ico,  como l {AP-121,  ao mÍn imo ind ispensãvel -  â

continuidade tógica clo curso. Assino o rratcrial tracado é :: i ' i , ' . ' : :s*

sível e, com exceção Cas aulas I e \r,  novo para todo os estudan-

tç g.r le tenha concluido o curso básico de ciências exatas na Uni"-

vers idade de São Paulo.  :

lüa sequôncia normal as a.ul-as com urn asterÍst. ico poderiam

ser omit idas sem suebra de continuídade
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Interpolaçãc de LagrangeT

ïnterpolação Ce l lermite u

Sp l i nes ,

Fõrmulas de }üewton,

Ërro para a fõrmula do Trap6zioo

Erro para a f6rmula de Simpson,

Extrapalação de Richardsonu

Integração pe 1o método de Romberg,.

Numeros de BernouLli  e outras aplicações da fórmula d.e

MacLaur in ,

Der Ívação r

t"Iétodo de Euler,

Equações de Di ferênças F in i tas,

Erro para a fõrmuLa de Euleru

Ptétodos de P"unge-Kutta,

uétodo de Adams-Bashforth,

Erro para o m6todo de Adams-Bashforth'

lqétodo cle Adams-Moulton,

Sisternas de Equações diferenciais ordi-nãrias,

MétoOos para solução de problemes de val-or de contorno'

IntegraJ-s l tult iplas u

Equações El Íp i i .cas,

Equações Parabólicas e HiperbõLicas.
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Dada uma

queremos

a )  P  ( x i )

b )  9 r (P )

Escrevendo P (x) como

P(x )  = .o *a l x+  u r * z *  + . r * t ,

r-
a condição expressa por

â"o

t r

a
n

Ì  . ,

x .
L

r -1

i é  { o r 1 ,  . .  o n } ,

Ã
sistema l inear  bas-

i 0 r1 r . . . r Í I ]  onde

í l
i =

I INTERPC'IÀçÃO DE TAGRAÌ{GE

função, f (x) ,  conhecida em alguns pontcs,

determinar um pol inômio,  P(x),  ta1 que:

= f (x r )  = f i

sn

a ) â

i- ,"*-l
1"1
1"ï
i::i
i l
i f l
l -n r
: - . 1

1

I

*o

* l

xn

2x

2
"1

zx_
I I

n
xo

n
"1

nx
Ìì1

Exenplo I :

Determine o Polinômio que

interpola a função nos

pontcs talb'ràllãdos.

resolvendo,  os, is tema

alo i
lar i  =

* t

"rì

encontramos

ao= -1 ,  ãL=2,
I

. 2=  0 ,  donde

P(x )=  2x . -L

L, (x ) ,  i  €
t_

onde

i  r 0  s e
- t  - -

" j  i 1  se

t00

111

I4J ,6 iL

ï-'i
I rï-
L '_l

prevemos agcra a uniciCacte do polinõmio interpolador

Sejam P(x)  e  Q(x)  po l in jCmios que sat is fazem as condições a)  e  b)

Se ja  D (x )=  P (x )  Q íx )

Da condiçãc l  U)  segue que gr(D)  s  n

oa  cond ição  a )  segue  qüê . :P (x i )  =  0 ,  , '

Tem-se assim que D é um potinômio de grau s n con n*l raizes' logo

P(x )=0  eP (x )  =Q(x ) O .E  "D .

obter  o  pol inômio in terpolados 'pela lso lução dé um

tante ingonveniente.

se l ivermos uma faníl iarëe polinôm:ios
.

c )  L .  ( x * )  =  ô . , *
! - r i j

l
j

\ì
\

d)  g r (L t )  s  n



podenos escfever

'  i  ,  r - :  i  
- ;  i '

n
p(x )=  I ^  f .L i ( x )

i =0  r

lictemcs que os pclinõníos

L ,  ( x )  =

I  i ' f  , ' , ,  i

(ïit
L (xr -x ,  )

é a fcrna de

L -  / .

( x *xo)  (x -x r )  .  " .  ( x *x _r)  (x-x ,  + t )  .  .  .  (x -xr r )

(x r -xo)  (x r -x r )  . .  "  (x . -x i : l )  ( * i * * r * r )  " . ,  {x r -x* )

sat is fazen.

l l

P(x)= I
i=0

ôa condÍções

I I

f  .L .  { x }=  tr' + i3o

i

c )  e  d ) ,  J . ogc

,n ,
f .  Tr

l - ,  '  ',  j=0

i,fí

interpcladog Í,agrange

consideremos agora o eric que cometemcs ac aproximar a funçãã
por P (x) ern um ncn\o qualquer 2,... 

,
Se ja  a  fgnç ,ão  er t rc  E( , f r ì  , i , f  (z ) - : . f , r (z ) i ,ê  I

:  I  f  r  { z ,x  Ì
C t ^ l 1 . .  "  r r \ r r J

l lsÈa fcrma do polinômio

Exemplo 2:

Determine_. o pql1nômÍc interpoladcr

na forrea de Lagrange pera Lì. funçãc
v

e^ nos pontos tabelados.

res :

P (x)  = t  
(x-0 '  5)  (x-  l -L *
(0 -O,5 )  (x - t )

1 ,64 " .  
( x -o ) ( x :1 ) ,  

*  20 .7 . . ,
, ( o r s -C I )  ( o r i 5 -1 )  , : .

x ( x -0 r5 )

t  (  1 -0  , 5 )

f  ( x )

suporemos que f 6 d.e classe ct+I èm
Sejam F(x)  e  g (x )  funções  de f in idas

.  i : : - Í Ì r  : \

, I .  i : { .  ( . )

, :  c  Ç  R  , [  g  ( z )  = ,  0 í , . .  . r

, f - , r i  :

Ç

AssÍm

Ì  ie: Èomqry,erp g, ta}

z se anule

* i ,  pa ra ,  a l gum i ,  E ( z )=  0

a função g{x)  tem n+b ra izes em f ,

t , :  .  j . .  .  ' - Ì - Í '  l , ' , ' i i i l . . . j

qjge g,(X}r calg,,ttladÇrÍ.rl0 r pc,ntc;

1 i  05 i  r ,64872L

i 2 ' 2.8 t, 2n7I'82'82

a  s a b e r  ,  { z  r x ã  r x ' i n  . l  r X r a  }



r -3

Entre cada duas raizes de g existe, pele tecrema de Rcrl le'  ac menos

,úma ralz de g'. Conclui-se pcrtanto que go tem ao menor n+1 raizes

em r r  gug  g '  t em  ac  menc r  n  r a i zes  en  ï . , . . ,  e  que  n (n+ l )  t em  ac  me

ncs  uma ra i z r  E t  em Ï .

i . ss im  t  e l l

í n+1 )  
(E )=  r ( r * I ) (E )  _p ( . n l ) (E )  - * . ( n+1 ) (E )=  0I

t ictando que P e F são pcl inômics <1e grau n e n*1' respectivamente,

rem-se  que  p (n+1)  ( x )=  0  e  F (n+1)  =  (n+11  i

Substitulnda

g ( r *1 )  (  E )  =  t ( n+ l ) , r ,  ú  a (n+ i )  ! = g  ,  donde  d=  t (n+ l )  , r ,  / (n+ l ) : ,

n (z l=  f  ( z ) - p  ( z l =  e ( t *1 )  (  E )  r ( z ) / ( n+1 )  I

Como é em geral inpossíve} detetminar Er que ã função de z, ut i l iza-

riics com maicr proveito a desigualdaCe

a(z | r  
( t * l )  (  E)

(n+I )  |

que nos fornece um limite superior para o erro cometido.

Exemplc 3:

À ç.artir do exemplo 2 encontre um valor aprcximade de

nite para o erro cometidc

rês -:

Tomemos  eA  ,25  *  p  (ü  ,25 )  =

3 .25
e e um rl" '-

=,  ( -c ,25)  ( , -0 ,75)  *  L ,64872L 
(0 ,25)  ( - { ) ,?q)  +  2 ,7182g2 

( l '25)  ( -0 '2 '5 )

( -0 ,5) ( -1) (c ,5) ( -0 ,5) (1) (o '5)

= L,?.7L756,  Para o cá lcu}r -  c la  incer teza notemos que t ÏV(x)= **o logo

E (0 ,25)s  
, ïËã, r ,

eE I i (o,zs- 'r)  (o'zs--L=) (a 'zs-r)  l=
I  g :

6

Rea lmen te  E (z )=

ê  
"  r 25  x  0129  x  0175  =  0 rO2L2

eü '25 -  p  (c ,  25 ,=  L ,2g4c ,254  r ,2 '71756= 3 ,0123  <  c  ' i ì 21?



rr - rxrrnpor,açÃL on Hn,rurrg

Dada uma função, f{E}, da gual conhecemos os valores e cs valcres da
^-er ivada,  f  t  (x )  r - I l tün  con jun to  de  pontos ,  * Í ,  i  e  {0pL,n . .nn} .  O po} i

nônio de Henmite€o polÍnônio H (x) tat qr:e

a) gr (H) s 2n+1

b l  u (x r )=  f ( x r )=  f i  i  e {0 ,1 , . . . ,n }

c l  u ' ( x r )=  f  ! ( x r )=  f j

Se tÍvermos as farnÍIias de polinômios U, 
" 

Vi, tale que

C) Er (Ur)

f . ' ,  U . ,  ( x * )=  ô i  g )  U . í (x ; )=  0
r  J  

- -  a  l

h )  V . ( x * ) =  0  k )  V . ' ( x * ) =  ô * 1'  I  l '  I  J  l

Podemos escrever H(x) como

E {x}  = 
.  I^  t f ru,  (x}  + f i  'v i  (x)  l
i = 0 + :

Provemos que

r/ ,  (x)  s (x-x1) 
" t  

2 (*)  ,

ur(x)  = [1-2Li '  (xr )  (x-xr)  ì  
" r t (x) '

:

obedecem as relações d) e) f) g') h) e k)

.ãs condições d) e e) são satisfeitos por: sabermos que gr (Lt) s n

Para as demais notemos que

vi = (x-xi)  r ,r2 {x} =>

)
Vi '= L i - (x)  + 2Li (x)  (x-x. )  r , , i , (x)  e

v, (x.) = (x*-xr) r,r2 {x") = (x*-xr) '  or" '= o

i t
v .  ' ( x " ) -  o * t  +  t * " t  ( xu - ' x .  )  

" i ' ( xu )=  
o " t

' !

:
=S

venos tamb6m que

o, (x) = t1-2Li I  
(*r l j ïxr)  J ' t  r2 {x) =r,  

.
, . , r  l .  l , r  . ,  1  .  :  . ,

r  )  . ' '

or ' (x)  -  -2f , t '  (xr )  r , i ' (x)  + r  (1-zt i '  (xr )  (x-xr) 'J  2L,  (x)x

gr{ r " )= t l -z l , i ' (x i )  (xu-xr}  J  ou '  -  o* t  
xL ' ' {x}



\

u- r ' (x-) = -zLi t '  {xi)

+  4L i '  (x r )  (x -x r )

+  4L .  '  ( * i )  L ,  ï  ( x * )

Q " E . D .  , , j i

Ã senelhança

analisemos o

f  ( x )  ã  H (x ) ,

: - -  . :  . : . -

I

ô *  +  2L .e r_
:

L ,  ( xu )  
" i '

x  ( x  * x . )-  e  t " '
- n

' t  
i

ì . : -  : t '  i '  ,

L. , (x  )  +
t ' e '

. , |

- 2L . '  ( x ,  )  6
l _ a e

= Q

, :

TT-2

t ( x " )

(x")  =

ô1e

, i

1-+
, . . : . ì  '

zLr  (x  )- ê ôr+
e

de cómo'.proc-edeÍRos 'no caso da interpolaÇáo

erro cometido nã aproximação

s(z )=  f ( z )  -  i i ( z )

"  ' i . - i  n
(-1- Ti- 1) = Q

i=0

= Q

Z t  X O u  * 1 ,  . . ' r ' '

ra izes  Ce g ' ' ( . * )

teorema''Có' R

distinbas; Ce

Lë-"il- x
(z -xr )  2

'Í.,agrange

. l  r  . , :

l le garante

z ,  X , - r  . x1 . : r ì . . . . í x
,  -  ' i  - { -

;
- - l - '  : - i  ' '

|  |  ( x -x - )
e=b c

e*J

de

*
*

.

,

{
I

I
I
I
,i
I
f
dr
I

{
ri
{
{
{

I

n-
I

j=o

assim

g ' ( x * ) =  f  I ( xn )  -H '  ( xk )

' l l

f ( z ) -H (z )
- .'.: ,\ , :'. I

Se ja  g ( x )  de f i n i da  en  I  .  { z , xo rx l r . . . r * r r }

e(x)= r(x)-H(xi-  tr(z)-H(z) r  +t l - i l12-  I  r .  . Z _ ; i ç L '

pa ra  a l gun r  z  f  x f '  V  i  { 0 ' 11 . . , 2 Í Ì }

vê-se que

v (xo)=  f  ( xn )  H(xk ) -  [ f  ( z ] -H(z ) l

lenho g raizes en

exi.stência de n*1

vê-se aÍnda que

B ' { x )=  f  ' ( x } -H ' ( x } -  l f  ( z ) -H (  z )1x  2
, Í Ì-ïr

t l
i=0

n
Tt'-
i=0

xn '  o

en  ï r ,

;  ,n
2 -ri-

i=s0

,xk-x i - .2 '( z:\-/

= Q



I  I . 3

Te  o re

g(2 r l *2 )  (E)=  , (2n+21  ( t ) -H(?n+2 I  , r , -  l f  (a l -H(á )  l

õonde

E(z)= f  (z) -H (z)= r (2n+2) ,u,  t  (x-x . ,  l2  /  (2n+2) I
i =0  r

novamente nos será mais uti l  a desigualdade

T e n - s e  a s s i m  2 n + 2  r a i t e s  d e  g t  e m

r n a  d e  R o l 1 e  p o d e m o s  a f i r m a r  q u e

)  rer  I  g(2n+2)(E)=o,üas

E(z )  s  max  t {2n+2)  * t ,
E€ I

Exenplo ] :

Encontre o polinôm'io de Hermi.te

que interpola a função f(x)=sen{x)

nos pontos tabelados.

se uma aproximação para f(Ë)

. x-IILo (x r=  õã  
=  : f  *  l rLo ' ( * )=  *

? .  xz  2xLo'(x)= fu - :fr + i
v- í ì  v  1

r , r (x)=Èá=i,Li ' (x)=f ,

r ,r2 {x) = *2 /n2

v"= (x-o) (#- 4. r)=#-#**
32

I .  P o t  a p l i c a ç a o s u c e s s i v a  d o

(?+t2) :

ft, "-*i)2

)
n (z -x i )  -

ffi

vr= (x-n) lZ=#-i
-  ì -  u Z  ? r  3

vo= (1-2(-f,) t"-olr (iz - -f + 1)= #ã *
2

H {x) = OUo (x)  + lvo+Oti l  (x)  + {-1)V, (x}  = 
-+ 

+ x => Hr (x)  =

E{0}=  0  I Í ( i I )=  0  H ' (0 )=  }  H ' ( I t )=  -1

" (ã )=  ï  
=  a t7854  sen( f )=  I

E(ã)= o, zL5 < t Íã-ï4'ï í ' Ì '= h = o,zS

+1

2 x , I- - ï -  r

i x .
a

f  ( x ) f  , ( x )

n U 0 I

I n
l l 0 -1

1
- 5 X
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IÏI - SPLINES

. - . - . -  . : .

O cb jet ivc  desta tecnica 6 in terpolar  uma função,  f (x) ,  tabelada

um número  a rb i t ra r i anen te  g rande  de  pon tos ,  { *o r * l a . . . 1xn } . ' l r  Po r

una funçãoo P(x) ,  que ê localmente,  em cada j .n terva lo [o i ' *L* l ]  um

linônr-io P, (x) de grau k

l e :  se  x  e  [ x r ,  * i +1 [

kp  ( x )  =  p i  ( x )  =  . i  
, o  

*  r i  
, 1 *  

*  +  . i  
ok * - -

Írs condições nais frequentemente i.mpostas sobre P (x) são a de tr {x}

ser  de c lasse c2 em r

i e :

a )  f  ( x r )  =  P  (x Í )  =  P i  ( x r )  =  P i_ t  ( * i )

b )  e ,  I  ( x r )  =  P i_ l '  ( x i ,  
.

c )  P .  "  ( x . ,  )  =  P i - t "  ( * Í )-  r -  I  L - r  a

Nestas conCições é suf ic Íente tcmar k=3,  o  que impl - ica que P"(x)  se ja

una funçãc, l inear em cada intervalo [xrrxr*r[ ,  ou ; .

pe

x .  . , - x
-a : * - -  +  p 'u  (x ,  . ,  )
x , . . - x .  l - + 1

l-+I l_

def  in indc .  A i= * i+ l -x . ,  e  in tegranclo vem'  '

| 1"1+.I-") 3. *Pr ' (x)= P" (x i )  - -Zt f  P"  (x i+ l )  { ;#  .  o

cpcr nova j-ntegração resulta
(x i  r r  - x )  3  1x -x ,  )  

3

; t1x)=  P" (x i )  - - -5 -^ - i -  +  ?" ( * i * t )  - - -6ç-  +  Ax  + 'B

usando a condição a) êm xi n *i*1 v€rn qrxe , '

P"(x** '  )  r  l?r* ,  ^ i  . i
", 

(x)= 
ë 

(x-xi,  t .  
iË 

- + i '"  {*rol j  (x-xr)

? ' ( x r )  ?  i Ì . .  ^ i  
- - i

+ ==+ (xr*r-x)-  + i t '  -  + p ' - (xr) ,  (x.*r-x)
o . i  - L r r  , ^ i  R  !  

i

pcrtanto

n i " (x )=  P" (x i )

Pr' (x) = {ffll (x-xr) 2 +

: 4

. 2  i r i(x* . . , -x)  -+  i  r -
l r 4 t - .

l 1

x -x i
*i+1-*i

E' i+r
D .

t

A i
3



I I I -2  
:

' Í . - i ,  -=ã--=T 
T

i o ' 1
, . : :  ' .  :  '

a n a l - O g a n e n t e . : : ' : ' :

; . , : '  p ' , ( x r )  .  . Z  ì f f  A i - f  - " , ,  I  p ' Ì í x i - l ì  . 2
P. ' '  (x)  = f f i  (x-x.  -1)  

*+ 
,  i i - -r - - r  z - ; - 1  L  À  
i * " i - f  

-  * j  - ^ i - I  L

i - f .  .  ^ .  -  
- 1 ,

+ i  , t - - l -  l - x  p " ( x . . ) i' rA .  
,  6  r . - r  ;

i  l - l -  i
i _

á : n C e  
:  ì  :  . . ' .  

' 1  
:  ' . :  t . : : i  : '  : : - . , i , , ' .  :  I  :  .  r  I  " -

. .  ; . '
n"  (x i )  

i - f  f i  - f  
,  - ,  P "  (x r - r )  -P"  (x l ) .

?i-t ' ixri=-.ft;*ff
l-- r

usando a condição b) temos que .t ' '  
'  ) '

ô i  * r  \  .  
(A i - r+A i )  A i+ l

- È ; -  P t t ( x .  ,b , - r )  
*  

Ë  
- "  ( x i )  *  Ë  r - ' -  ( x r *1 )

f . . , - f .  f . - f , . .
t + r  ] .  r -  1 - r

A r  
:  ' a i = l ,  , r . :  : . i ì i : : .  I  . , . :  :  r :  .

se  em pa r t i cu l a r rÂ i - l =a i  =  A  
. j -Y  ; ; '  -

p,,  (xÍ-r)+aeu (* j . )+p,,  (xr*r)  = 
fu 

( f i* i -2f  .  +f i -1)

êscrevendoestas equações para i ef,I i:.. rn-I] temos n-2 equações LtrneP

res. Para os pontos extremos Cevemcs impor conCições de contorno apre !

priadas, sendo as mais freqluentes:

1 )  p ' ,  ( x  )  =  Àp , ' ( x r )  i  p , ' {X . )  =  À? ' ,  ( x , . ,_ r )  À  e  [ 'S  "1 ]O l n - n - r

2t  P" (xo )=  P" (x r . - r )  ' ;  P " (x r )=  P" (x r r )

i 
A" condições 1 e ?, representam, em teoria d.as vigasl;; irxa viga:'engasta

t1a  e  um ane l -  
:  '  : :  " '  i -  '  ' :< " ;  " '

E x e m p l o ,  , . . - ' . t  -  
, , ,  ,  

' :  

: t , , '  

'  , . r ' .  ' ' . '  ' . ' - '  t : r : i . - "  i '

IJetermine-se os coef i .c ientes de F, (x) Para :4 
pcntcs com es cçidições

Ce con to rnc  1  i : r - , . -  . :  . , . .

res :

temcs que

P" (x^ )=  ÀP" (x , )  ,  P " (x - )=  ) ,P" (x - )-  ' -o '  l ' , . i  -  
: , ,  :  z ' -

!

(4+À)p" (x r )+P" (x " )=  4  ( f - -2 f , * f . , )- l - ' 1 8 2 ( ) : i

' Ã
(4+r  )P"  (xz )+P"  (x . t  )=  - !  ( f l -2 f2+ f3 )

L L o



:
Ï T I - 3

donie

P ,u  ( x r )  =

(4+r  )  6
T

À 4 -
( f c -2 f1+ f2 ) rc L-zf 2+f t')

6- f f i

(4+À )  5

7

(4+À )  2*1

( f  
, -? f  ,+ f  r )  

-
CI-  

2f1+f2)4(r
^ o

Po ,  ( x r )  =
1a+r )  2 -r

fazenCo-se  P"  (x r )  =  0  e  P"  (x r )  =  ? '

tem-se  também P" (xo)=  Ào  e  F" (x t )=  l f

CcnCe

)  a  1r t " . ,  I
po (x) = 

á 
(x-xo) "+ 

ï 
-A-

I  ,3 .  l f ' ( x2 )p , (x )=ã  (x -x l  )  + i j f ,
L D L \ r l _

t
I

r r Ì

I  "  i  (x -x^)+
b i L )

( x ,  - x )
I

^ i
i  e l (x -x ' )  +
o l r

J

( x^ -x )
z

-t

I
{

c l
I
I

.#(xr-x)3.í-r(3--fr

t  ?  í n r - - - \  ^  i

+ j  (x"- 'x) '+ I I - !ëLL - â "  i5^ /. 
i- 

a '] 
J

P"(x)= H (x-x2,'* 
i# 

- â ̂ u1 {x-xr)

^
+ .* .  (x.-x)  -

O A  J
* i  s(xz) _' l  a

l _

t*-$r

.* (q-*)3*L% t n

(-x+ 3i)
J

Â
6

A

' - Ì
I

Ê ì  ( x^ -x )
!

ce usarmos como exemPlo

Para x= TI /2

temcs, êR 'função

Cc I escolhido

tabela

Obtemos

P,  (x )  = q1ç-n7r1 3+É

6rI /3

ï
f I  11 .  i

- i!íJ a, i
5:

J

* i i sen  x . i

o ,865

^ &-
ú U

I
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IV - Integração, F6rmulas de Newton

É urn problema freguente o cãlc'-rlo aproximado de uma integral

definida
,b

_tf :  I  f (x )dx
)
â

Urn procedinento padrão ê estimar I 5-ntegrando uma funçãc aprg

ximadora, facÍ lmente integravel ,  i 'õ:

.b
ï=  lp tx lcx,  rP(x)= f (x)

l !
J I
a L

pclador

sabemos

Estudemos, ern detalhe, o caso cm que P{X) é o polinônio inter

de Lagrange para f ( lr) nos pontos { XorXl, " "Xr} 
'  Da aula I

f  (x )

então

çIue

;  P(x )

n
(x) cx= I

i=c

b
n

= I  t .  K , ,
. u  L  r -
l-=o

exemplo I

Obter uma aproxinração de
x nx, uti l izando os valores c1e

n
= I  r (x i )  L i

L - V

n n (il-x.t )
( t ( )  =  I  f ,  n '  r

il.; r j=c.' lXFl
i f í  J

b -
Í *

7z I  I  f iL i
J a=o
a

b
7

f {  |  t . .  (x )  dx=
) -
Â

onde Kt = (x)  dx
í
I

I  L ,
l r
t)
=

1

l e
)

ex em

res:

P (x)

I =

f  ( x i )

dt{

X =  0  e  l { ,  = }
o r

tabelados no

x-x't
L, (x) = f^ r-: +-r- c i{o-l{t

1
=  [  f *  K i ,  o n d e

f-=o

exeropir: I-2

x-x
ç -c'n Xr-lË-. '

I
I
L

i=o

rb
I  p t* )
I
I

a



*l-xo
-7 , donde

x_iÍ,r
r:r

n l

fi-*o

;Í- ':lrr .o

dx-

dX=

X r  - X ^
l \ ; '

4

: :..: ' .ã |
bxtí  ' - . ( . . , -Í  ' l

I r,^ (ti) dx = |
) " )'ã

bX r(r
I  r . ,  (x) dx= I
)-J
axo

K=

K l  =

Ài a

I ond,e

c.
L

=fo*o

equaçãc:

,xI
I

J
. l X : , , . . .- . , , .o ,

ï

a

(tío)
Ã.' l

4"-
'  l :

I
4-V-,4 " ' l

i
l '

B / r i
t ,

I rtÀY+ì{^} Á Y
l "

J

A

BB( r rr Y-.i=  
|  " r .  

(y )  t t y i=  ,  [  _ I^  ,_ i
)  

'  
I  l =o

ÂA) f i

.. .!.. 
- l,: 

l .:

r êH particu!-ar.r üi.verqos . . 
:.

tãc

tem uma interpretação

geornétrica simples e ê

conhecida como
aRegra do trapézion

b
r

ï -  |  P(x)  dx=
)
â
g

B

f (x )

n
I  rt \z+xol Lr (Y)

i =o  ^ l  ' ,
l - \ !  ï  /  .n
:  , : . i  ] . .

dx=

f'4

r
I

l
A

ì i e
li:

se

en

( -1)  n - i

] TÏï-_il-T

nn
r  (u- j l

-i -n
J - v

j l í

r
I

)
o

*  f  1  x1 ,  {xr :xo)  ( f .a+f  
L l  /2  = 

11-0)  
(2  !7 t8282 'L l  /2  = 0 r '359141

(xt -xo)  ( f

.

na prãtica ó uti l Èermos o

te espaçaCos se l{, *l-t =, Ai =

vês da tranbformâção ãè varlâïers
Y - (rç-xCI) / t' , que leva xi * Yi =

n
dY=ÀI

i=o

-  '  : -  
' l

n

c tY =  n  u .
L

+ f  ( rç l  /2

*n ,

i ,  temos

estudo do caso de Pontos i-gualmen

A ,  V i  e  { 1 r . . . r n }  r i es te  casQr  a t ra

f (arxo) ci

[r ,ì. ' .\
\ '

' ' . - :  -  - - .  a  .

B
n - i  (

í - l ì " '  I

: ÌTiÍ)::il-T I
)
A

n
n (Y- j )  av

-  j=o

j fL

r l

adY

TV-2

I

b = ! {



donde
n
rt

T = Â )
12

i - n
a - v

n
F=[n L

i=o

Estas são

exelnPlo 2

r  (x i )  c i

c ï  r (x i )

n
^ [n

I=o

(l{n-xo)

cl r(x.)  =
a I

I  c ï  t (ã i )
l-=o

as fõrrnulas de Newton

dos no

res 3

' )  (1 -  =- - i
(

I
)
o

r
I

I
)
o

-2
l =- o

a

I
4

2Y

l'
I
)

2
Y
I
I
I

c)

dY=

I

L/6

. ?

' 3 -  v2 f2  =  4 /6

^2_1tz -Z ( r -0)  (Y-r ) dY=+

donde

i  ^? r(xo) = r z t l  t txo+ f rrxrtI = [n  L  " r _  I
í=o

: . , ,

*  *  t (x?) )  -  ^ ( f  (xo)  +  4  f  (x1)  +  f  (x2) ) /3  =
b 1

0,5  (1+4 I1  ,64872L+2t7LL8282)  =  l ' 718861

Obtenha C2, e calcule

ex-l-2

r
I

I
I)

o

( - r )  2- í
ï:-(F.ïï',ï'

c3 =ã #r=-t

rs - i-.
" - I_2  1  ( -1 )  -

tl = 
Z I:..ÏZTT

( -1 )  o-zmr

z
I

j=o ,

jfí

2
(Y -1 )

t  ,8
l -  -

4 '3

(Y -0 )  (Y -2 )  dY

( " -  j l  dY assl-m

(Y-2)  dY

I

.x usando

,r3 -  { ' r2  = L/6L3- - r 'o -J

rv-3

todos os pontos tabela-



A fõrmula

r  :  
â  

( ro+4fr+f2)

é conhecida como

ttReEra de $impson" cu

i l ;da parãbola]., 
.r- : :. i . i  j

Integrando a função f(x) = l- CcncluÍmcs que

Invertendo o int,ervalo de integr{ão.

Cc.,ncluÍmos que cÏ = 
"Ï-i

t ï""

n c i=0 i=1 í=2 i=3

I

2
?

,1ï

5

6

2

6

I

90

288

840

I

I

T

7

19

41

I

I

J

32

t 3

2L6

I

3

L2

50

27

I

32

50

272

ïV:4

t't

çt
L

.t -^
l- -t -l

na tabela ao laco temos

tndos os êoeficientes

de Newtcn,  a tõ n=6.

trïote que basta ter

_nc ; ,  i  e  { 01L r . . " 1 r ' / 2 f }
: .- ---.

I í :

ì t ' '

^ 1 1  - 1
\ - .  . L

a

exemplo  3  , . ,  :

Calcule, usando
I r  :  f 2 ,

as formulas cie Newton, para n=3t- f = I *'
I

n / 4
v f  €

dTí

r - P Ï " ci roir) =
o i l c l

= ry (rx(0,5i3 + 3(r)3 + 3(r ,5)3 *  1(z)3) = 3,g{5q37s



e  E { ^ )  =

ou equivalente

E(A)  =

A
,2

e

xt

I  r t* l  drë.-
)
fo

$,tr t*ol  + r(xr),)

+  f  (Xo+^ )  )

v-I

do frapézio

nunÌa in{:egração numê-

ì  , i .

f  "  1xo+a )

i '

ì

v - Integração, Erro Para a fórmula

Vamos agora cleterminar o erro cornetido

rica pelo uso da regra do traPêzio.

se ja tuë t  em r=  [ xo rx rJ ra=xr -xo r

rü***.- i

I 
f'.lix

)
xo

-  
à { r (xo)

ì : . . : : .

derivando sucessivamente a últ ima equação temos:

l

E' (a)  =  f  (X^+n)  -  +  ( f  (x^)  +  f  (x -+A))  +' - - o  2  C '  u

1
f f  (xo+a )  =  

i  
( f (x^+a)  -  f  ( l tn )  ) '  i  t r  (x^+A)

E' (^ )  =â f ! (Nr^ ,+e)  -â f t ( l t , -+a )  - t  f " ( ì ío+^ ) = - : í
4

IntegranCc, a útt ima ident^idade ol:tenos:

.A tL "&*
E'(a)  =E' (0)+ iu"(h)an= l - ï f . ( I {o+h)  

dh ==>

)L
O L J

* rTaôreua do falor rnéciio do cãlculo
I

Seja f  Cr  em [arb]  e  g in tegrãveI

Af i rma-se que E e [anb]  |
br

J 
rtxl  s( i()  dl i  = r( t)

a

Prova:  Seja m = min f  (o)  e  | i !  =

oe  [ a rb ]

ínÈegral 'r (TVMI) "
e de s ina l  constante ern.  [arb] .

b r : :

rïrax f (a )
oe  I a rb ]

pelo te,:reraa do valcr

intermediãrio

E  e  [a ,b ] l r te )  =  B t

v  B l  M <  B  <  !4

r
I  g(x l  dx
)
ã

bbr r
==ì |  f  (*)  g(x i  d i {  = I  I  g(x)  dx,  rn.<8<!ql

JI
a

se  g  à0  t em i : sque

* 
fbstxr 

dx

O que .Lermina e Prova



paraa lgumÇe[XorXI ]

Apôs nôva integração tenos Ì

. r^
Ë(a) =e(0) + I  E'(h)uËh

I=QL

novamente pelo argunento do Tï'MI 
^ - 

' .
u ?

t  í  - z  ^ J

L e r  I  sta) = -  f ,  t " ( t (À),  
i  

n 'd 'h = -  b f"(u) '  para

u € [tío r tÍ1] 
'"

SendorêRgera l ,d i f Í c i l de te r r , r i na rpseráma isu t i l ã

^3
E(a) =b naI 1 e"{u) l

o 
vcÍ

exemplo I
i

o resultado obtido no ex IV-l estã dent'io d'a
Mostre gue

são eeperada

resS:

nes te  caso E(1)  s
,3
5 max l"ul  =
L1  

ue  I o ,  ] l
A

f 'r.( t)

e /12  :  a ,23
'  ' . r

: ,  -  ou14  í ' 0 r23

r L
I

. l
IÍ
)
o

v-2

algu.n

fórnula

prec!

r
, l

Real-mente' I
l
o

o*  dx  -  r ,859141

g

como f "  (x )  r=  ê"

ll e Í, t'enos

(a) < 0,  como i lustra
t  

ì ,

f igura

>0

. â  , 1

' : , ì , .  i



Uma maneira Prãtica de

reduzir o erro do cãlculo, de

':rra integral com a regra do

trapézio ê sub-dividÍr o i t l-  "

tervalo em n-sub-intervalos

APlicando a cada sub-

in terva lo IX iuXi* l ]a  reqra do

trapézio

I = ( r í1- l ro)  ( f  ( i {o)  + f  (xt))  + ---

v-3

pontos tabelados no

È€mos t
xnr
I i (rí)
)
xo

dx;à

(  f  (x i )  -  . f  (x i_ l )  )
n

i l r  
ai 1

.'

Se tiverr*os

A
r=?(f(xo)+

exemplo 2

a l  =  a r

'  n r - l .
2 .i. d' l  = l

V i  e  { 1 r . . n }

4(r€.) + {(8",) )

ff dì( usando codos os
Cálcu1o r =

Ir-
l e
)
o

ex- I -2

res 3

r  ã |  
( f , ( r io)  + 2, . f  (xr)  + , f . (xn) , )  ,=

= 
ç  

( l+2x l ,64 rB?? t+217 ,L8282) ,  =  1 '753931

:. Estudercos em detalhe o erro ccmetidc com a aproximação da in

tegral pelo processc de sub-d'ivisão do intervalc e pcsteríor aplica

çãc da regra clo trapézior oo caso de pçntos igualmenÈe espaçador'

ri-xi.-l = o



i i ' : Ë ã r l * -  " :'*',_:.,

, * i * I
Se ja  E .  =  |r )

st
x

rne E*= l  f (x )dx_
I)x

n-1
ternos que E+ = I E.'

i =o  
3

* r  Â3' l ,E  mex
I rr, e Iltr, f; i+l ]

n^3=, i t ï  maxl  tn(u)  |  =
. t

exemplo 3

( f ( t io )  +  2 . [ -  r ( l r r )  +  f (xn ] )
i= I

I

iãit rr(u) I =

max f  e"  (u)  |
uer

ex.2 com o mãximo esperado
' - l :  :

a t036  |

0 r057

v-{

d iv id i r  [0 ,1 ]  pa

f (x )  dx- It
2

l.l

2

I  l n  |  .
{ .  l - {  I  "
i è

3
I r" tul  I

I

Compare c erro ccmetido no

" ' lI -  L
u+  =  

|  e - '  d t {  -  11753931  =  _
)
O

\r
ll

que esta

lE* l

exemplo 4

dentro do

( r -0)  3

G

l imite

max l "u I
ue [0 ,1 ]

eë=m-=

em

r l
I
)ì9

*

Calcule

para calcular

c{uantoa sub-inÈervalos deveremcs

*x dx com uma- pr."i"ão de 1o-2.
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ì

)

)

)

)

)

I

I

I

I/I- ]

vr ïNTEGRAç"ãO j ERFC Nii REGR^Fr DE sIMpsoN.

Determinaïemírs agora o erro ,Gometido eo aproximar uma integral
pela regra de Sinpscn.

AnalcAamente ao

[a rb ì=  ru  f ,  C4  cnn  r . .
O errc ccmeÈido

x,+  ^
I

í
=  f ( x ) d x

)
x r -  A

l_

(a)=  t f (x r -A)

â r-  ro(xr-a)

fo i  fe i tc  para a regra dc t rapózLa,  se ja
â  '  *2=  b  ,  *L=  (a+b j  / 2  "

4f (xr )  +  f (x r )  )=

que

x=(}
c

X _
( z  ^

e (a )=  1  f ( x )d t - i ( f ( x )+
)  3  

' - ' - - o
x

o

3

l
3

E '

3
z
?

Derivando sucessivamente E(A) tennos

f  (xr+a ) l

+  f  r ( x  + t11=

I f  "  (x r -n) + f " (x r+ l ) l

4f  (x . , )  +  f ( x ,+À) l
I I

t f  (x r -a)  +  f (x r+a)1 I f  ' (x r -Â)  -  f ' {x r+ l  )

E" (Â )= i -  f ' (xa-a)  +  f  ' (x r+n) l I f  ' ( x r -Â)  -  f  '

t - f "  (x r -a)  -  f "  (x r *a  )  l

1

J

'l

.1 3
J

Á
J+ :

J
f ( x , )

L

(x, +a ) l+.
I

+a
3

_1
:3

t - f r (x r ;Â)  +  f ' (x r+a) l

E" | (À )= l f " (x r - t )  +  f " (x r+a) l

[ - f " '  (x rz )  +  eo '  (x r+ l )  J

Pelo TVM saberacs quÊ 3 6e ï.. I

I f " (x r - l )  +  r " (x r+111
:  . : - '

I f " '  (x r+a)  - -  f . ' ' '  (x1-Â)  ]
,'ì

- ! l

5

3

, -1
3

À
3

A=
3

*ftfor'r(À)= _ A
J

r Ïv  (  E)
n ^ 2

=  -  t - ,

3
[ : ( x . , +Â ) l - ( x r - ^ ) ] rrv( t i



r ì
I
{

rt -2

: - t  '  i .

ïntegrando a útlima -equaçãa vem g,ue

ô ^
( ( * 1  T \ /

3: " ( ^ )=  E" (0 )  +  E3 ; r (h )dh= , , .  4 , . t 'Y (g tn ) )n 'Or) ' )3

: I Ì e1o , fVU f ,  ì  e  , I i l '  :  :

8,,(Â1= 4 rrv(E(r))  lnt*  => l iu €r l  E, , (A)=l  o3 , tu(u)
6 - . F - - r r â , 9

Apãs nova in.tegração ternm ,

A ^ ^ - ' . â
E'(A)=E!(0).  + ! -  n*(h)dh=+ í^ f rv(u(rr)rr3err

ô eô
Pelorvu l  1A e I  I

..E' (^) = + rrv(n) Io n3dr= + rrv(n)

,,,iunr^r,u" .ioro E' (^) ::-* : : 'l

E(A)=E(0) + 10",{r , )* ,=+ ío t rv(n}n4*r
o  l õ ,  o

novamentepe lo rVu f ,  !Oe I  |  ,
E

- Â *  T r 7

ì  E(a)= 
Ë 

f^ ' (s )

.  : -  ,

corno não exis te maneira s imples de determÍnar 0, s e rã util a

r.nequaçao
6

t ^ -
lE (A) l<  e -  max

g0 0€r
rrv (  o)

+ Exemplo I:

Mostre que c iesultaCr: obt, iCc no ex-I\/-2 tem a precisão esperada

res :
Ir  x  0 r 5  , r , n ^ } r t  

1
E-  Í  e^d ,x  -  

,  
(1+4e- ' '+  e '  =  -o rooo58

c)

O errç mãximo esperado era

(o l ! )5 '  
mexeo o.Ïõ, rr "o l= -=9== = o,ooo9,3

|  
2880

Continuando a analogi.a ccm c tratamentc que darnee a regra d.o Trap6zio,  . - . . - .  '  , . , ,
procuraremcs escrevef a regra de Simpson para c interval.o [arh] con-
venientemente s ub-divid.ido "



Seja

x i=  a+ i .4 .

Para

*2 i+z
f

l : J

x2í

+ f ,  (xrr*r)  ì

Vemcs porém

f=  [a ,  b ]  ,

i  e {0 r . " . ' 2n }

cada intervalo

f  (x)  dx= A
3

+I
1.{

que CI

n

I  n.
iJo a

t  f  (xr ,  )  + 4f  (xrr*r )  .+

, onCe

L ^ , ) i  ,
ú L

ï  t x ^ .  Jt t

E

Ei= 
$,  

r  (  o i )  ,  o i .  l *z í ,  *zx+zf

rÍr_,1

, b-a
' . =  

c'- 2n

*,j,*ZJ , a regra de simp on nos dã

+  l f ( x^ . , , )  +  f ( x^ . , ^ )  +  E .  onde
zt+ I  i ,L+ z.  l_

i

Eomando so bre i terncs
n  x^ . . ^  t .zL+ z,

i "  J  t (x)dx= J t {x)dx=
i =ú  x ^ .  a  i

Z L

n

iã
=u

iEt l  =

E.
T

erro total ,

t:
l<  ) ,  I  E.
r i * r

D
= f

L
{ -.ar
J- -'.)

D
r

i=0

Ccmo

max
C I e I

. 5
1l

ql

^5
lì

9S'

. max
9 i t  L *z í ' *? . í+z l

t rv{or)

,rvro) I
na- max
T 0e ï I rrvror

[=  (b-a)  /2n,  temce tamÉrn

i r ïvtol
.5

fn . l  <  n (h -a 'F  r ìax'  t '  2gg f  n f ,  oe I

. . 9X2
ç_::--

Dada a tahla ao aldo calcule
t

, - x
J *^d* pela regra de Simpscn,
o
suÈdividindo t: intervalc em

duas parte.

Calcule o erro máximo coru:tido

I  =  (b-a)5o max l r ïv t r l  II  zeeo ní  oeï

1 ,2840  254

I ,64872L3

2 ,LL?

2,7 ï8282



res 3
t , :  i l . : ' 1 ; r i

+ { f  (x6)  ,+

Í : , : ' .  . , .

2,7 r8282J
i -i ' .. 

-:,,. .

t:* . .\

= L ,7183L87

X2n  ' . . : . ' . . ,  
ì  ' 1 ! i - , 1 ; , 1 " .  :  : - ,

r= Í  f  (x)dx ã + [ f  (x^)  + 4f  (xr )  + af  (x . , )
X  : . . , : . ,  . -  J  ( J  r .  

-  . J , '
o

+ + 2f (*zn=.z) + 'lf (*zr, -t-) + f (xrr,) l
. ' .

no caso presente

a  ? q
T.=  '  ' : t  t  l+4  x f  ,  ! s , l r )  25  +  '2xL  

164g72r  +  ax2  , r . i75

. . i : 1 , , .O erro náximo es perado 6 ,r

. . q ' : . . . : í
( I -0) -  ;Ã. -q.= -+  e  =  6x1o-5 ,  e  g  ã  316 *  Ic -5
2gg0 r i

'.1.

+

{ÊÉ::

. , :  : .

s

j

I

È'
\

4

i

I

1

{

--{

-{

-1

{

- ï

{

{

(

(

(

I

. (

Í

ï:
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VÏI - EXTRAPOLACÃO DE RICHARDSON

Frequentemente deparamo-nos com o problema de obter uma aproxi

mação de um limite da forma

l im  F (A )=  s
A+{)  ; ,  .

A extrapolação de Richardson 6 um procedimento genérico para o

cáIculo aproXimado de a quando r(a) puder ser colocado na forma

F (A  )  =  õ *c ,  a *c . ,a  
2+ .  

.  . +o -An+  O (a t *o )' l z l l

Isto é, existe uma corìstante K tal quer gendo o erro r '

temcs
l im 1  u t . l l  I;;il l-ffi-i = K

0

Para tanto basta eue r  pc l r  exemplo,  r (^) i r ,  se ja 4n+1 ern t ,  pob ex is-

t i rá  então a sér ie  de Taylor  
:

í n ì :  
' ' :  i .

F(A)=  r (0 )+  F ' . (0 )A  +  . . .  +  q -^ . ' ( c )  ôn  +  R(an+ l )
1 ! n l

Se fo r  pcss Íve l ,  para  , r * ,C . .do  +* i  gà f "u la r  F(a)  e  F(^ /1 ) ,  l>1 ,  te re-
- ' - ' ' ' -  -- ,  - t ."  -  .

Í l G  ' i  :  - 1  " -
^  -1  - )  . ,  - n  

An+  O(an+CI )r (f) = c+À *o 
f +r - a- a r* +l "';n,

e podemos eliminar o termo linear em pela subtração

.^ .  1  )  .n -1 r ì  ^n rO(nn+A)lF ( i )  -F (A)=  a* (À  * -1 )  a rA- *  + ( r "  * -L )  c r rA"  I

d.efinaaoe pois

r r (a )=  ÀF(^A i )  :  r (a )=  o+B 2L2*8343* . . .+Bn^n+ o (n t+a)

visafdo ell,ntnar o termo quad,ratico em a r notamos que

a+t -28  zL2+ . . , . :  + t  - tu r ro t  +  o (An+n) ,  , .

d e  n o d o  q u ê r '  d e f i ' n i n Ë ç  ,  ,  : ' ' : : ' ; :  " i : : i ' i ' ; - "  " : t ' ' '  

1  '  .

r't i

.  ,  i  i ^ : .
i r . r  !  '

F2(À)= [ t2rr {o/ t )  -  r t (^) ]



vrr*2
temos gue

Fz(A)=  s+y3a3*v4o4*  . . .  q " ra f ,+  o (Ar+ Í? l

Ànaloganehte, defÍnLremos
v

Fp(A)=  ^^uk_ t (A^ )  -  Fk_ t (a )

Verif ica-se que

Fç ( a) = o+ tk+lA 
k+1+ 

r**roo*n+ . .  .  +tna n+ o (r r , , f  
)

natuaLmente esperamos guer se k
K 'pa ra  s  que  F+ (A )  :  :

J

exemplo 1

: -  
-  '

usemos a ideia da extrapolação de Richardson'para calcurar e, sabendo
Q., t t ' ,  por  def in ição 

e= r im ,  (1+a;- l -2
Á'+o ,

lscolhendo À= 2 e toslando inicialnente ^= I, construimos a tabela

t r  / ^ \  í-2, - ,  
I

Â

1

Fo(^)  I

2ra

F1(^ )

z,6a

/ (r k-r)

-f

E r  í ^ ì  |-  ? . \ ï /  I
. - . ' ' . . . - ' . ,

F4 (a )  
|

L/2 2, i5
L/4 2  ,4414 z,6gao
L/8 2,5657 2  ,7101
L/L6 z,6z lg

z,ã l l t 2 "7L37 2,7r82-

2,7L6E

F,  ( r ) -  2 r ( * ) -  F(a)

onde

kn(a)= hs\n-r (9) - Fk-, (^)

Fr(a)= + ( '4F1câl-  r . , r (n))

F- (^ )  =t '+ (Br2 ( |)  -  F. (^ )  )

ho:1

exemplo 2--
ill í,:t i')

' 
irì ''

E U ç . .  ó

:- f 'L:- i ,- ; i  i  í . . :r

calculamos um varqç ,app'gxiinaQo, de , ,Zfr pero gügofiitmc,= de Àrquim.e
des, melhorando os resultadot obtidoi pera extrapolação de RÍchardson.

o algoritmc de Arquimédes consiste de ,obterr,2g, pelo' Limite

2Tï= lim
11+6

Per  (n )

onde Per(n) é o perÍmetro dc polÍEono reguLar de n
no circulo unitãrio

lados lnsefito
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Iaiciemos com n= 4, o quadrado e a

seguir duplicaremos sucessivamente

o número de lados dc poligono ins-

cr i tc

Se def in i rmos L= L/n

e  F(A)=  per (n )

t e remos  F (A)=  2n  sen {T f /n l=

Lembrando a fórmula

temos que

rrlr= f

f ,  qen(an1
do arco-metade

Í
/ t r--ã-----ì

/ * -  / t -5sn*1^ny  /2I

cos(o+ô)-  coso cosô seno senü i  =>

cos(  zet= 
"o"2,  

-  
" * r r2o 

= 1-2s"r r2 ,  = |

" " r r2o=. ( l -cos?o)  
/2= ( I -  l l - -sen2|o l  /z

/ 1 . ì r

sen*  =  / t t -  á -sen 'o )  /2  =
á
/ :-----:''

l : 1  . /  1  !

= /+-  /L ' r :en 'g /2
a

À tabela II  i lustra c processo, gue foi interrcrapidc quando o númerc;

de al.garismos signif icativos montados assim c exlgiu

exgmplo 3

Mostre quer  se F(A)  p l rder  ser  escr i to :córno uma sí : r j -e  de potencias pa-

res de I

r (A )  =  s+c ,A2+ont4  +  . . .  +  o r r razn+ io (^Z t *n )  ,

i

r 2l!r*-, 
.tâl 

-- ':.-, tnl 
, remosE

a € r

g i

definindo

F  1 Â ' l  =- k r - ' '

Fç (À)  =  ú+(2(k+r )  a2 (k+1)  +c  
{k+z , f  

(k+z l

i t
!: .

i

r- /  n 2t'  ' 2n"

i

ìì

,

2n*0
o(^ )+ . . .



H
€) '(rl è

I
| ' -

t\) H F

H

ú]
Lí}

H

ts
c)
Ì\)
ü\

H

F
N)

H

c'ì
!tè

H

H
Õ.ì

ts
@

H

Ã
il
tt

T\)

ts
+
t\t

út
o
ã

,i\

3

iJ

cì
{
(f

{
H
{

H
tct

T

ÉS

(,

o
Ctì
{
r.o
è'
{
t\)

trt
trt

I

(Á,

NJ

è
U"l

H
ll)
N
\o

L'J

trt
i\)

è
r.o
(}
Õì
{
i;1
{
È

tc,
H'
I

f\t

\0

@
o
H
{
H
È,()

r4
F'

t\)

(,
(p
Ì\)
,31
oo(,
*t

(4,

L'J

trt' I

I

H

N

ÈJ

'5

Ìvr

l*l

u J l
N'
t\)
-J

{Jì

t\)
s(,
ta
un
(n
\o

oì

t\J

N I
(tl
('|
È
0ì

o

f\)
Õ
ol
oì
it\
Ì\,
(,)

oì

t\)
{ l
(,
o
\o
\:
Õ

sì

H
t\)
T$
\o
(,
s>
\o

urì
c\
( t l '
'an
ó
(tl
à
f\)

rrj

lt
nJ
íD
Fl

H-J

H

fÌ
N)
trt
o

tr,tfD'

I

}{

trt

il

^rl 'ã
tl

J

$l >

I

,J|ts

qt

'5ì

È")

i à l
ri\
è
ü\
\o

,-Jì

t\)
CO
m l
N)
t\)
-J
.Jì

Õì

tr l
Õ\
t\)
c0

(Íl
{J!

gr

urì
m
\o
o
H
TJì
.'Tì

Õ\

t\)

(},
H
,m
oìl
{

(.\

N)
co
í+)
È l
(tl
C ì '
ff

r?ì

È\)
m
{ l
*:(,
(n
ul

-J le

-Jl t-

q,
(,

l l

qt
À)

N l >

I

ìs
N

è

ü
H l t s
trr I oì

hJ
{,

N lr-

I
H l
(Jt lt-'

trl(,

(, I(,
l - l rú

Èd
À

t \ ) l >
I

(r)I
P  l t -

qt
À

D.

Oì

ru
NT

ur
U)

úr\

N

tÀ,
H
Õ ì l
(n
rc)

o\

t\,
G)
u,
H

è l
rb

cn

t\'

u,
H

È ì
{J)

qt
(tl

t l

.J\

N

Íj)

H

LN
{ l

()1

N

(,
H

(JI
{,



V Ï T I - I
: -" 

vrrï TNTEGRAçÃo Pnrd uÉroPo on
-i:ir-i; ,. Ro!,ÍËERG

Na aula VII sstudamos a extrapolação de Richardsonr procêsso am

plicavel ao cãlculo de um número f= l i  
T(a) ,

- :  m  r  . : , :  ' . . . -

* *o ,  T (^ )=  r  *  .  j .  o+a i  +  o (Am+f i )  . :  : i
j = l  J '

Seja agora 
íb 

'  '  '

f =  j  f  ( * ) a *  e  ê  l
a '

ít 
n-l

r(À)= l ]  r t*. f  +.f,  r(xi ' )  * + rtxrr) la ,
L '  

v  i = I  
-  " )

o câlculo de I pela regra do trapézio
) n

Most ra remos  quê  se  f  é  C- " 'em [a rb l  ,  ô=(b -a ) , /n ,  *o=  u  ,

x .=x+ iA ,en tão
l - o -  

m ì - l
r ' (a)= r  + 

: i ,  
oz j  ^2 j  +f f i ,A?m+Z) ,

Assim poderemos usar o resultado obtido no ex VïI-3 para usar

a extrapolação de Richardson com maior eficiência.

A este procedimento denominamos "Integração pelo método de

Romberg,

Teorema: (Fórmula de Euler-maclauri.n)
) m

Sendo I e T(Â) como anteriormente definidos para f tx) '  C:", .

em [a '  b] '  t t*?f;-  
z . .  r-  .^ .  -Tb o" '  . '

r (a )=  ï  +  [  c "oo2 i  lg {23-1) t * l f  +o(a2*)
j ; f  L J  S  - J a  

: i

onde os coefj.cientes C,,* tem por função geratriz
í .J

L _  ó  Z - l

+ {{ = r +.1. cz-,^-  e - - r  j= I



ì . ' r .  . j  :  ì i ' .  V I I I - I A

admite uma expansâo na forma

t
+ o (A ' - )  ,

. : : :  : i r ' . .  .  :  I  
i  ,  ,  I  l

de funções auxi l iares,  0  r . ,Ck
. r -

def in ida petas re iações

. j .  
, : r . . r ,  . :

' . , i :  
. ) ' . . 1 , " .  j : ' i  : - ) r ' - :  : '  ' ì . .

Provemos inicialmente que :_.tF([:] "
(tomardr k= 2m)

k-2  |  í i , ,  
- ib

T(^ )  =  ï+  I  cu - ra l+ r i t r l J ( * ) f
j=0 rrr  

:  

'  ' - )  a

para tanto usaremos um conjunto
em [0 r1 ]  e  - . {g i }  ,  i  €  ÌN ,  uma famÍ I ia

a )  9o(u )=  I

b )  I ' i * r (u )=  9 i (u )
I

c )  Í  9 . (u )=0 ,  í  >o
. ì

O L

:-:, .' l' '.' t 'tt

I

i  i  :  - . .
|  . .

I|  . i  r  *

( - t )  j  I  o 
( j )  

t r l  ( -1)  j+]c* 
, . ,  {I\  J r r

(

a
t

I
I

I

I

I

{

I

= (-1É 
ãrM temoszendo C,

ô(u ldu =

Fa

r  k - I

; (oto) + *,t lÌ * 
,1,

,. (+
I

^t



- o 
( j )  

rol (-r) i*t"r. , ' ,  
]* 

. rr.
I

o)
'".i.

r)

Façamos agora

ô(u )=  f  ( x ) ,  onde

e teremos

íxi

J 
f.(x) dx=

x i - l

. l  , ì i .

+'  i , l )  k

I  i  ' '

. . , i i ì  . , 1
k-?
I

j -1

k -1

:1, 
t j*t

(u ) sL (u ldu

:

'  . :
i '  t l

x= x, ,* Áu dondê
I - - l

- , . i i .  . : --  l a . : . ' - .  i ;

o(k)  (u)s*(u lQr

_í , ( j )  (n)  )*

,  
( j )  

ç ,11 i=  à r ( j )  ( * )  
"

í :

dx=Adu

VTIÏ .2

: ì r , , ' i - ì . ' .
l--r i r r _- _i *'

x .
la

(x ) | . , : : *
- I  X .t_- r

( -1 )  k

( { ( j }  (

r L.r

I t t : t
L

1L^
af 0(u)du =:

) -
0
i . '  , : t .

orr(k)  (x)  *  
=

1

+1 
[,':' ,*, j
L

' r t .
( r --aJ

, , " . , x i -

i
ci+1^ '

x .
í I

I  rr (k) (*) a*
l
xi-l-

para al.gum tr,ar

E ,  í c  [ x .  -  ' * i  ]

T
.l l'
J ': ,

I
I
I
I

-f

(s€)+  fk

{ó(A}+0(1} }+

â,  ,u  (x i *1 )

x .
, t _

*  R , ,

* i - l

. ) i i l

onde

kl-Ri= %^-- 
t

pelos TVM e

^k+l  L"r*
pcrtanto

fi

.J 
t (x) dx=

* i -1

t  
(k:1)-1*1

TVMI

+ o( lk+ l )

Somando,a úttima,.+gealdade
{

i .=  1. . .n  temos f ína lmente

x .

"  . k, f A

xi-r.

k
f ' -  (

z ['ljì r"r I

, .  . ; 1 .  _

x .
1

+
x.

I - - r

' , i i ,  ' -

' :  l ' ì

para

; . : , i ,  ì  .  : t :

,  ,  
: : 1 .  

r  ' . . .  t

i . l  l ' ì



b x .
ín í r
l r (*)a*= I  f  f (x)dx=
1i=1) :a  * i - 1

ci*10 
j*1

ïrrrr-3

l -mpar,  e
'  t  :  . -  - l

i.gualda-
( r .  

, .

ì : :

n r l l
= 

rl ,  ï  (r(xr-r) + r(xr)) - i l r

n k=2

+ Ï.  Ri = r (,^ ) -  . I ,  . i*r^ j*t  
ti = l  À  j ; f  JT r -  
I

n
mas . I_  R i  =  n  o(ok* t )=  (h :e)  'o

i = l  
L

'k=2
I

j = l

a lg'  {x)  I
I

)

(n k+1b

x .

lr(j)r"rl 
I +

L  J  * i _ l

b

a

L . -

n .

+ I  n .
i lr 1-

o  (ôk)  .

e'o+$el

donde

r (a)+: . , ,J ' ' r (x)dx + . I .  c i* tÂl+r I r ] t " l  |  .

Provemos agora que as constantes C
gue ter,'. a função geratriz do enuirciad" ;3'

Para tanto basta tomar f (x)= ex,  a=0
de

k-.?
T(A)=  (e - t )  +  f  c * - r6J+r  (  e -1 )  +  o (4k )

j = l  :  r '

por outro lado T(A) é,  por def in ição
r
l -  n - l  1  :  Í -r(^)*l+."*"il .i,**.1 l= al-t
l z  í4  2  ) i  L - ;

+  o  (ak)

são nuìos para j

teorema.

e b=I. Na últ ina

7n- í-

+z
- 

'; 
tí= e9

C.P /J
J

o

=I+I
j --1

impar r., eu€ :ÍÌâc

' :  '  '  l -  1 r _ ' -

) :
f \  l t  J
v ^ - t  a

a J

Q . E . D .

=0,"1^^*-r*=-r)= + t"-rì  t .o*l)' eA  
1  z  t  ( " 4 - r )

lgualandc as duas expressões de T(^) ,  temos

*Â (ea+r)  ,  * i r  

" . . ,o j * l  
(e_t)  + o(Ak);V 

ff i 
(e-l)= (e-1) *rl, c3..1a'-*

' ^ k -2 :
=> + + = r + "I-  c. : ; ioi+t + o(nk) ' ì ,I  

e ^ -1  j : r  l +1  :

^ ;, Ã/z -^/z
notandoque + # =A 9, ' -+e 

' '  é
2 eLL ,  

"or ,  
_ e 

-o/z

urna função par, concluimos que os ccefi.cientes
cceficlentes cle funções impares, nãc nulos.

No limite de k + - temos então Ì,
Â e-+1
2"n-
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de Ramberg de uma

Exemplo I ;

Encontre a espressão analít j-ca da

função f,(x) integrada em xorx2 , dada

.  '  : ]

f ( xo )  =  f o ,  f  ( x r )  =  f n ,  f { x t )  =  f z '  * l =

res :

Fazendo õ = [xr-xol conhecemos

" r Ì ^
r (^ )=  ^  (Ë fo+ à  

t r l=  ,7  ( fo+f2)

/ \  : ^  ' t  1  -  ^
r (â)= ;  

(  j ro+rr*ãrz)= f , ï to+zrt+

integração

em

x *x^
o t

tzl

do ex VIï-3, sabemos que def,inlndo
' ï  

o -  n  
* ' l  

) n

r_(^1= l r , tq r .  -  tAt  -  r  - (^) l  /  ( rze-t)-q ' * '  
l_ '  .  

-q-1 ' l '  -q-1 
_ l:  ' :  

r+o( '02412\temos To(A)  =

FazendO |= 2 temos

/  (4q-r )

e podemos calculari 
'

r .l-
T. (A)= = t4 + ( f^+ 2f  ,+f  - ,1  -  + ( f* l ' - '  

3  |  4  o  L  z  2
L

s / 1  f  
- 1  

L
T, (A \=o /="  l r ^+a f1+ fâ l  +  o ( l= )

.  r "  3  L"  
I  

" )

rq(a)= 
Fn 

*n-, tl l- rn-r,,0,_l

o+rzii =>
)

Reconhecenos Tl(^)

if

como a regra de SimPsonl I
i ' i j

l i

. :  I  ;  ,  
I

|  ' J  i
i i t .  I

:

. .
. , !
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IX-1

IX Os números de Bernoulli e outras aplicações da fórmula de mac-

l su r Í n .  . . :  :
Definimos os números d,e Bernoull i ,  Bn n € N, pela fun-

ção gerat r iz

d,

é_ = I  (s_ *,  / t l )
"*- l  

i3o I

::t " Lembrando que 
'' )ì

x - r ìe"= I+  |  & - /L ! ) ,  temos
1=1

ï  x ( i -1 )
.L-  T
l - = I

rnultipllcando a ültima e a penúltima igualdade ternos que

f=ï1Ëï-J
i=oti iofu=Bo+

. - ,1  , "o  1  B t  1 \  r  - -2 ,8o  r  , " ,  I  , "? t ,+ x- (õï jT + ït jT) + x-(õï ãT + ï+ Tl + zl TI) +

.. .*  x" (61 TnãTf + ï t  *  +.. .*  di=i-T iy +,, i  ï . r)  * . . .

devemos ter Bo=l e todos os coeficj-entes das potências não nulos

r , ì  de ,  x  igua is  ê  zero .

Assin

n  B .  t
õo=i .l i1 1;rygy1 

= ;
v 

i=o

multiplicando a última igualdade por (n+1) ! temos

o= ï-Sl)! - l ' ïr"ï1r".,1 rrv 
ilo fiifr{fliJ ó1 

[ i=r - 
)

donde podemos determinar os nümeros Bi- 
:

Por exemplo

Bt=1
. . t  :  : . t ,  ,  ' , , , ' ; , : . ,  : 1  

. Ì  ; '  ; ' , , - i , ; l ' - j

)
, . , . . 1 . *  

( Í )  B l  =  1 , - *  2  
" l  

=  0 : >  8 1  =  F  L / 2

.. ,1 ; . -1. .  -  :

?  : .  ?  - j
1 + ( i )  tsr  + ( i )  82 = I  + la ,*  3 B2 = 0 :> B,  = r /6



Íx-2

e âssim. sucessivamente obtemos

B3=0 ,  84  =  -  L /30 'B5  =  0 r  B6  =  L /42  oo '

Bg  =  -L /30 ,  810  =  5 /66 ,  RLZ  = ,  -  69L /27  30 "  "  
t

Provemos qrre de modo geral B2i+1, i  e N* é igual a zer.a'

Por expressão da função geraÈriz

i; 
= 

r!" * o' = I + t- *r *r!, * u"'

x +*=+*ln=r* ï h*t=rt ï ci
"*_I 

2 2 
"*_1 

iZZ 
r; tZZ 

'L

:  ,  . .  
- ,

na pãgina VIÏI-6 provamos que as constantes Ci '

ix

n, - / : ,  r sê anr-rIam
D í /  L .

+ o(oA) .

rn cãlculo de

o integrando

parar  f (x)  confcrme

para i> Ie Ímpar
l . -  , : .  i

PodernOS também expressar agora a fónnula"'de macLaurin e::Ì

termos dos números de Bernoulli.

a

Este resulËádOlpode ser us6do para raelhorar, u

uma inÈegratr- se conhecermos o valor Itn derivaoas d

nos exÈremos de integração.

exemplo I

Se um valor aProximado Para F':-
r
I  f  (x )  dx
t l

I

M

.r

-2 i+ l



' 1 .

IV-3

de StÍrl ing aplicando a fórmula deDçduzi.remog, a fórmula

maclaurin ao cálculo de

1
T(1)  =  J .  ( ,â

. .n
=  _ _ . , [  - .

i=m*1

n
Ì : .
I  [n i çgn

i=m+l

r(1) -= rn. ' (1!)

A fórmula de

ou

rn  
(  2 i -1 )

n
I

l g t r xdx  r
J
m

n
|  Í ,nxdx=
J
m

IÌrr rt e N*

tomando À

n
r l
lxÍ,nx-x I
t t
I J*

n-1
snm+ I

i=m*l

t
Í ,n i+â

( c )

u" * i  = rn (nI)

.  *  
(gn  m -  Í ,n  n )

n nos diz que

n
r l
|  ,  t  zi-r) rxl I
I  i*

n
, . n . . -  t  =
1=m*1

-  sn. .  im! )

maclauri

, n>m
= ]

=n [n -n+n+ - fn l nm+m

gn i+gnn )  =

( [nm-l,nn) ; mas

( a )

Ln '  (m!  )

(b )

r(^) = f 
,Ï, ?rhr ort

mas

h Bzi

ilr ffi
( d )

)  -  í .2L-2

Iu"ttt-t'

( x

( a )

)  J x(-2i+l) ,  d,r- ;nd.e
nn

ì  r '  n  
[ - r t * t ]rxrl Ï."k) l" I/ *  i= l  á r \ '  
t  J*

gn

+ ( *

SubsÈituindo

(ml )  =  {  sn (n ! )

,  ( b )  e  (d )  em

1
(n+ f )  sn (n)  +

k  B^ .
rZa

,!, zrtzi-t *

(e) vem

n + o( r r -1) ]  +

-2i+1 
+ o (m-2k-l)+rn) .on  (m)  -m+



' 
Parã chegar a

maro l imt ten+@e

l im {  Í ,n (n ! )
n-'6

Assim

f ï t  (mt )  -à

(L /3601 m

exemplo 3

IX"4

da:fórmula üe Sttr l ing basta to

n + nt = + ,.n 2n

forma fÍnal

usar que

t"$l on

2tç * f*+|f

A tabela ao

aproximações de 5!

narfir da f6rmula

l ing .

! .  i j i i i  . ;  ,  '

+ (L/L260)

.gn

-3

lado das
: . | ' . ! .

= I204

de Ster-
t,. :

ì  .  \ , - r '  Ì
.  I  /  1 : , ' ,  !

J '

{
. t c  ,  i  |  Ì

;
.: : Ì

118t0r917

L2A,09264

119, 99997

L20.060_00



x-l

Estudaremos nesta aula como obter numerÍcamente a derÍva-

da  de  uma função,  f  (x ) ,  tabe lada por  pcn tos  * i  ( i  e  {  0  
" " tn } ) '

Uma abordagem possÍvel para o problema e aproximarmos o

va lo r  da  der i vada  de  f (x ) r  f t ( x ) ,  pe la  der i vada  de  P(x ) r  P r (x ) '

onde P(K) é o polinômio interpol-ador de Lagrange para os pontos

{  xç r  . . . x " } .

Da aula ï sabemos 9üêr sendo t' cn*2 o* [xo'xrrJ

f  ( x )  =  P(x )  +  n (x ) ,  on r le  :

. n r ,
p(x)  = . I  f i  r , ,  (x )  e

L=o

"  
E(x)  =  ( j to  (x -xr ) )  t (n+1)  (E(x) ) / (n+1) !

. ; L

E:  Ixorx r r l  ->  [xorx r r l

Podemcs Pois escrever

f r (x )  =  p t ( * )  +  €  (x )  onde

i  (  n  n  í n + 1  ì

e (x)  =Et (x)  =  l i  . ' r i  (x -x i )  f r " ' - ' ( t (x ) )  +
I l,=o J=c

,  , .7/u

+ + (x-x- ,  r (n+2)( t (x) )  E ' (x) l  /6+Di  '
j = cJ )

É especial j.nteresse o câIculo da derlvada de f em um dcs

pcntos x, neste sasor ttâ ú1tima igualdade, Os termos da somató-

ria se anulam se, Ll3 * o, termo ;fo:a da somatõria também se anu-

la  (desde que ex is te E t  (x)  )  .

N , * s tascond i ções  
r , = : r  ,  

i  ,

í  -  ì  - ( n + 1 ì
f ' (x r )  =pr (xr )  +  l+  

(x r -x r ) l f \ r r r r / (  (x r ] . l /n+L) !
!  

L j=o  
'  

)
i lL

t  r  
' ' -

Restringindo-nos ao caso de pontos igualment'e espaçados"

isto é,  taís que

x DERTVAçã,o



x-2

.J

",, .d''"
. j  Á \

.  .  (n+ I )  \(E$í\) /  t1ff .gl

1  . . .  t  :  .

n ,  \  . .
n  ( X - X 1  J  .

. l

J=o
: J O
Jr. tu

, ì j

x. é ponto se
. L

espaçados.e a função f (x)

:,:Ì :

exemplo I

Determine as aproximações ft (xi) onde

[xo rxrr l  para n=l  e m=2.

Cons j-dere 
tos , pontos igualmente

suficientemente diferenciável.

Para n=I ternos

I  I  ( - r )  l - s  r  ' i
P(x) = 

" l  
ru Ë l f i lps]-J i tç 

(x-xr) '=
o=o 

#* , i

I
= 

Ë 
(-fo (x-xr) + f, (x-xn) ) , portanto

; i
1

p !  ( x )  =  
Ë  

( - f C I + f t )  =  ( f ' - f C I ) / , h  e

I Ì t ( xo )  =  P t (x r )  = " ( f t r - f  
o f  /n

Para n=2 temgs ir.

? ',  (-r i  2'e. 
."; i" ' :  

:
P(x) ,1" * +rtâõr f ii, 

(x-xr) -
i y ' t r  : ' .  . ' " ' , '

I

I

I

(

I

i

(

(

(

+(

. (

I

I

(

i

= + (à r*(x-xr) (x-xr) + - rr.(x-xo) (;!";t '  * | ' ' í*-i '  ) (x-xr) )
h - ' u

dclndq /  , ._r- , . í \
ì - i  i - i j . -

' r i t

pr(x)  =*  ( fo ( (x -xn)  +  (x -xr ) )  -  2 t ' r  i : x -x r )+(x-x . . ) )+ fz (x-xr )

; - . , ' . ' '  - , ' i . 1 : " l t ' " t t t  i :  :  : ' c i - t ' " ' * t * - x ' l  ) )
;  ' - - { ' i Ì  ' -  ' :  l

Fazendo x = xo tx1rz<2, temos respectivamente

ì
P r  ( x , r )  =  

* ,  
( f o ( -2h -h ) -2  f r ( - 2h+o )  +  f r ( - h+o ) )  =

v 
2}:^-



= + (-3r"+4f frz)
2 h " u r 4

1
r , '  (xr) = 

* 
(ro (-h+o) :  2-f ,  !h-hl + r,  (o+h) ) =

P ' (xe)  =  +  ( fo-4 f t+3f2). 4 z h o

exemplo 2

Determine l imites de erro para.o Uso dâS'fórmulas obtidas

no exemptro 1 como aproximações clas derÍvadas de f(x)

no caso' ni:l temos ì

fazendo l( = max
Ye [xox,  J

e  ( x ) nnlx/ jfo =hK/2

no caso n=2 temosr
I

f azendo  M=^  
max

re  IxoxrJ

para i=0 ou 2

nzml th = hzu/3

e para i=}

I  I  r  ? r  )

f e (x) l= n'*/ TÍiT 
= h-M/6

I I

Uma outra abor<lageÍn Possíve1

vaçãe é o de combinar exPansão em

um ponto xi.

Assirn

a)  f  (x r+h)  =  f  (x t )  +  f  I

x-3

( f  
2 - f o )

(  t L '

6Cxr (  l v  'K

, t, . ï ì - 1  J  r J . 7

l ' í ^ : t l
{ Y ì - \ r l

para obter fõnmulas de deri-

série de TaYlor em torno de

r,:tr

r(2) t trr 
I

f t f ( v )

ì
i l

e (x )  l s

*  à  t " '  ( x i )

n *  à  s" (x i )  h2 +

$ eVt*r l  h4 * . . .

h *  + fu(x i )  h2 +

fu ervt*rl h4 *ç--

(xr)

h3+

b)  f ( x r -h )  =  f ( x t )  f ' ( x t )

1 ?
- ,  

Ë  f  ' r ( x r )  h "  +



x-4

de (a+-bl l2h temos

2h

f !xr+!r) -f (xr-h) f n t ( x * )  ?
=  f  t  ( x i )  +  - 6 -  h J  + . . .

*
ã

'

f i  ( f i+ t - f i  
+L- r . í -L ' )  /2h  e  .  -  

*  n t  fo ' ( r ) l :

o que jã, havJamos obtidoq pgr interpglação de tomarmos agora

que 
:

c )  f i * z  =  f i  +  2 f i  h  + .z t i  h2  +  
â  t i '  h3 .  +  .

* f rlv na *.r.

d)  r i *3  =  r Í  +  3r i  h  *â  r ï  h2  +  ã  t ï 'h3  +

!  27  . r v  L4
"  ã t  t i -  n -  * - "

obtemos 3

de  18a -9c+2  d -66  f i



A tabe la  aba ixo  l i s ta  es te  t ìpo  de  fõ rç ru Ìa

de  n= l  a te  n=4

f r (xr )  = f i

( f i+ r - f i ) , /h

( f i  - f í_ l  /h

( -3 f r++f i * l - f i *  
2 l  /2h

(  3 fL -4 f i_1+f i_2 ,  /2h

( f i+ l - f i -L/zn

(  -11  f i+ I  8 f  i+ i -  9  f  r+2+2f  í+31 /  6h

(  +11f i - I  Bf l -1+9 f  r_z-Zf  t_  |  /  An

(-  zr r_r -  3 f i+6f Í+ t - f i+z )  /  6h

(  2 f i +1+3 f i -6 f i _ t+ f i _2 ,  /  611

( -  25 f i+4 8f i* t -  3 6 f i+2+16 f i+3-3 f  í+4j  /  rzr j .

(  zstr-a8f i+1+36 f  r  _)-L6f i_3+3f i_ |  /nn

(-  3f i_1-10 f i+ l  8f i+1-6 f i+z+f i+3 )  /Lzi : .

( -  3f i_ lJ-10 f  . , , r8f i+1*6 f i *2-f i*  ì  / ] -zh,

(  f t_z-8fr_r+8f i+t- f i+2) /Lzh

x_5

E(x i )  -

I

n
rr
5-
.2
I I-6-

f  n  t  ( y )

f  t t  t  ( y )

h3 - rv ,  \
f  r  (Y '

$ utut., l

$ ,ut,r

$ ,ur,r

# t"tt t
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xr - o *Gg€Do DE EULËR

tlma equação que nos forneça o valor da k-ésima cierívada

d,c qrra fçnção y(x) ,  y(k)  { * ) ,  em função do seu arEumentoo x '  e  do vg

1or da função e de sua 19 atê (k-I) -6sima derivadas no ponto x serã

dj.te lne equação dÍferencial Ordcnaria (EDO) de ordenn k

í k ì  -  ( k - r )  ì

" ì ; í  

=  f  ( x , y ( x ) , 1 ' r ( x )  ' . . . ' ) ' ì " 1  
- ' )

dcf j -n Ída num cer to in terva lo [anb]"  Uma função y(x)  der-se-ã so lu-

ção  da  E"D .O.  se  es ta  fo r  obedec ida  pa ra  Y  x  e [a 'b ] '

A 8.D.0,  der-se-ã l lnear  sse a f . r r rç tão f  for  l - inear  em

.  k -1
Y  rY Ì ,  '  "Y ' -

Uma E .D .O.  da  fo rma

y (k )  +  ok_ l  y ( k - I )  + " . , +  a I  y t  +  oo  y  =  g ( x )

ã obviamente l inear e é denominada equação o coeficientes constan-

tes"  Se,  em 5:ar t icu lar  g(x)  = 0 e EÏ)O serã d i ta  homogêneã 8e caso

contrárío, irüomogenea.

Em geral a solução de

que para especif j .car a solução de

condições adic ionais  sobre Y(x) .

. : se estas condições fo::em d.aoas como o valor de y de

suas derivadas no extremo ar i.ó"

0

y (a )  =  Bo ,  Y t (a )  =  91 r " " "  Y " (a )  =  B r . o

a solução da E.D.C. é um nProblema de cc:ndiçães inÍcj-aj.ss casç con-

trãrio teremos um 'oProblena de Condições de Cçntrãriooo 
' ' '

Est,udenos primeirarnente o -problema de ccndi-ções iniciais

para urna EDo de 1S ordem, i-é.

y t ( x )  =  f  ( x r y ( x ) ) , xe Iaob l r  y (a )  = i t  '

Supondo. çlue r.a, soluçãç" é suficíenLemente derj-vave1 pcde-

uma E.D.o. não ê única dc raodc>

interesse devemos imPor algumas

Ëfls escrever 3

Tr:orema a

ccntÍnua
Se f  (x ry )  es te  de f in ida  4o  domin io  D =  [aob]  x  R e

ã- r i iu " r t í t z iana ên  Yo i -é .  i
ï  Ke  R l  l t ( x ,y )  f  ( x ,z ) l  <  x l (Y -z l ,

Y  x  e  [a ' ] r ] r  V"v  Y  Ë  R

en tão  a  E .D .O.  y r  =  f ( x ry )  e  a  cond ição  i n j - , e ía l , y (a )  =  ç  de f i nem

un,a e uma única solução.



xr-2

y (x+h)  =  y (x )  *  h  y ,  ( x )  +

, . .Sy(k)(*) +o(nk+l)

= f  (x ,y (x)  )  e,  admit indo ser f (xry) sufi-clentemente deriva

.2

f t  v"(x) + .o

mas y ï  (x )

ve1

Yn (x )

donde

d
dx

= y (x )  +  h

!omandc:

l .  : '

T, -  ( x , y )
tí

temos

y (x+h)

ej-1t
F

+ o (hk+l)

: ; : : . . , ,  ,Y i+ l  =

" onde

e

. ,Yi t r ,  ì
a que d,amos o

exemplo 1s

o rd ,e ra l e2pa raa

+hTk

nome de métoclo ce'Euler;

solução

solução

y t = Y

:
O S i < n  X .  

' =  
A '  e  ' X  *  bon

. . . .  
.  ,  , . . ,  

- ; i . . j :  
- : . j  

i

v í r r  )'- 'F"."li+Ì'

: ' ..

'  
1 ì

ì(xr,vr) |
)["

.l r.gg

anali, t icô e , os

cta EDO

ordem I

,algor-i tmos de Taylor
1 . , '  :  '  '  ' i ,  ; , i  t i

a
I
{

{

Y(x+h) =Y(x) +hf(x,y(x))  * f  r ,2 'e!

.o.  * ;$-  nn uo; l f  (xoy(x))  + o(hk+I)D '  
i

ì  i - t  
" j - 1 .{ -  6J - r  Í ; -  .  I

j :  e * j - I

t  1 
.5j-1

Á:Tr
j = l  J '

r k

['l'
(xoY(x) ) 

J

= y (x )  +  h  TO (x ,y (x ) )  +

Definj-nos pois os métodos
dc, n f azendo

* i  =  *o  * r i  ke

a aproxS.mação

y ,  d ,e f i n ida  em [001 ]

,\ÀE;
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com a condição inicial Vd!) = 1r{r

Estude humericamente Òs re$ultados Cos métodos para

M=l e ï = L/2, I e 2 e h = Lí L/2 e L/4 resolução

vê-se çnE y = sYx*Í'nMé 
" 

solução procurada.

Tem-se  f (x ry )  =yy  e

gf =âf *EgI=5*Sf =o+yyy =-r2y
dx  x  ôydx  âx  ôy

os algorj-tmos são pois

Yo  =  Y(o )  e  
' ) ' "  

' ' ' t . t j t

para h=l - r;

y i+l  = y i  + h y y i  = (1+tr"11 yi  = { l+hv; t* t  ro

para k=2

y i+ r  =  y i  +  hy  y í  +  in '  , '  y r : ( l+ l r v  *  àn ' r t ) t * t  ,o

a tabela i l-ustra os resultados numéricos para 
'. '

Y  h  y1  y2  y3  y4

I
2

i

T 1 0 5
( L  r 6 2 5

I
2

e = L  '6487

I
z

L r25
(  1 ,  2813 )

L,5625
(  1 ,6  400  )

I
7 1 r125

(1 ,1328 )
L ,2656 L,4238 1  r  6018

( t .6468)

I 2 ro
( 2 0 5 ) IJ = 2 .7L83

I
) 1u5

(1 ,625 )
2  ?25

Q,64A6J

I
=

L,25
(  1  "  

28L3)
1 ,5625 1 í9531 2,4{ tL4

(2 ,69  491

2 I J

(5 ) l-z
Ie =  7u3890

1
2

ì

(2,s ' , )
.À

( 6 r ? 5 )

1
ã

1 u 5
( L , 6 2 5

2 r25 3  r375 5 ,0625
(6 ,9729

= .4 I
I '
t



)ff - EQUAçõES DE DIrERÊNçAS FÏNrrAS

EDF
:  ' \ "  '  

- \ i

A teoria de EDF 6 um largo campo dentro da mâtemãtiòa" Assim

como fizemos com as E D O, faremos aqui uma rãpida reunião de nomen-

clatura e de âlguns fatos esàênciais. ' : '
Definirno" ?" seguintes oPeradores , ... , ,.: : l

( 1) o operador de transl.4ção ,8, por

E f  ( l< )=  f ( x+h)

(2', O operador de diferênça

Af  (x )  =  f  (x+h)  - f  (x )  =  [s - ] . l f  (x )

a agir  sobre uma função f(x)  dados um "passo"h'

o operador de diferênça está intimamente l igadc ao operadcr

de derivação, D, pela relação

Df (x )  = ' i i *  A f ( ; )
h".0 

--T-

Definimos recursivamente
L  ì . - I

Eo f  ( x )=  E (E^ - ' f  ( x ) )=  f  ( x+kh )
1 2 v

e  Ào f  ( x )  =  t n - l 1 ^ f  ( x )

ass im,  por  exemplo
t ' )

^ " f  ( x )  =  [E ' -28+ l ] f  ( x )  = , f  ( x+Zh)  -2 f  ( x+h)+ f  (x )

Para a fungão ident idade, f (x)= x,  temos ,  
.

v
Ex= xfh , E"x= x+kh

ôx=h  ,  ^ kx=0  p /  k>2

':: . i :  - '  Podemos veriqüê valem as retrações '  -

okf  (x)  = l im tnkt  (x)  l , /hk
,  ,  ;  . h + 0 ,  - ,  1 , . i ' : . ,  1 .  ì : .  )  :

Definimos ainda o operador dÍ.ferênçLaL

d f  ( x ) =  h D f  ( x ) ,  d e  m o d a  ü o "  
'  i :  ì  i  ' :

.  I  :  t :  ' . :

gf  = hD. f  (x)  = Df  (x)  ,dxh

analogamente
t

d ' f  
.  = D k f ( x )  i i ,  

- :  i
k

(dx )  "
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Valem as seguintes propriedades,

- i ì i Ì

ó(o f+691= uAf+gÂg

A ( f . g )  =  f ^g+g^ f+A fAg

+ ih ,  i  ,  No -
- :

uma equação da forma

Ì r \  ' '  r '  
'  i ' '  ,

a ' )

-D . ( c f+Êg) :=  aP f+8Dg

D( f . g )  =  fDg+gDf

c '  Be  R  ,  f gC-  em

Se ja  V (x r )  de f i n ida  êm x i=

Denominamos EDF de ordem k

Podemcs reeêcrever

(E -z r )  l y i  0

- ' :,Ì -i ]. i-rÌ.i

escrever como
'  , . r , j  i l ' . .  i  l

x

a

equação gue geralmente é maÍs conveniente

Y i+k=  P (x i rY1 rY ia1 , . .  -Y ia j - 1 )  ou

ukyÍ.= r(x i  ny1 rEyi ,  "  .  .  r "k- ly i )

. ' t . .

Díz-se so lução da EDF a uma sequência Yi ' i  €  Nr  ta l  que a

EDF seja verdadei ra YieN 
" i  ' ' . r j - : Ì : : '

Uma EDF dis-Sp: li|near, der ordern: k, s.e; ,puder ser pos"ta' nq for-

ma

A , -  ( i )  nky r+en - r  ( i )  Ek - lY i * '  .  . *Ao ( i ) y .=  R ( i )  ( 1 )
K '  ' A  K - I

onde A , - ( i )  l 0
t(

Esta EDF dir-se*á homogêrpa: se R(: i )= 0,  l , . i , ,eN'  e oaso con-

trár io inhonogênea. : .

Es ta  EDF d i r -se-ã  "a  coef ic ien tes  cons tan tes"  se  Ar ( i )=  A ,

i  V i e N ,  O < j < k  .  i Í ' - r . i  '  : ,  ' !  .  , , - i i i

Tratemos de procurar uma forma geral da soluçfc da EDF de

ordem k l lnear a coeficientes constantes

A*yi*n*\- ty i+t- t+.  "  .+Aoyr= R(i )  (2)

ïnicialmente' para o caso homogeneo

(3)

(3) como
k

1r
9=1

AtYr*rr*\Y1+k-1+ " . .*AoYi- o'

iAt*
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cnde z, são as raizes do Po1inômio

k . k
p(z) :  I  a . " ,= a*  1T (z-vo. ]

j I O  J  n [ = I  ' J

DenomÍnarnos p(z) o polinôn5-o caracterÍst ico da EDF {3)

uão 6 d i f Íc i l  ver  quer  sê 'L  é uma xaíz  rea l

i - - :
Yí= 'L' é uma soluçãc

SezL temmu l t i p l i . c Í dademsão tambémso}uções

i  ?  i  .m  i
y r=  í z r t  ,  Y i=  í ' r L -  , . . .  í " ' l -

Se 7 9, é uma raiz comPlexa 
, ..

zs"= (a+b i )  ,  1  
= (a-b i )  ó  tU ta íz  de p(z)

Escreven a" 
"o 

e ,9, na forma Polar 
r

,

- tU i=p lcosot Íseno)
-, 1

e lembrando da fõrmula de

(a  *  b  i ) *  =  p (cos  m o  t  i  sen  n ro ) :

vemos que 
l

y i =  ( cos  i o )  P i  e  Y i=  ( sen  i e )  P r

são  so luções  da  E -D .F  
:  I

I Ì' 
linearmente in-

Um conjunto de sc luções Yi* ,  "  "Y i  
se d iz

dependente' L Ïn se
k

' . Ï -  * jY i l =  o r  v Í  e  N  *o j=  o '  o  s  j  s  k

j =1

caso contrãrio as soluções se clizem linearmente dependentes

L .D .

. Teorema I S* yi j ,  lsj<k são soluções L Ï de uma EDF l inear homcgê-

nea de grau k, entãc qualquer solução yt da EDF se escreve na forma

k
y i=  Ï .  o jY r j =Y i  ( c r ,  " , ok ) ,  o j t *

!  j = l

.  Seorema 2 Para uma EDF l inearr güê tenha por EDF homogênea associa:

da uma EDF nas condj-ções do teorema 1, uma resolução qualquer se es-

creve coxnc

G ' 'P .Péumaso luçãoqq í l aEDF inhomogênea"
Y r=  t . - +y . -  onde  y i
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Exerçlo 1: Resolva os EDF'

a) 3Yr*r-L2yi+l+ 9yi=

b) 3Y r*r-L2y1*1+15yi= 0

c) 4yi*2-4yt+l+yl= 0" '

@, tr)o}l$ômÍÕS caracterÍst'icos
' :  t . l  '

p lz l=  322- t l z+  g= 3(z -3)  (z - l )

P (zl = 322-Lzz*15= J (z-,Z-L) (z*l+J.) ,

P (z l  = 422-42+ 
Ir= 4 rz- )t o- lt

E as soluções gerais

*espectitroÈ .,saÕ

a )

b )

c )

.  I  , i  - Í . _  
'  :

a) y1= a13-*crl^= ol3'* le-, ,  .r  _.
' i t  

r  -

.  b) yi= i7É1ito1 cos r i .€ +aiËi@fË,
. .1 ,

o = oreseriíL/ {Ê }= orgcos(Zf 6 I

*!> -r i

ìÈièCftË !c:-Ì
- ' :  : . : - . - a .  . -

t a , 1

ï
-

{
: l

r'!l' _ {

f,

. ' : , , ," . . , i - i  
' , . - ;  

- f

,  :  t . .  . - t i . . ,

. 1 . t ; . ' r f : , ì r . . )

,ì .-:



xrr - aldr,rzn Do ÉRRo PARÀ a rÕntmur,a
DE ET'LER

na úI t ina aula v imos que a E.D.O.

y '=  f  ( x r y (e ) ) ,  x  e  [ a ,b ] ,  y (a )=  t
' ,  

t . _ , : :  : , 1

podia ser aproximadao fazendo

xr= xo*ihr *o= *, xrr= b, Por

Yi+l = 
l tr*n t txf ,vr) -  

V  (x t )

Yo=Ç

euere.mos agora encontrar um lirnite para o i-ésimo passo, da re-

solução,
g .=  V(x r )  -  y i

L  t - '  - l _

Lenbrando que

ii':.:l;",''ï'*nl;,ï;;i,.,"1j;,''"" 
) + h,v " ( Eí) /2i

Ei* t=  v (xr* r ) -y i=  y (* i )  -Y i *  h f f  (x r ,y (x i )  )+ t (x r ,Yr )  J+ |  r r2v" t  e r )
.

usando que 3) , re  [y i ry (xr )J f  t {x r ,Y(xr ) ) - f  (x r ,Yt ) "=

l c ç  |
= 

17ç  
( " t ' ^ i )  

|  
( ] ' ( x r ) -v i )  '  podemos escrever

7ç  
r , *  !  h2y , ' (E . )E'* l= E.+hfr (x t ' r t )L ' .  

z . - r  
\? i ,

Assumindo a existência de l imites

ly"(x) l<r  e l#," ,v l l=r , ,  Para'  x e [anb] e v €[e,d] '

c=  m ln {y1 ry ( x r )  }  d=  max {Yg rY (x r ) }  F

"".iã*o"
l r r * r ls  ln i t  +  h l lur l+ !n2*= ( r+hr , )  ls .  |  *  | i t3x

como Bo=0,  M= ( I+hL)>I  e  W= 
|n2X=0,

,  :  '  i l l :

razendo  € . r -+ l= lde i+N '  
_  

r . ,  
ì  :

teremos 
"i 

= I ei I Para .o= 0

Una seguência { ui} ì í e N, diz*se solução de (a) se a eque-

ção (a) for satisfeita Yi € N



Provemos que qualquer solução de (a) pode ser escrito como

a i = d D . + è ' ,  1 c r e R

Para.tagto ;consideremos ; .  urÌa segunda solução de o'(a) "  e

P . =  Ê . - 8 .  , i ; i , . .
l _ L l _

De " (a) " temos que

ir*r= t**r*ãr*l= MË . +N-MËi-N= Mtlr-ãr) = di*,.*i+'.rfr; i'qü* 6 so

lução de u(b)  *  com a eondição . in ic ia l  Do=:õo ,  i :  - :  ,  :  : .
Pod^emos pois escrever uma solução qualquer de " (a) " na forma

€,= F,+ D-Mi ,  para a l<rum D^ R
l _ l _ o

, ., ..'Vê-se ,sem. dificuldade gue 
r , ,

E .=  ( l+hL ) i -  !  . nK /L  é  uma so lução  pa r t i cu la r  de  " (a ) " ,  po i s
L Z :

Í - t IR/LJ+|nzr=
I _ + I  I  Z  :  / .  Z  ' ,

i r ì  1  -
=  ( t + h L ) ! r r . .  + - ] n r / Í r  =  Ê .)" ' ' '  - '  i+I

Segue portanto que a solução geral de " (a) " é aa fôrma

e . -  ; , +D-M i=  a ( l +h t , ) i -  I  ] hK /L ,  pa ra  d  =  ( I +D^ )e  R
i  

- i ' - o - -  z  '  r - - - - - -  o '

Para a condiçâo in íc ia1 E^= 0
o

. l
* temos q= : hKL , donde
' 1 t . r ' l

E.= (  *hK l r )  ( t+hr , ) * -  *  hK/L  >  ls ,  Ir - z l L

usando a  des igua ldadet  t
t '  

:  . - ,  
. : -  .  '  , .  

' i

l+hl, 3 e"-= l+hÏ, + I lnr l ' ,/Jr, ,
j=2  

"
podemos finalmente escrever

1) = h t I  xn"l (" 
(*i 'xo) L- 

1)l E . l  s E .  <  ( j'  l '  L  L

'  '  j  l  r :  1
.i,

xrï-2



Exemplo 1:
t

Verifique que os erros

visto pelõ fõrmula de

Examirran& a tabela e

y(x)= M.Y* venis

2v  Í "=
K= y  e '

d.e exemplo XI-l em x= I estao

erro Pa:. a o mõtodo de Euler

a solução analÍt ica

que temos as limites

Y ,

xï ï -3

dentro do do pre

eY ( .Y - t )

onde tomamos

y ' o  ( x )  =  Y

a.f
ãt=t

caso

2urx e

A tabela abaixo lista os erros prevlstos e cometi.dos em cada

th
v \

I L/? L /4

I
1

0,1487

0 1268

0 ,0862

0 ,  134

0  ,0469
0 ,0669

1 0,7183

2 t 3 4

0,4583

L  t l 7

o,2769

0r584

2
4 ,3890

47 ,3

3 ,3890

2 3  t 6

2,3265

11r8

I
2È

Yy (xn) -Yr r=  * ' -Yn

Ì Y _
K/Ll  (e-"-r)  = h
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xrrr o nétodo de Runge-Kutta para EDo de primeira ordein

Vimos pelo ex. Xf ï*l que do gq$mdo de Eui-er, não podemos

esperar gfande precisãon a não,ser quen tenhamos Um p4sso lt lrh extre-

marrEnte Peçlueno. , 
' :'

por outro lado o uso de método de Taylor, de orden maior

que um, implicaria no ,corütecimento das derivadas de ordem pois altas

da função incognita y(x) a o.que geralrnente não temos' '  
t

O roétodo de Runge-Kutta de ordem Jç uRKO(k) i selã uln rné

Èodo peLo gual- aproximaremos a solução, Y(x), da EDo

I  v t  ( "1  =  f  (x rY(x ]  ) ,  x  e  [a 'b ]

iv 
(a) = Ç ,

por uma seqüência recursiva

y i+ l  =  y ,  *  h  Q(* i rY i rh )  
' -  

Y i  +

v = t

h d .' t -

que concorcla com o método de Taylor de 
;rdem 

k '

h 4
y i+ l  =  y i  +  h  y t  ( * i )  i  v " (x t )  * " ' '

,  +  (1 /k : )  r ,k  y (k)  { * r )

Yo=Ç

a menos de termos da ordern o(tk+l) :

r-ì Fara Èantor devemos ter

r k  . . :
o (xr ,Yi ,h)  = 

ï r i ,  
0/ i ! )  n j - t  

v{  
j  )  txr)

L

.  k  . , . .  i - 1  1

+. i  = 
l - Ï ,  Q/ i t lh l " r  lL- l r  (xr ,Yr)
L::r Ldxr-r J

Tomemos 4i t. forma
, í
4 i  =  

l "  
f  ( x roY r )  +  o I  f  ( x .  +g thoY i+hy ' ) ,  * " ' "

I ì
c o o  +  o '  f  ( x r + h g r r Y i + h Y . )  

|
. l

J \

I
j

+ o(hk)=

+ o (trk)

i : ) . " 1  ; -  . . Ì ' l

cor* 0

para o probJ-elïca assírn çalocador meslIÌo tom-ando n mÍnirno

haverá geralmente mais de urna solução para as constantes

2 1  3 - : r  B * r  Y +  c
J J J



: - . !

Ilustremos o processo para k=2

r(xr,rr)J + o(n2)

tomando n=l temos por outro ladou

'0 i= [ ' f (x i , } Í ) *o1. fk ,+1 ie1,v i+hv, ) l= ì .
t . - l

d f (x rov i )  *  * I ( f ( x r rv r )  *  hB l  f * (x rny r )  +  .  : , :

i ' :

*  hy l  t " ( * r . r y i )  )  +  o (hz )  i

igualando as duas expressões de 0i 
'venr,

h h
f  (xyyr)  *  â f * (xr ry1)  *  i  t (xr ,y i )  t r (xr ,yr )  =

=  o  f ( x t oY i )  +  o l  f ( x i rY i l  +  ho "o1  f * ( x r r y r )  * ,

.  
, ? .

+ h o IY l  f r {x rov i )  +  o(h- ) ,

igualdade que serã satisfeitç se satisfej-to o sistema 
'

o +or= I

o tB t=L /2  
:

o1  Y l  =  f  ( x ,  , y i |  /2  . i

Dar soluções possÍveis são mais cotírururÌente usadas:
.ì

a)  c r  =  o l  =  
+ ,  Ê r  =  l ,  y l  =  f  ( x r ry r )  ' . i i

b )  c r=0 ,  c . r  - r ,  B r  =* ,  v r=* f (x l , y i )
: I

que nos dãoo respectivamente, ', 
.,t .:;

a) 0,  =+ 
[ r t * r ,vr l  +  f  (xr+hry i+hf(x 'yr ) ]'  r a  -  
t  

, t  . , ^  
)

b) 0.  = ( r (x ,  *  *  n ,  y i  *  ]  r t r (xr ,yr ) )-  ' l _  a  z

e as respectivas relações de recorrência 
i ' '

' r ,  
. . i  . i - ' : 1 . r , . ; , . , . : . t  :  

- r - r  
ì  t  :  , ' i . t . t : .

'  , . ' : '

xrlr-2

I
(

I



= hf txr+ !rr, yi* !r*r

(Eu1er Cauchy mod.)

Yi*l= vr+ |tx, +2Í<z+2:K3+xu)

Kr= hf  (x ,  'y r )

Kr= hf (xr+h/2, Y í+RL/z,
Kr= hf (xr+h/Z, yí+KZ/z\

Kn = hf  (x  .  +h,  Y1+ Kr)

y i+ I=  y i *  
#  

(23K1+125K3-81K5+125K6)

Kr= hf  (xr ,  yr )

?= h f (x r+h /3 ,  y i+K l l3 )

Kr= hf  (xr+Zh/Su yi*(6KZ+4K')  /251

KU= hf (xr+h, Yi*  (15xr+ . -LZK2+K//41

Ku= h f  í , x r+2h/3 ,  y i+  (8Kd-50K3+90K2-  6K1) , /81

Ku= hf  {xr+4h/5,  y i*  (8K4-I0K3+36K2-6KL'  / i5

Embora mencs frequêntemente usados, estão tabelados na

li teratura mãtodos de RX de ordem 6,7 ,8 e 9 "

xï ï ï :3

h
za) Yi*t

Yo= E

Yi+1

Yo=

= Yi* I f  (x r ,y r ]+  f  (x .+h,  y i+  h f  (x r 'v r )  )  J

(método de Heun)

h
y i+ hf  (xr+ 

i  o  y i *  b /2)  f  (xr 'Y i ) )

(m6todo de Euler-cauchy modif icado)

b )

Listamos a segui-r alguns RK O(h) para EDO de 1Ê ordemr ês-

crita de uma maneira computaciorrale,ente mais conveniente

Yi+I

Kl

K2.,.

= Yi* |t'rr*xrl
=  h f  ( x , ,  y i )

=  h f  ( x .  +h  r  y i+K1)

(Heun)

Yi*Kz

hf  (x , ,Vr )

yi+1

K1

K2

I

lo(  3)
I

Yi+r= vr+ |txa+3Kr) o (4)

Kr= hf (xr 'yr )

t r f  (xt+ h/3,

hf  (xr+2h/3 '

Kz

K3

yi+Kl,/3)

Y L+2K-,/3

I
IK
I

o(5)



Podemo8 sempre escrever
íx+h

y(x+h)=y(x )+  I  y ' (p )dp ,  oü
)
x

tomando xi= xo+ thi I

fr:-r
v {xr*r) =y (xr) + J v'

xi

y (xo )  - ,Yó

k

P(x)= ij=o

tomando z=

= y(**ì*  n

k

.=-,--," 
(*h) *nrlo

genericamente

Y i+ r=  Y(x t )  +

: . . : :; l .].:J .1. i.ì i . )

'  ' 1 , ,  . Ì i . ì ' -  .

Estamos interessado em
' :

y '=  f  ( x ry (x )  )

resolver a E D

x€ [x "b ]o '
:  1 , - I : . ,

função y(xj)  nos,ponto*s 3<rr  Osj<k,  usa-

r  i ' !

XIV - O T"IÉTCIDO DE ADAMS-BASHFORTH
' : ; - .

1

o potinôrnio interPolador de

íé  g r (P)=  k  e  ì .

x-x
ĝ

x . -x
fe

dz=

k
TT
l=0
!,ti

x=bn

( p )  d p

Supondo lconhecida, a

renos a aproximação

Í i * r= v(xr)  .  
ï t . l (x ldx 

,  onde P(x)  é
xi

Lagrange de y ' . (x)  nos pontp" *o . . .xgr

P(xr)= y ' (xr)-  f  (xyy(xr))= f  (xr)

Das aulas I ê IV sabemos que

kk
f (x*)Lì (x)= [  r tx*)  1T

J  r  j=0  J  g ,=O

t l t
(x-xo)/h teremos pois

k+l T*1 x k
ïk* t= v(x*)+. f  P(z)hdz = y(xk)+h ï  . Ï^  r (xr )  TI

{  
' Ì  

k)  J=o 
e"*J

k r  /  k  1  
^ ï '

= y(x,.)+h I r{x* , l t /  +T t:-r l l  
*ït 

+ (z-e'tdz=^ j;o r L' i;\ J kr i7\

k e'*J k
A;  f  (x r ) ,  onde o j - -=

escrevemos
k r -

h . I^  oì^  f (T i_n* i )
j =0  r  ì t  . : i  i J  . .

k+1

f
)
k

(z -e . )  dz



r i , l

2- '
: , : '

r : . , "  ,  ' :  ,  
t  :  i  ;  l ] } l

O método de Adams Bashforth de ordem k consiste em Èomar re

cursÍvamente r-

rr.r=-l;+ t ,Ï^ or* ,i-**t , onde i*= f (x*,Y*)
j = o  J  * " ' j  

ì , . . . . . . :  i ;

ObvLamente para iniciar o processo necessiLa$Qs.de valores

para for f l r . . . fk  e  para tanto teremos de,  por  me' io  de a l$úm outro mé

todo, obter estÍmaÈivas para y'1r. l  2't .  .  .y*: ' . 'n.,, ,0' ' t"t t '

Exgmp lo  13  I ' "  i  1 :  :  '  -

obtenha as constantes A*k P/ h= 1 e' 2
J

r  ,z  - . f  ,2  12 I  
' ,  "

A^1=(-1):  I  t " - t ldz=-r l+-z l  =--
o o l t l  _ )  |  Z  J1  2v . r .  

I : ' . - '

-  I  ( -1)o {2.  - l12 i '  3
A. -=  - : - í -  I  ( z -Q)dz=  1 l  : ã  |  =  :- - t  

o :z !  L  ,11, , ,  r .  
L  " .J ,L ,  2

-2ë
o t  ï t , ,

.l- 1. .i,

. ; ' i i  i i : , - ì  ì 1  : i

, - ' r r2  13  r  í3  ' ,

|$ |  t "-r l  (z-Z)dz= * t" t  z2-32+21d2= #
Atz i  /  

: i i  '  
, t

t.-zrdz=' - 
Jt 

,r2-2",i '= - â

ü

A., 2= ( -1) 1 
[u , , ; :0,r  r i l :  z )

^rr= 4 ft ,r-r) (z-r)dz= ] ft ,r,-rrdz= #z 2:o:  zJ i l

temos assim as fórmufas de recorrência

yi+l= yr+ht fr, * - 
à tr.-r,

" , 1  
r ' '

yi+I= yi+h,i* rr- $tr.-, t ú ri-z)

q E
yi+'= yi+h (#f i  

-  
#tr-,  * '#tr-,  -  

*tr .-r)
' t  , :  :  ,  r

Exenplo 2 t ,'

de adams-Bashforth

... ..^ \

- i
:

, - í  ì - r r \ . i

; 1

r .  ,  : i *  1 .  ' ì ;

i Ì::: t*

a  E .  D .O
' ! { , : : '

:  , .
l.ì

Rexolva pelo rnétcdo

y '=  2Y x  €  [0 '1 ]  .
i r : :  :

.  - : '  \  T
usando h= *

õt

Y(0)=  I  ï .  . .  :  . : i ,  Ì

As fórni.uras. de recorrãncia para .= 
'áia.rr" '', 'u 

ià' uão\, respectivamente
: , .  r  ' J  -  '

r Ì
y i ì i t=  y i+h  

Ë(3 (2y r ) - (zy i - t ) )=  â  
(3y r -y i - r )  e  :  i i

' ,  t t '  t ,  
Í  . :  -  - i -

y j .+r= y i *hd (23 (2yr)  -16 (2y i - r )  +5(2ví - i l  )  =  
Ë(23vr- Ï6v i - r+5Yi . -a)



3-

A Èabe1a abaixo l ista os passos intermediárlos Cos proces-

sos de 19 e 2Ê ordem. os valores sublinhados foram tonados como da-

dos

0 I 1

I 1 ,214 0  3 f*r-!--9--g--g-1
z 1,64  054 W.
3 2 , t ï 9524 2 ,L l489

4 2r ,  6  7  5  I  g 2 ,7L245

5 3 ,4L744 3 ,47895

6 4,36495 4 ,462L0

7 5 ,57446 5 , '723  0B

I 7 ,1192  6 7 ,57284

ResoLva anali t ica e g2* , guê daria Y(x . )=Y( I )=  7 ,38906

xY



tffI - ERRO PÀR,A O I.dTODO DE ADAI.IS BASIIF'ORTH

a) Erro loca1c

tiia aula I sabemos que

fona de Lagrange de f (x) em

E(x )  = f ( x )  - p ( x )  =

polinômÍo interpolador na

P  ( x )  d x o

k
l t

j =o

{  xo rxO rx }

a aproximação
x

fk+I  y ' (x)  dx -  Íu*r  = v(x*)
)

t

(x-xrr 
lztx*rr 

I

se  P (x )  é  o

X O r X I r .  o . 1 X 3

I t(k+1) rel
I
t

pa raa lgumEa ï

na aula XIV tomamos

y( : rk+h)  = y(xO) +

xk+I

+T
*k

onde P(x)  in te rpo la  f  ( * j , y (x r )  )  em 0< j ík

Podemos assim escrever *t+f

\  = 
I  

Ã/k+L,) ' ,  (k+t)  (E(x) )

pero TvI{r 
"k

-  r r (k*2) (r)  
[** t  _t-  (x-xr)  dx = -  .

(k+1) ,  
{  

j=o  -  
romando z=  (x -xo) /h

=  v (k*1 )  (ç )  
[n * t  h  h (z - j )  hdz  -  hk+2  y (k*z )  (Ë)  ck* r

(k+1)  !  {  
j=o

k+1

onde %*r = t Í f  (r- i) u" l t(k+l) :
l , {  j=o )

k
n (x-xu )  dx

j=o  J

b) Erro global

O rnétoOo de AB consistia em tornar interativamente

k L
yi+r = yi + h _l^ ^ì f i-r.*3

l=o

Consideremos o erro de (i+1) ésírno passo
:

Ei* l  =y j .+L-y ( * i * r )

Suporemos que os valores usaCos para iniciar a aplieaçãc do

roétodo,

y (xo)  =  yo ,  y (x r )  -  y l r . . . y (xk )  -  yk ,  tem a  p rec isão  ta l ' que



xrv-2
- ì

tlì

i

6er

L -  mex
Eer
Ç E J  '

crá 'expressão= do'erro ' loca1
k

v(xr* r )  =y(x i )  +h I  o ï t t ( * i -k* j )  *ck* l
j =o  " ,

.  - . ,  ' .  i  i  
;

$e j arn

,  ( k - '  ' t
M= max l  y t " " ' {E ) |

hk+2

ãara o erro solucionemos

caracterÍst ica

y (k*2 )  (  ç i )

S te,rt I

Temos que I foiy' (x*) l= | r (,xr,Y*) +

I

I

I
t
[ ,

I
I

I
l
I

I

f  (x*rY(x*)  I  < L lv ;v(x*)  |  = t '  ln* l

Portanto '

, -  |  .  t *  |  +  h  L  IlE i+ t l  s  lE i l j=o

não é difÍci l ver quê

ls .  lr - i ,  I -  r

"í  + h L 
: ln 

lo5,l  , i -k+i +, lck+r!nn*'  Yr.*z

gue Ê" -  6 p/  0s3'<k

Objetivando encontrar um firniue

a  EDF"

.r uma soJ'ução particular nos ê dada por ti = - O' onde

:  ,  ,  . .  1 '

_ -k+1*"  .c  , Ì \4-  ̂
,  lck*r lh^'*Mk*z = 6k+1 lcr ir l \+e a EDF homogenea associadau

ú = a  -  
- - E - 8 , -  - - . . - - ,

-  :  : - : - i :  . . ,  1 : : r ' :

por polinõrnio

.". ,k

ReParer.tdo ., j8,9P.,,,,,,.,

p ( f )  3  0 ,  e

lAÏ l4i-k+3 | i  l"o*, l6k+z Mk*z

solução de

c =" i+1

desde

k
r)
L

j=o

- . f f

' - k  r
lo ì l  . i -k+3 '  tem

k

r, I ,  toÏ I ,K-J,
j = o  J



xïv-3

p(t+hr,en) = ( t+hr,Bk)k+l  -  ( l+hla*)k '  -  h L 
,1,  

ta l t t l+hLBk)k=j  =

k r -
= (t+hlBk)k { u,t_hr%) - t - h r, 

,1" 
to; t

k
> ( l+hr,Bo)n {h L Bk -  h L 

r l " t "5t t  
-  o,

ou  se ja

P  ( 1 )

'  : ,  :  -
Concluímos que P(z) tem

z e [ I r1+hlBk] eo 
'da 

iu la *Vr '  , . ,

i
e r = u Z - Q e u m a

I

Escolhendo
a

e.  =  (ô+O)  z '  0- l -

c o n d i ç ã o  e i  à  6 ,
- J

como z i . (  { l+r r r ,en)a < ( }  +  , I ,j=1

Podenios escrever

lE i  l

Ì

%*r = Gãil:I

' ,  (2
c.. ,  =#- I

I ? I  á c  
J
1

solução da BDF inomogeneão Y a e R

o=ê+Q

é, 
,*. 

so1. ueãg da EDF inomogenea q:e satisf az

0 < j  <k, de raodo que lEi I

(hLBk)  3 / , i : )L  =  
"hLBn

_ *(*i-*o) f,a*

{ : .+fr i ,en)- j }

menos uma raiz
i -

s, v,' ó uma solução da EDF homg

genea associada, e

ao

Ë

exemplo 1

verifique quê os erros do ex. XIII-2 estão dentro çlo

Calculemos inicialmente as constantes C**I e

(x .  -x^)  LBu
I  V  r \

L T

l i

. ' : 1 .  . i . . i . i

previsto "

B,
K

k+ l

t  h (,- j t  dz,
* 

j'so

zta-L) d"z=*t+
l "

iìssam

212z l
ã - l' )

I
( a
l z

[ 4

4
Ê.

?
f é

1t
I

2 t  I
J e  

).'-

- 1
dz=6

13
2  2 t  3 1

o t  - L  o t l  =  -  -

24
)

n
a

F =-2+1 z(z -L l  ( z -Z l



- 1  
i i

'3+1 - 
TT

- (= # l"'tu

)G\F-4

f  t ' t

?

z{z -L l

34
- 7  f

dz=

14
4 l

I
I

)
?

25L
720

Ca aula

B '  =  2 t
I

no caso

y (x) .  =*.
r - r - ' . i / \ l l  n Í

M"J,+2

XIV obtemos

44  rL  160  20oZ=Ti .=T,o3=W=T
i  , . i . . - i . t i ' i - . - ì . j '  I  ' , . ) f , i

Co ex. XIV-2 sabenros que a solução analÍtj.ca da EDO. ã
. .  i . - i . .  _  

,  
. - .  .  . ,  : .  . . 1  

.  j .  
. .  i .  .  

j

?v ,  ̂ k+2 2x
ê 'n ,  t r ro r tan to  !4 - . .  =  max l I ' ' -  e - " ln  de  rnodo que

: '  ' : , 1 . - , -  .  K + Z  
E € [ O r l ] ' ; ' ; ; : : , - ; :  , i  ,

l - r  
' .  

: ' , i - i  i i - - : : J : ' . :  . . . . . . , . : : i , ,

59 '2 e M2*'2 - ,-,1,,19.,1,,, ,i i.i , -r:,,:.r

_ -  a f  âJá -ãç = 
,, 2y = 2 de modo que f, =

ô E t = -k
k

I leÏ I
j =o  J

. l
max I

ç e I o r l ' ]  ' r :  ' :

e e  [ -1  ,eé7u lL  t7  ' 6J

no  exemp lo  X ï I I -2  ( I / 8 )

2 f t  â
ây t  

â

l :  , '  : : . i  r ,  : l , : r '  ,  j .  : . . r i . r t i . ï i . : ' ,  : :  . .  , . , . , ' ) f . ; . 1 .  . - : .  : '  r ,  - " I  : .

Tomando os Aâaoé iniciais por 'À"xatos, isto é â = 0 e témos

proced. imento ae'o( i ) ,  '  l j - j ' :  : " - Ì  l i | : -:j.

io

, : Ì . : i .  ' . i  , 1 , , , É  i . - , , r .  :
-  1+1  :6  59  ,2  

: . ' ,  
t o ( ] - c )  22

lE  I  s  h - ' *f - n r  2 "  2  
\ v

e para o procedimento de ordem 2

31 r rg
lEn l

.2+ I  24
5 n ( e  

( I - 0 )  2  x 11 :

--r)
2 x  LL /3

Subst i tu indo h pelo va lor  u t i l izado

verif icamos o pedido.

I  r ' i : : . '  i . l

, , : . i - , ì ã

i  . i .4. )

i  ' j '

: ì

. .  I

:ì
{



)fi,:tl j ió'

Dada a Eooi 
j

l ' =  f  ( x  rY  ( x )  )

y(xo) = yo

HÉTOOO DE ÀDAüS TlCIULTON

r À

x  €  [ x -  r b ]
C)

I

i .=  x  + ih  h lx  =  br_o 'n

' . ì l  í  
' ì

1-

-,:.:i'

vtrre na aula XIV que podemos escrever

y (xL*1) = y (x*)  +

sut rnndo conhecidas y(x j )  0s j<k+I  e  f (xr )= f (xyV(xr ) )

: Tomenos P(x);- o polinôraio interpolador de Lagrneçe de f (x)

6*k+l

i  Y '  (x)  dx
xk

enn :rj: * jsk+l, ,e,a,lïï*r*.nro

Yk+l=f (x* )+  
J  

n(x) ,dx

, r i . ' k
mas k+r k+I

i ì , " ' p ( x )=  [  t ( x . . ) L * ( x )=  [  f { x * }
j =o r r j =oJ

k+1
X - X a

l f  " _
x , -x

Í,=0 I e

t# ttomando z= (x-xo) /h

f*r t*r k+I
Ík*1=ï(1)+ I  . l^r(xt)TT-

kr j =0 
ivo,

z - t
j -  e .

k+1= Y(\)* nrlo
k+1

f (x+)  tL t /  |  |  ( j -o )  l
J f ,=O

t *J

ï*1 k+l
I ff tz-,'t d,z
J
k Í,=0

L IJ  :

ou

ond.e

Ík*r= v(x*)* 
; i; 

;r- r(xi),

k+1-

i**= . t - rl 
kl j*l 

Í fit G-r.t d.zr  i i (k- j+I) l  k 
i7\

genericamente temos

Ír*, = y (x. ) .r 
ïi; 

ir* r (*i-r.*i)



XVTÏ-2

o mét,odo de AIv1 consisLe

sobre k+1<i<n

tomar recursívamente, sobre

1. ,

em

t r l  [e :
t , j  =  f ( x i ,  y i  )  , . ' : j i : : ! r  l

Para iniciar o processo reoursivo neeessitâmos ide ap:ioxlma-
çõespa ra  v f f i  m  m  o5 - - -  t - - - -  zo " ' rY1 " "ac " tYk " ' a  Yk+ l  7  €  de  u rna  ap rcx imacão  v .'  - j - + I

pa racadanovo Í r r d i ce i+ I . ] . l , ì . i ì : i , | . j

' t ' i u t f i ê - .üa r ie l ra  i e ' f i c Íg r r tê  de  .ob te r  i es tas  ap rox i -mações  se r ia ,
por  exempro,  a  de cbter  , ,  *  m r ' Í Ì r r r i r ra  T{r r#{ - :  -  : -oro  r . , . r y k - ' -  po r  Runge  Ku t t a  u  y " Í *1  po r
Adorns Bashforth de orclem k. ,  . i '

Definimos y* como o pontc f ixo . ' :
i + I

0<Í ,<m e

Is lr i + l  -

onde

EiN. :  I  Catcu l "  ;5  p /  k= ! ,2
-  r  ,  , .  1 - 0 + 1  1 2
A^t= ( - r ,  

I  t " - r l  (z -z , tdz= I
0 : (1-0+1) :  r l  

, . . i2 -

I  r  , - - r ,1 -1+L (2  ., * r  E# I  t r -o) (z -z)d ,z=?
1:  (1-1+1) :  

L)  ' ,

I  r  (_1)1-2+1 P 
i '

ál t  -
*  21 (1 -2+1 ) j  

I J  L2

6 e k

Yf+f= Y i  +  h  
. .1^i=o

Sabe-se que se uma função F,(V) tem
Lipchitgrano c.f,m constante L < l, ie

.3  L  <  1 l  l r ( y ) *F (z )  1  , -  5  r ,  l y -z l

então o processo yc+l= F(y )  converçié p/

no m6todo de AIrÍ temos 
: l

y 'e '+ l  =h ;5  c ' - -  - -2 '
i+ r  r *1  f  ( * Í *1 'Y i *1 )

Tornando L= m.ax latyayl  ,  basta tornar hl

,l*t* n 
,lo 

iro ,li ' i-i '+''ri iuf, ,::;t',

o t .

y=y

irn uï-*rj + no[i, rïtr= si+ h il*, r(*i*r,vï*r)

h ;k L < 1 para assegurar a convergência
k+1

um

' 2

+.zz

ponto f i xoyeé
.  I  ; .

'  
I  

:  ' :  : l

' . . ' :
I

l
L2
. | '

, ) ' i : '

, .,4. 
'l

.i

r 3, . ' .
t z

l ,  3

''.' \



x\rrï-3

-  - r  ,_ . , ,2 -0+1  ç3  _  l -
A  z=  ( - r ,  

|  1z -1 )  (z -21  (z -3 ld ,z="o  
o :  3 :  2 )  

24

1 1 3' ^ . '=  ( -1) '  
f " t " -o)  (z-2)  (z-3)dz= J

I  r :  2 :  zJ  
24

^ ' l

oz"= Lg /21 , A3'= 3/8

temcs assim as relações d.e recorrência do método de AM

Yi*l= tr* * 
* 

(sfr*1l + afi*

m 
? {srr ]}  + rer im - Sr i- t*  *  t r-r t )Yi+ l=  Y i  *  

í n  r .  À

Ex.c 2 Resolva numéri-camente a EDO

y '=  2y ,  x  0 r l  n  y (0 )=  I  pe lo  mé t ' odo  de  AM de  o rdem 2  e  passo

f= L/8

Para in ic Íar  o  processo use a condição in ic ia l  e

y{L/B)= 11284025417.  Tome Yoi* l  o  va}cr  obt ido pelo métod 'o de AB de

ordem 1. Tome m= 2

res .  3
AB yoi*l - vï* * 

(3r11r)= tï * 
à 

(3vi^-vi-r*)

A F I  y  =  " R  h  
- I  

ì n  '  h ' -  - -  m
i+ t  

-  t i *  
d  

(S f i+ t  +  8 f i " ' -  f i_ t - - )=  Y i  *

+ 
* 

t5vi*i l  * oyi* - yr.- l*)

L
o

Yi
Iy i vi

1

1 1 "  28400 254L7

2

l
2

5

6405 r ,648085377 6 488718

10669  5658 2,LL6380795 2  "LL7  38966  3

76s  301 -802 2,7L77387L4 2,7L903 25

3,47  3998352 3 ,489969140 3 "  49163  27  63

9.
7

a  -461  I  15771 4,4816  2457L 4  ,48  3760904-  '  .  ; , .  ' .

5 , 7 2 8 7 L 7 L 4 8 5,755053406 5 ,757796767

I 7  "356500443
7 ,390320006 7 ,3938, .12877

O e r ro  comet ido  em x=  l ( i =B)  e  <0 '069



XIIII - SISTEI.IAS DE EiD.O. E O ''METCIDO DA CHITTE"

para problernas de wlune de eontorno

. - . ] i  :

Ocupamo-nos até o momento apênas de E.D.O de I3 orden. Ocor-

JrÊ que uma E.D.O de ordem arbiÈráriar kt , ,

y (k )  ( t )  =  f  ( t ,  y ( t )  o  y ' ( t )  , .  . .  t y (k - l )  ( t )  )  ,

pod€ 6er escrÍto qomo o slstema de k EDo de fSordcin'; Tomando y(t)-ly

jy,  = j+Iy 
,  ls  js  k- I

*r  '=  f  ( t r  t r  r ' r r  .  .  .  rn- t r )

OE nétodos já estudadoso r('Sür.f{K.iÃBlAM) pódem ser faci.lnenLe

} " r* i=, ly i  *  
*  

( t * ,  * '1*z)

'vr*r='" ,**(zKr* '*r ,

t * ,  =  h l f ,  1 t ,  , lY1 ,2Y1)

' * ,  =  ' r? f . ( t r r t v l r2y t ) t t t " " '  ' r ' : ' " '  r l :  '

'  :  i :  
' :  

)  í - ) ' i  i ' ;

t*, = hlr,(t i i i , ì1Í1, *",, lgr.r 'ur'* ' t*ï,

'*, = n2f.(tt*t,ty, * t*rrzv, * 2*r)

r-dpatados à solução de sÍstemas de EDo.de l.ê Ordern
jy '=  

f j  ( t r l y ,  " . .  r ky )  I s  j sk  
,  ,  . ,

ou equivalentemente' ern nctàção vetorlal,

ï ' =  F  ( t rY )

Ex . :  I

Escreva as formas de apltcação dos tnátodos de RK e ÂB de

ordem?paraos is tema

t r '=  t t  (a ,  Ly ,2y,

' r '= fz f t r 'y ' r 'y)

i  t :  | ; '  : ' : ! ' ;

O nótodo de RK se escreve



I

o

1

)(vrrI-2

,  i ; - ' j

.  . .  t _.  . .  .  . . : 1  . ì  t r . :. i  
i

a priori  garantia
- r i : i

d,oi. plõcesso,i 
'qo*

ocorrer:
'+ \ 'ì '' 

i. i r. 
' 

" 
'

Yi+l= Yi

, ì  - r : ' i l ; L ; .  " .

22
Yi+l= Yi

i i - ,  
' : ' '  i , i , .  , . i i ' ì  ; : : i l :

No caso de um-a E.D.O de 13 ordem havia apen-p.q--U1np "c.ondiçãr:
! . - : . t . . | . . . . ' - : . , l j ' i . , , ' : ' . , ; . , . ] ' . . : . . : . . i - j : j i ì . . l : ' 1 l . l ' ] * Ì ' Í . í i j i j . . j' t .ïki ' l1aroo'"ê, 

poftanto ebtavamos sempre num prohi"ema as íafàr iniciai.
. + i

Para um sj-stema de E.D.O. temos Èanto problema- de valores

Íniciais como prcblemas de valores de ccnt*rnc" i  , , ,  =
Ì _ J  i  L

Casos típLcos serri  am ',  ,respgctivanente ,
' . . . ] : + j - . * ' : ' . . : . 1 - j , l - : . . , d í i . : - . J ' ) ) . l { . : . ' : i : - : ' i : i : ' i ] . . ' . i ' : . . .

t " o =  , ,  : t . , : t ] ' .  
1  

. , , l i ' , ' ì :  ü  e  t 0 ; Í l  
: . : , ' j  , ' '  i  í : , n ; n , 1 .

I
2 12  t  . - .  2  ._ .  , .'Y '2  g ( t ' - y ' y  I  

' y {0 )=  eL ,  "y (0 )=  F
. - Í n i ' . ' : j . , : . " ' ' . | ] . ' . : : i : ' . : ' . . ' ' ' | ,

12y '=  y  I  t  e  [o rT ]  
' " : '  r l " r

?  -  L  z  I  I  - .  t' y '=  f ( t ' - y r -y  ,  
*y (o )=  0p  ^y ( t )=  j  . -

t -

i . i " ; i l - i : . ' ; i ; : . l . : i r . . . . . ; , ì . . . r : _ : i , ' , i : . 1 ; . . 1 ; . i . : Í . : ; . 1 . , l . : ' . . , ' i . . 1 . '

i ; tro primeiro casÕ, tomand.o o f ixoo a ca,*àìêscol.ha'!;de' B': c-ôr*

responderá  u rn  va lo r  de  I y  
em To  

1y (T ,g )  
: '  

'  '  ,

P rocu remosumasequênc iaBo l81 ' . o . ,Bmta1gue
I

l im  g_=  B  e  B  t a l  que  * y (T ,B )  =  Y'm

m-'6 
':-' \' i: ': -

A part i r  c le duas tentat ivas in ic- ia is, ,80 ê Brr , . , tornaremos

*

os termos seguintes por interpolação linear
ì

B  =  B  _ +  ( 8 . - Ê { _ 1 )  ] _ _  
)  ;  

i" Í + 1  - i - I '  
*  !  À  1  1! r 1  1

1 , , -  ; t ) \  
t Y ( T r B i ) -  * Y ( T r B i * 1 )

{ \ t , t t ' t  
-  J -  

i , . , .  
:

- */"n | É urrrcil consequir

I p.tu a convêrgêhcia
t -

I poae muito bem nao,
l : "  i  , ' '
I
I

| i  , ' ; " 1 ' i
t ì l  i

I
I

) )J ) -+ 'L
13.

t \



xvrï-3

Para sistemas mai.ores a mesma idéia pode ser aplicada. Consi
dere o problema

t " '=1 t (a r t " , ' " , t r rno )  
|  te  [o r r ì

?  2  t  z  3  4 .  I  I  1  1  ' ) .' y t  =  - f  ( t  , - y  , - y  , " y  r ' y )  
|  

' y  ( 0 ) ^ r "  * o  
,  

o y  ( 0 )  = o '

t " ,  =  3 t  ( t  , r "  , r " r  t " ,  n" )  |  gy  ( t )  =  3Ê 
,  

no(T)  =  4g

n, '= 4 f  (r  r ' "  , ' ,  , 'y ,o 'y,  I

Para o mesmo sistema tomemos as condições inÍciais

j v {01=  jo ,  
I< j<4

cons iderando  1o  
"  

2o  
f i xos  e  t r ( t r ' o r *o ) ,  4y ( t  

r3o r4o) ,  os  va
lores de tu u 

n, 
.* T para dados 3o 

" 
4o

Aproximando 
j" ,a 

,3o,4o) pela sér ie de Taylor de 
j ,  

.*  torno
do ponto  { t ,3 i ,a ly  temos

jy ( t , to , ^o )=  i y ( t ,3 ; ,n i ) *

*,r,3;,n-, I 
(3*,-3i)* 

lf,r,3;,ni, I rao-alr
Tomaremos iterativamente

i ì i _ i _'o i * l=  'o i  +  '6 i  ,  aendo a 'ô  a so luçao do s is tema l inear

jÊ= jy( t r tor ,4o.)*  
j *

l +  |30. + lg=l ae .
i -  l ^ 4  i  

- i

i  l "  l i
p/ 3s7< 4

em que aprôximaremos

f  gkl  oo,  
jv( t '3or.+ 3hr '4or)  -  jv( t '3or '4or.)

l  t% l r  
ìJv !

I t  j , ,

lfr
jy { t ,  torun or-*  onrr -  jy  ( t r tor ,n or}

4
i 

-h i

Novamente é aifÍci l assegurar a convergência do processo. No
tamos tanrbém que o trabalhc computacional cresce rapidamente com a
ordem do si-stema.



t(IX - Algr:ns uétodos para Soluções Num6rlcas de

Problesas de Valor de Contorno em EDO Lineatres
'i

Una EDO de ordem k

k  .  k - 1 .  r  t !y^  =  f ( t r y ry r r . . . y ' -  ' 1  
,  T  e  fO .bJ

tem condlção de contorno

l - -
r r l  t y (x r ) r  y (x2 ) r -+ rY(x* ) ,  y t  ( x1 ) - - - ï t { x * } ,  .

k , .  r 2
. . .  y ' - ( k I ) r . . .1 ' ^ (xu )J  =  0 r  l r1 :k  * r .  [a rb ]

À EDO dir-se-a llnear se for de, fsma

t ty l  =  9 (x l r  ondê

k
L ty l  =  Ï  f i  Y (k - i ) , *1

j=o r

pera funeão f, em [arb]

As condlções de cggtorno der*s€-ão l3neares de dols pontcs

se forem da forma

r r  tY l  =  J ,  y=  I  .  .  . k ,  onde

k-1
, i r tvJ = 

ul^ 'J yl  (a) + Êj yl  (n)
l=o

rnlqiemos o estudo pelas eqdaçãeb de 23 ordern, k=2, güê será

facilmente generalizado 
'

yn (x )  +  P(x )  y r  ( x )  +  Q(x )  y (x )  =  g (x )

rffi
coy(a)  *  o l  y r  (a)  =  [  

I
l - * f=xo+ih

8ov(b)  +  3 t  Y ' (b)  =  I xo = a' *r, = b

1) mêtodo das diferenças flnitas (D r)

Vimos na aula X como aproxlmar o vaior da derlvada de uma fug

Ção y(x) Èabelada em pontos, Lgualmente espaçados, xi = ko + I'h.

Por exemplo 
:

.y r  (x r )  -  (v1*1-y1  :1 , I12 \ : ,  v . f  (xa)  *  o ( r r2 )  r :

. l t  c  i l  i  . i l r  '  , ' i ' ' :  
I

y t ( x r )  -  ( y i * l - 2y t+y t - t ) f Ì r . o=  yn (x i )  +o (ho , ) ,  ,  , , . i : j , i . , ,



xrx-2
: . ' '  ,  

- t - : i . .  
:  t :  , . : '  '  t . ,  

:  j  l . t ' l  . .  x I : . :

Podemos pois aproximàr o ilDo pelqrr'siltemaè''fr'] i.ir:-: 
"'

I 1
T 

(vr*r-zyi+yi_I) * ZË- P (xi) (vr*r-vi_r) +
h -

'  + g ixt)  y i  = 9(x1) r  em 1<1<h-1u sist-?*q t r ld i -g-

gue nos fornece n-,1 eguações ã n+l inqogni.tas yr, t:t. . :'

Podemos usar as duas condições de contorno na forma
( l

I 
oo Yo * of -.f (Yt-Yr) = f;,

I
lo Ì
I "õ vr, * Bt TË- (yn-yn-t) = B
t-

neste caso usamos a aproximação

y i  =  Y1-Y1-L/b = y(xr )  +  o(h)

Podérlamos tãÍübém tertifsáao a aproxinação

í r
| "o Yo * or zfr (lPvo+4YfYì = À
I
l Ì

I Bo Yr, * sr zfr ( 3Yrr-4Yn-r-Yn-2) =
[ :

Uma tercelra opção, taLvez a melhoro
ximações por difetenças centrais. para-tanto

*-1 = xo - ho xn+l = *r, * ho

escrevamos a EDO como

s(*Í) '  
h,tr*, 

- 2y, P (xi) (vr*r-yi-í) +

a Q(x i )  y i .  en  'os isn  : ,  ' i l

: â
de 2= ordem

- .  : , : , . . i . ì  :

r  ' . ' :
l - . r .

e usar apenas

Lntroduzanos

, ' i

as

OS

apro-

pcntos
. : . i "

; 
"ï-t) 

* #

É frequentê o uso da est,ropoïação de Ri.-çhardson irara nnelho-
rar uma série de resultados obtid,os pela apl.Loação do, nn6todo pera
d.;Lferentes passos H, = h/xi.  i  j  , ' i



A1goritnos especíalnente desenvolvidos

t€aa trl- (Pentarhepta.. '. ) diagonais aumenLam

cúa & uétodo.

v 
2, rãtoao dos mÍnimos quadrados

xrx-3

para a redução de sls-

sobremaneira a eficiêq

s
I  c*  u .  (x)  ,  onde

j = l J J

a determinar e to u tj são funções que

as condições de 
lontorno 

inhomogeneos e

Procuraremos aproximar a solução da EDo' Y (x) r Pof,

y (x )  -  t ro  (x )  +

c. e R são coeficÍentes
l

obedecemr respectivamente t

hmogeneos, isto ê,

rv  [oo ]  =  j ,  e  rv  to j l

caso especifico estudado

oo  o .  (a )  *  o l  u ro (a )  =  s

Bo  oo  (b )  +  B f  *  
o (b )  

=  B

oo t ,  (a )  *oLo  . (a )  =Q

Bot j  (b )  *  g Io  j (b )  =  Q

i :

Por Llnearidade das condições

de contorno segue que a apro-

xlmação (x)  = ,o *  I  c j  t j

ohedece a condlção de contorno

do problema dado, qualquer que

=0

ou no

Se u for efetÍvamente a soJ.ução da EDO' temos que.

L [u ]  g (x )  =  Q

Se ja  R(x rC1r . . .  rC5)  =  L [u ]  -  g

O rnétodo dos mínimos,guadrados (.!10)'consísüe eF toma'r'por

aproxlmação de y a fr:nção que minimiza a integral

rb.
. r  = 

J  
n"  (xrc lp. . .JC.)  ax

e

A condlção de mÍnimo se exPressa no sistema

^? ,,b â' '

*=z [  *Ç]ax=o
"t) I ")

p /  j = l r . . , . rS



tl'

IGX-I

b d

:  . ( "  - - - -  . . \ .  '  S  - r  '  ì

J "t" j l  e dr.. |  = t 
[*3. J,.,  

R; - oi l ' 'onde
a

bb

nT  =  [  
" t  

- 1  
' L lu *J  d t (  e  e i  =  [  

" c . r r ]  
9  dx  '

I  
á , . , '  

r  r  
à  .

a solução do slstema llnear

ì r r1  f l r ^ :
ì  IRY+ I  c-R; e-=o :

I  I  r l l  L  J  
' l

I,

nos fornecerâ as cgnqtlntes aj a serem utlllzados.

.  j i r _ , - ,  . . : i i  :  i  t . : l  . :  i .  . ,  . .  - :  ,  : . U Ì . t  . f  , : i : ,  ( t - : :

i . j .  ,  . . ; - r , t :  :  " , . . . :  
. _ : .  , ; : ' :  . .  . : :

d

. : . . ,  I  i , '



)(x IITTEGR,A,IS MI'LTIPT,frS
t r  Í

Analisarenos agora procedlrentos Para o cálcuIo de integrais multj-

plas. Enlrora as 1d6ias apresentadas sejam generalizaÚeisrao cálculo

em qualquer dlmensão, restringir-nos-emos ãs integrais duplas, í,tê'

t r
J = I  I  f  (x 'y)  dx d1t

) o J

fha

so

a S

prirelra 1dêia ê usarmos a jã conhecida fórmu1a de Nerton do cg

unidlmensional. Tomemos a região o delimitada por

x<b

e

A(x )  í  y  < 'B (x )
' )

teremos então

b  B(x )
( (

J = I  ax I  f  (x ,y)
t l
1)
â  A(x )

Para uma função #(zl ,  z €

ordem n na forma

anêe zL=d+ tn - ,o , " r=  ô . t=ó

tonando - x* = a*ihr ! = (b-a) /nry;j =

[o B] t{nhamos as fõrrnulas de Newton de

cï ôs

dy

x

g : , .  - Í l
(
I  ot" tdzrnh I ,
) 

s=o

'm
F (x, )  = in hi . l  cï  f  (xr,Y1i )

'  j=o

.r - 
'.1' 

l

dy

{z  u l

A (x r )  +
B(x . ,
f '
I
Á {xr)

j h l ' h i

f  ( x i r y )

,iP (xi ) -1!,xir)
m

f  (x r ,Y i  j )

teremos

b
I

J-  l r (x ldx-nh
) ,
a

ex .  I

I lqstre o processo degcr i to no caso"n =' i t !2 ' ,  i .ét  a 'Eeneral lzação

da fórmula de Simpson, na reglËo aSxsbf AsysB

B
í t

[  + t " l  dz  - t - ,JCo *  4  Ôt*  ÚZl  onde z&= E+ t  h ,  h  i  {3 'a l /2
À



neste ,caso, teremog

; z, ' : ' '  z
ü -  2h . I  ,2h i  . Ii=o j=o

. b-õ,h= ï ' h i

donde

+ i n= C; = L/6t ci

XX=2

Õndê cl

Ë*A
2

. - :
' ) i ì  

:
h  h .

J - --g-f t (foo+fz o*f oz*f zzl + 4 ( f to+fol

: .
ì

Podemos sempre cobri-ç uma regli? "' ! ' . ) . : ' .  
. L  i x ì  u , : l

o qualquer, com células como ó

ao lado indLcad.a, extándido Çuãn

do necessãrio o domÍn1o de
:

f  ( x r y )  po r  f  ( x r y )  =  0 '  v  ( x r y )  I  o

_' .ì

Urna segunda idêia 6, dada uma região o determlnadqr espalhar em o

N pontos P. = (xrryr)o ls i<N e tomar

:
J -  

. I .  Ki  f i *  I  Ki  f (xr ,y i )  onde os coef ic ientes Ki  serão deter
r = r  L  . i . .  ^

minados exigindo-:,. q:. . aproxÍmação resulta exata se f é da fotrma
.  .  

; , , 1  
' r ,  , . , .  ,  :  . .  . r  i  . .

f (xry) = 
I o- -* *d yt . seja 

"rnrr, 
=, 

f [. "* yt e* ay a condi-
m+n<k 

rlr'f,

m rneN  Ú

, , . -  -  ' : "  (  N

ição pode ser expressa pelo sistema 
I "*,* 

= 
r lr*r(xr)m 

(yi)t, , , . .

t
sendo  mnneN Im+nsk i lhá  (k ,+ , I )  +k+  (k - I ) * . .111  =  (k+1) (k+2J /2

escolhaspossÍveis 
'de 

duplas (mrn) . Logo basta tomar N = (k+I)i (k+ZJ /2

pontos e o sistema resultan em geral, determinado.

Este mêtodo é bastante ütil quando podemos esÇolher o nç por nãej{a

loëaliaaçãçr:exata.dog pgntos 
"i ' , 

,, . i : i ,:.r-.::.:,Ji; .) i.r i;:.,: ., ::;..!.Jar., ; j
, i , , . , ,  :  . .  - :  .  , . .  , . t  . : i : . " r . : : l r í , T _ ] . i l  . . \ : . :  . : : - l j . J j ! : i : i ò , j .  . ,  1 . ,

ï

r )  ( ; , - 1 ,  i
I

' \
Í l

\



ro(-3

ex,  2

DG um€ì sugestão de como espalhar os N Pontos P, em uma dada região

6 de modo gue a fõrmula de aproxlmação optada -eja a ümelhor possÍ

Yel r  .

C@ terceiro rnétodo exporemos o uso que se pode fazet de um gera-

&r de números aleatórios, L.á, uma função RiaNDl N '+ [o.r.lt que nos

frraece uma sequência de n,199 aleatóriosrr'

s3 o -  Q = t0r l l  x  [0r1]  tornaremoc J -  
*  r ! ,  

fL '  onde

1 )

fi = tt*lrxfl ê,, para cada i, a função num argumento aleatõrio em O'

se o é l lxoi tadar i .é,

6 c t . l rb l l  *  la? rb27 basta tomar a transfornação de varÍáveis

e teremos* l  =  .&  +  (bs- " * )  zL ,  I '= ! r2

rll "t"r,"zr l# dyl dzz

a

onde

,  ( "L  , r2 ' )  =

e pod,emos

PF
J  -  

ã  .À "f-=r

t (x l  ( rL l  ,  *2*r?t  I

( *1(" r )  , *2 { r2 l )  €
0se

( *1  ( "1 )  , *2  l r2 ) l  í

ur-al o
o b2-u2

tomar a aproximaçao

Fi.-

Ét€

6

2
=n

j =1
15.i-s3y =a {xL ,z2 l

:1  2 .
à \z  t z  I



n(I -

-uma

ryunçõss Er,-r.p-s{c+s

i

equação a derivadas parcÍ-ais linear' , ' :  ,

!1i

À forrna

eo duas dlmensões

t
-  a-0A-+

axa

geral de

e

t
a-9

n - +axay c4*
aY'

o*9* + F9= f '
e0ãr

çIE conforme o slnal de seu deterninante

A =82-  4Àc  .  
i '

É ôl t r  e l ipt lca (a<0),  parabol ica (À=0),  h iSrerìrol i ,ca (À>0) ou mlxta

se Â(xry) mud.ar de sinal na,região de deftnição.d. eguação. 
:

studemos a equação elÍptÍca de Laplace(eguação do calor)

[ 0 " = Q

l t (P)=
t

a condição de contorno

condição' de DÍrichlet.

emo

ô (P) para PeS
I
- a
ê conhecida como

' :  
-  

a

Uma função harmonica (para'a qual vo g = 0) satisfazendo

o problerna de'Dirlchlet nunta região compacta existe e ê única depen

dendo continuamente da condição de contorno,a

Verif i .ca-se alêm dlsto Ç[u.€,r, i

min  e (P)  s  e (x ry )

' ' ;- i Recogdados,êstes poucos fatos.estudemos .1gg*

rLco de solucão.'  '  . ' l - . .  ?  ,

, 1 ,  - : . . ,

:,i: rnsÈruameg. príneirqqente uma Ta3.ha
. . . t ; L . ] , .  . - . 1 : , - i

"r j  
= - {xr ' iy i ) ,

x l=*o+ ih
'  i  . r ' , , . : '

Í *=Y^ * j h
J v

onde* i j eo ' ' : ( i

ou  n tn  d (M . .oP )  <  h
P E S  

L J

Um ponto M,. da mallra dar-se-ã- r. l
Interior (0) sse
Se ifrorl,te13rarrdê

ele e seus

L3, esp6cie

^a- .z- especLe

guatro vizlnhos pertertceren a malha

(Á) ss-g-go menor um de seus vizlnhos
for lnterlor ,

( n ) sse não for interior'nem aá f3
espécle.  i

método nume

maLha

- De frontelra de
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As equações acima tem por pontos fixo a aproxlmação do

primeiro nétodo e para ele convergem.

Uma sofistif icação deste m6todo e o algoritmo dê 
'-

Liebmann no qual a relação de recorrência para os pontos dê"L3 es-

pécÍe é substituida por

ef ] I  = ô(P)  + ( r ï *  -  +(P))ô/ (k+ô)r l  Júm

onde ô é a d ls tânc ia d( t4 i j 'P)  tomada com s i .na l  pos i t ivo se ü**  € o
L J

e com sÍnal ,-Degativo se Mij / o , e ,,1{g* 6 urn (0) ponto interior vi-

zinho de M. j
. LJ  :

i
P {  í
t  /  r À  , 1(f: _ .-' -f1

i -Çf- '"J

,'" /'1 l'11,r,,
í )  Át
t

ApreÈentemog agora um método estocãstico.

Denom:lna-se caminho com'fronteira aderente a ,r*á 
"*qoàrr-

c ia M. I  t  0<p<n- ta l  que
- P  

r ' P

t )  M .  - :  Í ,  * n * & a  i  n { - n ç . i  n rL' ^' ipí jp e ponto interior para p < n

2) u.: . é ponto de fronteira d,e 13 espécie- 
1'rrr Jn r, .  : . .r  , , :  (- .  . i  , .  ' .  .1 .  . :  . , .  ' j '  -1

3) 14. * é vizinho de M* +tp+I t  Jp+I  -p"p

Ao ponto M{ . denomina-se início do caminho e a M., -i'  I o t  l o  -n ,  Jn

seu término.

O camlnho dj-r-se-a aleatória se d.ado de a p-ésima pos5.-

ção do camlnho ê Mi -i a (p+I) -ésima poslção por escolhida aleg
*p  t 'P

tórlamente, com probabilidade 1/4 para cada vizj-nho"

Seja P( i r  jomrn) a probabi l idade de que um caminho com

inÍcio em M., * termine em M- -. Ncta-se ques
]" I J l l lrr l

a)  |  e ( i r j rmrn)  =  I
(mrn)

b )  P  {mf  on f  rmrn)  =  ô i l t  ô l t
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Dada" uma funçãc 0.-, - r . eefinida por.,po.5rtos, de {,çcnf,,qiçau' I I l r Í l '

deflni.mos Wii r o valor esperad,o de 4 no ponto t,ermi-na1 cle um ca-

.,,  rui=nh<ì-aleatõrÍo,c9ni,+nÍcio -em Míj ã rq3çãcl 
:  , i  ì .  (. , . . :  , i i ( ir j , ;

\ IE { - r  =  I  P ( i , j umrn )  Ó -  -  
: " ' ' i ; ' , . ; ; ' . : ' r  '  ' i : ì i '

L l  ( m ï n )  
' I l l r Í l

vê-se que 
'  'ot '

_1.  v

*ij =.t"i*i-roj * wi*r,i ï l ir;:-1 : 
uÉr,i*r), 

," ' l '
*ij e ponto interior

* r j  =  Ô i  j '  se

*rj é ponto d,e fronteÍra.

fOnando 9., * como definido no primeiro mêtodo exposto
. i  : , . . . t i  j r . i  , :  : ,  i  . ì Ì - .  .

vemos a perfeita aôâlogia da doÍs proUtemas':' ' :

Determlnar €t., ., o valor aà iunção' harmonÍia solução do
r - l -

problema de Dirichlet, ó VU.* o valor esperado de Ô no pohto term!
r-l

na l .
. . .  : . :  ,  . .

Assim concluimos que a média dos valores de È nos: pqntos

:' termi.nais de uma s6rü-er.de cam:i:nhos al.eatõri,os com. inÍcio .m MÍJ

converge para arj "
' 

._l Ìl . . l, .:..' ,.!. ; .1

, . , . - , t '

; -  ; i . l  
r  : ' ' , .  i i : :  . l  i i  . ,  i : ; , Ì , :  I  : : l ) : . :  . , . . i : : i . , i i . , . ,  

I  ! . j  _ . :  j , . :  : 1 . .
; ï  _  ' ;



XXII - EQUÀçõES PARABOLICAS E HIPERBOLICAS

A semelhança do que fÍzemos com as equações elipticas
procuremos mëtodos numéricos de solução de equação parabóIicas ê

hiperból icas.

Como exemplo de eguação parab6liça tomemos a equação

de difusões li

ao  a?g  ,  . r
Ë  

=  -  o  (x , t )  e  [o - r { , ]  x  [0 , * ;
t  t '  

â x "

sujeita a condição de contorno
'

0(x rO)  =  f  ( x ) '  0 (Or t )  =  0 ( t ) ,  g (L ' t )  =  ú (x )

Com o intuíto de encoitrar uma equação de di'Èerenças,
que aproxime a equação díferenctalo tomamos uma maLha' , , .. :

Uf j  = (xytr)r  * i  = ih '  h = L, / t {

" ì |t i  =  j h t

e as aproximações
I
I

âg  |  , ^
TÉ l . .  = (s i ,3*r  -  er j ) /h '
ve  

l i j u

z l

-  |  
= (€ i+r , i  t t r j  *  o i - - r , j , ) /h2

ax  1 . .  
- r

' l l

onde t r j  =  e (Mi j )  =  9 (x r r t j )

teremos a equação

€i ; i * l  - ,9 i i  
=  

t i * , i ; i  - . t  t * i  *  e t : r , . '

h t  
n  

h 2

oür tomand.o s = h/}":.r2 ,,,

g i ,3 *1  =  o€ i+1r3  +  (1 -29)  e i j  +  q€ i - l , j  
:

equação esta que nos permite caLculaf g*jrl?arê togg", os pontos ín-

teriores da malha

l : :  t - - :  . : ) i i

t t=:'

a. .r--



D

,t,
.á" '

í

xima

L t€ l

rh te l

fr_e N/ t'+4-

Analisemos agore quaõ bem a equação

a. eguação diferencial sejam os oPeradores

de

a?g ao 
' '

=-,-E '  =
ax

I  r ^= 
fr"t-t,, 

- oãij * €1*1,i * I
g

em torno do'ponto

, l-\TZ

z

3

a€
E

,)
)  +h-

i j

- l

aoe I--l
d x  t . .

l r l: . .

+

' ; i  ì  I

A

+- .o  (h"  )  ] ,
. , , ï  :

a4€

g*z

F l':

) *n4 (5h *1,,, ir' '

_! -i -t.:.-.,..-...'..'..--.*-.. - - --ê
0, bem como L-

- , - -  ̂ 2o
ts l  =-

d x
: . '

" 
"?s 

--
- - 6 . =

.àEé

.::\. i :''l

Se escolhermos a= L/6 teremos
: ,-: L. 'l!ì * .1. j

Rr .  [ € ] i +  =  o (h4 )
' . '  . . .  .  t , ï , . . 1 , ,  : : . t , )

e a equação de d i ferenças toma a forma ' : r : r  :  '  : - ' r i í ; r ' '

€r, i * r  =à (€ i - t , i  +  n t r j  *  9 i* t ,3)

como exemplo de eguação hiperbõlica estudemos a equação

\ , t€ l  
=  Lh tg l  -  L  ts l

Usando
53 ordemo

I
.a2elr -'a*2 

l i3

M. , ,  a tér - l -

ï ,hf€l  = {

azg
;F

l l

a2e
,7í t€ là

ag- - =
. ^ t

d

de onda

a2r azx
,7=7 '

'j

a sér ie de TaYlcr de e (xry)

ternos

xxrr-2

L " ,  . i  .

diferenças aPre

' t -

( x ,  t )  e  [ 0  r Ï " ]  x  [ 0  r * [



sujeita a condição de c-ontorno

À(xro)  = r íx)  i  ^ (oot)  = ô( t )
:

t ' ( x r0 )  =  f ( x )  I  r ( I , r t )  =  9 ( t )

"on=rd"tando 
a matha M' de espaçamento h = L/n e a

aproximação das derivadas parciais já utilizadas no e:{emplo ante-

rl.or resul.t,a: a gquação de diferenças

l . A À . . + t . À , t r = ã À . + À , . , r- - 1  
. 1 - I  i ' Ì  

' a , ' Ì + I  
l - - i , ' l  L - ì  r + r ? l

h4  h .

ou

l i , i+ l  =  À i+ r r i  +  r i - l r j  À i r j - t

/

t"
t
/

t

ír_, É4 Én'*4
t-r

Ê

xxrr-3

condi

calcu-

M .
a r r

ções

. lar

gue

Equaçãc que pode ser uti l izada, juntamente com as

de contorno que nos fcrnecem À0, j, Iru j e tioo r p'arâ

À nos pontos interiores da maLha com escerção d,os pontos

devern ser previ.amente calculados

Para Èanto tomaremos a aproximação

r í r j  '  ^ ioo*n#

=Fi+hf r+

= f i+h f i *

-F i+h f i +

+ h2 r2^l
r lpli,oi g

')
h -
T

,2
I I

T

h2
T

r2^ I-Ì't
ax_l i ,o

FÏ

r i - r -ZF i*F i * l

T
I=2, {F i _ t *F i * l ) +h f ,


