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Prefacio

Com a ampla divulgacao de uma “nova” area de trabalho conhecida como
Ciéncia de Dados (Data Science), muitas universidades estrangeiras cria-
ram programas para O seu ensino, primeiramente no formato de MBA e
em seguida como mestrados regulares. Esses programas, que, atualemente,
incluem doutorado e até mesmo graduagao foram surpreendentemente, intro-
duzidos em escolas de Engenharia, Economia e, em varios casos, em escolas
especialmente criadas para abrigar o “novo” dominio mas nao em Depar-
tamentos de Estatistica. De certa forma, muitos estatisticos sentiram-se
perplexos e imaginaram-se diante de algo totalmente diferente do seu oficio.
No entanto, uma visao mais critica mostra que Ciéncia de Dados consiste
principalmente na aplicacao de algumas técnicas estatisticas a problemas
que exigem grande capacidade computacional. Muitos modelos emprega-
dos nesse “novo” campo estavam disponiveis (e esquecidos) na literatura
estatistica h&d décadas e ndao vinham sendo aplicados em grande escala em
virtude de limitagoes computacionais. Arvores de decisao, por exemplo, am-
plamente utilizadas em Ciéncia de Dados, foram introduzidas na década de
1980. Outro tépico, conhecido como Algoritmos de Suporte Vetorial (Sup-
port Vector Machines) que nao fazia parte da metodologia estudada por
estatisticos, por necessitar de grande capacidade computacional para sua
aplicagao, esta disponivel na literatura desde a década de 1990.

Hoje, programas de MBA e cursos de extensao em Ciéncia de Dados tém
surgido no Brasil e atualmente, no Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sdo Paulo (IME-USP) estuda-se a possibilidade de criar
um Mestrado em Estatistica com énfase em Ciéncia de Dados. A maior
dificuldade é encontrar professores interessados em se readequar a esse novo
paradigma.

Originalmente, pretendiamos escrever um texto sobre Andlise Explo-
ratoria de Dados para utilizagao na disciplina de Estatistica Descritiva,
ministrada no bacharelado em Estatistica do IME-USP. Tendo em vista
as consideragoes acima, decidimos ampliar o escopo da obra para incluir
tépicos que normalmente nao sao abordados nos cursos de graduacao e pds-
graduagdo em Estatistica. Desta forma, além de apresentar fundamentos
de Andlise Exploratéria de Dados (extremamente importantes para quem

vii



PREFACIO

pretende se aventurar em Ciéncia de Dados), o objetivo do texto inclui o
preenchimento de uma lacuna na formacao de alunos de graduagéo e pds-
graduacao em Estatistica proveniente da falta de exposicao a tépicos que
envolvem a interagao entre Estatistica e Computacao. Num contexto que
resume as principais aplicagoes de Ciéncia de Dados, ou seja, de previsao,
classificacao, reducao da dimensionalidade e agrupamento, apresentamos as
ideias que fundamentam os algoritmos de suporte vetorial, drvores de de-
cisao, florestas aleatorias e redes neurais. A exposicao é focada em diversos
exemplos e os detalhes mais técnicos sao apresentados em notas de capitulo.

Embora sejam tépicos que tangenciam os métodos apresentados no texto,
mas que sao amplamente utilizados no ajuste de modelos estatisticos, in-
cluimos apéndices com conceitos basicos de simulacao e otimizagcao.

Em resumo, o texto pode ser 1til para diferentes disciplinas de graduagao
e pos-graduacao em Estatistica assim como para profissionais de diferen-
tes areas que tenham interesse em conhecer os fundamentos estatisticos da
Ciéncia de Dados.

Sao Paulo, outubro de 2021

Os autores

Morettin & Singer - outubro/2021



CapriTUuLO 1

Estatistica, Ciéncia de Dados
e Megadados

Data is not an end in itself but a means to an end. More is not
always better if it comes with increased costs.

Faraway and Augustin, in “When small data beats big data.”

1.1 Introducao

Atualmente, os termos Data Science (Ciéncia de Dados) e Big Data
(Megadados)! sdo utilizados em profusdo, como se envolvessem concei-
tos novos, distintos daqueles com que os estatisticos lidam h& cerca de dois
séculos. Na década de 1980, numa palestra na Universidade de Michigan,
EUA, C.F. Jeff Wu ja sugeria que se adotassem os rétulos Statistical Data
Science, ou simplesmente, Data Science, em lugar de Statistics, para dar
maior visibilidade ao trabalho dos estatisticos. Talvez seja Tukey (1962,
1977), sob a denominagdo Andlise Exploratéria de Dados (Ezploratory
Data Analysis), o primeiro a chamar a atengao para o que hoje é conhecido
como Ciéncia de Dados, sugerindo que se desse mais énfase ao uso de ta-
belas, graficos e outros dispositivos para uma anédlise preliminar de dados,
antes que se passasse a uma analise confirmatdria, que seria a inferéncia
estatistica. Outros autores, como Chambers (1993), Breiman (2001) e Cle-
veland (1985, 1993, 2001), também enfatizaram a preparagao, apresentacao
e descricao dos dados como atividades que devem preceder a modelagem ou
a inferéncia estatistica.

Basta uma procura simples na internet para identificar novos centros de
Ciéncia de Dados em varias universidades ao redor do mundo, com progra-
mas de mestrado, doutorado e mesmo de graduacao. O interessante é que

'Para esclarecimento do significado dos termos cunhados em inglés, optamos pela
tradugdo oriunda do Glossario Inglés-Portugués de Estatistica produzido pela As-
sociagdo Brasileira de Estatistica e Sociedade Portuguesa de Estatistica, disponivel em
http://glossario.spestatistica.pt/. As excegbes sdo as expressOes para as quais nao
hd uma tradugdo oficial (bozplot, por exemplo) ou acrénimos usualmente utilizadas por
pacotes computacionais (MSE, de Mean Squared Error, por exemplo).



2 1.1 INTRODUCAO

muitos desses programas estao alojados em escolas de Engenharia, Bioes-
tatistica, Ciéncia da Computacao, Administracao, Economia etc. e nao em
departamentos de Estatistica. Paradoxalmente, ha estatisticos que acham
que Estatistica é a parte menos importante de Ciéncia de Dados! Cer-
tamente isso é um equivoco. Como ressalta Donoho (2017), se uma das
principais caracteristicas dessa area ¢é analisar grandes conjuntos de dados
(megadados), ha mais de 200 anos estatisticos tém se preocupado com a
andlise de vastos conjuntos de dados provenientes de censos, coleta de in-
formagoes meteoroldgicas, observacao de séries de indices financeiros etc.,
que tém essa caracteristica.

Outro equivoco consiste em imaginar que a Estatistica tradicional, seja
ela frequentista ou bayesiana, trata somente de pequenos volumes de dados,
conhecidos como microdados (small data). Essa interpretacao erronea vem
do fato de que muitos livros didaticos incluem conjuntos de dados de pe-
queno ou médio porte para permitir que as técnicas de andlise apresentadas
possam ser aplicadas pelos leitores, mesmo utilizando calculadoras, planilhas
de cédlculo ou pacotes estatisticos. Nada impede que esses métodos sejam
aplicados a grandes volumes de dados a nao ser pelas inerentes dificulda-
des computacionais. Talvez seja este aspecto de complexidade computacio-
nal, aquele que mascara os demais componentes daquilo que se entende por
Ciéncia de Dados, em que, na maioria dos casos, o interesse ¢ dirigido para
o desenvolvimento de algoritmos cuja finalidade é “aprender” a partir dos
dados, muitas vezes subestimando as caracteristicas estatisticas.

Em particular, Efron and Hastie (2016) ressaltam que tanto a teoria
bayesiana quanto a frequentista tém em comum duas caracteristicas: a al-
goritmica e a inferencial. Como exemplo, citam o caso da média amostral
de um conjunto de dados z1,...,x,, como estimador da média p de uma
populacao da qual se supde que a amostra tenha sido obtida. O algoritmo
para calculo do estimador é

T = :LZx (1.1)

Esse algoritmo, no entanto, ndo contempla uma questao importante, que é
saber quao acurado e preciso é este estimador. Admitindo-se que a amos-
tra tenha sido colhida segundo um procedimento adequado, a metodologia
estatistica permite mostrar que E(Z) = p, ou seja, que o estimador T é nao
enviesado e que o seu erro padrao ¢

n

b = [ D =), (12)

=1

o que implica a sua consisténcia e estabelece as bases para uma inferéncia
estatistica (frequentista) adequada. Em resumo, a utilizagdo da média amos-
tral como estimador nao pode prescindir de uma avaliacao estatistica. Esses
autores também mencionam que:

Morettin & Singer - outubro/2021



1. ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS 3

Optimality theory, both for estimating and for testing, anchored statis-
tical practice in the twentieth century. The larger datasets and more com-
plicated inferential questions of the current era have strained the capabilities
of that theory. Computer-age statistical inference, as we will see, often dis-
plays an unsettling ad hoc character. Perhaps some contemporary Fishers
and Neymans will provide us with a more capactous optimality theory equal
to the challenges of current practice, but for now that is only a hope.

Blei e Smyth (2017) discutem as relagdes entre Estatistica e Ciéncia de
Dados sob trés perspectivas: estatistica, computacional e humana. Segundo
os autores, Ciéncia de Dados é uma filha da Estatistica e da Ciéncia da Com-
putagao. A Estatistica serviria a Ciéncia de Dados guiando a coleta e analise
de dados complexos; a Ciéncia da Computacao, desenvolvendo algoritmos
que, por exemplo, distribuem conjuntos enormes de dados por multiplos pro-
cessadores (proporcionando velocidade de calculo) ou armazenado-os ade-
quadamente em equipamentos com grande capacidade de meméria. Sob a
perspectiva humana, a Ciéncia de Dados contempla modelos estatisticos e
métodos computacionais para resolver problemas especificos de outras disci-
plinas, entender o dominio desses problemas, decidir quais dados obter, como
processé-los, explord-los e visualiza-los, selecionar um modelo estatistico e
métodos computacionais apropriados, além de comunicar os resultados da
analise de uma forma inteligivel para aqueles que propuseram os problemas.

Donoho (2017) discute vérias memes (uma ideia ou simbolo transmitido
pelas chamadas midias sociais) sobre Megadados e Ciéncia de Dados. Por
exemplo, sobre a Big Data Meme, diz que se pode rejeitar o termo mega-
dados como um critério para uma distingao séria entre Estatistica e Ciéncia
de Dados, o que estda de acordo com o que dissemos acima sobre analise de
dados de censos e o fato de pesquisadores na drea de inferéncia estatistica
terem buscado o entendimento cientifico de megadados por décadas.

Um dos aspectos tradicionalmente neglicenciado por estatisticos é aquele
em que os dados tém natureza nao ortodoxa como imagens, sons etc. Nesse
caso, algoritmos computacionais sao essenciais para seu tratamento que, por
sua vez, nao pode prescindir do componente estatistico.

Alguns termos muito utilizados hoje em dia sdo Statistical Learning
(Aprendizado com Estatistica) e Machine Learning (Aprendizado com
MaA4quina ou Automatico). Esses termos estao associados a utilizagao de
modelos estatisticos acoplados a algoritmos computacionais desenvolvidos
para extrair informagdo de conjuntos de dados contendo, em geral, muitas
unidades amostrais e muitas variaveis.

1.2 Aprendizado com Estatistica

O que hoje se entende como aprendizado com Estatistica envolve duas classes
de técnicas, denominadas aprendizado supervisionado e aprendizado
nao supervisionado.

O aprendizado supervisionado esta relacionado com metodologia de-

Morettin & Singer - outubro/2021



4 1.3 APRENDIZADO AUTOMATICO

senvolvida essencialmente para previsao e classificagao. No ambito de pre-
vis@o, o objetivo é utilizar varidveis preditoras (sexo, classe social, renda,
por exemplo) observadas em vérias unidades (clientes de um banco, por
exemplo) para “adivinhar” valores de uma varidvel resposta numérica
(saldo médio, por exemplo) de novas unidades. O problema de classificacao
consiste em usar as varidveis preditoras para indicar em que categorias de
uma varidvel resposta qualitativa (bons e maus pagadores, por exemplo)
as novas unidades sao classificadas.

Sob um ponto de vista mais amplo, além desses objetivos, a Estatistica
tradicional adiciona metodologia direcionada ao entendimento das relagoes
entre as caracteristicas dos dados disponiveis e aqueles de uma populagao
da qual se supoe que os dados foram obtidos. Essa metodologia mais ampla
é o que se entende por Inferéncia Estatistica.

No aprendizado nao supervisionado, dispomos apenas um conjunto
de variaveis, sem distingcao entre preditoras e respostas e o objetivo é descre-
ver associagoes e padroes entre essas variaveis, agrupa-las com o objetivo
identificar caracteristicas comuns a conjuntos de unidades de investigacao
ou desenvolver métodos para combinéa-las e assim reduzir sua dimensio-
nalidade. Essas combinacoes de varidveis podem ser utilizadas como novas
varidaveis preditoras em problemas de previsao ou classificacao.

Além de aprendizado supervisionado e néo supervisionado, podemos
acrescentar um terceiro tipo, denominado aprendizado com reforgo (rein-
forcement learning), segundo o qual um algoritmo “aprende” a realizar
determinadas tarefas por meio de repeticbes com o fim de maximizar um
prémio sujeito a um valor maximo. Embora tanto o aprendizado supervi-
sionado quanto o aprendizado com reforco utilizem um mapeamento entre
entradas (inputs) e saidas (outputs), no primeiro caso a retroalimentacao (fe-
edback) fornecida ao algoritmo é um conjunto de agoes corretas necessérias
para a realizagdo de uma tarefa; no aprendizado com reforco, por outro
lado, a retroalimentacdo é baseada num sistema com prémios e punigoes
como indicativos de agoes corretas ou incorretas.

Um exemplo tipico ocorre quando um rato é colocado em um labirinto
com o objetivo de encontrar a saida. No aprendizado supervisionado, um
caminho que leva a um beco sem saida é fechado em seguida; no aprendizado
com reforgo, o rato recebe uma punicdo (choque elétrico, por exemplo).
Se o caminho escolhido permitir um avanco, o retrocesso é bloqueado no
aprendizado supervisionado; no aprendizado com refor¢co é oferecido um
prémio (pedago de queijo, por exemplo). Nesse caso o rato deve procurar
obter o maior nimero de prémios possivel.

Para detalhes sobre aprendizado com reforco, o leitor pode consultar
Kaelbling et al. (1996) ou Hu et al. (2020), entre outros.

Morettin & Singer - outubro/2021



1. ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS 5

1.3 Aprendizado automatico

Inteligéncia Artificial também é um rétulo que aparece frequentemente
na midia escrita e falada e que tem gerado amplo interesse para analistas
de dados. Esse termo suscita questdes do tipo: no futuro computadores
tornar-se-ao inteligentes e a raca humana serd substituida por eles? Perde-
remos nossos empregos, porque seremos substituidos por robos inteligentes?
Pelo menos até o presente esses receios sao infundados. Nesse contexto,
veja Jordan (2019). Segundo esse autor, o que é hoje rotulado como inte-
ligéncia artificial, nada mais é do que aquilo que chamamos de aprendizado
automatico (machine learning). O trecho abaixo é extraido do artigo men-
cionado.

Artificial Intelligence is the mantra of the current era. The phrase is
intoned by technologists, academicians, journalists, and venture capitalists
alike. As with many phrases that cross over from technical academic fields
into general circulation, there is significant misunderstanding accompanying
use of the phrase. However, this is not the classical case of the public not
understanding the scientists — here the scientists are often as befuddled as
the public. The idea that our era is somehow seeing the emergence of an
intelligence in silicon that rivals our own entertains all of us, enthralling us
and frightening us in equal measure. And, unfortunately, it distracts us.

O autor distingue trés tipos de inteligéncia artificial:

i) Inteligéncia artificial imitativa da humana (Human-imitative ar-
tificial inteligence), que se refere & nogdo que a entidade inteligente
deva se parecer como nds, fisicamente ou mentalmente.

ii) Aumento de inteligéncia (Intelligence augmentation), segundo a
qual a analise de dados e computacao sao usados para criar servigos
que aumentam a inteligéncia e criatividade humanas.

iii) Infraestura inteligente (Intelligent infrastructure), referindo-se a
vasta rede de dados, entidades fisicas e aparato computacional que
dao suporte para tornar o ambiente humano mais seguro e interessante
(smart TV, smart phone, smart house).

Acredita-se que o artigo de Turing (1950) seja o primeiro a tratar do
tema. A primeira frase do artigo diz:

I propose to consider the question, “Can machines think?”

Segue-se discussao sobre o que se entende por “maquina’, por “pen-
sar” e por um jogo, chamado “jogo da imitagao”. Turing também discute
condicoes para considerar uma maquina inteligente, que podem ser avalia-
das pelo teste de Turing (Turing test). A primeira pagina do artigo estd na
Nota de Capitulo 1.

O tema foi tratado a seguir por McCarthy et al. (1955), na forma de
uma proposta para um projeto de pesquisa no Dartmouth College. Cépia

Morettin & Singer - outubro/2021



6 1.3 APRENDIZADO AUTOMATICO

da primeira pagina do original encontra-se na Nota de Capitulo 2. Entre os
signatdrios, encontra-se Shannon, precursor da Teoria da Informacao.

De modo informal, a inteligéncia artificial estd relacionada com um es-
forco para automatizar tarefas intelectuais usualmente realizadas por seres
humanos (Chollet, 2018) e consequentemente, intimamente ligada ao de-
senvolvimento da computagao (ou programacao de computadores). Até a
década de 1980, a programacao classica era apenas baseada em um sistema
computacional (um computador ou um conglomerado (cluster) de compu-
tadores) ao qual se alimentavam dados e uma regra de cdlculo para se ob-
ter uma reposta. Por exemplo, num problema de regressao a ser resolvido
por meio do método de minimos quadrados para obtencao dos estimado-
res dos parametros, a regra de cdlculo (ou algoritmo) pode ser programada
em alguma linguagem (Fortran, C, R, Python etc.). A maioria dos pacotes
estatisticos existentes funciona dessa maneira.

A partir da década de 1990, a introducao do conceito de aprendizado
automatico criou um novo paradigma para analisar dados oriundos de re-
conhecimento de imagens, voz, escrita etc. Problemas dessa natureza sao
dificilmente solucionaveis sem o recente avango na capacidade computacio-
nal. A ideia subjacente é treinar um sistema computacional programando-o
para ajustar diferentes modelos por meio dos algoritmos associados (mui-
tas vezes bastante complexos) repetidamente na anélise de um conjunto de
dados. Nesse processo, diferentes modelos sao ajustados aos chamados con-
juntos de dados de treinamento, aplicados a um conjunto de dados de
validagao e comparados segundo algum critério de desempenho com o ob-
jetivo de escolher o melhor para prever ou classificar futuras unidades de
investigacao.

Convém ressaltar que o objetivo do aprendizado automético nao é o
mesmo daquele considerado na andlise de regressao usual, em que se pre-
tende entender como cada varidvel preditora estd associada com a varidvel
resposta. O objetivo do aprendizado automatico é selecionar o modelo que
produz melhores previsoes, mesmo que as variaveis selecionadas com essa
finalidade nao sejam aquelas consideradas numa analise padrao.

Quando esses dois conjuntos de dados (treinamento e validagdo) nao
estao definidos a priori, o que é mais comum, costuma-se dividir o conjunto
disponivel em dois, sendo um deles destinado ao treinamento do sistema
computacional com o outro servindo para validacao. Calcula-se entdao al-
guma medida do erro de previsao obtido ao se aplicar o resultado do ajuste
do modelo obtido com os dados de treinamento aos dados de validagao. Essa
subdivisao (em conjuntos de treinamento e de validacao) é repetida varias
vezes, ajustando o modelo a cada conjunto de dados de treinamento, utili-
zando os resultados para previsao com os dados de validagao e calculando a
medida adotada para o erro de previsdo. A média dessa medida é utilizada
como avaliagdo do desempenho do modelo proposto. Para comparar diferen-
tes modelos, repete-se o processo com cada um deles e aquele que produzir
a menor média do erro de previsao é o modelo a ser selecionado. Esse pro-
cesso é conhecido como validagao cruzada (ver a Nota de Capitulo 1 no
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Capitulo 8). O modelo selecionado deve ser ajustado ao conjunto de dados
completo (treinamento + validagao) para se obter o ajuste (estimativas dos
coeficientes de um modelo de regressao, por exemplo) que serd empregado
para previsao de novos dados (consistindo apenas dos valores das varidveis
preditoras).

1.4 Uma cronologia do desenvolvimento da Estatis-
tica

Embora a terminologia “aprendizado com Estatistica” seja recente, a maio-
ria dos conceitos subjacentes foi desenvolvida a partir do século 19. Essenci-
almente, aprendizado com Estatistica e aprendizado automético tratam dos
mesmos topicos, mas utilizaremos o primeiro quando os métodos do segundo
sao tratados com técnicas estatisticas apropriadas.

1.4.1 Probabilidades

As origens da teoria de probabilidades remontam a 1654, com Fermat (1601-
1665) e Pascal (1632-1662), que trataram de jogos de dados, baralho etc.
Huygens (1629-1695) escreveu o primeiro livro sobre probabilidades em 1657.
A primeira versao do Teorema de Bayes (Bayes, 1702-1761) foi publicada
em 1763.

1.4.2 Estatistica

Gauss (1777-1856) propds o método de minimos quadrados na ultima
década do Século 18 (1795) e usou-o regularmente em célculos astronoémicos
depois de 1801. Foi Legendre (1752-1833), todavia, quem primeiro publicou,
sem justificacao, detalhes sobre o método no apéndice de seu livro “Nouvelles
Méthodes pour la Détermination des Orbites des Cometes”. Gauss (1809)
apresentou a justificativa probabilistica do método em “The Theory of the
Motion of Heavenly Bodies”. Basicamente, eles implementaram o que € hoje
chamado de Regressao Linear.

Laplace (1749-1827) desenvolveu o Teorema de Bayes independentemente,
em 1774. Em 1812 e 1814 deu a interpretagao bayesiana para probabilidade
e fez aplicagoes cientificas e praticas. Ha autores que julgam que a chamada
Inferéncia Bayesiana dever-se-ia chamar Inferéncia Laplaciana, devido as
suas contribuigbes na drea (lembremos da aproximacao de Laplace, que se
usava para obter distribuicoes a posteriori antes do adventos de métodos
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) e filtros de particulas). As contri-
buigoes de Jeffreys (1939) podem ser consideradas como um reinicio da In-
feréncia Bayesiana, juntamente com as obras de de Finetti, Savage e Lindley.

A Inferéncia Frequentista (testes de hipéteses, estimagao, planejamento
de experimentos e amostragem) foi iniciada por Fisher (1890-1962) e Ney-
man (1894-1981). Fisher, em 1936, propds a técnica de Anédlise Discrimi-
nante Linear e seus dois livros “Statistical Methods for Research Workers”,
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de 1925 e “The Design of Experiments”, de 1935, sao marcos dessa teoria.
Segundo Stigler (1990), o artigo de Fisher (1922), “On the mathematical
foundation of theoretical statistics”, publicado na Phil. Trans. Royal So-
ciety, A foi o artigo mais influente sobre Teoria Estatistica no Século 20.
Neyman e Pearson (1933), por sua vez, publicaram os dois artigos funda-
mentais sobre testes de hipdteses, consubstanciados no excelente livro de
Lehmann de 1967.

A partir da década de 1940 comegaram a aparecer abordagens alter-
nativas ao modelo de regressao linear, como a Regressao Logistica, os
Modelos Lineares Generalizados (Nelder e Wedderburn, 1970), além
dos Modelos Aditivos Generalizados (Hastie e Tibshirani, 1986).

Em 1969, Efron introduz a técnica Bootstrap e em 1970, Hoerl e Ken-
nard introduzem a Regressao em crista (Ridge rgression). Até o final
da década de 1970, os métodos lineares predominaram. A partir da década
de 1980, os avangos computacionais possibilitaram a aplicacao de métodos
nao lineares, como o CART (Classification and Regresion Trees) conside-
rado em Breiman et al. (1984). Tibshirani (1996) introduz o método de
regularizagdo Lasso, que juntamente com os métodos Ridge, Elastic Net
e outras extensoes passam a ser usados em conjuncao com modelos de re-
gressao, por exemplo, com o intuito de prevenir o fendomeno de sobreajuste
(overfitting), mas que também funcionam como métodos de selecao de mo-
delos.

1.4.3 Estatistica e computacao

Os avancos no aprendizado com Estatistica estdo diretamente relacionados
com avangos na area computacional. Até 1960, os métodos estatisticos pre-
cisavam ser implementados em maquinas de calcular manuais ou elétricas.
Entre 1960 e 1980, apareceram as méaquinas de calcular eletronicas e os
computadores de grande porte, como o IBM 1620, CDC 360, VAX etc.,
que trabalhavam com cartoes perfurados e discos magnéticos. A linguagem
FORTRAN predominava.

A partir de 1980 apareceram os computadores pessoais, supercompu-
tadores, computagao paralela, computagdo na nuvem (cloud computation),
linguagens C, C4, S e os pacotes estatisticos SPSS, BMDP, SAS, SPlus (que
utiliza a linguagem S, desenvolvida por Chambers, do Bell Labs), MatLab
etc. Em 1984 surgiu a linguagem R (que na realidade é basicamente a lingua-
gem S com algumas modificagoes) e o repositério CRAN, de onde pacotes
para analises estatisticas podem ser obtidos livremente; essa linguagem pas-
sou a ser a linguagem preferida dos estatisticos.

Métodos de aprendizado com Estatistica nao usualmente considerados
em programas de graduacao e pés-graduacao em Estatistica surgiram recen-
temente e estao atraindo a atencao de um piblico mais amplo e sao englo-
bados no que hoje chamamos de Ciéncia de Dados. Tais métodos incluem
Algoritmos de suporte vetorial (Support Vector Machines), Arvores de
decisao (Decision Trees), Florestas aleatérias (Random Forests), Bag-
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ging, Boosting etc. Outros métodos mais tradicionais que voltaram a estar
em evidéncia, como Redugao da Dimensionalidade (incluindo Andlise
de Componentes Principais, Analise Fatorial, Analise de Compo-
nentes Independentes) e Andlise de Agrupamentos ji fazem parte de
métodos estudados em cursos de Estatistica.

1.5 Notacgao e tipos de dados

Introduzimos, agora, a notagao usada no livro. Denotamos por X, uma ma-
triz com dimensao n X p, contendo as variaveis preditoras ou explicati-
vas; n indica o nimero de unidades de observagao ou amostrais (individuos,
por exemplo) e p o niimero de varidveis. Especificamente,

Tl T2 o Tip
To1 T22 - Tp
X = [xm] = .
Tnl Tp2 - Tnp
As colunas de X, vetores com dimensao n x 1, sao denotadas por X, ..., X,.
As linhas de X, vetores com dimensao p x 1, sao denotadas por xj,...,Xx}.
Entao,
* 1
X1
X;T
X =[x1,X2....,Xp] = :
X*T

em que x| denota o vetor x transposto.
Denotamos por y = (y1,...,¥s)' 0 vetor cujos elementos sdo os valo-
res da variavel resposta. No caso de andlise estatistica supervisionada,
y; pode representar um valor de uma varidvel numérica em problemas de
predicao ou o rétulo da i-ésima classe, num problema de classificacao. Con-
sequentemente os dados sao os pares {(x1,¥1), .., (Xn,Yn)}-

Uma das caracteristicas que tém sido objeto de discussao em Ciéncia
de Dados esta relacionada com o volume de dados, especialmente quando
se trata dos chamados megadados (big data). Nesse contexto, as seguintes

estruturas podem ser consideradas:

a) grande nimero de unidades amostrais e pequeno ntimero de varidveis,
n >>p;

b) pequeno nimero de unidades amostrais e grande nimero de variaveis,
p>>n;

c¢) grande nimero de unidades amostrais e grande ntiimero de varidveis,
n e p grandes.
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Uma representacao pictérica dessas estruturas de dados esta apresentada na
Figura 1.1.

Observacoes

poucas muitas muitas
Variaveis

Figura 1.1: Estruturas de dados

Quando n << p, os dados tém alta dimensao (high dimension) e re-
querem procedimentos especiais. Por outro lado, megadados podem ser
classificados como:

a) Dados estruturados: em que a informagao se ajusta as estruturas
usuais de bases de dados, relativamente faceis de armazenar e analisar.
Exemplos usuais de dados numéricos ou nao, que podem ser dispostos
em matrizes de dados.

b) Dados nao estruturados: tudo o que nao se encaixa no item ante-
rior, como arquivos de textos, paginas da web, emails, midias sociais
etc.

Megadados implicam megamodelos, que contém um grande nimero de
parametros a serem estimados, como em modelos de regressao multipla em
que o numero de varidveis (p) é grande. O ajuste de modelos lineares a
dados de alta dimensao pode ser tratado por meio técnicas de reducao da
dimensionalidade, regularizacao ou métodos bayesianos. Para modelos nao
lineares, arvores de decisao e redes neurais sao técnicas mais adequadas.

1.6 Paradigmas para o aprendizado com Estatistica

1.6.1 Aprendizado supervisionado

Previsao
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Dados o vetor y com os valores da variavel resposta e a matriz X com
os correspondentes valores das variaveis preditoras, o modelo de regressao
em Aprendizado supervisionado tem a forma

yi:f(xi)+6iv i=1,...,n, (13>

com E(e;) = 0 e f denotando uma fungao desconhecida, chamada de in-
formacgao sistematica. Modelos mais gerais, especialmente utilizados para
andlise de séries temporais sao descritos na Nota de Capitulo 3.

O objetivo do aprendizado com Estatistica é encontrar métodos para
estimar f e usar o modelo (1.3) para fazer previsdes ou em alguns casos,
inferéncia sobre a populacao de onde os dados foram extraidos. A previsao
para y; é y; = f(x,) em que f é a estimativa da fungdo f, chamada de
previsor. A acurdcia de y como previsor de y depende dos seguintes dois
tipos de erros (James et al., 2017):

a) Erro redutivel, introduzido pelo previsor de f; assim chamado por-
que podemos melhorar a acurdcia de f usando técnicas de aprendizado
com Estatistica mais apropriadas.

b) Erro irredutivel, que depende de e; e ndo pode ser previsto por X,
mesmo usando o melhor previsor de f.

A acurécia do previsor f é definida como

Blyi =) = Blf(x) +ei— flx)’
= Elf(xi) = f(xi))? + Var(ea), (1.4)

para ¢ = 1,...,n. O primeiro termo do segundo membro de (1.4) mede
o efeito do erro redutivel e o segundo termo, o efeito do erro irredutivel.
Consequentemente, o objetivo é minimizar o primeiro.

Para estimar f podemos usar métodos paramétricos ou métodos
nao paramétricos.

No primeiro caso, fazemos alguma suposicao sobre a forma de f como no
modelo de regressao multipla usual com p varidveis. Nesse caso, o problema
¢ mais simples, pois temos que estimar um ndmero finito de parametros.
Selecionado o modelo, devemos ajusta-lo aos dados de treinamento, ou seja,
devemos treinar o modelo. No caso de modelos de regressao, o método mais
usado na estimacao é o de Minimos Quadrados mas hé outros métodos
disponiveis, como os Algoritmos de Suporte Vetorial (Support Vector
Machines - SVM) ou Arvores de Decisao. O ajuste de um modelo de
regressao por minimos quadrados, por exemplo, pode ser pobre, como no
Exemplo 6.7 do Capitulo 6 (veja a Figura 6.23). Nesse caso, pode-se tentar
ajustar modelos mais flexiveis, escolhendo outras formas funcionais para f,
incluindo ai modelos nao lineares. Todavia, modelos mais flexiveis podem
envolver a estimacao de um grande ntimero de parametros, o que pode gerar
um problema de sobreajuste (overfitting).
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No segundo caso, nao fazemos nenhuma hipétese sobre a forma funci-
onal de f e como o problema envolve a estimacao de grande nimero de
parametros, necessitamos um numero grande de observacoes para obter es-
timadores de f com boa acuricia. Varios métodos podem ser usados com
essa finalidade, dentre os quais destacamos aqueles que utilizam:

e kernels;

e polindmios locais (e.g., lowess);

e splines;

e polindmios ortogonais (e.g., Chebyshev);

e outras bases ortogonais (e.g., Fourier, ondaletas).

Métodos menos flexiveis (e.g, regressao linear) ou mais restritivos, em
geral, sao menos acurados e mais faceis de interpretar. Por outro lado,
métodos mais flexiveis (e.g., splines) sdo mais acurados e mais dificeis de
interpretar. Para cada conjunto de dados, um método pode ser preferivel a
outros, dependendo do objetivo da andlise. A escolha do método talvez seja
a parte mais dificil do aprendizado com Estatistica.

No caso de modelos de regressao, a medida mais usada para a avaliacao
da acurécia do modelo é o Erro Quadratico Médio (Mean Squared Error,
MSE), definido por

n

MSE = 23 [y~ Fixo)l, (1.5)

n -
=1

em que f(xl) é o valor predito da resposta para a i-ésima observagao. Outra
medida comumente utilizada para avaliar o ajuste de modelos de previsao
é a raiz quadrada do erro quadrdtico médio (Root Mean Squared Error,
RMSE). O erro quadratico médio calculado no conjunto de treinamento que
produz o preditor ]?é chamado erro quadratico médio de treinamento.
Em geral, estamos mais interessados na acuracia do ajuste para os dados
de validacdo e nesse caso podemos calcular o erro quadratico médio de
validagao, R

Média[(yo — f(x0)]?, (1.6)
que é o erro de previsao quadratico médio para as observacoes do conjunto
de dados de validagao, em que o elemento tipico é denotado por (xq,yo)-
A ideia é ajustar diferentes modelos aos dados de treinamento, obtendo
diferentes preditores ]?por meio da minimizacao de (1.5), calcular o corres-
pondente erro quadratico médio no conjunto de validagao via (1.6) e escolher
o modelo para o qual esse valor é minimo. Muitas vezes, usa-se validagao
cruzada em que o unico conjunto de dados disponivel é repetidamente di-
vidido em dois subconjuntos, um deles servindo para treinamento e o outro
para validagao (ver Nota de Capitulo 1 do Capitulo 8).

Para os dados do conjunto de validagao, (xo,vo),

~ -~

Elyo — f(x0)]? = Var[f(x0)] + [Vies(f(x0))]? + Var(e). (1.7)
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Em resumo, procuramos selecionar o modelo que produza simultaneamente
baixo viés e baixa variancia, que atuam em sentidos opostos. Na pratica,
podemos estimar (1.7) para os dados do conjunto de validagao por meio de
(1.6). Também é possivel estimar Var[f(x0)], mas como f é desconhecida
nao hé como estimar o viés de f(x¢) dado que Var(ep) também nao é co-
nhecida. Em geral, métodos de aprendizado com Estatistica mais flexiveis
tém viés baixo e variancia grande. Na maioria dos casos, o erro quadratico
médio de treinamento é menor que o erro quadratico médio de validacao e
o grafico desses valores de validacdao em funcdo do nimero de parametros
de diferentes modelos, em geral, apresenta uma forma de U, resultante da

competicao entre viés e variancia.
Classificacao

Problemas de classificagcao sdo aqueles em que as respostas y1,...,Yn
sao qualitativas. Formalmente, no caso de duas classes, seja (x,y), com
x € RP ey € {—1,1}. Um classificador é uma funcao g : R — {—1,1} e a
fungao erro ou risco é a probabilidade de erro, L(g) = P{g(X) # Y'}.

Obtendo-se um estimador de g, digamos g, sua acurédcia pode ser medida
pelo estimador de L(g), chamado de taxa de erros de treinamento, que é
a proporcao de erros gerados pela aplicacao do classificador g as observacoes
do conjunto de treinamento, ou seja,

E@)= - > I #50). (19)
=1

O interesse estd na taxa de erros de validagao

Médiall(yo # 90)]; (1.9)

para as observagoes do conjunto de validagao, representadas por (xg,yo)-
Um bom classificador tem a taxa de erros de classificacao (1.9) pequena.
Pode-se provar que (1.9) é minimizado, em média, por um classificador que
associa cada observagao a classe mais provavel, dados os preditores; ou seja,
por aquele que maximiza

Py = jlx = xo). (1.10)

Tal classificador é chamado de classificador de Bayes.

No caso de duas classes, uma alternativa é classificar a observacao de
validagdo na classe -1 se P(y = —1|x = x¢) > 0,5 ou na classe 1, em caso
contrario. O classificador de Bayes produz a menor taxa de erro, dada por
1 —max; P(y = j|x = X¢), j = 1,—1. A taxa de erro de Bayes global é
1 —E[max; P(y = j|x = xg)|, em que E(-) é calculada sobre todos os valores
de x. O classificador de Bayes nao pode ser calculado na pratica, pois nao
temos conhecimento da distribuigdo condicional de y, dado x. Uma alter-
nativa é estimar essa distribuicao condicional. Detalhes serao apresentados
no Capitulo 9.
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O classificador do K-ésimo vizinho mais préximo (K-nearest neigh-
bors, KNN) estima tal distribui¢do por meio do seguinte algoritmo:

i) Escolha K > 0 inteiro e uma observagao teste xg.

ii) Identifique os K pontos do conjunto de treinamento mais préximos de
x0; chame-os de N.

iii) Estime a probabilidade condicional da classe j por meio de

. 1 .
P(y = jlx =x¢) = ?ZI(yz‘ =J).
ieN

iv) Classifique x¢ na classe com a maior probabilidade condicional.

A escolha de K crucial e o resultado depende dessa escolha. Tratamos desse
problema no Capitulo 9.

1.6.2 Aprendizado nao supervisionado

Analise de agrupamentos

Nesta categoria de técnicas incluimos aquelas cujo objetivo é agrupar os
elementos do conjunto de dados segundo com alguma medida de distancia
entre as variaveis preditoras, de modo que observagoes de um mesmo grupo
tenham uma “pequena” distancia entre elas.

Nos casos em que as as variaveis preditoras xi, ..., X, pertencem a um
espaco euclidiano p-dimensional (peso e altura, no caso bidimensional, por
exemplo), a distancia (euclidiana) definida por

d(xi,%;) = \/(fﬂﬂ —zjp)? ot (2 — 2p)?

¢é utilizada. Casos em que as varidveis preditoras pertencem a espagos nao
euclidianos (palavras num texto, por exemplo), outras distancias sdo consi-
deradas.

Os algoritmos utilizados para a implementagao das técnicas de agrupa-
mento podem partir de um tinico grupo com todos os elementos do conjunto
de dados e prosseguir subdividindo-o até que um nimero pré-fixado de gru-
pos seja obtido ou considerar, inicialmente, cada elemento como um grupo
e prosseguir combinando-os até a obtencdao do nimero de grupos desejados.

Redugao de dimensionalidade

O objetivo das técnicas consideradas nesta classe é reduzir a dimensi-
onalidade de observagoes multivariadas com base em sua estrutura de de-
pendéncia. Essas técnicas sao usualmente aplicadas em conjuntos de dados
com um grande nimero de varidveis e baseiam-se na obtencao de poucos fa-
tores, obtidos como fungoes das varidveis observadas, que conservem, pelo
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menos aproximadamente, sua estrutura de covariancia. Esses poucos fatores
podem substituir as varidveis originais em andlises subsequentes, servindo,
por exemplo, como variaveis preditoras em modelos de regressao. Por esse
motivo, a interpretacao dessas novas varidaveis é muito importante.

Dentre as técnicas mais utilizadas com essa finalidade, incluimos a analise
de componentes principais e a analise de componentes independen-
tes (ambas proporcionando a redugao da dimensionalidade dos dados).

1.7 Este livro

Um dos maiores problemas oriundos da disseminagao indiscriminada das
técnicas utilizadas em Ciéncia de Dados é a confianca exagerada nos re-
sultados obtidos da aplicacao de algoritmos computacionais. Embora sejam
essenciais em muitas situagoes, especialmente com megadados, sua utilizagao
sem o concurso dos principios do pensamento estatistico, fundamentado nas
caracteristicas de aleatoriedade e variabilidade inerentes a muitos fené6menos,
pode gerar conclusoes erradas ou nao sustentdveis. Também lembramos que
o principal componente da Ciéncia de Dados é um problema em que as
questoes a serem respondidas estejam claramente especificadas.

Independentemente do volume de dados disponiveis para analise, Ciéncia
de Dados é uma atividade multidisciplinar que envolve

um problema a ser resolvido com questoes claramente especificadas;

um conjunto de dados (seja ele volumoso ou nao);

iii) os meios para sua obtengao;
) sua organizagao;
) a especificagdo do problema original em termos das varidveis desse

conjunto de dados;
vi) a descrigao e resumo dos dados a luz do problema a ser resolvido;

vii) a escolha das técnicas estatisticas apropriadas para a resolugao desse
problema;

viii) os algoritmos computacionais necessarios para a implementacao dessas
técnicas;

ix) a apresentacao dos resultados.

Obviamente, a analise de problemas mais simples pode ser conduzida por
um estatistico (sempre em interagdo com investigadores da drea em que o
problema se insere). Em problemas mais complexos, especialmente aqueles
com grandes conjuntos de dados que possivelmente contenham imagens, sons
etc., s6 uma equipe com profissionais de diferentes dreas podera ataca-los
adequadamente. Em particular, essa equipe deve ser formada, pelo menos,
por um profissional de alguma area do conhecimento em que o problema a
ser resolvido se situa, por um estatistico, por um especialista em banco de
dados, por um especialista em algoritmos computacionais e possivelmente
por um profissional da drea de comunicagao. Se por um lado, os aspectos
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computacionais sao imprescindiveis nesse contexto, por outro, uma compre-
ensao dos conceitos basicos de Estatistica deve constar da formacao de todos
os membros da equipe.

A (bem-vinda) popularizagao das técnicas utilizadas em Ciéncia de Da-
dos nao estd isenta de problemas. Nem sempre os profissionais que se aven-
turam por essa seara tém o conhecimento bésico dos métodos estatisticos que
fundamentam os algoritmos mais empregados na andlise de dados. Nosso ob-
jetivo é preencher essa lacuna, apresentando conceitos e métodos da Analise
Exploratéria de Dados necessarios para a analise de dados e indicando como
sao empregados nos problemas praticos com que “cientistas de dados” sao
usualmente desafiados.

Embora muitos tépicos relacionados com Ciéncia dos Dados sejam abor-
dados neste livro, o foco serd na metodologia estatistica que envolve a coleta,
a organizacao, o resumo e a analise dos dados. Para um melhor entendimento
das técnicas apresentadas, em geral, usamos conjuntos de dados nao muito
volumosos, de modo que os leitores poderao reanalisid-los usando desde uma
calculadora até programas sofisticados. Desde que tenham acesso e aptidao
para lidar com software adequado, os leitores nao terao dificuldades em ana-
lisar grandes conjuntos de dados sob as mesmas perspectivas apresentadas
no texto.

Ha situagoes que um conjunto menor de dados pode ser mais 1til do que
um conjunto maior. Isto tem a ver com o equilibrio entre viés e variancia, que
é um aspecto muito importante e realgado neste texto. O viés proveniente
da andlise de megadados pode ter consequéncias severas. Um exemplo ape-
sentado em Meng (2014) mostra que em alguns casos, uma pequena amostra
aleatéria simples pode apresentar um erro quadratico médio menor do que
uma amostra administrativa (obtida observacionalmente, por exemplo) com
50% da populagao. Outro problema associado com megadados é o custo de
sua obtencao. Para uma discussao desse problema, veja Faraway e Augustin
(2018).

Além disso, segundo esses autores, a inferéncia estatistica funciona me-
lhor em conjuntos de dados menores. Métodos de aprendizado automatico
tendem a nao fornecer medidas de incerteza, focalizando em melhores pre-
visOes e classificacoes. Finalmente, esses autores ressaltam um ponto ja
exposto acima: é melhor usar conjuntos de dados menores para o ensino,
com a finalidade de garantir que os estudantes adquiram habilidades e con-
ceitos e nao somente aspectos computacionais, comuns quando se utilizam
métodos dirigidos para a andlise de megadados. Para uma discussao sobre
essa dualidade small data vs big data, veja Lindstrom (2016).

Gostarfamos de fechar essa discussao com o texto abaixo, de Faraway e
Augustin (2018), do qual a citagao desse capitulo é parte:

Data is not an end in itself but a means to an end. The end is increased
understanding, better calibrated prediction etc. More is not always better
if this comes with increased costs. Data is sometimes viewed as something
fized that we have to deal with. It might be better to view it as a resource.
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We do not aim to use as many resources as possible. We try to use as
few resources as possible to obtain the information we need. We have seen
the benefit of big data but we are now also realizing the extent of associated
damage. The modern environmental movement started in reaction to the
excess of resource extraction. It advocates an approach that minimizes the
use of resources and reduces the negative externalities. We believe the same
approach should be taken with data: Small is beautiful.

O plano do livro é o seguinte. Nos Capitulos 2 a 7 apresentamos as
bases para analise exploratoria de dados. O Capitulo 2 é dedicado a
preparacao dos dados, geralmente apresentados de forma inadequada para
andlise. Nos Capitulos 3 a 5 dedicamo-nos a discussao de alguns concei-
tos basicos, como distribuicao de frequéncias, variabilidade e associacao en-
tre variaveis, além de métodos de resumo de dados por meio de tabelas e
graficos. Para efeito didatico, discutimos separadamente os casos de uma,
duas ou mais que duas varidveis. Técnicas de regressao, essenciais para
o entendimento da associacao entre uma ou mais varidveis explicativas e
uma, variavel resposta sao discutidas no Capitulo 6. O Capitulo 7 trata de
técnicas de andlise de sobrevivéncia, que essencialmente considera modelos
de regressao em que a variavel resposta é o tempo até a ocorréncia de um
evento de interesse.

Os Capitulos 8, 9, 10, 11 e 12 incluem os tépicos de aprendizado super-
visionado. Em particular, no Capitulo 8, tratamos de extensoes dos mode-
los de regressao bastante utilizadas para previsao e classificagdo, incluindo
modelos de regularizagao e modelos aditivos generalizados. O Capitulo 9 é
dirigido a técnicas cldssicas como regressao logistica, funcao discriminante
de Fisher etc., empregadas para classificacao. Os Capitulos 10 e 11 abordam
outras técnicas utilizadas para classificagdo ou previsao como os algoritmos
de suporte vetorial, arvores e florestas e o Capitulo 12 trata de redes neurais.

O aprendizado nao supervisionado é abordado nos Capitulos 13 e
14, em que apresentamos métodos utilizados para agrupar dados e reduzir
a dimensao do conjunto de varidveis disponiveis por meio de combinagoes
delas. Neste contexto, nao ha distingao entre variaveis preditoras e respostas
e o objetivo é o entendimento da estrutura de associagao entre elas. Com essa
finalidade, consideramos andalise de agrupamentos, analise de componentes
principais e analise de componentes independentes.

Conceitos basicos de otimizagao numérica, simulagao e técnicas de dados
aumentados sdo apresentados nos Apéndices A, B e C.

O texto podera ser utilizado em programas de bacharelado em Estatistica
(especialmente na disciplina de Estatistica Descritiva com os capitulos 1 a
8 ou 9 e na disciplina de Estatistica Aplicada, com a inclusido dos capitulos
restantes). Além disso, poderd ser utilizado como introdugao a Ciéncia de
Dados em programas de pds-graduacao e também servird para “cientistas
de dados” que tenham interesse nos aspectos que fundamentam andlise de
dados.

Embora muitos calculos necessarios para uma andlise estatistica possam
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ser concretizados por meio de calculadoras ou planilhas eletronicas, o recurso
a pacotes computacionais é necessario tanto para as analises mais sofisticadas
quanto para andlises extensas. Neste livro usaremos preferencialmente o
repositério de pacotes estatisticos R, obtido livremente em Comprehensive
R Archive Network, CRAN, no site

http://CRAN.R-project.org.

Dentre os pacotes estatisticos disponiveis na linguagem R, aqueles mais
utilizados neste texto sao: adabag, caret, cluster, e1l071, forecast,
ggplot2, gam, MASS, mgcv, randomForests, xgboost. As fungoes de
cada pacote necessarias para a realizacao das andlises serdo indicadas ao
longo do texto.

Pacotes comerciais alternativos incluem SPlus, Minitab, SAS, MatLab etc.

1.8 Conjuntos de dados

Alguns conjuntos de dados analisados sao dispostos ao longo do texto; outros
sao apresentados em planilhas Excel em arquivos disponiveis no formato

http://www.ime.usp.br/~jmsinger/MorettinSinger/arquivo.xls

Por exemplo, no site

http://www.ime.usp.br/~jmsinger/MorettinSinger/coronarias.xls

encontramos uma planilha com dados de um estudo sobre obstrugao corona-
riana; quando pertinentes, detalhes sobre as variaveis observadas no estudo
estarao na aba intitulada “descricao”; os dados estao dispostos na aba inti-
tulada “dados”. Conjuntos de dados também poderao ser referidos por meio
de seus enderecos URL. Quando necessario, indicaremos os sites em que se
podem obter os dados utilizados nas anédlises.

Nas Tabela 1.1 e 1.2 listamos os principais conjuntos de dados e uma
breve descricao de cada um deles.

Tabela 1.1: Conjuntos de dados para alguns exemplos e exercicios do livro

Roétulo Descricao

acoes Indice BOVESPA e preco de agoes da Vale e da Petrobras
adesivo Resisténcia de adesivos dentarios

antracose Depdsito de fuligem em pulmoes

arvores Concentracao de elementos quimicos em cascas

de arvores
bezerros ~ Medida longitudinal de peso de bezerros
ceagfgv Questiondrio respondido por 50 alunos da FGV-SP
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Tabela 1.2: Conjuntos de dados para alguns exemplos e exercicios do livro

Rotulo Descricao

cidades Dados demograficos de cidades brasileiras

coronarias Fatores de risco na doenca coronariana

covid Internacoes por causas respiratérias em SP

covid2 Infecgoes por COVID19 no Brasil

disco Deslocamento do disco temporomandibular

distancia Distancia para distinguir objeto em funcao da idade

empresa Dados de funcionérios de uma empresa

endometriose Estudo sobre endometriose

endometriose2 Estudo sobre endometriose (1500 pacientes)

entrevista Comparacao intraobservadores em entrevista psicolégica

esforco Respostas de cardiacos em esteira ergométrica

esquistossomose  Testes para diagnéstico de esquistossomose

esteira Medidas obtidas em testes ergométricos (parcial)

figado Relagao entre volume e peso do lobo direito de figados
em transplantes intervivos

figadodiag Medidas radiolégicas e intraoperatorias de alteragoes
anatomicas do figado

freios Estudo de sobrevivéncia envolvendo pastilhas de freios

hiv Sobrevivéncia de pacientes HIV

inibina Utilizagao de inibina como marcador de reserva ovariana

lactato Concentracao de lactato de s6dio em atletas

manchas Ntumero de manchas solares

morfina Estudo sobre concentragao de morfina em cabelos

municipios Populagoes dos 30 maiores municipios do Brasil

neonatos Pesos de recém nascidos

palato Estudo sobre efeito de peréxido de hidrogénio na
em palatos de sapos

piscina Estudo de sobrevivéncia experimental com ratos

placa Indice de remocao de placa dentaria

poluicao Concentragao de poluentes em Sao Paulo

precipitacao Precipitagao em Fortaleza, CE, Brasil

producao Dados hipotéticos de producao de uma empresa

profilaxia pH da placa bacteriana sob efeito de enxaguatorio

regioes Dados populacionais de estados brasileiros

rehabcardio Rehabilitagao de pacientes de infartos

rotarod Tempo com que ratos permanecem em cilindro rotativo

salarios Salarios de profissionais em diferentes paises

socioecon Variaveis socioeconémicas para setores censitdrios de SP

sondas Tempos de sobrevivéncia de pacientes de cancer com
diferentes tipos de sondas

suicidios Frequéncia de suicidios por enforcamento em Sao Paulo

temperaturas Temperaturas mensais em Ubatuba e Cananéia

tipofacial Classificagao de tipos faciais

veiculos Caracteristicas de automdéveis nacionais e importados

vento Velocidade do vento no aeroporto de Philadelphia
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1.9 Notas de capitulo

1) Apresentamos, a seguir, a primeira pagina do artigo de Alan Turing,
publicado na revista Mind, em 1950.

Vor. Lix. No. 2386.] [October, 1950

MIND

A QUARTERLY REVIEW
oF

PSYCHOLOGY AND PHILOSOPHY

I.—.COMPUTING MACHINERY AND
INTELLIGENCE

By A.M. TuriNg

1. The Imitation Game.

I PROPOSE to consider the question, ‘ Can wachines think 2’
This should begin with definitions of the meauning of the terms
‘ machine ’ and ¢ think ’. The definitions might be framed 8o as to
reflect so far as possible the normal use of the words, but this
attitude is dangerous. If the meaning of the words ‘ machine’
and ‘ think ’ are to be found by examining how they are commonly
used it is difficult to escape the conclusion that the meaning
and the answer to the question, ‘ Can machines think ? ’ is to be
sought in a statistical survey such as a Gallup poll. But this is
absurd. Instead of attempting such a definition I shall replace the
question by another, which is closely related to it and is expressed
in relatively unambiguous words.

The new form of the problem can be described in terms of
a game which we call the ‘ imitation game’. It is played with
three people, a man (A), a woman (B), and an interrogator (C) who
may be of either sex. The interrogator stays in a room apart
from the other two. The object of the game for the interrogator
is to determine which of the other two is the man and which is
‘the woman. He knows them by labels X and Y, and at the end
of the game he says either * X is Aand Yis B’or ‘X isBand Y
is A’. The interrogator is allowed to put questions to A and B
thus :

C: Will X please tell me the length of his or her hair ?

Now suppose X is actually A, then A must answer. It is A’s
28 433

2) Apresentamos, abaixo, a primeira pdgina do Projeto de TA de Dart-
mouth, publicado originalmente em 1955, e reproduzido na revista Al
Magazine, de 2006.

Morettin & Singer - outubro/2021

6107 Aeniged |z uo Jasn o) - 0jned 0ES 8p SpePISISAILN AQ 85Z986/6EH/9E/X I TAVRASe-8lN e pUILUWOY dno'DIWLBPEoE Sy Wol papeojumog



1.

ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS

21

Articles

12 AT MAGAZINE

O modelo geral

Al Magazine Volume 27 Number 4 (2006) (© AAAI)

A Proposal for the
Dartmouth Summer
Research Project on

Artificial Intelligence

August 31, 1955

John McCarthy, Marvin L. Minsky,
Nathaniel Rochester,
and Claude E. Shannon

B The 1956 Dartmouth summer research project on
artificial intelligence was initiated by this August
31, 1955 proposal, authored by John McCarthy,
Marvin Minsky, Nathaniel Rochester, and Claude
Shannon. The original typescript consisted of 17
pages plus a title page. Copies of the typescript are
housed in the archives at Dartmouth College and
Stanford University. The first 5 papers state the
proposal, and the remaining pages give qualifica-
tions and interests of the four who proposed the
study. In the interest of brevity, this article repro-
duces only the proposal itself, along with the short
autobiographical statements of the proposers.

e propose that a 2 month, 10 man
Wstudy of artificial intelligence be car-

ried out during the summer of 1956
at Dartmouth College in Hanover, New Hamp-
shire. The study is to proceed on the basis of
the conjecture that every aspect of learning or
any other feature of intelligence can in princi-
ple be so precisely described that a machine
can be made to simulate it. An attempt will be
made to find how to make machines use lan-

guage, form abstractions and concepts, solve
kinds of problems now reserved for humans,
and improve themselves. We think that a sig-
nificant advance can be made in one or more
of these problems if a carefully selected group
of scientists work on it together for a summer.

The following are some aspects of the artifi-
cial intelligence problem:

1. Automatic Computers

If a machine can do a job, then an automatic
calculator can be programmed to simulate the
machine. The speeds and memory capacities of
present computers may be insufficient to sim-
ulate many of the higher functions of the
human brain, but the major obstacle is not lack
of machine capacity, but our inability to write
programs taking full advantage of what we
have.

2. How Can a Computer be
Programmed to Use a Language

It may be speculated that a large part of human
thought consists of manipulating words
according to rules of reasoning and rules of
conjecture. From this point of view, forming a
generalization consists of admitting a new

3) Modelos para andlise de séries temporais

Consideremos uma série temporal multivariada z;,t = 1,...,T em

que z; contém valores de d varidveis e uma série temporal univariada

Y, t =1,...,7. O objetivo é fazer previsoes de Y;, para horizontes
ty ) ) [2)

h = 1,...,H, com base nos valores passados de Y; e de z;.

Uma

suposigao bdsica é que o processo {Y;,z:}, t > 1 seja estaciondrio
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fraco (ou de segunda ordem), veja Morettin (2017), com valores em
R*1. Para p > 1, consideramos o processo vetorial n-dimensional

xt =Y 1,....Ysp,2) ...,z )", comn=p+dr+1).

O modelo a considerar é uma extensao do modelo (1.3), ou seja,

Yt:f(xt)—i—et, tzl,,T (111)

Como em (1.3), f é uma fungado desconhecida e e; tem média zero e
variancia finita. O objetivo é estimar f e usar o modelo para fazer
previsoes para um horizonte h por meio de

n+h:fh(Xt)+€t+h, hzl,...,H,t:17...,T.

Para uma avaliagao do método de previsao, a acuracia é
Ap(xt) = |fn(xt) — fr(xe)]-

Em geral, a norma L, é E{|Ax(x¢)|}9, sendo que as mais comumente
usadas consideram ¢ = 1 (correspondente ao erro de previsao absoluto
médio) ou ¢ = 2 (correspondente ao errode previsao quadratico médio).
A raiz quadrada dessas medidas também é utilizada.

Escolhendo-se uma funcao perda, o objetivo é selecionar fj a partir de
um conjunto de modelos que minimize o risco, ou seja, o valor esperado
da norma L.

Modelos lineares
Modelos frequentemente usados tém a forma (1.11) em que f(x) =
B'x, com B denotando um vetor de R™. Estimadores de minimos

quadrados nao sao unicos se n > 1. A ideia é considerar modelos
lineares com alguma funcao de penalizacao, ou seja que minimizem

T—h

QB => (Y —B'x)* +p(B),

t=1
em que p(B) depende, além de B3, de Z;, de um parametro de sua-
vizagao A e de eventuais hiperparametros.

Este processo denomina-se regularizagao. Ha varias formas de re-
gularizacao como aquelas conhecidas por Ridge, Lasso, Elastic Net e
generalizacoes. Detalhes sobre esses processos de regularizacao sao
apresentados no Capitulo 8.

Modelos nao lineares
Num contexto mais geral, o objetivo é minimizar

T—h

SU) = 3 Wen — )%,

t=1
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para f pertencendo a algum espago de fun¢oes H. Por exemplo, pode-
mos tomar f como uma funcao continua, com derivadas continuas, ou
f apresentando alguma forma de descontinuidade etc. Esses espagos,
sao, em geral, de dimensao infinita e a solugao pode ser complicada.
Para contornar esse problema, pode-se considerar uma colecao de
espagos de dimensao finita Hgy, para d = 1,2,..., de tal sorte que
Hq convirja para H segundo alguma norma. Esses espacos sao deno-
minados espagos peneira (sieve spaces). Para cada d, consideramos
a aproximacao

J
hd(Xt) = Z /thj (Xt)7
j=1

em que h;(-) sdo fungoes base para Hg e tanto J como d sao fungoes
de T'. Podemos usar splines, polindmios, funcoes trigonométricas, on-
daletas etc. como funcoes base. Veja Morettin (2014) para detalhes.

Se as fungoes base sao conhecidas, elas sao chamadas de peneiras line-
ares (linear sieves) e se elas dependem de parametros a estimar, sao
chamadas peneiras nao lineares (nonlinear sieves).

FExemplos de peneiras nao lineares sao as arvores de decisao e as re-
des neurais, estudadas nos capitulos 11 e 12, respectivamente. Esses
capitulos sao dedicados a observacoes de varidveis independentes e
identicamente distribuidas. O caso de séries temporais é mais compli-
cado e foge ao escopo deste texto. Apresentaremos apenas algumas
ideias relacionadas a esse topico.

O método de peneiras é usado em Teoria dos Numeros para obtencao
de niimeros primos. Por exemplo, a peneira de Eratdstenes é um antigo
algoritmo grego para encontrar todos os nimeros primos até um dado
limite. Esse método também foi usado por Bickel et al. (1998) em
testes de hipdteses. A ideia é aproximar uma expansio de uma funcao
por meio de fungOes base, como no caso de séries de Fourier, por
uma série de poténcias truncada. No caso desse trabalho, trata-se
de aproximar um conjunto grande de alternativas para determinado
teste por uma classe de medidas de probabilidade que convergem (em
distribuicao) para a verdadeira medida de probabilidade.

Redes neurais

As redes neurais sao formas de peneiras nao lineares e podem ser clas-
sificadas como rasas (shallow) ou profundas (deep). Uma rede neu-
ral mais comum é aquela que chamamos de proalimentada (feed-
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forward), definida por
Jr
ha(x¢) = Bo + > _ BiS(v] %t + 705)
j=1

Jr
=B+ BiS(H, %), (1.12)
j=1

em que X¢ = (1,x/) 7. Aqui, Sj(-) ¢ uma fungao base, 5, = (’yoj,'ij)T

e
© = (/807"'761677:—{7"'77;7“)—'—'

As fungoes base S(-) sdo chamadas fungoes de ativagao e os ele-
mentos de O, de pesos. Os termos na soma sao chamados neurdnios
ocultos e (1.12) é uma rede neural com uma camada oculta. Detalhes
sao apresentados no Capitulo 12.

Para encontrar o valor minimo de ® usa-se regularizagdo em con-
juncao com métodos bayesianos ou uma técnica chamada abandono
(dropout). Veja Masini et al. (2021) para detalhes.

No caso de redes neurais profundas, mais camadas ocultas sdo intro-
duzidas no modelo (1.12) e uma representacao analitica é também
possivel.
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PARTE I: ANALISE
EXPLORATORIA DE
DADOS

A primeira parte deste texto é dedicada a discussao de alguns conceitos
bésicos, como distribuicao de frequéncias, variabilidade e associacao en-
tre varidveis, além de métodos de resumo de dados por meio de tabelas
e graficos. Para efeito didatico, discutimos separadamente os casos de uma,
duas ou mais que duas variaveis. Consideramos técnicas de regressao, es-
senciais para o entendimento da associacdo entre uma ou mais varidveis
explicativas e uma varidvel resposta. Nesse contexto, incluimos andlise de
sobrevivéncia, em que a variavel resposta é o tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse. Os conceitos e técnicas aqui abordados servem de
substrato e sao imprescindiveis para a compreensao e aplicacao adequada
das técnicas estatisticas de andlise apresentadas nas Partes II e III.
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CAPITULO 2

Preparacao dos dados

A statistician working alone is a statistician making mistakes.

David Byar

2.1 Consideracoes preliminares

Em praticamente todas as areas do conhecimento, dados sao coletados com
o objetivo de obtencao de informacao. Esses dados podem representar uma
populagao (como o censo demogréfico) ou uma parte (amostra) dessa po-
pulagdo (como aqueles oriundos de uma pesquisa eleitoral). Eles podem ser
obtidos por meio de estudos observacionais (como aqueles em que se exami-
nam os registros médicos de um determinado hospital), de estudos amostrais
(como pesquisas de opinido) ou experimentais (como ensaios clinicos).

Mais comumente, os dados envolvem valores de varias varidveis, obtidos
da observacao de unidades de investigagao que constituem uma amostra
de uma populacao. As unidades de investigagdo sao os entes (individuos,
animais, escolas, cidades etc.) em que as varidveis serao observadas. Num
estudo em que se pretende avaliar a relagao entre peso e altura de adultos,
as unidades de investigacao sao os adultos e as varidveis a serem obser-
vadas sao peso e altura. Em outro estudo, em que se pretenda comparar
agéncias bancarias com relagao ao desempenho medido em termos de dife-
rentes varidveis, as unidades de investigacao sao as agéncias e as varidveis
podem ser, por exemplo, saldo médio dos clientes, nimero de funcionarios e
total de depdsitos em cadernetas de poupanca.

A anélise de dados amostrais possibilita que se faca inferéncia sobre
a distribuicao de probabilidades das varidveis de interesse, definidas so-
bre a populagao da qual a amostra foi (a0 menos conceitualmente) colhida.
Nesse contexto, a Estatistica é uma ferramenta importante para organiza-
los, resumi-los, analisid-los e utiliza-los para tomada de decisdes. O ramo
da Estatistica conhecido como Andlise Exploratéria de Dados se ocupa
da organizacao e resumo dos dados de uma amostra ou, eventualmente, de
toda a populacao e o ramo conhecido como Inferéncia Estatistica se re-
fere ao processo de se tirar conclusdes sobre uma populacao com base em
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uma amostra dela.
A abordagem estatistica para o tratamento de dados envolve:

i) O planejamento da forma de coleta em funcao dos objetivos do estudo.

ii) A organizagdo de uma planilha para seu armazenamento eletronico;
no caso de megadados, a organizagdo de um banco de dados (data
warehouse) pode ser necessaria (ver Nota de Capitulo 1).

iii) O seu resumo por meio de tabelas e graficos.

iv) A identificac@o e corregao de possiveis erros de coleta e/ou digitagao.

v) A proposta de modelos probabilisticos baseados na forma de coleta
dos dados e nos objetivos do estudo; a finalidade desses modelos é
relacionar a amostra (se for o caso) a populagdo para a qual se quer
fazer inferéncia.

vi) A proposta de modelos estruturais para os parametros do modelo
probabilistico com a finalidade de representar relacoes entre as ca-
racteristicas (varidveis) observadas. Num modelo de regressao, por
exemplo, isso corresponde a expressar a média da varidvel resposta
como fungao dos valores de uma ou mais varidveis explicativas.

vii) A avaliagdo do ajuste do modelo aos dados por meio de técnicas de
diagnéstico e/ou simulagao.

viii) A reformulagao e reajuste do modelo & luz dos resultados do diagndstico
e/ou de estudos de simulagao.

ix) A tradugao dos resultados do ajuste em termos nao técnicos.

O item i), por exemplo, pode ser baseado em uma hipdtese formulada
por um cientista. Numa tentativa de comprovar a sua hipétese, ele identifica
as varidveis de interesse e planeja um experimento (preferencialmente com
o apoio de um estatistico) para a coleta dos dados que serao armazenados
numa planilha. Um dos objetivos deste livro é abordar detalhadamente os
itens ii), iii), iv) e viii), que constituem a esséncia da Estatistica Descritiva,
com referéncias eventuais aos itens v), vi), vii), viii) e ix), que formam
a base da Inferéncia Estatistica. Esses itens servem de fundamento para
as principais técnicas utilizadas em Ciéncia de Dados, cuja apresentacao
constitui outro objetivo do texto.

Exemplo 2.1: Se quisermos avaliar a relacao entre o consumo (varidvel
() e renda (varidvel Y') de individuos de uma populacao, podemos escolher
uma amostra! de n individuos dessa populacdo e medir essas duas varidveis
nesses individuos, obtendo-se o conjunto de dados {(Y1,C4), ..., (Y,,Cn)}.

Para saber se existe alguma relacao entre C e Y podemos construir um
grafico de dispersao, colocando a variavel Y no eixo das abscissas e a varidvel

'Em geral, a amostra deve ser obtida segundo alguns critérios que servirdo para fun-
damentar os modelos utilizados na inferéncia; mesmo nos casos em que esses critérios néo
séo seguidos, as técnicas abordadas neste texto podem ser utilizadas para o entendimento
das relagOes entre as varidveis observadas. No Capitulo 3 definiremos formalmente o que
se chama uma amostra aleatéria simples retirada de uma populacao.

Morettin & Singer - outubro/2021



2. PREPARACAO DOS DADOS 29

C' no eixo das ordenadas. Obteremos uma nuvem de pontos no plano (Y,C),
que pode nos dar uma ideia de um modelo relacionando Y e C. No Capitulo
4 trataremos da analise de duas varidveis e, no Capitulo 6, estudaremos os
chamados modelos de regressao, que sao apropriados para o exemplo em
questdao. Em Economia, sabe-se, desde Keynes, que o gasto com o consumo
de pessoas (C') é uma fungao da renda pessoal disponivel (Y), ou seja

C = f(v),

para alguma funcao f.

Para se ter uma ideia de como é a funcao f para essa populagao, podemos
construir um grafico de dispersao entre Y e C'. Com base em um conjunto
de dados hipotéticos com n = 20, esse grafico esta apresentado na Figura
2.1 e é razoavel postular o modelo

Ci=a+p8Y;+e, i=1,....n, (2.1)
em que (Y;,C;), i = 1,...,n sao os valores de Y e C efetivamente obser-
vados e e;, © = 1,...,n sao variaveis nao observadas, chamadas erros. No

jargao econOmico, o parametro a é denominado consumo auténomo e 3
representa a propensao marginal a consumir. A reta representada no
grafico foi obtida por meio dos métodos discutidos no Capitulo 6. Nesse
caso, obtemos a = 1,44 e f = 0,73, aproximadamente. O resultado sugere
o consumo médio de individuos com renda nula é 1,44 e que esse consumo
aumenta de 0,73 para cada incremento de uma unidade na renda. Deta-
lhes sobre essa interpretagao serao discutidos no Capitulo 6. Para diferentes
populagoes poderemos ter curvas (modelos) diferentes para relacionar Y e

C.

Consumo (C)

1.5
L

T
0.5 1.0 15 2.0
Renda (Y)

Figura 2.1: Relagao entre renda e consumo de 20 individuos.
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2.2 Planilhas de dados

Planilhas de dados (usualmente eletronicas) s@o matrizes em que se arma-
zenam dados com o objetivo de permitir sua andlise estatistica. Em geral,
cada linha da matriz de dados corresponde a uma unidade de investigacao
(e.g., unidade amostral) e cada coluna, a uma varidvel. Uma planilha de
dados bem elaborada contribui tanto para o entendimento do processo de
coleta de dados e especificacao das varidaveis sob investigacao quanto para
a proposta de uma analise estatistica adequada. A primeira etapa da cons-
trugdo de uma planilha de dados consiste na elaboracao de um dicionario
com a especificagao das varidveis, que envolve

i) sua definigao operacional (ver Nota de Capitulo 2);

ii) a atribuicao de rétulos as varidveis (esses rétulos devem ser preferen-
cialmente mnemonicos e grafados com letras minusculas e sem acentos
para facilitar a digitagao e leitura por pacotes computacionais);

iii) a especificacao das unidades de medida ou definigdo de categorias;
para variaveis categorizadas, convém atribuir valores numéricos as ca-
tegorias com a finalidade de facilitar a digitagao e evitar erros (veja a
varidvel Sexo do recém-nascido na Tabela 2.1);

iv) a atribuicdo de um cédigo para valores omissos (missing);

v) a indicagdo de como devem ser codificados dados abaixo do limite de
detecgao (e.g., < 0,05 ou 0,025 se considerarmos que medidas abaixo
do limite de deteccao serao definidas como o ponto médio entre 0,00 e
0,05);

vi) a especificacao do nimero de casas decimais (correspondente a precisao
do instrumento de medida) - ver Notas de Capitulo 3 e 4;

vii) a indicagdo, quando pertinente, de limites (inferiores ou superiores)
para facilitar a identificacao de erros; por exemplo, o valor minimo
para aplicacao num fundo de acoes é de R$ 2000,00;

viii) o mascaramento (por meio de um cédigo de identificagao, por exemplo)
de informagoes sigilosas ou confidenciais como o nome de pacientes de
ensaios clinicos.

Algumas recomendacoes para a construcao de planilhas eletronicas de dados
sa0:

i) nao utilizar limitadores de celas (borders) ou cores;
ii) reservar a primeira linha para os rétulos das varidveis;

iii) ndo esquecer uma coluna para a varidvel indicadora das unidades de
investigacao (evitar informagoes confidenciais como nomes de paci-
entes); essa varidvel é til para a corregdo de erros identificados na
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andlise estatistica além de servir como elo de ligacao entre planilhas
com diferentes informagdes sobre as unidades de investigacao;

iv) escolher ponto ou virgula para separacio de casas decimais?;

v) especificar o nimero de casas decimais (ver Nota de Capitulo 3);

vi) formatar as celas correspondentes a datas para manter a especificagao
uniforme (dd/mm/aaaa ou mm/dd/aaaa, por exemplo).

Exemplo 2.2: Consideremos os dados extraidos de um estudo realizado
no Instituto de Ciéncias Biomédicas da Universidade de Sao Paulo com o
objetivo de avaliar a associacao entre a infeccao de gestantes por malaria e a
ocorréncia de microcefalia nos respectivos bebés. O diciondrio das varidveis
observadas esta indicado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dicionario para as variaveis referentes ao Exemplo 2.2

Rétulos Variavel Unidade de medida
id identificador de paciente
idade Idade da mae anos
nmal Quantidade de malarias durante a gestacao numero inteiro
parasit Espécie do parasita da malaria 0: nao infectada
1: P. vivax
2: P. falciparum
3: maldria mista
4: indeterminado
ngest Paridade (quantidade de gestacoes) Numero inteiro
idgest Idade gestacional no parto semanas
sexrn Sexo do recém-nascido 1: masculino
2: feminino
pesorn Peso do recém-nascido g
estrn Estatura do recém-nascido cm
pcefal Perimetro cefdlico do recém-nascido cm
Obs: Observagoes omissas sao representadas por um ponto

Um exemplo de planilha de dados contendo observacgoes das varidveis
descritas na Tabela 2.1 estd representado na Figura 2.23 Observe que neste
conjunto de dados, as unidades de investigagao sao os pares (gestante+recém
nascido). Ha varidveis observadas tanto na gestante quanto no recém nascido
e espera-se alguma dependéncia entre as observagoes realizadas no mesmo
par mas nao entre observacoes realizadas em pares diferentes.

2Embora a norma, brasileira ABNT indique a virgula para separacio de casas decimais,
a maioria dos pacotes computacionais utiliza o ponto com essa funcao; por essa razao é
preciso tomar cuidado com esse detalhe na construgao de planilhas a serem analisadas
computacionalmente. Em geral, adotaremos a norma brasileira neste texto.

3Representamos tabelas e planilhas de forma diferente. Planilhas séo representadas no
texto como figuras para retratar o formato com que sdo apresentadas nos software mais
utilizados, como o Excel.
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id | idade | nmal | parasit | ngest | idgest | sexrn | pesorn | estrn | pcefal
1 25 0 0 3 38 2 3665 46 36
2 30 0 0 9 37 1 2880 44 33
3 40 0 0 1 41 1 2960 52 35
4 26 0 0 2 40 1 2740 47 34
5 . 0 0 1 38 1 2975 50 33
6 18 0 0 38 2 2770 48 33
7 20 0 0 41 1 2755 48 34
8 15 0 0 39 1 2860 49 32
9 . 0 0 . 42 2 3000 50 35

10 18 0 0 1 40 1 3515 51 34

11 17 0 0 2 40 1 3645 54 35

12 18 1 1 3 40 2 2665 48 35

13 30 0 0 6 40 2 2995 49 33

14 19 0 0 1 40 1 2972 46 34

15 32 0 0 5 41 2 3045 50 35

16 32 0 0 8 38 2 3150 44 35

17 18 0 0 2 40 1 2650 48 33.5

18 18 0 0 1 41 1 3200 50 37

19 19 0 0 1 39 1 3140 48 32

20 18 0 0 2 40 1 3150 47 35

Figura 2.2: Planilha com dados referentes ao Exemplo 2.2.

Neste livro estamos interessados na anélise de conjuntos de dados, que
podem ser provenientes de populacoes, amostras ou de estudos observaci-
onais. Para essa analise usamos tabelas, graficos e diversas medidas de
posigao (localizacao), variabilidade e associa¢ao, com o intuito de resumir e
interpretar os dados.

Exemplo 2.3: Na Tabela 2.2 apresentamos dados provenientes de um es-
tudo em que o objetivo é avaliar a variacao do peso (kg) de bezerros subme-
tidos a uma determinada dieta entre 12 e 26 semanas apds o nascimento.

Dados com essa natureza sao chamados de dados longitudinais por
terem a mesma caracteristica (peso, no exemplo) medida ao longo de uma
certa dimensao (tempo, no exemplo). De acordo com nossa especificacao, ha
nove varidveis na Tabela 2.2, nomeadamente, Animal, Peso na 12a semana,
Peso na 14a semana etc. Para efeito computacional, no entanto, esse tipo
de dados deve ser disposto numa planilha de dados com formato diferente
(as vezes chamado de formato longo) como indicado na Figura 2.3.

Nesse formato apropriado para dados longitudinais (ou mais geralmente,
para medidas repetidas), hd apenas trés variaveis, a saber, Animal, Semana
e Peso. Note que o rétulo da mesma unidade amostral (animal, neste caso)
é repetido na primeira coluna para caracterizar a natureza longitudinal dos
dados. Ele é especialmente adequado para casos em que as unidades de
investigacao sao avaliadas em instantes diferentes.
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Tabela 2.2: Peso de bezerros (kg)

Semanas apds nascimento
animal 12 14 16 18 20 22 24 26

1 541 654 751 87,0 98,0 108,7 1242 1313
2 91,7 1040 119,2 1331 1454 1565 1672 176,8
3 64,2 81,0 91,5 1069 117,01 127,7 1442 1549
4 70,3 80,0 90,0 102,66 101,2 1204 130,9 137.1
5 68,3 77,2 84,2 962 1041 1140 1230 1320
6 43,9 481 583 68,6 785 868 999 106,2
7 874 954 1105 1225 1270 1363 1448 1515
8 745 86,8 944 103,66 110,7 120,0 126,77 1322
9 505 55,0 59,1 68,9 782 751 790 770
10 91,0 955 1098 1249 1359 1480 1545 167,6
11 833 89,7 997 110,0 1208 1351 141,5 157,0
12 763 808 942 102,6 111,0 1156 1214 1345
13 559 61,1 67,7 80,9 930 100,1 103,2 108,0
14 761 81,1 846 89,8 974 1110 120,2 134,2
15 56,6 63,7 70,1 744 851 902 96,1 103,6

animal | semana | peso
1 12 54,1
1 14 65,4
1 24 124,2
1 26 131,3
2 12 91,7
2 14 104,0
2 26 176,8
15 12 56,6
15 26 103,6

Figura 2.3: Planilha computacionalmente adequada para os dados do Exemplo
2.3.

Na Figura 2.4 apresentamos um exemplo em que o diametro da aorta
(mm) de recém nascidos pré termo, com peso adequado (AIG) ou pequeno
(PIG) para a idade gestacional foi avaliado até a 40a semana pés concepgao.
Note que o nimero de observacoes pode ser diferente para as diferentes
unidades de investigagao. Esse formato também é comumente utilizado para
armazenar dados de séries temporais.
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grupo | ident | sem | diam
AIG 2 30 7,7
AIG 2 31 8,0
AIG 2 36 9,8
AIG 12 28 7,1
AIG 12 29 7,1
AlG 12 30 9,4
PIG 17 33 7,5
PIG 17 34 7,7
PIG 17 36 8,2
PIG 29 26 6,3
PIG 29 27 6,5
PIG 29 31 7,2
PIG 29 32 7,2

Figura 2.4: Planilha com didmetro da aorta (mm) observado em recém nascidos

pré termo.

Exemplo 2.4: Os dados da Tabela 2.3 foram extraidos de um estudo sobre
gestacoes gemelares com medidas de varias caracteristicas anatomicas de
fetos de gestantes com diferentes idades gestacionais (semanas).

Tabela 2.3: Didmetro biparietal medido ultrassonograficamante (cm)

Idade Diametro biparietal
Gestante gestacional Feto 1 Feto 2
1 28 7,8 7,5
2 32 8,0 8,0
3 25 5,8 5,9
34 32 8,5 7,2
35 19 3,9 4,1

Embora as medidas tenham sido observadas nos dois fetos, a unidade
de investigagao é a gestante, a varidvel explicativa é sua idade gestacional e
as duas varidveis respostas sao os diametros biparietais observados nos dois
fetos. Espera-se que os diametros biparietais observados nos dois fetos da
mesma gestante sejam dependentes. Esse tipo de dados tem uma estrutura
hierarquica ou por conglomerados, em que os dois fetos estdo aninhados
na gestante. Tanto dados com essa natureza quanto dados longitudinais sao
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casos particulares daquilo que se chama dados com medidas repetidas
que essencialmente sao dados em que a mesma variavel resposta é observada
duas ou mais vezes em cada unidade de investigacao.

Em geral, dados armazenados em planilhas eletronicas devem ser apro-
priadamente transformados para anélise por algum software estatistico (como
o R). Nesse contexto, convém ressaltar que esses software tratam varidveis
numéricas (peso, por exemplo) e alfanumeéricas (bairro, por exemplo)
de forma diferente. Além disso, observacbes omissas também requerem
simbolos especificos. Cuidados nessa formatacao dos dados apresentados
em planilhas eletrénicas sao importantes para evitar problemas na andlise.

2.3 Construgao de tabelas

A finalidade primordial de uma tabela é resumir a informacao obtida dos
dados. Sua construcao deve permitir que o leitor entenda esse resumo sem
a necessidade de recorrer ao texto. Algumas sugestoes para construcao de
tabelas estao apresentadas a seguir.

1) Nao utilize mais casas decimais do que o necessario para nao dificultar
as comparacoes de interesse. A escolha do numero de casas decimais
depende da precisao do instrumento de medida e/ou da importancia
pratica dos valores representados. Para descrever a reducao de peso
apés um meés de dieta, por exemplo, é mais conveniente representa-
lo como 6 kg do que como 6,200 kg. Além disso, quanto mais casas
decimais forem incluidas, mais dificil é a comparacao. Por exemplo,
compare a Tabela 2.4 com a Tabela 2.5.

Observe que calculamos porcentagens em relagao ao total de cada li-
nha. Poderiamos, também, ter calculado porcentagens em relagao ao
total de cada coluna ou porcentagens em relacao ao total geral (50).
Cada uma dessas maneiras de se calcular as porcentagens pode ser
util para responder diferentes questoes. Esse topico serd discutido no
Capitulo 4.

Tabela 2.4: Numero de alunos

Estado Bebida preferida Total
civil nao alcodlica  cerveja  outra alcodlica

Solteiro 19 (53%) 7 (19%) 10 (28%) 36 (100%)

Casado 3 (25%) 4 (33%) 5 (42%) 12 (100%)

Outros 1 (50%) 0 (0%) 1 (50%) 2 (100%)
Total 23 (46%) 1L (22%) 16 (32%) 50 (100%)
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Tabela 2.5: Nimero de alunos (e porcentagens com duas casas decimais)

Estado Bebida preferida Total
civil nao alcodlica cerveja outra alcodlica

Solteiro 19 (52,78%) 7 (19,44%) 10 (27,78%) 36 (100,00%)
Casado 3 (25,00%) 4 (33,33%) 5 (41,67%) 12 (100,00%)

Outros 1 (50,00%) 0 (0,00%)  1(50,00%) 2 (100,00%)
Total 23 (46,00%) 11 (22,00%) 16 (32,00%) 50 (100,00%)

2) Proponha um titulo autoexplicativo e inclua as unidades de medida.
O titulo deve dizer o que representam os nimeros do corpo da tabela
e, em geral, ndo deve conter informacoes que possam ser obtidas dire-
tamente dos rétulos de linhas e colunas. Compare o titulo da Tabela
2.6 com: “Intencao de voto (%) por candidato para diferentes meses”.

3) Inclua totais de linhas e/ou colunas para facilitar as comparagoes. E
sempre bom ter um padrao contra o qual os dados possam ser avalia-
dos.

4) Nao utilize abreviaturas ou indique o seu significado no rodapé da
tabela (e.g., Desvio padrao em vez de DP); se precisar utilize duas
linhas para indicar os valores da coluna correspondente.

5) Ordene colunas e/ou linhas quando possivel. Se nao houver impedi-
mentos, ordene-as segundo os valores, crescente ou decrescentemente.
Compare a Tabela 2.6 com a Tabela 2.7.

Tabela 2.6: Intencao de voto (%)

Candidato janeiro fevereiro margo abril

Nononono 39 41 40 38
Nananana 20 18 21 24
Nenenene 8 15 18 22

Tabela 2.7: Intengao de voto (%)

Candidato janeiro fevereiro margo abril

Nananana 20 18 21 24
Nononono 39 41 40 38
Nenenene 8 15 18 22

6) Tente trocar a orientacao de linhas e colunas para melhorar a apre-
sentacao. Em geral, é mais ficil fazer comparacoes ao longo das linhas
do que das colunas.

7) Altere a disposigao e o espagamento das linhas e colunas para facilitar
a leitura. Inclua um maior espagamento a cada grupo de linhas e/ou
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colunas em tabelas muito extensas e use mais do que uma linha para
acomodar réotulos longos. Avalie a Tabela 2.8.

Tabela 2.8: Frequéncia de pacientes

Sensibilidade
Sensibilidade pos-operatéria
Material ~ Dentina pré-operatdoria  Ausente Presente Total
Single Seca Ausente 22 1 23
Bond Presente 3 6 9
Subtotal 25 7 32
Single Umida Ausente 12 10 22
Bond Presente 7 4 11
Subtotal 19 14 33
Prime Seca Ausente 10 6 16
Bond Presente 12 3 15
Subtotal 22 9 31
Prime Umida Ausente 5 13 18
Bond Presente 11 3 14
Subtotal 16 16 32

8)

2.4

Nao analise a tabela descrevendo-a, mas sim comentando as principais
tendéncias sugeridas pelos dados. Por exemplo, os dados apresenta-
dos na Tabela 2.4 indicam que a preferéncia por bebidas alcodlicas é
maior entre os alunos casados do que entre os solteiros; além disso,
hé indicagoes de que a cerveja é menos preferida que outras bebidas
alcodlicas, tanto entre solteiros quanto entre casados.

Construcao de graficos

A seguir apresentamos algumas sugestoes para a construcao de graficos, cuja
finalidade é similar aquela de tabelas, ou seja, resumir a informagao obtida
dos dados; por esse motivo, convém optar pelo resumo em forma de tabela
ou de grafico. Exemplos serao apresentados ao longo do texto.

w N =

)
)
)
)

W

Proponha um titulo autoexplicativo.
Escolha o tipo de gréafico apropriado para os dados.
Rotule os eixos apropriadamente, incluindo unidades de medida.

Procure escolher adequadamente as escalas dos eixos para nao distor-
cer a informacao que se pretende transmitir. Se o objetivo for compa-
rar as informacoes de dois ou mais graficos, use a mesma escala.
Inclua indicagoes de “quebra” nos eixos para mostrar que a origem
(zero) estd deslocada.

Altere as dimensoes do grafico até encontrar o formato adequado.
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7) Inclua uma legenda.
8) Tome cuidado com a utilizacdo de dreas para comparagoes, pois elas
variam com o quadrado das dimensoes lineares.

9) Nao exagere nas ilustragoes que acompanham o grafico para nao o
“poluir” visualmente, mascarando seus aspectos mais relevantes. Veja

a Figura 2.5.
Outros Encargos Seguranca Publica | |Agricultura
Especiais 0, 0,37% Administragdo
4,49% 0,67%
udiciaria
1,03%

OUTROS 1,4426%
Transporte 0,2231%
Juros e Essencial & Justica | 0,2217%
Amortizagoes Ll DISSa
2 Ciénda e Tecnologia | 0,1758%
da Divida IR Comércio e Servigos | 0,1402%
39,08% Relacdes Exteriores | 0,1075%
Gest3o Ambiental 0,0999%
RS 1,381 AHREE Comunicagdes 0,0446%
s Outros Industria 0,0443%

TRILHAO 8,29 | Ep
Energia 0,0389%
Transfe- ET— Organizagio Agréria | 0,0375%

as a esa Naciona
rénci . 207% Urbanismo 0,0354%
M e = Direitos da Cidadania | 0,0267%
9,72% Trabalho Saneamento 0,0223%
2,15%

Cultura 0,0172%
Educacdo Desporto e Lazer 0,0028%|
2,49% Habitac3o 0,0001%

Figura 2.5: Orcamento federal executado em 2020 (Fonte: auditoriaci-
dada.org.br).

2.5 Notas de capitulo

1) Bancos de dados

Projetos que envolvem grandes quantidades de dados, em geral prove-
nientes de diversas fontes e com diversos formatos necessitam a cons-
trucao de bancos de dados (data warehouses), cuja finalidade é prover
espaco suficiente para sua armazenagem, garantir sua seguranca, per-
mitir a inclusdo por meio de diferentes meios e proporcionar uma in-
terface que permita a recuperagao da informacao de forma estruturada
para uso por diferentes pacotes de anélise estatistica.

Bancos de dados tém se tornado cada vez maiores e mais dificeis de
administrar em funcdo da crescente disponibilidade de sistemas de
andlise de dados com diversas natureza (imagens, textos etc.). Em
geral, esses bancos de dados envolvem a participagao de profissionais
de areas e instituicoes diversas. Por esse motivo, os resultados de sua
implantagao sao lentos e as vezes inexistentes. Conforme pesquisa ela-
borada pelo Grupo Gartner (2005), 50% dos projetos de bancos de
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dados tendem a falhar por problemas em sua construcao. Uma das
causas para esse problema, é o longo tempo necessario para o seu de-
senvolvimento, o que gera uma defasagem na sua operacionalidade.
Muitas vezes, algumas de suas funcionalidades ficam logo obsoletas
enquanto novas demandas estao sendo requisitadas. Duas razoes para
isso sao a falta de sincronizagdo entre os potenciais usudrios e os de-
senvolvedores do banco de dados e o fato de que técnicas tradicionais
usadas nesse desenvolvimento nao permitem a rapida disponibilidade
de suas funcoes.

Para contornar esses problemas, sugere-se uma arquitetura modular
ciclica em que o foco inicial é a criagao dos principais elementos do
sistema, deixando os detalhes das caracteristicas menos importantes
para uma segunda fase em que o sistema se torna operacional. No
Moédulo 1, sao projetados os sistemas para inclusao e armazenagem
dos dados provenientes de diferentes fontes. A deteccao, correcao de
possiveis erros e homogeneizacao dos dados é realizada no Médulo 2.
Como esperado, dados obtidos por diferentes componentes do projeto
geralmente tém codificacdo distinta para os mesmos atributos, o que
requer uniformizacao e possivel indicagdo de incongruéncias que nao
podem ser corrigidas. No Moddulo 3, os dados tratados no médulo
anterior sao atualizados e inseridos numa base de dados histdricos, de-
vidamente padronizada. Nesse moddulo, a integridade dos dados recém
obtidos é avaliada comparativamente aos dados ja existentes para ga-
rantir a consisténcia entre eles. O foco do Mdédulo 4 é a visualizacao,
andlise e exportacao dos dados. Esse médulo contém as ferramen-
tas que permitem a geracao de planilhas de dados apropriadas para a
andlise estatistica.

Detalhes sobre a construcao de bancos de dados podem ser encontra-
dos em Rainardi (2008), entre outros. Para avaliar das dificuldades
de construcao de um banco de dados num projeto complexo, o leitor
podera consultar Ferreira et al. (2017).

Defini¢ao operacional de variaveis

Para efeito de comparacao entre estudos, a definicao das varidveis en-
volvidas requer um cuidado especial. Por exemplo em estudos cujo
objetivo é avaliar a associacao entre renda e gastos com lazer, é pre-
ciso especificar se a variavel Renda se refere a renda familiar total ou
per capita, se beneficios como vale transporte, vale alimentacao ou
bonus estao incluidos etc.

Num estudo que envolva a variavel Pressdo arterial, um exemplo
de definicdo operacional é: “média de 60 medidas com intervalo de
1 minuto da pressao arterial diastélica (mmHg) obtida no membro
superior direito apoiado a altura do peito com aparelho automaético de
método oscilométrico (Dixtal, Sao Paulo, Brasil)”.
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Num estudo cujo objetivo é comparar diferentes modelos de automéveis
com relagao ao consumo de combustivel, uma definicdo dessa varidvel
poderia ser “ntmero de quilometros percorridos em superficie plana
durante 15 minutos em velocidade constante de 50 km/h e sem carga
por litro de gasolina comum (km/L).”

Neste texto, nao consideraremos defini¢oes detalhadas por razoes didati-
cas.

Ordem de grandeza, precisao e arredondamento de dados
quantitativos

A precisdo de dados quantitativos continuos estd relacionada com a
capacidade de os instrumentos de medida distinguirem entre valores
proximos na escala de observagao do atributo de interesse. O niimero
de digitos colocados apés a virgula indica a precisao associada & medida
que estamos considerando. O volume de um certo recipiente expresso
como 0,740 L implica que o instrumento de medida pode detectar
diferencas da ordem de 0,001 L (= 1 mL, ou seja 1 mililitro); se esse
volume for expresso na forma 0,74 L, a precisdo correspondente sera
de 0,01 L (=1 cL, ou seja 1 centilitro).

Muitas vezes, em funcao dos objetivos do estudo em questao, a ex-
pressao de uma grandeza quantitativa pode nao corresponder a pre-
cisao dos instrumentos de medida. Embora com uma balanca sufici-
entemente precisa, seja possivel dizer que o peso de uma pessoa é de
89,230 kg, para avaliar o efeito de uma dieta, o que interessa saber
é a ordem de grandeza da perda de peso apds trés meses de regime,
por exemplo. Nesse caso, saber se a perda de peso foi de 10,230 kg
ou de 10,245 kg é totalmente irrelevante. Para efeitos praticos, basta
dizer que a perda foi da ordem de 10 kg. A auséncia de casas decimais
nessa representacao indica que o préximo valor na escala de interesse
seria 11 kg, embora todos os valores intermedidrios com unidades de
1 g sejam mensuraveis.

Para efeitos contabeis, por exemplo, convém expressar o aumento das
exportacoes brasileiras num determinado periodo como R$ 1 657 235
458,29; no entanto, para efeitos de comparagao com outros periodos,
¢ mais conveniente dizer que o aumento das exportacoes foi da ordem
de 1,7 bilhoes de reais. Note que nesse caso, as grandezas significativas
sao aquelas da ordem de 0,1 bilhao de reais (= 100 milhoes de reais).

Nesse processo de transformacao de valores expressos com uma deter-
minada precisao para outros com a precisao de interesse é necessario
arredondar os numeros correspondentes. Em termos gerais, se o digito
a ser eliminado for 0, 1, 2, 3 ou 4, o digito precedente nao deve sofrer
alteragoes e se o digito a ser eliminado for 5, 6, 7, 8 ou 9, o digito prece-
dente deve ser acrescido de uma unidade. Por exemplo, se desejarmos
reduzir para duas casas decimais niimeros originalmente expressos com
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trés casas decimais, 0,263 deve ser transformado para 0,26 e 0,267 para
0,27. Se desejarmos uma reducao mais drastica para apenas uma casa
decimal, tanto 0,263 quanto 0,267 devem ser transformados para 0,3.

E preciso tomar cuidado com essas transformacoes quando elas sao
aplicadas a conjuntos de nuimeros cuja soma seja prefixada (porcen-
tagens, por exemplo) pois elas podem introduzir erros cumulativos.

Discutiremos esse problema ao tratar de porcentagens e tabulacao de
dados.

E interessante lembrar que a representacao decimal utilizada nos EUA
e nos paises da comunidade britanica substitui a virgula por um ponto.
Cuidados devem ser tomados ao se fazerem tradugoes, embora em al-
guns casos, esse tipo de representacao ja tenha sido adotada no coti-
diano (veiculos com motor 2.0, por exemplo, sdo veiculos cujo volume
dos cilindros é de 2,0 L).

Finalmente, convém mencionar que embora seja conveniente apresen-
tar os resultados de uma andalise com o nimero de casas decimais
conveniente, os calculos necessarios para sua obtencao devem ser rea-
lizados com maior precisdo para evitar propagacao de erros. O arre-
dondamento deve ser concretizado ao final dos calculos.

Proporgoes e porcentagens

Uma proporgao é um quociente utilizado para comparar duas grande-
zas por meio da adocao de um padrao comum. Se 31 individuos, num
total de 138, sao fumantes, dizemos que a proporc¢ao de fumantes entre
esses 138 individuos é de 0,22 (= 31/138). O denominador desse quo-
ciente é chamado de base e a interpretacao associada a proporcao é que
31 estd para a base 138 assim como 0,22 esta para a base 1,00. Essa
reducao a uma base fixa permite a comparagao com outras situacoes
em que os totais sdo diferentes. Consideremos, por exemplo, um outro
conjunto de 77 individuos em que 20 sao fumantes; embora o ntimero
de fumantes nao seja comparéavel com o do primeiro grupo, dado que
as bases sao diferentes, pode-se dizer que a proporcao de fumantes
desse segundo grupo, 0,26 (= 20/77) é maior que aquela associada ao
primeiro conjunto.

Porcentagens, nada mais sao do que proporgoes multiplicadas por 100,
o que equivale a fazer a base comum igual a 100. No exemplo acima,
podemos dizer que a porcentagem de fumantes é de 22% (=100 x
31/138) no primeiro grupo e de 26% no segundo. Para efeito da
escolha do numero de casas decimais, note que a comparagao entre
essas duas porcentagens é mais facil do que se considerassemos suas
expressoes mais precisas (com duas casas decimais), ou seja 22,46%
contra 25,97%.

A utilizacao de porcentagens pode gerar problemas de interpretagao
em algumas situagoes. A seguir consideramos algumas delas. Se o
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valor do IPTU de um determinado imdvel foi de R$ 500,00 em 1998 e
de R$ 700,00 em 1999, podemos dizer que o valor do IPTU em 1999 é
140% (= 100 x 700/500) do valor em 1998, mas o aumento foi de 40%
[= 100 x (700-500)/500]. Se o preco de uma determinada agao varia
de R$ 22,00 num determinado instante para R$ 550,00 um ano depois,
podemos dizer que o aumento de seu prego foi de 2400% [=100x(550-
22)/22] nesse periodo. E dificil interpretar porcentagens “grandes”
como essa. Nesse caso é melhor dizer que o preco dessa agao é 25 (=
550/22) vezes seu preco ha um ano. Porcentagens calculadas a partir
de bases de pequena magnitude podem induzir conclusoes inadequa-
das. Dizer que 43% dos participantes de uma pesquisa preferem um
determinado produto tem uma conotacgao diferente se o calculo for ba-
seado em 7 ou em 120 entrevistados. E sempre conveniente explicitar
a base relativamente a qual se estao fazendo os calculos.

Para se calcular uma porcentagem global a partir das porcentagens
associadas as partes de uma populacao, é preciso levar em conta sua
composicao.

Suponhamos que numa determinada faculdade, 90% dos alunos que
usam transporte coletivo sejam favoraveis a cobranca de estaciona-
mento no campus e que apenas 20% dos alunos que usam transporte in-
dividual o sejam. A porcentagem de alunos dessa faculdade favordveis
a cobranca do estacionamento s6 sera igual a média aritmética dessas
duas porcentagens, ou seja 55%, se a composicao da populacao de alu-
nos for tal que metade usa transporte coletivo e metade nao. Se essa
composicgao for de 70% e 30% respectivamente, a porcentagem de alu-
nos favordveis a cobranga de estacionamento serd de 69% (= 0,9x70%
+ 0,20x30% ou seja, 90% dos 70% que usam transporte coletivo +
20% dos 30% que utilizam transporte individual).

Para evitar confusao, ao se fazer referéncia a variagdes, convém distin-
guir porcentagem e ponto percentual. Se a porcentagem de eleitores
favordveis a um determinado candidato aumentou de 14% antes para
21% depois da propaganda na televisdao, pode-se dizer que a preferéncia
eleitoral por esse candidato aumentou 50% [= 100 x (21-14)/14] ou foi
de 7 pontos percentuais (e nao de 7%). Note que o que diferencia esses
dois enfoques é a base em relacao a qual se calculam as porcentagens;
no primeiro caso, essa base é a porcentagem de eleitores favoraveis ao
candidato antes da propaganda (14%) e no segundo caso é o total (ndo
especificado) de eleitores avaliados na amostra (favordveis ou nao ao
candidato).

Uma porcentagem nao pode diminuir mais do que 100%. Se o preco
de um determinado produto decresce de R$ 3,60 para R$ 1,20, a dimi-
nuicao de prego é de 67% [= 100 x (3,60 - 1,20)/3,60] e nao de 200%
[= 100 x (3,60 - 1,20)/1,20]. Aqui também, o importante é definir a
base: a ideia é comparar a variacao de prego (R$ 2,40) com o preco
inicial do produto (R$ 3,60) e nao com o preco final (R$ 1,20). Na si-
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2.6

2)

tuagao limite, em que o produto é oferecido gratuitamente, a variagao
de preco é de R$ 3,60; consequentemente, a diminuicao de prego limite
é de 100%. Note que se estivéssemos diante de um aumento de prego
de R$ 1,20 para R$ 3,60, dirfamos que o aumento foi de 200% [= 100
x (3,60 - 1,20)/1,20)].

Exercicios

O objetivo de um estudo da Faculdade de Medicina da USP foi avaliar
a associacao entre a quantidade de morfina administrada a pacientes
com dores intensas provenientes de lesdes medulares ou radiculares e a
dosagem dessa substancia em seus cabelos. Trés medidas foram reali-
zadas em cada paciente, a primeira logo apds o inicio do tratamento e
as demais apés 30 e 60 dias. Detalhes podem ser obtidos no documento
disponivel no arquivo morfina.doc.

A planilha morfina.xls, disponivel no arquivo morfina foi entregue
ao estatistico para andlise e contém resumos de caracteristicas de-
mograficas além dos dados do estudo.

a) Com base nessa planilha, apresente um diciondrio com a especi-
ficagdo das varidveis segundo as indicagoes da Secao 2.2 e construa
a planilha correspondente.

b) Com as informagoes disponiveis, construa tabelas para as variaveis
sexo, raga, grau de instrucao e tipo de lesao segundo as sugestoes
da Secao 2.3.

A Figura 2.6 foi extraida de um estudo sobre atitudes de profissionais
de saude com relagao a cuidados com infecgao hospitalar. Critique-a
e reformule-a para facilitar sua leitura, lembrando que a comparagao
de maior interesse é entre as diferentes categorias profissionais.
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WHOQOL
Escores da avaliagao da qualidade de vida

Dominio ITI-

Categoria Dominio I- Dominio II-  Relagoes Dominio IV-  Qualidade de  Percepgao
profissional (n) Fisico Psicolégico sociais Meio ambi vida global geral da saiide
Meédico (42)

Média (DP) 15,0 (2,8) 14,5 (2,4) 14,4 (3.2) 13,6 (1,6) 136 (32) 142(2,0)
Mediana (minmax) 151 63200)  147(93-187) 147(5320,0) 13895175 14,0 (6-20) 14,2(8,5-18,3)
Enfermeiro (43)

Média (DP) 14,7 (1,9) 14,6 (2,4) 14 (2,4) 12,7 (2,0) 14,2 (3,0) 13,9 (1,8)

Mediana (min-max) 14,9 (10,3-20,0) 150 (9,3-19,3) 14,7 (8,0-18,7) 12,8(8,5-17,5) 14,0 (6,0-20) 14,2 (9,8-18,2)

Auxiliar de
enfermagem (58)

Média (DP) 14,6 (2,1) 15,5 (1,9) 14,7 (1,9) 11,8 (2,0) 14,3 (2,9) 13,9 (1,6)
Mediana (min-max) 14,9 (10,9-1833) 153 (12,0-19,3) 14,7(9.3-18,7) 12,0 (7,5-165)  15,0(6,0-20,0) 13,7 (10,3-17,5)

Técnico de
enfermagem (23)

Média (DP) 152 (2,2) 15,7 (2,1) 15,6 (2,5) 12,5 (2,4) 15,7 (1,7) 14,5 (1,9)
Mediana (min-max) 14,9 (10,9-20,0) 16,0 (10,0-18,7) 16,0 (10,7-20,0) 12,5(8,0-18,5)  16,0(12,0-18,0) 15,1 (10,0-19,1)
TOTAL (166)

Média (DP) 14,8 (2,3) 15,0 (2,3) 14,5(2,5) 12,6 (2,1) 14,3 (2,9) 14,1 (1,8)

Mediana (min-max) 14,9 (6,3-20,0) 15,3(9,3-19,3)  14,7(5,3-20,0)  12,5(7,5-18,5) 14,0 (6,0-20,0) 14,2 (8,5-19,1)

3)

DP: Desvio Padrao
WHOQOL: World Health Organization Quality of Life Group

Figura 2.6: Tabela com escores de avaliacao de qualidade de vida.

Utilize as sugestoes para construcao de planilhas apresentadas na Se¢ao
2.2 com a finalidade de preparar os dados do arquivo empresa para
andlise estatistica.

Num estudo planejado para avaliar o consumo médio de combustivel
de veiculos em diferentes velocidades foram utilizados 4 automoéveis
da marca A e 3 automodveis da marca B selecionados ao acaso das
respectivas linhas de produgao. O consumo (em L/km) de cada um
dos 7 automéveis foi observado em 3 velocidades diferentes (40 km/h,
80 km/h e 110 km/h). Delineie uma planilha apropriada para a coleta
e analise estatistica dos dados, rotulando-a adequadamente.

Utilizando os dados do arquivo esforco, prepare uma planilha Excel
num formato conveniente para anélise pelo R. Inclua apenas as varidveis
Idade, Altura, Peso, Frequéncia cardiaca e VO2 no repouso além do
quociente VE/VCO?2, as correspondentes porcentagens relativamente
ao maximo, o quociente VO2/FC no pico do exercicio e data do ébito.
Importe a planilha Excel que voceé criou utilizando comandos R e obte-
nha as caracteristicas do arquivo importado (nimero de casos, nimero
de observagbes omissas etc.)

A Figura 2.7 contém uma planilha encaminhada pelos investigado-
res responsaveis por um estudo sobre AIDS para anélise estatistica.

Morettin & Singer - outubro/2021



2. PREPARACAO DOS DADOS 45

Organize-a de forma a permitir sua andlise por meio de um pacote
computacional como o R.

Grupo I Tempo de Ganho de Peso
registro Diagnéstico DST MAC por Semana
2847111D pré natal nao Pilula 11Kg em 37 semanas
3034048F 6 meses nao pilula ?
3244701J 1 ano nao Condon ?
2943791B pré natal nao nao 8 Kg em 39 semanas
3000327F 4 anos condiloma/ sifilis nao 9Kg em 39 semanas
3232893D 1 ano nao DIU 3Kg em 39 semanas
3028772E 3 anos nao nao 3 kg em 38 semanas
3240047G pré natal nao pilula 9 Kg em 38 semanas
3017222G HPV CONDON falta exame clinico
3015834J 2 anos nao condon 14 Kg em 40 semanas
Grupo II Tempo de Ganho de Peso
registro Diagnéstico DST MAC por Semana
3173611E 3 meses abscesso ovariano condon 15 Kg em 40 semanas
3296159D pré natal nao condon 0 Kg em ? semanas
3147820D1 2 anos nao sem dados 4 Kg em 37 semanas
3274750K 3 anos nao condon 8 Kg em 38 semanas
3274447TH pré natal sifilis com 3 meses condon
2960066D 5 anos nao ? 13 Kg em 36 semanas
3235727J 7 anos nao Condon (-) 2 Kg em 38 semanas
3264897E condiloma condon nenhum Kg
3044120J 5 anos HPV 3 Kg em 39 semanas 1

Figura 2.7: Planilha com dados de um estudo sobre AIDS.

7) A planilha apresentada na Figura 2.8 contém dados de um estudo
em que o limiar auditivo foi avaliado nas orelhas direita (OD) e es-
querda (OE) de 13 pacientes em 3 ocasioes (Limiar, Teste 1 e Teste
2). Reformate-a segundo as recomendagoes da Segao 2.2, indicando
claramente

a) a definigdo das varidveis,

b) os rétulos para as colunas da planilha.
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Limiar Testel Teste2

OD 50/ OE 55 OD/OE 50 OD/OE 80%
OD 41 /OE 40 OD 45/0E 50 OD 68% OE 80%
OD/OE 41,25 OD/OE 45 OD 64% OE 72%
OD 45/0E 43,75 OD 60/0E 50 OD 76%/0E 88%
0D51,25/ OE47,5 OD/OE 50 OD 80%/OE 88%
0D45/ OE 52,5 OD/OE 50 OD 84%/0E 96%
0D 52,5/0E 50 OD55/0E45 OD 40%/0E 28%
OD 42,15/0E48,75 OD 40/0E 50 0OD80%/0E76%
OD50/ OE 48,75 OD/OE 50 OD 72%/OE 80%

0D47,5/0E46,25 OD/OE 50 OD/OE 84%
OD55/0E 56,25 OD55/0E60 0OD80%/OE 84%
OD/OE 46,25 0OD40/0E35 0OD72%/OE 84%

OD 50/0E 47,5 OD/OE45 OD/OE 76%

Figura 2.8: Limiar auditivo de pacientes observados em 3 ocasioes.

8) A planilha disponivel no arquivo cidades contém informacoes de-
mograficas de 3554 municipios brasileiros.

a) Importe-a para permitir a andlise por meio do software R, in-
dicando os problemas encontrados nesse processo além de sua
solucao.

b) Use o comando summary para obter um resumo das varidveis do

arquivo.

c¢) Classifique cada varidvel como numérica ou alfanumeérica e indi-
que o numero de observacoes omissas de cada uma delas.

9) Preencha a ficha de inscrigao do Centro de Estatistica Aplicada (www.
ime.usp.br/~cea) com as informagoes de um estudo em que vocé esta
envolvido.
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CAPITULO 3

Analise de dados de uma
variavel

You see, but you do not observe.

Sherlock Holmes to Watson in A Scandal in Bohemia.

3.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos a analise descritiva de dados provenientes da
observacao de uma variavel. As técnicas utilizadas podem ser empregadas
tanto para dados provenientes de uma populacao quanto para dados oriundos
de uma amostra.

A ideia de uma anélise descritiva de dados é tentar responder as seguintes
questoes:

i) Qual a frequéncia com que cada valor (ou intervalo de valores) aparece
no conjunto de dados ou seja, qual a distribuicao de frequéncias
dos dados?

i) Quais sao alguns valores tipicos do conjunto de dados, como minimo
e maximo?

iii) Qual seria um valor para representar a posicao (ou localizagao) central
do conjunto de dados?

iv) Qual seria uma medida da variabilidade ou dispersao dos dados?

v) Existem valores atipicos ou discrepantes (outliers) no conjunto de da-
dos?

vi) A distribuigao de frequéncias dos dados pode ser considerada simétrica?

Nesse contexto, um dos objetivos da andlise descritiva é organizar e exibir
os dados de maneira apropriada e para isso utilizamos

i) gréficos e tabelas;

ii) medidas resumo.
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As técnicas empregadas na andlise descritiva dependem do tipo de varidveis
que compoem o conjunto de dados em questdao. Uma possivel classificacao
de variaveis esta representada na Figura 3.1.

Variaveis Variaveis
qualitativas quantitativas
Nominais Ordinais Discretas Continuas
(classificagao) (classificagao) (contagem) (mensuragéo)
Sexo, raga, pressao arterial numero de peso, altura,
grupo sanguineo (baixa, média, alta) acidentes, filhos taxa de colesterol

Figura 3.1: Classificacao de varidveis.

Varidveis qualitativas sdo aquelas que indicam um atributo (ndo numérico)

da unidade de investigagao (sexo, por exemplo). Elas podem ser ordinais,
quando hd uma ordem nas diferentes categorias do atributo (tamanho de
uma escola: pequena, média ou grande, por exemplo) ou nominais, quando
nao hé essa ordem (regido em que estd localizada uma empresa: norte, sul,
leste ou oeste, por exemplo).

Variaveis quantitativas sao aquelas que exibem valores numéricos asso-
ciados & unidade de investigacao (peso, por exemplo). Elas podem ser dis-
cretas, quando assumem valores no conjunto dos nimeros naturais (nimero
de gestagoes de uma paciente) ou continuas, quando assumem valores no
conjunto dos nimeros reais (tempo gasto por um atleta para percorrer 100
m, por exemplo). Ver Nota de Capitulo 1.

3.2 Distribuigoes de frequéncias

Exemplo 3.1: Consideremos o conjunto de dados o apresentado na Tabela
3.1 obtido de um questionério respondido por 50 alunos de uma disciplina
ministrada na Fundagao Getilio Vargas em Sao Paulo. Os dados estao
disponiveis no arquivo ceagfgv.
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Tabela 3.1: Dados de um estudo realizado na FGV

Salario Fluéncia Anos de Estado Numero Bebida
ident (R$) inglés  formado  civil de filhos preferida

1 3500 fluente 12,0 casado 1 outra alcodlica
2 1800 nenhum 2,0 casado 3 nao alcodlica
3 4000 fluente 5,0 casado 1 outra alcodlica
4 4000 fluente 7,0 casado 3 outra alcodlica
5 2500 nenhum 11,0 casado 2 nao alcoodlica
6 2000 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcoodlica
7 4100 fluente 4,0 solteiro 0 nao alcodlica
8 4250 algum 10,0 casado 2 cerveja
9 2000 algum 1,0 solteiro 2 cerveja
10 2400 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
11 7000 algum 15,0 casado 1 nao alcodlica
12 2500 algum 1,0 outros 2 nao alcodlica
13 2800 fluente 2,0 solteiro 1 nao alcodlica
14 1800 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
15 3700 algum 10,0 casado 4 cerveja
16 1600 fluente 1,0 solteiro 2 cerveja
26 1000 algum 1,0 solteiro 1 outra alcodlica
27 2000 algum 5,0 solteiro 0 outra alcodlica
28 1900 fluente 2,0 solteiro 0 outra alcodlica
29 2600 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
30 3200 6,0 casado 3 cerveja
31 1800 algum 1,0 solteiro 2 outra alcodlica
32 3500 7,0 solteiro 1 cerveja
33 1600 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
34 1700 algum 4,0 solteiro 0 nao alcodlica
35 2000 fluente 1,0 solteiro 2 nao alcodlica
36 3200 algum 3,0 solteiro 2 outra alcodlica
37 2500 fluente 2,0 solteiro 2 outra alcodlica
38 7000 fluente 10,0 solteiro 1 nao alcoodlica
39 2500 algum 5,0 solteiro 1 nao alcodlica
40 2200 algum 0,0 casado 0 cerveja
41 1500 algum 0,0 solteiro 0 nao alcodlica
42 800 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
43 2000 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
44 1650 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcoodlica
45 algum 1,0 solteiro 0 outra alcodlica
46 3000 algum 7,0 solteiro 0 cerveja
47 2950 fluente 5,9 outros 1 outra alcodlica
48 1200 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
49 6000 algum 9,0 casado 2 outra alcodlica
50 4000 fluente 11,0 casado 3 outra alcodlica

Em geral, a primeira tarefa de uma anélise estatistica de um conjunto de
dados consiste em resumi-los. As técnicas disponiveis para essa finalidade
dependem do tipo de varidveis envolvidas, tema que discutiremos a seguir.
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3.2.1 Variaveis qualitativas

Uma tabela contendo as frequéncias (absolutas e/ou relativas) de unida-
des de investigacao classificadas em cada categoria de uma variavel quali-
tativa indica sua distribuicao de frequéncias. A frequéncia absoluta corres-
ponde ao nimero de unidades (amostrais ou populacionais) em cada classe
e a frequéncia relativa indica a porcentagem correspondente. As Tabelas
3.2 e 3.3, por exemplo, representam respectivamente as distribuicoes de
frequéncias das varidveis Bebida preferida e Fludncia em inglds para
os dados do Exemplo 3.1.

Tabela 3.2: Distribuicdo de frequéncias para a varidvel Bebida preferida corres-
pondente ao Exemplo 3.1

Bebida Frequéncia Frequéncia

preferida observada  relativa (%)
nao alcodlica 23 46
cerveja 11 22
outra alcodlica 16 32
Total 50 100

Tabela 3.3: Distribuicao de frequéncias para a variavel Fluéncia em inglés corres-
pondente ao Exemplo 3.1

Fluéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia relativa

em inglés observada  relativa (%) acumulada (%)

nenhuma 2 4 4
alguma 26 54 58
fluente 20 42 100
Total 48 100

Obs: dois participantes nao forneceram informacao.

Note que para variaveis qualitativas ordinais pode-se acrescentar uma
coluna com as frequéncias relativas acumuladas que podem ser 1teis na sua
andlise. Por exemplo a partir da iltima coluna da Tabela 3.3 pode-se afirmar
que cerca de 60% dos alunos que forneceram a informacao tem no méximo
alguma fluéncia em inglés.

O resumo exibido nas tabelas com distribui¢bes de frequéncias pode
ser representado por meio de graficos de barras ou graficos do tipo pizza
(ou torta). Exemplos correspondentes as varidveis Bebida preferida e
Fluéncia em inglés sao apresentados nas Figuras 3.2, 3.3 e 3.4.
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Figura 3.2: Grafico de barras para Bebida preferida.
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Figura 3.3: Grafico tipo pizza para Bebida preferida.
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Figura 3.4: Gréfico de barras para Fluéncia em inglés.
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Note que na Figura 3.2 as barras podem ser colocadas em posicoes ar-
bitrarias; na Figura 3.4, convém colocé-las de acordo com a ordem natural
das categorias.

3.2.2 Variaveis quantitativas

Se utilizdssemos o mesmo critério adotado para varidveis qualitativas na
construcao de distribuigoes de frequéncias de varidveis quantitativas (espe-
cialmente no caso de varidveis continuas), em geral obterfamos tabelas com
frequéncias muito pequenas (em geral iguais a 1) nas diversas categorias, dei-
xando de atingir o objetivo de resumir os dados. Para contornar o problema,
agrupam-se os valores das varidveis em classes e obtém-se as frequéncias em
cada classe.

Uma possivel distribuicao de frequéncias para a varidvel Salario corres-
pondente ao Exemplo 3.1 estd apresentada na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Distribuicao de frequéncias para a varidvel Saldrio correspondente ao
Exemplo 3.1

Classe de Frequéncia  Frequéncia Frequéncia relativa
salario (R$) observada relativa (%)  acumulada (%)
0 — 1500 6 12,2 12.2
1500 — 3000 27 55,1 67,3
3000 — 4500 12 24,5 91,8
4500 — 6000 2 4,1 95,9
6000 — 7500 2 4,1 100,0
Total 49 100,0 100,0

Obs: um dos participantes nao informou o salério.

Alternativamente a tabelas com o formato da Tabela 3.4, varios graficos
podem ser utilizados para representar a distribuicdo de frequéncias das
varidveis quantitativas de um conjunto de dados. Os mais utilizados sao
apresentados a seguir.

Grafico de dispersao unidimensional (dotplot)

Neste tipo de grafico representamos os valores 1, ..., T, por pontos ao
longo de um segmento de reta provido de uma escala. Valores repetidos sao
empilhados, de modo que possamos ter uma ideia de sua distribuigao. O
grafico de dispersao unidimensional para a varidavel Salario do Exemplo 3.1
esta representado na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Grafico de dispersdo unidimensional para Saldrio (Exemplo 3.1).

Gréfico ramo-e-folhas (Stem and leaf)

Um procedimento alternativo para reduzir um conjunto de dados sem
perder muita informacao sobre eles consiste na construcao de um grafico
chamado ramo e folhas. Nao hd regras fixas para construi-lo, mas a ideia
¢ dividir cada observacao em duas partes: o ramo, colocado a esquerda de
uma linha vertical, e a folha, colocada a direita.

Considere a variavel Salario do Exemplo 3.1. Para cada observacao
podemos considerar o primeiro digito como o ramo e o segundo como folha,
desprezando as dezenas. O gréafico correspondente, apresentado na Figura
3.6 permite avaliar a forma da distribui¢do das observacoes; em particular,
vemos que hd quatro valores atipicos, nomeadamente, dois iguais a R$ 6000
(correspondentes aos alunos 22 e 49) e dois iguais a R$ 7000 (correspondentes
aos alunos 11 e 38), respectivamente.

1 | 2: representa 1200

unidade da folha: 100

n: 49
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Figura 3.6: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel Saldrio (R$).

Histograma

O histograma é um grafico construido a partir da distribuicao de frequéncias
e é composto de retangulos contiguos cuja area total é normalizada para ter
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valor unitario. A area de cada retdngulo corresponde & frequéncia relativa
associada a classe definida por sua base.

Um histograma correspondente a distribuicao de frequéncias indicada na
Tabela 3.4 esté representado na Figura 3.7.

Formalmente, dados os valores z1,...,x, de uma varidvel quantitativa
X, podemos construir uma tabela contendo

a) a frequéncia absoluta ng, que corresponde ao nimero de elementos
cujos valores pertencem a classe k, k=1,..., K;

b) a frequéncia relativa fr = ng/n, que é a proporgao de elementos cujos
valores pertencem a classe k, k =1,..., K;

c) a densidade de frequéncia dy = fi/hxr que representa a proporgao de
valores pertencentes a classe k por unidade de comprimento h; de cada
classe, k=1,..., K.
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Figura 3.7: Histograma para a varidvel saldrio (R$).
Exemplo 3.2: Os dados correspondentes & populacao! (em 10000 habitan-

tes) de 30 municipios brasileiros (IBGE, 1996) estao dispostos na Tabela
3.5. Os dados estao disponiveis no arquivo municipios.

! Aqui, o termo “populacdo” se refere ao niimero de habitantes e é encarado como uma
varidvel. Nao deve ser confundido com populagdo no contexto estatistico, que se refere
a um conjunto (na maioria das vezes, conceitual) de valores de uma ou mais varidveis
medidas. Podemos considerar, por exemplo, a populagdo de pesos de pacotes de feijao
produzidos por uma empresa.
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Tabela 3.5: Populagiao de 30 municipios brasileiros (10000 habitantes)

Municipio Populagao  Municipio Populagao
Sao Paulo (SP) 988,8 Nova Iguagu (RJ) 83,9
Rio de Janeiro (RJ) 556,9 Sao Luis (MA) 80,2
Salvador (BA) 224,6 Maceié (AL) 74,7
Belo Horizonte (MG) 210,9 Duque de Caxias (RJ) 72,7
Fortaleza (CE) 201,5 S, Bernardo do Campo (SP) 68,4
Brasilia (DF) 187,7 Natal (RN) 66,8
Curitiba (PR) 151,6 Teresina (PI) 66,8
Recife (PE) 135,8 Osasco (SP) 63,7
Porto Alegre (RS) 129,8 Santo André (SP) 62,8
Manaus (AM) 119,4 Campo Grande (MS) 61,9
Belém (PA) 116,0 Jo@o Pessoa (PB) 56,2
Goiénia (GO) 102,3 Jaboatao (PE) 54,1
Guarulhos (SP) 101,8 Contagem (MG) 50,3
Campinas (SP) 92,4 S, José dos Campos (SP) 49,7
Sao Gongalo (RJ) 84,7 Ribeirao Preto (SP) 46,3
Ordenemos os valores x1,...,x39 das populagoes dos 30 municipios, do

menor para o maior e consideremos a primeira classe como aquela com li-
mite inferior igual a 40 e a tultima com limite superior igual a 1000; para
que as classes sejam disjuntas, devemos considerar intervalos de classe semi-
abertos. A Tabela 3.6 contém a distribuigao de frequéncias para a varidvel
X que representa populacao. Observemos que as duas primeiras classes tém
amplitudes iguais a 100, a terceira tem amplitude 50, a peniltima tem am-
plitude igual 350 e a ultima, amplitude igual a 400. Observemos também
que K =5, Zle ny = n = 30 e que Zle fr = 1. Quanto maior for a
densidade de frequéncia de uma classe, maior serd a concentragao de valores
nessa classe.

O valor da amplitude de classes h deve ser escolhido de modo adequado.
Se h for grande, teremos poucas classes e o histograma pode nao mostrar
detalhes importantes; por outro lado, se h for pequeno, teremos muitas
classes e algumas poderao ser vazias. A escolha do nimero e amplitude das
classes é arbitraria. Detalhes técnicos sobre a escolha do ntmero de classes
em casos especificos podem ser encontrados na Nota de Capitulo 2. Uma
definigdo mais técnica de histograma esta apresentada na Nota de Capitulo
3.
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Tabela 3.6: Distribuicao de frequéncias para a variavel X = populagao em dezenas

de milhares de habitantes

classes hk ng fk dk = fk/hk
00 — 100 100 17 0,567 0,00567
100 — 200 100 8 0,267 0,00267
200 — 250 50 3 0,100 0,00200
250 — 600 350 1 0,033 0,00010
600 — 1000 400 1 0,033 0,00008
Total - 30 1,000 -

O histograma da Figura 3.8 corresponde a distribuicao de frequéncias da
varidavel X do Exemplo 3.2, obtido usando a funcao hist ().
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Figura 3.8: Histograma para a varidvel Populacao (10000 habitantes).

O gréfico de ramo-e-folhas para os dados da Tabela 3.5 estd apresentado
na Figura 3.9. Por meio desse grafico podemos avaliar a forma da distri-
buicao das observacoes; em particular, vemos que ha dois valores atipicos,
556,9 e 988,8, correspondentes as populacoes do Rio de Janeiro e Sao Paulo,

respectivamente.
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Figura 3.9: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel Populagao (10000 habitantes).

Quando ha muitas folhas num ramo, podemos considerar ramos subdi-
vididos, como no exemplo a seguir.

Exemplo 3.3: Os dados disponiveis no arquivo poluicao correspondem a
concentragao atmosférica dos poluentes ozonio (O3) e mondxido de carbono
(CO) além de temperatura média e umidade na cidade de Sao Paulo en-
tre 1 de janeiro e 30 de abril de 1991. O gréafico de ramo-e-folhas para a
concentracao de monoéxido de carbono pode ser construido com dois ramos,
colocando-se no primeiro folhas com digitos de 0 a 4 e no segundo, folhas
com digitos de 5 a 9. Esse grafico esta apresentado na Figura 3.10
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Figura 3.10: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel CO (ppm).
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3.3 Medidas resumo

Em muitas situagoes deseja-se fazer um resumo mais drastico de um deter-
minado conjunto de dados, por exemplo, por meio de um ou dois valores. A
renda per capita de um pais ou a porcentagem de eleitores favoraveis a um
candidato sao exemplos tipicos. Com essa finalidade podem-se considerar
as chamadas medidas de posigao (localizacao ou de tendéncia central), as
medidas de dispersao e medidas de forma, entre outras.

3.3.1 Medidas de posicao

As medidas de posicao mais utilizadas sao a média, a mediana, a média
aparada e os quantis. Para defini-las, consideremos as observacoes x1, ..., Ty
de uma variavel X.

A média aritmética (ou simplesmente média) é definida por

1 n
T = nz;xl (3.1)
1=

No caso de dados agrupados numa distribuicao de frequéncias de um con-
junto com n valores, K classes e nj valores na classe k, kK = 1,..., K, a
média pode ser calculada como

K
T = % anik = Z fuTh, (3.2)

em que Ty é o ponto médio correspondente a classe k e fr = ni/n. Essa
mesma expressao é usada para uma variavel discreta, com nj valores iguais
a z, bastando para isso, substituir Zy por z; em (3.2).

A mediana ¢ definida em termos das estatisticas de ordem, z(;) <
T(2) <...< L (n) por

T(ni1), se n for impar ,
md(z) = { 1 (3.3)
5[9:(%) + ZL’(%_H)], se n for par

Dado um nimero 0 < o < 1, a média aparada de ordem «, T(«a) é
definida como a média do conjunto de dados obtido apds a eliminacao das
100a% primeiras observacoes ordenadas e das 100a% tltimas observacgoes
ordenadas do conjunto original. Uma definicao formal é:

1
n(1—2a) 2a {2 Ty + (L+m —na) [Ty + Tnom)}
z(a) = sem+2<n—-m+1 (3.4)
5[ (mt1) + Tnem)] em caso contrario .
em que m é o maior inteiro menor ou igual a na, 0 < a < 0,5. Se @ = 0,5,

obtemos a mediana. Para o = 0,25 obtemos a chamada meia média.
Observe que se o = 0, 7(0) = 7.
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Exemplo 3.4: Consideremos o seguinte conjunto com n = 10 valores de
uma varidvel X: {14,7,3,18,9,220,34,23,6,15}. Entao, T = 34,9, md(z) =
(14 +15)/2 = 14,5, e 7(0,2) = [z(3) + T(1) + ... + 7(3)]/6 = 14,3. Note que
se usarmos (3.4), temos o = 0,2 e m = 2 obtendo o mesmo resultado. Se
a = 0,25, entdo de (3.4) obtemos

T3y + 2204 + 225 + ..+ 22000 + 2(g)
10

7(0,25) = = 14,2.

Observe que a média é bastante afetada pelo valor atipico 220, ao passo
que a mediana e a média aparada com « = 0,2 nao o sao. Dizemos que essas
duas tltimas sdo medidas resistentes ou robustas.? Se substituirmos o
valor 220 do exemplo por 2200, a média passa para 232,9 ao passo que a
mediana e a média aparada 7(0,20) nao se alteram.

As trés medidas consideradas acima sao chamadas de medidas de posicao
ou localizagao central do conjunto de dados. Para varidveis qualitativas
também é comum utilizarmos outra medida de posicao que indica o valor
mais frequente, denominado moda. Quando ha duas classes com a mesma
frequéncia maxima, a varidvel (ou distribui¢ao) é dita bimodal. A nao ser
que os dados de uma variavel continua sejam agrupados em classes, caso em
que se pode considerar a classe modal, nao faz sentido considerar a moda,
pois em geral, cada valor da variavel tem frequéncia unitéria.

Quantis

Consideremos agora medidas de posicao uteis para indicar posicoes nao
centrais dos dados. Informalmente, um quantil-p ou quantil de ordem p é
um valor da varidvel (quando ela é continua) ou um valor interpolado
entre dois valores da varidvel (quando ela é discreta) que deixa 100p%
(0 < p < 1) das observagoes a sua esquerda. Formalmente, definimos o
quantil-p empirico (ou simplesmente quantil-p) como

L (i) se p=pi=(—-05)/n,i=1,....n
Qp) = (1= f)Qpi) + fiQ(Pi+1), se pi <p<pit1
Z(1), se 0<p<p
Z(n); se pp <p <1,
(3.5)

em que f; = (p—pi)/(pi+1 —pi). Ou seja, se p for da forma p; = (i —0,5)/n,
o quantil-p coincide com a i-ésima observacao ordenada. Para um valor
p entre p; e piy1, o quantil Q(p) pode ser definido como sendo a orde-
nada de um ponto situado no segmento de reta determinado por [p;,Q(p;)]
e [pi+1, Q(pi+1)] num gréfico cartesiano de p versus Q(p).

Escolhemos p; como acima (e nao como i/n, por exemplo) de forma que
se um quantil coincidir com uma das observacgoes, metade dela pertencera

2Uma medida ¢é dita resistente se ela muda pouco quando alterarmos um nimero pe-
queno dos valores do conjunto de dados.
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ao conjunto de valores & esquerda de Q(p) e metade ao conjunto de valores
a sua direita.

Os quantis amostrais para os dez pontos do Exemplo 3.4 estao indicados
na Tabela 3.7.

Tabela 3.7: Quantis amostrais para os dados do Exemplo 3.4

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i 0,05 0,15 025 0,35 045 0,55 0,65 0,75 0,85 0,95
Qi) 3 6 7 9 14 15 18 23 34 220

Com essa informagao, podemos calcular outros quantis; por exemplo,
Q(0,10) = [z(1) + z(2)]/2 = (3 +6)/2 = 4,5,
com f; = (0,10 — 0,05)/(0,10) = 0,5,
Q(0,90) = [z(0) + T(10)]/2 = (34 + 220)/2 = 127,

pois f9 = 0,9,

Q(0,62) = [0,30 x 2(g) + 0,70 x (7)) = (0,3 x 15+ 0,7 x 18) = 17,1,

pois fg = (0,62 — 0,55)/0,10 = 0,7.

Note que a definigdo (3.5) é compativel com a definicado de mediana
apresentada anteriormente.

Os quantis Q(0,25),@Q(0,50) e Q(0,75) sdao chamados quartis e usual-
mente sao denotados Q1,Q2 e (3, respectivamente. O quartil Q2 é a me-
diana e a propor¢ao dos dados entre )1 e Q3 para variaveis continuas é
50%.

Outras denominagdes comumente empregadas sao Q(0,10): primeiro
decil, Q(0,20): segundo decil ou vigésimo percentil, Q(0,85): octogésimo-
quinto percentil etc.

3.3.2 Medidas de dispersao

Duas medidas de dispersao (ou de escala ou de variabilidade) bastante usa-
das s@o obtidas tomando-se a média de alguma fungao positiva dos desvios
das observagoes em relagao a sua média. Considere as observagoes 1, ... ,Zn,
nao necessariamente distintas. A variancia desse conjunto de dados é defi-

nida por
n

Var(z) = % S (@i — )2 (3.6)

i=1
Neste caso, a funcao a que nos referimos é quadrética. Para uma tabela de
frequéncias (com K classes), a expressao para célculo da variancia é

| K K
Var(z) = ~ Y @ —%) =) ful@ —7)% (3.7)
k=1 k=1
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com a notacao estabelecida anteriormente. Para facilitar os calculos, convém
substituir (3.6) pela expressao equivalente

Var(x -1 Zw (3-8)

Analogamente, podemos substituir (3.7) por

Var(z Z foZs — T2 (3.9)

Como a unidade de medida da variancia é o quadrado da unidade de me-
dida da varidvel correspondente, convém definir outra medida de dispersao
que mantenha a unidade original. Uma medida com essa propriedade é a
raiz quadrada positiva da variancia, conhecida por desvio padrao.

Para garantir certas propriedades estatisticas uteis para propdsitos de
inferéncia, convém modificar as defini¢coes acima. Em particular, para ga-
rantir que a variancia obtida de uma amostra de dados de uma populacao
seja um estimador nao enviesado da varidncia populacional basta definir
a variancia como

5= ! -3 (i -2 (3.10)
=1
em substitui¢ao a definicao (3.6).

Um estimador (a variancia amostral S2, por exemplo) de um determi-
nado parametro (a varidncia populacional o2, por exemplo) é dito ndo en-
viesado quando seu valor esperado é o préprio parametro que esta sendo
estimado. Grosso modo, se um conjunto “infinito” (aqui interpretado como
muito grande) de amostras for colhido da populacao sob investigacao e para
cada uma delas for calculado o valor desse estimador nao enviesado, a média
desses valores serd o préprio parametro (ou estard bem préoxima dele).

Dizemos que o estimador S? tem n — 1 graus de liberdade pois “per-
demos” um grau de liberdade ao estimar a média populacional u por meio
de T, ou seja, dado o valor T, sé temos “liberdade” para escolher n — 1
valores da Vari&ivel X, pois o ultimo valor, digamos x,, é obtido como
Ty = NT — Zk 1 i

Note que se n for grande (e.g., n = 100) (3.10) e (3.6) tém valores
praticamente iguais. Para detalhes, veja Bussab e Morettin (2017).

Em geral, S? é conhecida por variancia amostral. A variancia po-
pulacional é definida como em (3.10) com o denominador n — 1 substituido
pelo tamanho populacional N e a média amostral T substituida pela média
populacional . O desvio padrao amostral é usualmente denotado por S.

O desvio médio ou desvio absoluto médio é definido por

n

dm(z) = %Zm _ 3 (3.11)

i=1
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Neste caso, a funcao a que nos referimos acima é a fungao ”valor absoluto”.
Outra medida de dispersao bastante utilizada é a distancia interquar-
tis ou amplitude interquartis

dg = Q3 — Q1. (3.12)

A distancia interquartis pode ser utilizada para estimar o desvio padrao
conforme indicado na Nota de Capitulo 4.

Podemos também considerar uma medida de dispersao definida em ter-
mos de desvios em relacao a mediana. Como a mediana é uma medida
robusta, nada mais natural que definir o desvio mediano absoluto como

dma(x) = mdi<j<p|r; — md(z)|, (3.13)

Finalmente, uma medida correspondente a média aparada é a variancia
aparada, definida por

Ca n—m—1 _
§%(a) = { 022 (S be —F@P+4), mit2<n-mil (3.14)
L(@mt1) — Z(@)* 4+ (T(n—m) — Z(@))?], em caso contrdrio

em que
A= (1+m—na){(@ni1) —T(@)? + (@n_m) — T(2))?],

m é como em (3.4) e ¢, é uma constante normalizadora que torna S?(a)
um estimador ndo enviesado para ¢2?. Para n grande, ¢, = 1,605. Para
amostras pequenas, veja a tabela da pdgina 173 de Johnson e Leone (1964).
Em particular, para n = 10, ¢, = 1,46.

A menos do fator ¢, a varidncia aparada pode ser obtida calculando-se a
variancia amostral das observagoes restantes, apds a eliminacao das 100a%
iniciais e finais (com denominador n —{ em que [ é o nimero de observagoes
desprezadas).

Considere as observacoes do Exemplo 3.4. Para esse conjunto de dados
as medidas de dispersdo apresentadas sdo S? = 4313,9; S = 65,7; dm(z) =
37,0; dg = 23 — 7= 16; S%(0,20) = 34,3; S(0,20) = 5,9 e dma(z) = 7,0.

Observemos que as medidas robustas sao, em geral, menores do que T
e S e que dg/1,349 = 11,9. Se considerarmos que esses dados constituem
uma amostra de uma populacao com desvio padrao o, pode-se mostrar que,
dma/0,6745 é um estimador nao enviesado para o. A constante 0,6745 é
obtida por meio de consideragoes assintéticas. No exemplo, dma/0,6745 =
10,4. Note que esses dois estimadores do desvio padrao populacional coin-
cidem. Por outro lado, S é muito maior, pois sofre bastante influencia do
valor 220. Retirando-se esse valor do conjunto de dados, a média dos valores
restantes é 14,3 e o correspondente desvio padrao é 9,7.

Uma outra medida de dispersao, menos utilizada na prética é a ampli-
tude, definida como max(z1,...,z,) — min(zy,...,oy,).
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3.3.3 Medidas de forma

Embora sejam menos utilizadas na pratica que as medidas de posicao e
dispersao, as medidas de assimetria (skewness) e curtose sao iteis para
identificar modelos probabilisticos para andlise inferencial.

Na Figura 3.11 estao apresentados histogramas correspondentes a da-
dos com assimetria positiva (ou a direita) ou negativa (ou a esquerda) e
simétrico.

O objetivo das medidas de assimetria é quantificar sua magnitude, que,
em geral, é baseada na relacao entre o segundo e o terceiro momentos
centrados, cujos correspondentes amostrais sao respectivamente,

n

my = 1 Z(xz — T)Q e msg = 1 Z:(acZ — 5)3.

n “ n-
=1 =1

Dentre as medidas de assimetria, as mais comuns sao:
) . . . 3/2
a) o coeficiente de assimetria de Fisher-Pearson: g = mg/m;
b) o coeficiente de assimetria de Fisher-Pearson ajustado:

n(n—1)
Yo g (3.15)
n—2
Assimetria positiva Assimetria negativa
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Figura 3.11: Histogramas com assimetria positiva e negativa e nula.

As principais propriedades desses coeficientes sao

Morettin & Singer - outubro/2021



64 3.3 MEDIDAS RESUMO

i) seu sinal reflete a diregao da assimetria (sinal negativo corresponde
a assimetria a direita e sinal positivo corresponde a assimetria a es-
querda);

ii) comparam a assimetria dos dados com aquela da distribui¢ao normal,
que é simétrica;

iii) valores mais afastados do zero indicam maiores magnitudes de assime-
tria e consequentemente, maior afastamento da distribuicao normal;

iv) a estatistica indicada em (3.15) tem um ajuste para o tamanho amos-
tral;

V) esse ajuste tem pequeno impacto em grandes amostras.

Outro coeficiente de assimetria mais intuitivo é o chamado Coeficiente de
assimetria de Pearson 2, estimado por

Sky = 3[T — med(z1,...,zy)]/S.

A avaliagao de assimetria também pode ser concretizada por meios gréaficos.
Em particular, o gréafico de Q(p) versus p conhecido como gréfico de quan-
tis é uma ferramenta importante para esse proposito.

A Figura 3.12 mostra o grafico de quantis para os dados do Exemplo
3.2. Notamos que os pontos correspondentes a Sao Paulo e Rio de Janeiro
sao destacados. Se a distribuicdao dos dados for aproximadamente simétrica,
a inclinagao na parte superior do grafico deve ser aproximadamente igual
aquela da parte inferior, o que nao acontece na figura em questao.

o
Q
=S e}
i
8
Q0 ©
@®©
e
2 o
o o
E © )
@
2]
= 9
c O
c ¥
&
S e}
o oo
N oo0©
o O
ooooooooooooooooOOO
T T ‘ ‘ ‘ |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.12: Gréfico de quantis para Populacdo (10000 habitantes).

A Figura 3.13 contém o grafico de quantis para a varidvel IMC do arquivo
esteira sugerindo que a distribuicao correspondente é aproximadamente
simétrica, com pequeno desvio na cauda superior.
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Figura 3.13: Grafico de quantis para a varidvel IMC do arquivo esteira.

Os cinco valores z(1), Q1, Q2, @3, T(y), isto €, os extremos e os quartis, sao
medidas de localizagao importantes para avaliarmos a simetria dos dados.
Para uma distribui¢ao simétrica (ou aproximadamente simétrica), espera-se
que

a) Q2 —z) = T(n) — Q2;
b) Q2 — Q1 ~ Q3 — Q2;
¢) Q1 —z) =) — Q3.

A condicao a) nos diz que a dispersao inferior é igual (ou aproxima-
damente igual) & dispersao superior. Para distribuigoes assimétricas a
direita, as diferencas entre os quantis situados a direita da mediana e a me-
diana sao maiores que as diferencas entre a mediana e os quantis situados a
sua esquerda.

Além disso, se uma distribui¢ao for (aproximadamente) simétrica, vale
a relacao

Q2 = T(5) = T(n4+1—) —Q9, i1=1,..., [(n+1)/2], (3.16)

em que [z] representa o maior inteiro contido em x. Definindo u; = Q2 — ()
€ Vi = T(n41-i) — @2, podemos considerar um grafico de simetria, no qual
colocamos os valores u; como abcissas e os valores v; como ordenadas. Se
a distribuigao dos dados for simétrica, os pontos (u;,v;) deverdo estar sobre
ou proximos da reta u = v.

O grafico de simetria para os dados do Exemplo 3.2 estd apresentado a
Figura 3.14, na qual podemos observar que a maioria dos pontos estd acima
da reta u = v, representada pela linha pontilhada. Essa disposicao mostra
que a distribuicao correspondente apresenta uma assimetria a direita.
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Figura 3.14: Gréfico de simetria para Populagao (10000 habitantes).
Na Figura 3.15 apresentamos o grafico de simetria para a varidvel IMC

do arquivo esteira; esse grafico corrobora as conclusoes obtidas por meio
da Figura 3.13.
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Figura 3.15: Grafico de simetria para a variavel IMC do arquivo esteira.

Outra medida de interesse para representar a distribuicao de frequéncias
de uma varidvel é a curtose, que estd relacionada com as frequéncias rela-
tivas em suas caudas. Essa medida envolve momentos centrados de quarta
ordem.

Seja X uma variavel aleatéria qualquer, com média u e variancia o2. A
curtose de X ¢ definida por

K(X)=FE [(X_“)T . (3.17)

g
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Para uma distribui¢ao normal, K = 3, razao pela qual e(X) = K(X) —3 é
chamada de excesso de curtose. Distribuigoes com caudas pesadas tém
curtose maior do que 3.

Para uma amostra {Xi,...,X,} de X, considere o r-ésimo momento
amostral

em que a média p é estimada por X. Substituindo os momentos centrados de
X pelos respectivos momentos centrados amostrais, obtemos um estimador
da curtose, nomeadamente

=\ 4
= my 1~ (Xi—X
K(X)=—=- <A : (3.18)
em que 62 = Y i, (X; — X)?/n. Consequentemente, um estimador para

o excesso de curtose é e(X) = K (X) — 3. Pode-se provar que, para uma
amostra suficientemente grande de uma distribui¢cdo normal,

K ~ N (3,24/n), (3.19)

ou seja, K tem uma distribuicao aproximadamente normal com média 3 e
variancia 24/n.

3.4 Bozplots

O boxplot é um grafico baseado nos quantis que serve como alternativa ao
histograma para resumir a distribuicao dos dados. Considere um retangulo,
com base determinada por ()1 e (Y3, como indicado na Figura 3.16. Nesse
retangulo, insira um segmento de reta correspondente & posicao da medi-
ana. Considere dois segmentos de reta denominados bigodes (whiskers)
colocados respectivamente “acima’” e “abaixo” de ()1 e (J3 com limites da-
dos, respectivamente, por min[z(,), @3 + 1,5 x dg] e max[z(;), Q1 — 1,5 * dg)]
com dg representando a distancia interquartis. Pontos colocados acima do
limite superior ou abaixo do limite inferior, considerados valores atipicos
ou discrepantes (outliers) sao representados por algum simbolo (*, por
exemplo).
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Bozxplot
M
MiIN Max
— i *
1«——Q3
Q DO Q
1.5*DQ 1.5*DQ

Q1: lo quartil Q3: 3o quartil DQ: distancia interquartis M: mediana

Figura 3.16: Detalhes para a construcao de boxplots.

Esse grafico permite que identifiquemos a posicao dos 50% centrais dos
dados (entre o primeiro e terceiro quartis), a posi¢ao da mediana, os valores
atipicos, se existirem, assim como permite uma avaliagdo da simetria da
distribuicdo. Boxplots sao teis para a comparacao de varios conjuntos de
dados, como veremos em capitulos posteriores.

Os boxplots apresentados na Figura 3.17 correspondem aos dados do
Exemplo 3.2 [painel (a)] e da Temperatura do Exemplo 3.3 [painel (b)].> A
distribuicdo dos dados de Temperatura tem uma natureza mais simétrica e
mais dispersa do que aquela correspondente as populacoes de municipios.
H4 valores atipicos no painel (a), representando as populagoes do Rio de
Janeiro e de Sao Paulo, mas nao os encontramos nos dados de temperatura.

H4 uma variante do bozplot, denominada boxplot dentado (notched

bozplot) que consiste em acrescentar um dente em “v” ao redor da mediana
no grafico. O intervalo determinado pelo dente, dado por

1,57dg

Q2+ T

é um intervalo de confianca para a mediana da populacao da qual supomos
que os dados constituem uma amostra. Para detalhes, veja McGill et al.
(1978) ou Chambers et al. (1983). Na Figura 3.18 apresentamos bozplots
correspondentes aqueles da Figura 3.17 com os dentes (notchs) incorporados.

#Note que tanto a orientagio horizontal (como na Figura 3.16) quanto a vertical (como
na Figura 3.17) podem ser empregadas na construcao dos bozplots.
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Figura 3.17: Boxplots para os dados dos Exemplos 3.2 (Populacéo) e 3.3 (Tem-

peratura).
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Figura 3.18: Bozplots dentados para os dados dos Exemplos 3.2 (Populagao) e

3.3 (Temperatura).

3.5 Modelos probabilisticos

Um dos objetivos da Estatistica é fazer inferéncia (ou tirar conclusoes) sobre
a distribuicao de alguma varidvel em uma determinada populacao a partir
de dados de parte dela, denominada amostra. A ligacao entre os dados
amostrais e a populacao depende de modelos probabilisticos ou seja, de
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modelos que representem a distribuicao (desconhecida) da varidvel na po-
pulacao. Por exemplo, pode ser dificil obter informacoes sobre a distribuigao
dos salarios de empregados de uma empresa com 40000 empregados espalha-
dos por diversos paises. Nessa situacao, costuma-se recorrer a uma amostra
dessa populacao, obter as informagoes desejadas a partir dos valores amos-
trais e tentar tirar conclusoes sobre toda a populagao com base num modelo
probabilistico. Esse procedimento é denominado inferéncia estatistica.
No exemplo acima, poderiamos escolher uma amostra de 300 empregados
da empresa e analisar a distribuicao dos saldrios dessa amostra com o ob-
jetivo de tirar conclusoes sobre a distribuicao dos salarios da populacao de
40000 empregados. Um dos objetivos da inferéncia estatistica é quantificar
a incerteza nessa generalizagao.

Muitas vezes, a populagao para a qual se quer tirar conclusoes é apenas
conceitual e ndo pode ser efetivamente enumerada, como o conjunto de po-
tenciais consumidores de um produto ou o conjunto de pessoas que sofrem
de uma certa doenca. Nesses casos, nao se pode obter a correspondente
distribuicao de frequéncias de alguma caracteristica de interesse associada a
essa populacao e o recurso a modelos para essa distribuicao faz-se necessario;
esses sao os chamados modelos probabilisticos e as frequéncias relativas cor-
respondentes sao denominadas probabilidades. Nesse sentido, o conhecido
grafico com formato de sino associado a distribuicdo normal pode ser con-
siderado como um histograma “teérico”. Por isso, convém chamar a média
da distribui¢@o de probabilidades (que no caso de uma populagao conceitual
nao pode ser efetivamente calculada) de valor esperado.

Se pudermos supor que a distribuicao de probabilidades de uma variavel
X, definida sobre uma populacdo possa ser descrita por um determinado
modelo probabilistico representado por uma fungao, nosso problema reduz-
se a estimar os parametros que a caracterizam. Para a distribuigao normal,
esses parametros sao o valor esperado, usualmente representado por p e a
variancia, usualmente representada por o2.

H& varios modelos probabilisticos importantes usados em situagoes de
interesse pratico. As Tabelas 3.8 ¢ 3.9 trazem um resumo das principais
distribuicoes discretas e continuas, respectivamente apresentando:

a) a fungao de probabilidade p(z) = P(X = x), no caso discreto e a
funcao densidade de probabilidade, f(x), no caso continuo;

b) os parametros que caracterizam cada distribuigao;

c) o valor esperado, representado por E(X) e a variancia, representada
por Var(X) de cada uma delas.
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Tabela 3.8: Modelos probabilisticos para varidveis discretas

Modelo P(X =x) Parametros E(X), Var(X)
Bernoulli p*(1—p)t=%, z=0,1 P p, p(1 —p)
Binomial (:)p”(l —p)" % x=0,...,n n,p np, np(1 — p)

. = Az
Poisson -2 =0,1, A A A
Geométrica p1—p), 2 =12, p 1p, (1—p)/p?
()= N-
Hipergeométrica z (1\7) 22 x=0,1, N,rn nr/N,ny (1 — ) 71

Tabela 3.9: Modelos probabilisticos para varidveis continuas

Modelo f(x) Parametros | E(X), Var(X)
2
Uniforme 1/(b—a),a<z<b a,b “TM,%
Exponencial ae” % x>0 a 1/a, 1/a?
Normal U\}ﬁ exp{(*Z£)?}, —co <z < o0 W, o w, o2
Gama Fl(lf") (ax)T"te™@® >0 a>0,r>1 r/a, r/a?
Qui-quadrado 2 /2 /2= te=e/2 150 n n, 2n
T(n/2)
t-Student %)1\)/7%3(1 + %)_("“'1)/2, —o00 <z < 00 n 0, n/(n—2)

Lembrando que num histograma, as frequéncias relativas correspondem
a areas de retangulos, num modelo probabilistico, as probabilidades corres-
pondem a &reas sob regides delimitadas pela fungao f(z), como indicado na

Figura 3.19.
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Freq relativa X < 0.6: &rea histograma (cinza) /
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Figura 3.19: Aproximagao de um histograma por uma funcao densidade de pro-
babilidade.

Para muitas distribuigoes, as probabilidades podem ser obtidas de tabe-
las apropriadas ou obtidas com o uso de pacotes de computador. Detalhes
podem ser encontrados em Bussab e Morettin (2017) entre outros.

3.6 Dados amostrais

Uma amostra é um subconjunto de uma populagdo e para que possamos
fazer inferéncias, é preciso que ela satisfaca certas condigoes. O caso mais
comum é o de uma amostra aleatéria simples. Dizemos que um conjunto
de observacoes x1,...,r, constitui uma amostra aleatdria simples de
tamanho n de uma varidavel X definida sobre uma populagao P se as varidveis
X1,...,X, que geraram as observacgoes sao independentes e tém a mesma
distribuigao de X. Como consequéncia, E(X;) = E(X) e Var(X;) = Var(X),
1=1,...,n.

Nem sempre nossos dados representam uma amostra aleatoria simples
de uma populacao. Por exemplo, dados observados ao longo de um certo
periodo de tempo sao, em geral, correlacionados. Nesse caso, os dados cons-
tituem uma amostra de uma trajetéria de um processo estocastico e a
populacao correspondente pode ser considerada como o conjunto de todas
as trajetorias de tal processo [detalhes podem ser encontrados em Morettin
e Tol6i (2018)]. Também podemos ter dados obtidos de um experimento
planejado, no qual uma ou mais varidveis explicativas (preditoras) sdo con-
troladas para produzir valores de uma varidvel resposta. As observacoes da
resposta para as diferentes combinacoes dos niveis das varidveis explicativas
constituem uma amostra estratificada. Exemplos sao apresentados na Secao
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4.4.

A nao ser quando explicitamente indicado, para propdsitos inferenciais,
neste texto consideraremos os dados como provenientes de uma amostra
aleatéria simples.

Denotemos por z1,...,z, os valores efetivamente observados das varidveis
X1,..., X% Além disso, denotemos por T(1)s - - - sT(n) €Sses valores observa-
dos ordenados em ordem crescente, ou seja, x(1) < ... < x(y). Esses sao os
valores das estatisticas de ordem X(y),..., X(y).

A fungao distribuicao acumulada de uma varidvel X definida como
F(z) = P(X <), € R pode ser estimada a partir dos dados amostrais,
por meio da funcao distribuicao empirica definida por

Folz) = 2 wreR, (3.20)

em que n(x) é o nimero de observagdes amostrais menores ou iguais a x.
Com finalidade ilustrativa, considere novamente as observacoes do Exem-

plo 3.4 sem o valor 220. O grafico de F),, que é essencialmente uma fungao

em escada, com “saltos” de magnitude 1/n em cada x(;), nomeadamente

i
Fn(x(l)) - 57 L= 17 1
estd disposto na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Funcao distribui¢do empirica para os dados do Exemplo 3.4 (sem o
valor 220).

4Muitas vezes nio faremos distingéo entre a varidvel e seu valor, ou seja, designaremos,
indistintamente, por x a varidvel e um valor observado dela.
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3.7 Graficos QQ

Uma das questoes fundamentais na especificacdo de um modelo para in-
feréncia estatistica é a escolha de um modelo probabilistico para representar
a distribuigao (desconhecida) da varidvel de interesse na populagdo. Uma
possivel estratégia para isso é examinar o histograma dos dados amostrais
e compara-lo com histogramas tedricos associados a modelos probabilisticos
candidatos. Alternativamente, os graficos QQ (QQ plots) também podem
ser utilizados com essa finalidade.

Essencialmente, graficos QQ sao gréficos cartesianos cujos pontos re-
presentam os quantis de mesma ordem obtidos das distribuicoes amostral
(empirica) e tedrica. Se os dados amostrais forem compativeis com o mo-
delo probabilistico proposto, esses pontos devem estar sobre uma reta com
inclinagao unitaria quando os quantis forem padronizados, i.e.,

Q*(pi) = [Q(pi) — 7]/dp(z).

Para quantis nao padronizados, os pontos no gréafico estarao dispostos em
torno de uma reta com inclinagao diferente de 1.

Como o modelo normal serve de base para muitos métodos estatisticos
de andlise, uma primeira tentativa é construir esse tipo de grafico baseado
nos quantis dessa distribui¢cdo. Os quantis normais padronizados @y (p;)
sao obtidos da distribuigao normal padrao [N(0,1)] por meio da solugao da
equacao

Qnpi) 1
——exp(—2?) =p;, i=1,...n,

PN V2T

cujos resultados estao disponiveis na maioria dos pacotes computacionais
destinados a anélise estatistica. Para facilitar a comparacao, convém utilizar
os quantis amostrais padronizados. Veja a Nota de Capitulo 5 deste capitulo
e a Nota de Capitulo 5 do Capitulo 4.

Consideremos novamente os dados do Exemplo 3.4. Os quantis amos-
trais, quantis amostrais padronizados e normais padronizados estao dispos-
tos na Tabela 3.10. O correspondente grafico QQ estd representado na
Figura 3.21.

Tabela 3.10: Quantis amostrais e normais para os dados do Exemplo 3.4

i 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
i 0,05 0015 025 035 045 055 065 0,75 0.5 0095
Q(p:) 3 6 7 9 14 15 18 23 34 220

Q*(p:) -049 -044 -042 -039 -0,32 -0,30 -0,26 -0,18 -0,14 2,82
Qn(p:) -164 -1,04 -067 -0,39 -0,13 0,13 039 067 1,04 164

Morettin & Singer - outubro/2021



3. ANALISE DE DADOS DE UMA VARIAVEL 75
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Figura 3.21: Gréfico QQ Normal para os dados do Exemplo 3.4 (com reta y = z).

Um exame da Figura 3.21 sugere que o modelo normal nao parece ser
adequado para os dados do Exemplo 3.4. Uma das razoes para isso, é a
presenca de um ponto atipico (220). Um grafico QQ normal para o conjunto
de dados obtidos com a eliminagao desse ponto esté exibido na Figura 3.22 e
indica que as evidéncias contrarias ao modelo normal sao menos aparentes.

00 05 10 15 20

Quantis amostrais padronizados

-1.0
!

T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Quantis normais

Figura 3.22: Gréfico QQ normal para os dados do Exemplo 3.4 com a eliminagao
do ponto 220 e reta y = .

Um exemplo de grafico QQ para uma distribuicao amostral com 100
dados gerados a partir de uma distribuicao normal padrao esté apresentado
na Figura 3.23.
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Quantis amostrais

Quantis normais

Figura 3.23: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuigao
normal padrao.

Embora os dados correspondentes aos quantis amostrais da Figura 3.23
tenham sido gerados a partir de uma distribuicao normal padrao, os pontos
nao se situam exatamente sobre a reta com inclinagao de 45 graus em funcao
de flutuagoes amostrais. Em geral, a adogao de um modelo probabilistico
com base num exame do grafico QQ tem uma natureza subjetiva, mas é
possivel incluir bandas de confianca nesse tipo de grafico para facilitar a
decisdo. Essas bandas dao uma ideia sobre a faixa de variacao esperada
para os pontos no grafico. Detalhes sobre a construcao dessas bandas sao
tratados na Nota de Capitulo 6. Um exemplo de grafico QQ com bandas de
confianga para uma distribuicdo amostral com 100 dados gerados a partir
de uma distribuicao normal padrao esta apresentado na Figura 3.24.

Quantis amostrais

Quantis normais

Figura 3.24: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuigao
normal padrdo com bandas de confiancga.
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Um exemplo de grafico QQ em que as caudas da distribuicdo amostral
(obtidas de uma amostra de 100 dados gerados a partir de uma distribuicao
t com 2 graus de liberdade) sdo mais pesadas que aquelas da distribuic¢ao
normal estd apresentado na Figura 3.25.

-2 0

Quantis amostrais

-6 -4

-2 -1 0 1 2
Quantis normais

Figura 3.25: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuicao ¢
com 2 graus de liberdade.

Um exemplo de grifico QQ normal em que a distribui¢ao amostral (com
100 dados gerados a partir de uma distribuicao qui-quadrado com 2 graus
de liberdade) é assimétrica estd apresentado na Figura 3.26.
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8
!
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Figura 3.26: Grafico QQ normal para 100 dados gerados de uma distribui¢ao
qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

O gréfico QQ correspondente, agora obtido por meio dos quantis de uma
distribuicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade é apresentado na Figura
3.27.
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Figura 3.27: Gréfico QQ qui-quadrado para 100 dados gerados de uma distri-
buicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

3.8 Desvio padrao e erro padrao

Considere uma populagao para a qual a varidavel X tem valor esperado u e
variancia o2. Imaginemos que um ntmero grande, digamos M, de amostras
de tamanho n seja obtido dessa populacao. Denotemos por Xjq,..., X;, 0s
n valores observados da variavel X na i-ésima amostra, ¢ = 1,... M. Para
cada uma das M amostras, calculemos as respectivas médias, denotadas por
X1,..., X . Pode-se mostrar que o valor esperado e a variancia da varidvel
X (cujos valores sio X1,...,X ) sdo respectivamente u e o2/n, i.e., o
valor esperado do conjunto das médias amostrais é igual ao valor esperado
da varidvel original X e a sua variancia é menor (por um fator 1/n) que
a variancia da varidvel original X. Além disso pode-se demostrar que o
histograma da varidvel X tem o formato da distribuicio normal.

Note que a varidncia o2 é uma caracteristica inerente & distribuicdo da
variavel original e ndo depende do tamanho da amostra. A variancia o/n da
varidavel X, depende do tamanho da amostra; quanto maior esse tamanho,
mais concentrada (em torno de seu valor esperado, que é o mesmo da varidvel
original) serd a sua distribui¢do. O desvio padrao da varidvel X é conhecido
como erro padrao (da média).

Lembremos que, dada uma amostra X1, . .., X, a variancia o? da variavel
X é estimada por

Ao se aumentar o tamanho da amostra, o denominador n — 1 aumenta, mas
o numerador, Y " | (X; — X)?2, também aumenta de forma que o quociente
e também sua raiz quadrada, que é uma estimativa do desvio padrao de X,
permanecem estaveis a menos de flutuagoes aleatérias. Uma estimativa da
variancia da varidvel X é S?/n, e dada a estabilidade do numerador S?, esse
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quociente, e consequentemente, sua raiz quadrada, que é o erro padrao da
média X, diminuem com o aumento do denominador n. Detalhes podem
ser obtidos em Bussab e Morettin (2017).

Uma avaliagao desses resultados por meio de simulagao esté apresentada
na Figura 3.28.
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Figura 3.28: Efeito do tamanho da amostra na distribuicdo amostral da média.

Os histogramas apresentados na coluna da esquerda correspondem a da-
dos simulados de uma distribuicdo normal com valor esperado p = 10 e
desvio padrao o = 2. O primeiro deles exibe um histograma obtido com
10000 dados e mimetiza a populagdo. A média e o desvio padrao correspon-
dentes sao, respectivamente 10,009 e 2,011 que essencialmente representam
os valores de p e 0.

Geramos 10000 amostras de tamanhos n = 10 e 10000 amostras de ta-
manhos n = 100 dessa distribuigdo e para cada uma delas, calculamos as
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médias (X) e desvios padroes (S). Cada uma dessas 10000 médias X é uma
estimativa do valor esperado populacional i e cada um dos desvios padroes
amostrais S é uma estimativa do desvio padrao populacional . Os outros
dois graficos exibidos na mesma coluna correspondem aos histogramas das
médias (amostrais) das M = 10000 amostras para n = 10 e n = 100, e
salientam o fato de que a dispersao das médias amostrais em torno de sua
média, (que é essencialmente o valor esperado da populagao de onde foram
extraidas) diminui com o aumento do tamanho das amostras. Médias e des-
vios padroes (erros padroes) dessas distribui¢oes amostrais, além das médias
dos desvios padroes amostrais estao indicados na Tabela 3.11.

Tabela 3.11: Medidas resumo de 10000 amostras de uma distribui¢ao normal com
média 10 e desvio padrao 2

Amostras  média(X) ep(X) média(S)
n =10 9,007 0,636 ~2/V10 1,045 ~ 2
n=100 9,999 0,197 ~2/v/100 1,993 ~2

Os histogramas apresentados na coluna da direita da Figura 3.28 corres-
pondem a dados simulados de uma distribuicao exponencial com parametro
A = 1,5 para a qual o valor esperado é p = 0,667 = 1/1,5 e o desvio padrao
também é o = 0,667 = 1/1,5. O primeiro deles exibe um histograma obtido
com 10000 dados e mimetiza a populacdo. A média e o desvio padrao cor-
respondentes sao, respectivamente 0,657 e 0,659 que essencialmente sao os
valores de i e o.

Os outros dois graficos exibidos na mesma coluna correspondem aos his-
togramas das médias (amostrais) de M = 10000 amostras de tamanhos
n = 10 e n = 100, respectivamente da mesma distribuicao exponencial, sa-
lientando o fato de que a dispersao das médias amostrais em torno de sua
média (que é essencialmente o valor esperado da distribuigao original) dimi-
nui. Além disso, esses histogramas mostram que a distribui¢do das médias
amostrais é aproximadamente normal apesar de a distribuicao de onde as
amostras forma geradas ser bastante assimétrica. Médias e desvios padroes
(erros padroes) dessas distribuigbes amostrais além das médias dos desvios
padroes amostrais estao indicados na Tabela 3.12.

Tabela 3.12: Medidas resumo de 10000 amostras de uma distribuigao exponencial
com parametro A = 1,5 (média=0,667 e desvio padrao=0,667)

Amostras média(X) ep(X) média(.S)
n =10 0,669 0,212 ~ 0,667/4/10 0,617 ~ 0,667
n=100 0,666 0,066 ~ 0,667/v/100 0,659 ~ 0,667
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3.9 Intervalo de confianga e tamanho da amostra

Em muitas situacoes, dados passiveis de andlise estatistica provem de varia-
veis observadas em unidades de investigacao (individuos, animais, corpos de
prova, residéncias etc.) obtidas de uma populacao de interesse por meio de
um processo de amostragem. Além de descrever e resumir os dados da amos-
tra, ha interesse em utilizd-los para fazer inferéncia sobre as distribuigoes
populacionais dessas variaveis. Essas populacoes sao, em geral, conceituais.
Por exemplo, na avaliagao de um determinado medicamento para diminuicao
da pressao arterial (X), a populagao de interesse nao se resume aos pacientes
de um hospital ou de uma regiao; o foco é a populagao de individuos (vivos
ou que ainda nascerdo) que poderdo utilizar essa droga. Nesse contexto,
as caracteristicas populacionais da diminuicao da pressao arterial possivel-
mente provocada pela administracao da droga sao desconhecidas e queremos
estimé-la (ou adivinhd-las) com base nas suas caracteristicas amostrais.

Nao temos duvidas sobre as caracteristicas amostrais. Se a droga foi
administrada a n pacientes e a reducdo média da pressao arterial foi de
X = 10 mmHg com desvio padrao S = 3 mmHG, ndo temos divida de que
“em média” a droga reduziu a pressao arterial em 10 mmHg nos individuos
da amostra. O problema é saber se o resultado obtido na amostra pode ser
extrapolado para a populacio, ou seja se podemos utilizar X para estimar
o valor esperado populacional (u), que ndo conhecemos e que nao conhe-
ceremos a nao ser que seja possivel fazer um censo. Obviamente, se foram
tomados cuidados na selecao da amostra e se o protocolo experimental foi
devidamente adotado, faz sentido supor que a reducao média da pressao
arterial induzida pela droga na populagao esteja proxima de 10 mmHg mas
precisamos entao especificar o que entendemos por “préxima’”. Isso pode ser
feito por intermédio do célculo da margem de erro, que, essencialmente,
¢ uma medida de nossa incerteza na extrapolacao dos resultados obtidos na
amostra para a populacao de onde assumimos que foi obtida.

A margem de erro depende do processo amostral, do desvio padrao amos-
tral S, do tamanho amostral n e é dada por me = kS/y/n em que k é uma
constante que depende do modelo probabilistico adotado e da confianca com
que pretendemos fazer a inferéncia. No caso de uma amostra aleatdria
simples de uma varidvel X obtida de uma populacao para a qual supomos
um modelo normal, a constante k para um intervalo com coeficiente de
confianga de 95,4% ¢é igual a 2. Esse valor corresponde a area sob a curva
normal entre o valor esperado menos dois desvios padroes (p— 20) e o valor
esperado mais dois desvios padroes (u + 20) como indicado na Figura 3.29.
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Figura 3.29: Areas sob a curva normal com valor esperado i e desvio padrao o

Para um coeficiente de confianca igual a 95%, & = 1,96. Quando o
tamanho da amostra é suficientemente grande, podemos utilizar esse valor,
mesmo quando a distribuicdo de onde foi obtida a amostra nao é normal.
A margem de erro correspondente a um coeficiente de confianca de 95% é
me = 1,965/y/n. Com base nessa margem de erro, podemos construir um
intervalo de confianga para o valor esperado populacional da varidvel X.
Os limites inferior e superior para esse intervalo sdo, respectivamente,

X —1,96S/v/n e X +1,96S/v/n. (3.21)

Se considerassemos um grande niimero de amostras dessa populagao sob as
mesmas condicoes, o intervalo construido dessa maneira conteria o verda-
deiro (mas desconhecido) valor esperado populacional (1) em 95% dos casos.
Dizemos entdo, que o intervalo de confianca tem confianca de 95%.

A guisa de exemplo, consideremos uma pesquisa eleitoral em que uma
amostra de n eleitores é avaliada quanto a preferéncia por um determinado
candidato. Podemos definir a varidvel resposta como X = 1 se o eleitor
apoiar o candidato e X = 0 em caso contrario. A média amostral de X é a
proporgao amostral de eleitores favoraveis ao candidato, que representamos
por p; sua variancia, p(1 — p)/n, pode ser estimada por p(1 — p)/n (veja o
Exercicio 32). Pode-se demonstrar que os limites inferior e superior de um
intervalo de confianca com 95% de confianca para a propor¢ao populacional
p de eleitores favoraveis ao candidato sao, respectivamente,

P— 19601 —p)/n e p+1,96/5(1 —p)/n. (3.22)

Se numa amostra de tamanho n = 400 obtivermos 120 eleitores favoraveis
ao candidato, a proporcao amostral serd p = 30% e entao podemos dizer que
com 95% de confianca a proporcao populacional p deve estar entre 25,5% e
34,5%.

Uma das perguntas mais frequentes com que o estatistico é defrontado
é: Qual € o tamanho da amostra necessdrio para que meus resultados sejam
(estatisticamente) vdlidos? Embora a pergunta faga sentido para quem a
apresentou, ela nao reflete exatamente o que se deseja e precisa ser reformu-
lada para fazer algum sentido passivel de analise estatistica. Nesse contexto,
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a pergunta apropriada seria: Qual € o tamanho da amostra necessdrio para
que meus resultados tenham uma determinada precisdo?

Especificamente no caso da estimagao da média (populacional) pu de uma
varidvel X, a pergunta seria Qual € o tamanho da amostra necessdrio para
que a estimativa X da média p tenha uma precisao €? A resposta pode ser
obtida da expressao (3.21), fazendo € = 1,965/+/n o que implica

n = (1,965/¢)%.

Entao, para a determinacao do tamanho da amostra, além da precisao dese-
jada e € preciso ter uma ideia sobre o desvio padrao S da varidvel sob inves-
tigacao. Essa informacao pode ser obtida por meio de uma amostra piloto
ou por intermédio de outro estudo com caracteristicas similares aquelas do
estudo que estd sendo planejado. Na falta dessas informactes, uma esti-
mativa grosseira do desvio padrao pode ser obtida como S = [max(X) —
min(X)]/4 ou S = [max(X) — min(X)]/6 (veja a Figura 3.29).

Para estimacao de proporc¢oes amostrais, o calculo do tamanho da amos-
tra pode ser baseado em (3.22). Nesse caso, ¢ = 1,96,/p(1 —p)/n o que
implica

n = [1,961/p(1 — p)/e]>.

Observando que o valor maximo de p(1 — p) é 0,25 e aproximando 1,96
por 2, o tamanho da amostra necessdrio para que a precisao aproximada
da estimativa da proporcao populacional seja de £ pontos percentuais é
n=1/ ¢2. Portanto para que a precisio seja de 3 pontos percentuais como
em pesquisas de intencao de votos, em geral, o tamanho da mostra devera
ser aproximadamente n = 1/(0.03)% = 1111.

Detalhes técnicos sobre a construcao de intervalos de confianga e de-
terminagao do tamanho da amostra podem ser encontrados em Bussab e
Morettin (2017) entre outros.

3.10 Transformacao de variaveis

Muitos procedimentos empregados em inferéncia estatistica sao baseados na
suposicao de que os valores de uma (ou mais) das varidveis de interesse
provém de uma distribuicao normal, ou seja, de que os dados associados a
essa variavel constituem uma amostra de uma populacao na qual a distri-
buigao dessa varidvel € normal. No entanto, em muitas situagoes de interesse
pratico, a distribuicao dos dados na amostra é assimétrica e pode conter va-
lores atipicos, como vimos em exemplos anteriores.

Se quisermos utilizar os procedimentos talhados para andlise de da-
dos com distribuicao normal em situacoes nas quais a distribuicao dos da-
dos amostrais é sabidamente assimétrica, pode-se considerar uma trans-
formacao das observagoes com a finalidade de se obter uma distribuicao
“mais simétrica” e portanto, mais préxima da distribuicao normal. Uma

Morettin & Singer - outubro/2021



84 3.10 TRANSFORMACAO DE VARIAVEIS

transformacao bastante usada com esse propdsito é

P, se p>0
2P = log(z), se p=0 (3.23)
—xP, se p<O0

Essa transformacao com 0 < p < 1 é apropriada para distribuicoes as-
simétricas a direita, pois valores grandes de x decrescem mais relativamente
a valores pequenos. Para distribuicoes assimétricas a esquerda, basta tomar
p > 1. Normalmente, consideramos valores de p na sequéncia

., —3,-2,—1,-1/2,—1/3,-1/4,0,1/4,1/3,1/2,1,2,3, ...

e para cada um deles construimos graficos apropriados (histogramas, boz-
plots) com os dados originais e transformados, com a finalidade de escolher
o valor mais adequado para p. Hinkley (1977) sugere que para cada valor
de p na sequéncia acima se calcule a média, a mediana e um estimador de
escala (desvio padrao ou algum estimador robusto) e entao se escolha o valor
que minimiza

média — mediana
dp = 24
P medida de escala’ (3.24)

que pode ser vista como uma medida de assimetria; numa distribuicao
simétrica, d, = 0.

Exemplo 3.5. Consideremos a varidavel concentracao de Fe em cascas de
arvores da espécie Tipuana tipu disponivel no arquivo arvores. Nas Figuras
3.30 e 3.31 apresentamos, respectivamente boxplots e histogramas para os
valores originais da varidvel, assim como para seus valores transformados
por (3.23) com p = 0,1/3 e 1/2. Observamos que a transformacao obtida
com p = 1/3 é aquela que gera uma distribuicdo mais préxima de uma
distribuicao simétrica.
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Figura 3.31: Histogramas com varidvel transformada.
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Muitas vezes, (em Andlise de Variancia, por exemplo) é mais impor-
tante transformar os dados de modo a “estabilizar” a variancia do que tornar
a distribuigao aproximadamente normal. Um procedimento idealizado para
essa finalidade é detalhado a seguir.

Suponhamos que X seja uma varidvel com E(X) = p e variancia depen-
dente da média, ou seja Var(X) = h?(u)o?, para alguma fungio h. Note-
mos que se h(p) = 1, entdo Var(X) = 0% = constante. Procuremos uma
transformagao X — ¢(X), de modo que Var[g(X)] = constante. Com esse
propésito, consideremos uma expansao de Taylor de g(X) ao redor de
g(p) até primeira ordem, ou seja

9(X) = g(p) + (X — p)g ().

em que g’ denota a derivada de g em relacao a . Entao,

Var[g(X)] ~ [¢ (1)]*Var(X) = [¢ (1)]*[h(1)]*0.

Para que a variancia da variavel transformada seja constante, devemos tomar

Por exemplo, se o desvio padrao de X for proporcional a p, tomamos
h(u) = u, logo ¢'(un) = 1/u e portanto g(p) = log(u) e devemos considerar
a transformacio (3.23) com p = 0, ou seja, y® = log(z). Por outro lado,
se a variancia for proporcional a média, entdo usando o resultado acima, é
facil ver que a transformacao adequada é g(z) = /x.

A transformagao (3.23) é um caso particular das transformacoes de
Box-Cox que sao da forma

g(x):{<mp_1)/p7 se p%o

(3.25)
log(x), se p=0.

Veja Box e Cox (1964) para detalhes.

3.11 Notas de capitulo

1) Variaveis continuas

Conceitualmente existem variaveis que podem assumir qualquer valor
no conjunto dos nimeros reais, como peso ou volume de certos pro-
dutos. Como na pratica, todas as medidas que fazemos tém valores
discretos, nao é possivel obter o valor 7 (que precisa ser expresso com
infinitas casas decimais) por exemplo, para peso ou volume. No en-
tanto, em geral, é possivel aproximar as distribuicoes de frequéncias
de varidveis com essa natureza por funcoes continuas (como a distri-
buigao normal) e é essa caracteristica que sugere sua classificacdo como
varidveis continuas.
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2)

Amplitude de classes em histogramas

Nos casos em que o histograma é obtido a partir dos dados de uma
amostra de uma populagao com densidade f(x), Freedman e Diaconis
(1981) mostram que a escolha

1 1/3
Og”) (3.26)

n

h =1,349S5 (

em que S é um estimador “robusto” do desvio padrao de X, minimiza o
desvio maximo absoluto entre o histograma e a verdadeira densidade
f(z). Veja a Nota de Capitulo 4 para detalhes sobre estimadores
robustos do desvio padrao. O pacote R usa como default o valor de h
sugerido por Sturges (1926), dado por

W
h = ,
1+ 3,3221og(n)

(3.27)

sendo W a amplitude amostral e n o tamanho da amostra,

Defini¢ao de histograma

Consideremos um exemplo com K classes de amplitudes iguais a h. O
numero de classes a utilizar pode ser obtido aproximadamente como o
quociente (x(n) — x(l))/h em que x (1) € o valor minimo e z(,), o valor
maximo do conjunto de dados. Para que a drea do histograma seja
igual a 1, a altura do k-ésimo retangulo deve ser igual a fi/h. Cha-
mando Ty, k = 1,..., K, os pontos médios dos intervalos das classes,
o histograma pode ser construido a partir da seguinte funcao

n

flo) = " I~ dsh/2), (3.28)
=1

em que I(z;h) é a funcado indicadora do intervalo [—h, h], ou seja,

1 —h<z<h
I(z;h):{’ se <z<

0, em caso contrario

Para representar essa construcao, veja a Figura 3.32.
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4)

/()

|
|
|
|
|
|
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Figura 3.32: Detalhe para a construgao de histogramas.

Um estimador alternativo para o desvio padrao

Pode-se verificar que, para uma distribuicao normal e relacao entre a
distancia interquartis dg e o desvio padrao o satisfaz

dg = 1,3490.

Logo, um estimador “robusto” para o desvio padrao populacional é
S =dg/1,349.

Observe que substituindo S em (3.26), obtemos

logn>1/3

n

h%dQ(

que também pode ser utilizado para a determinacao do numero de
classes de um histograma.

Padronizagao de variaveis

Para comparacao de graficos QQ, por exemplo, convém transformar
varidveis com diferentes unidades de medida para deixa-las adimensio-
nais, com a mesma média e mesma variancia. Para esse efeito pode-se
padronizar uma varidvel X com média p e desvio padrao ¢ por meio
da transformagao Z = (X — u)/o. Pode-se mostrar (ver Exercicio 30)
que a varidvel padronizada Z tem média 0 e desvio padrao 1, indepen-
dentemente dos valores de p e o. Esse tipo de padronizagao também é
util em Andlise de Regressao (ver Capitulo 6) quando se deseja avaliar
a importancia relativa de cada varidvel por meio dos coeficientes do
modelo linear adotado.
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6) Bandas de confianca para graficos QQ

Seja {X1,..., X, } uma amostra aleatéria de uma variavel com fungao
distribuigdo F' desconhecida. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov
[ver Wayne (1990, paginas 319-330), por exemplo], dada por

KS = Supx|Fn(‘T) - FO(£)|

em que F;, é correspondente funcao distribuicao empirica, serve para
testar a hipétese F' = Fy. A distribuicao da estatistica K S é tabelada
de forma que se pode obter o valor critico ¢ tal que P(KS < t) =
1—a, 0 < a < 1. Isso implica que para qualquer valor x temos
P(|Fy(z) — Fy(z)] <t) =1 — o ou seja, que com probabilidade 1 — o
temos Fy(x) —t < Fy(x) < F,(x) + t. Consequentemente, os limites
inferior e superior de um intervalo de confianca com coeficiente de
confianga 1 — « para F' sdo respectivamente, Fy,(x) —t e Fy,(x)+t. Por
exemplo, essas bandas conterdo a funcio distribui¢do normal N (u, 0?),
denotada por @, se

Fu(w) —t < ®[(x — 1) /o] < Fy(a) +t

0 que equivale a ter uma reta contida entre os limites da banda definida
por
O [Fo(z) 1] < (& — p)/o < O [Fu(a) + 1]

3.12 Exercicios

1) O arquivo rehabcardio contém informagoes sobre um estudo de re-

abilitacao de pacientes cardiacos. Elabore um relatério indicando
possiveis inconsisténcias na matriz de dados e faga uma analise descri-
tiva das variaveis Peso, Altura, Coltot, HDL, LDL, Lesoes, Diabete e
HA. Com essa finalidade,

a) Construa distribui¢oes de frequéncias para as variaveis qualitati-
vas.

b) Construa histogramas, boxplots e graficos de simetria para as
varidveis continuas.

c¢) Construa uma tabela com medidas resumo para as variaveis continuas.

d) Avalie a compatibilidade de distribuigbes normais para as varidveis
continuas por meio de graficos QQ.

2) Considere os dados do arquivo antracose.

a) Construa uma tabela com as medidas de posigao e dispersao es-
tudadas para as varidveis desse arquivo.

b) Construa histogramas e bozxplots para essas variaveis e verifique
que transformacao é necessaria para tornar mais simétricas aque-

m qu imetri r questionada.

las e e a simetria pode se estionada
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3)

10)

11)

12)

Considere as varidveis Peso e Altura de homens do conjunto de dados
rehabcardio. Determine o ntimero de classes para os histogramas
correspondentes por meio de (3.26) e (3.27) e construa-os.

Considere o arquivo vento. Observe o valor atipico 61,1, que na rea-
lidade ocorreu devido a uma forte tempestade no dia 2 de dezembro.
Calcule as medidas de posicao e dispersao apresentadas na Secao 3.3.
Quantifique o efeito do valor atipico indicado nessas medidas.

Construa gréaficos ramo-e-folhas e bozplot para os dados do Exercicio
4.

Transforme os dados do Exercicio 4 por meio de (3.23) com p =
0,1/4,1/3,1/2,3/4 e escolha a melhor alternativa de acordo com a
medida d,, dada em (3.24).

Analise a varidvel Temperatura do arquivo poluicao.

Analise a varidvel Salario de administradores, disponivel no ar-
quivo salarios.

Construa um grafico ramo-e-folhas e um boxplot para os dados de preci-
pitagao atmosférica de Fortaleza disponiveis no arquivo precipitacao.

Construa gréficos de quantis e de simetria para os dados de manchas
solares disponiveis no arquivo manchas.

Uma outra medida de assimetria é
(Q3 — Q2) — (Q2 — Q1)
Q3 — Q1 ’
que € igual a zero no caso de distribuigoes simétricas. Calcule-a para
os dados do Exercicio 4.

A=

Os dados disponiveis no arquivo endometriose sao provenientes de um
estudo em que o objetivo é verificar se existe diferenca entre os grupos
de doentes e controles quanto a algumas caracteristicas observadas.

a) O pesquisador responsavel pelo estudo tem a seguinte pergunta:
pacientes doentes apresentam mais dor na menstruagao do que
as pacientes nao doentes? Que tipo de andlise vocé faria para
responder essa pergunta utilizando as técnicas discutidas neste
capitulo? Faga-a e tire suas conclusoes.

b) Compare as distribuigoes das varidveis idade e concentracao de
PCR durante a menstruacao (PCRa) para pacientes dos grupos
controle e doente utilizando medidas resumo (minimo, maximo,
quartis, mediana, média, desvio padrao, etc.), boxplots, histogra-
mas, graficos de médias e graficos QQ. Como vocé considerou os
valores < 0,5 da variavel PCRa nesses calculos? Vocé sugeriria
uma outra maneira para considerar tais valores?
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¢) Compare a distribuigdo da varidvel niimero de gestagoes para os
dois grupos por intermédio de uma tabela de frequéncias. Utilize
um método grafico para representa-la.

13) Os dados encontrados no arquivo esforco sdo provenientes de um
estudo sobre teste de esforgco cardiopulmonar em pacientes com insu-
ficiéncia cardiaca. As varidveis medidas durante a realizacao do teste
foram observadas em quatro momentos distintos: repouso (REP), li-
miar anaerébio (LAN), ponto de compensacao respiratério (PCR) e
pico (PICO). As demais varidveis sao referentes as caracteristicas de-
mograficas e clinicas dos pacientes e foram registradas uma tnica vez.

a) Descreva a distribuigao da varidvel consumo de oxigénio (VO2)
em cada um dos quatro momentos de avaliacao utilizando medi-
das resumo (minimo, méximo, quartis, mediana, média, desvio
padrao, etc.), boxplots e histogramas. Vocé identifica algum paci-
ente com valores de consumo de oxigénio discrepantes? Interprete
os resultados.

b) Descreva a distribuicdo da classe funcional NYHA por meio de
uma tabela de frequéncias. Utilize um método grafico para re-
presentar essa tabela.

14) Na tabela abaixo estao indicadas as duragoes de 335 lampadas.

. Ntimero de
Duragao (horas) lampadas
0+ 100 82
100 200 71
200 F 300 68
300 F 400 56
400 F 500 43
500 + 800 15

a) Esboce o histograma correspondente.

b) Calcule os quantis de ordem p=0,1; 0,3; 0,5; 0,7 e 0,9.

15) Os dados apresentados na Figura 3.33 referem-se aos instantes nos
quais o centro de controle operacional de estradas rodoviarias recebeu
chamados solicitando algum tipo de auxilio em duas estradas num
determinado dia.
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Estrada 1 | 12:07:00 AM | 12:58:00 AM | 01:24:00 AM | 01:35:00 AM | 02:05:00 AM
03:14:00 AM | 03:25:00 AM | 03:46:00 AM | 05:44:00 AM | 05:56:00 AM
06:36:00 AM | 07:26:00 AM | 07:48:00 AM | 09:13:00 AM | 12:05:00 PM
12:48:00 PM | 01:21:00 PM | 02:22:00 PM | 05:30:00 PM | 06:00:00 PM
07:53:00 PM | 09:15:00 PM | 09:49:00 PM | 09:59:00 PM | 10:53:00 PM
11:27:00 PM | 11:49:00 PM | 11:57:00 PM

Estrada 2 | 12:03:00 AM | 01:18:00 AM | 04:35:00 AM | 06:13:00 AM | 06:59:00 AM
08:03:00 AM | 10:07:00 AM | 12:24:00 PM | 01:45:00 PM | 02:07:00 PM
03:23:00 PM | 06:34:00 PM | 07:19:00 PM | 09:44:00 PM | 10:27:00 PM
10:52:00 PM | 11:19:00 PM | 11:29:00 PM | 11:44:00 PM

Figura 3.33: Planilha com instantes de realizacao de chamados solicitando auxilio
em estradas.

a) Construa um histograma para a distribui¢ao de frequéncias dos
instantes de chamados em cada uma das estradas.

b)

Calcule os intervalos de tempo entre as sucessivas chamadas e
descreva-os, para cada uma das estradas, utilizando medidas re-
sumo e graficos do tipo boxplot. Existe alguma relacao entre o
tipo de estrada e o intervalo de tempo entre as chamadas?

Por intermédio de um gréafico do tipo QQ, verifique se a dis-
tribuicao da varidvel Intervalo de tempo entre as chamadas
em cada estrada é compativel com um modelo normal. Faca o
mesmo para um modelo exponencial. Compare as distribuigoes
de frequéncias correspondentes as duas estradas.

16) As notas finais de um curso de Estatistica foram: 7, 5, 4, 5, 6, 3, 8, 4,
5,4,6,4,56,4,6,6,3,8,4,5,4,5 5e6.

a) Calcule a mediana, os quartis e a média.

b) Separe o conjunto de dados em dois grupos denominados apro-
vados, com nota pelo menos igual a 5, e reprovados. Compare
a variancia das notas desses dois grupos.

17) Considere o seguinte resumo descritivo da pulsagao de estudantes com
atividade fisica intensa e fraca:

Atividade N Média Mediana DP Min Max Q1 Q3
Intensa 30 79,6 82 10,5 62 90 70 85
Fraca 30 73,1 70 9,6 58 92 63 77

DP: desvio padrao
Q1: primeiro quartil
Q3: terceiro quartil

Indique se as seguintes afirmagcoes estao corretas, justificando a sua
respostas:

a) 5% e 50% dos estudantes com atividade fisica intensa e fraca,
respectivamente, tiveram pulsacao inferior a 70.
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b) A proporgao de estudantes com fraca atividade fisica com pulsagao
inferior a 63 é menor que a proporc¢ao de estudantes com atividade
fisica intensa com pulsagao inferior a 70.

c) A atividade fisica ndo tem efeito na média da pulsacdo dos estu-
dantes.

d) Mais da metade dos estudantes com atividade fisica intensa tém
pulsacao maior que 82.

18) Considere os gréficos bozplot da Figura 3.34. Quais deles correspon-
dem as pulsacoes dos estudantes submetidos a atividade fisica intensa
e fraca?

100
1

60
|

Figura 3.34: Bozplots para o Exercicio 18.

a)AeB Db)BeD ¢)AeC d)BeC

19) Os histogramas apresentados na Figura 3.35 mostram a distribuicao
das temperaturas (°C) ao longo de véarios dias de investigagdo para
duas regides (R1 e R2). Indique se as afirmagoes abaixo estao corretas,
justificando as respostas:
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R1 R2
6 6
5 5 4
.54, .54,
g &
g‘jf gd,
= =
2 2
1 1
0 — 0

I I I I I I I I I I
10 12 14 16 18 10 12 14 16 18
Temperatura (graus °C) Temperatura (graus °C)

Figura 3.35: Histogramas para o Exercicio 19

a) As temperaturas das regides R1 e R2 tém mesma média e mesma
variancia.

b) N&o é possivel comparar as variancias.
c) A temperatura média da regidao R2 é maior que a de R1.

d) Astemperaturas das regides R1 e R2 tém mesma média e variancia
diferentes.

20) Na companhia A, a média dos saldrios é 10000 unidades e o 3° quartil
¢ 5000. Responda as seguintes perguntas, justificando a sua respostas.

a) Se voceé se apresentasse como candidato a funciondrio nessa firma
e se o seu saldrio fosse escolhido ao acaso entre todos os possiveis
saldrios, o que seria mais provavel: ganhar mais ou menos que
5000 unidades?

b) Suponha que na companhia B a média dos saldrios seja 7000
unidades, a varidncia praticamente zero e o saldrio também seja
escolhido ao acaso. Em qual companhia vocé se apresentaria para
procurar emprego, com base somente no salario?

21) Num conjunto de dados, o primeiro quartil é 10, a mediana é 15 e
o terceiro quartil é 20. Indique quais das seguintes afirmativas sao
verdadeiras, justificando sua resposta:

a) A distancia interquartis é 5.

b) O valor 32 seria considerado outlier segundo o critério utilizado
na construcao do bozplot.

¢) A mediana ficaria alterada de 2 unidades se um ponto com va-
lor acima do terceiro quartil fosse substituido por outro 2 vezes
maior.
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d) O valor minimo é maior do que zero.

22) A bula de um medicamento A para dor de cabega afirma que o tempo
médio para que a droga facga efeito é de 60 seg com desvio padrao de
10 seg. A bula de um segundo medicamento B afirma que a média
correspondente é de 60 seg com desvio padrao de 30 seg. Sabe-se que
as distribuicoes sao simétricas. Indique quais das seguintes afirmativas
sao verdadeiras, justificando sua resposta:

a) Os medicamentos sdo totalmente equivalentes com relacao ao
tempo para efeito pois as médias sao iguais.

b) Com o medicamento A, a probabilidade de cura de sua dor de
cabeca antes de 40 seg é maior do que com o medicamento B.

¢) Com o medicamento B, a probabilidade de vocé ter sua dor de
cabeca curada antes de 60 seg é maior que com o medicamento

A.

23) A tabela abaixo representa a distribui¢ao do niimero de dependentes
por empregado de uma determinada empresa.

Dependentes Frequéncia

1 40
2 50
3 30
4 20
5 10
Total 150

A mediana, média e moda cujos valores calculados por quatro es-
tagiarios, foram:

a) 50; 15; 50  b) 1;2,1; 1 ¢) 50,5; 50; 50 d) 1; 1; 1
Indique qual deles esta correto, justificando sua resposta.
24) Com relagao ao Exercicio 23, qual a porcentagem de empregados da
empresa com 2 ou mais dependentes?
a) 40,1% b) 50,1% «¢) 60,3% d) 73,3%

25) Num estudo na area de Oncologia, o niimero de vasos que alimentam
o tumor esta resumido na seguinte tabela.
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Tabela 3.13: Distribuigao de frequéncias do nimero de vasos que alimentam o
tumor

Numero de vasos Frequéncia

0F 5 8 (12%)
5F 10 23 (35%)
10 - 15 12 (18%)
15 F 20 9 (14%)
20 - 25 8 (12%)
25 + 30 6 (9%)
Total 66 (100%)

Indique a resposta correta.

a) O primeiro quartil é 25%.
b) A mediana esta entre 10 e 15.
¢) O percentil de ordem 10% ¢é 10.
d)

)

[§]

A distancia interquartis é 50.
Nenhuma das respostas anteriores.

26) Utilizando o mesmo enunciado da questao anterior, indique a resposta
correta:

a) Nao é possivel estimar nem a média nem a variancia com esses
dados.

b

c

d

e

A variancia é menor que 30.

A média estimada é 12,8.

Em apenas 35% dos casos, o nimero de vasos é maior que 10.
Nenhuma das anteriores.

)
)
)
)

27) Em dois estudos realizados com o objetivo de estimar o nivel médio de
colesterol total para uma populacao de individuos saudaveis observaram-
se os dados indicados na tabela seguinte:

Tabela 3.14: Medidas descritivas dos estudos A e B

Estudo n Média Desvio padrao
A 100 160 mg/dL 60 mg/dL
B 49 150 mg/dL 35 mg/dL

Indique a resposta correta:

a) Nao é possivel estimar o nivel médio de colesterol populacional
s6 com esses dados.
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b) Se os dois estudos foram realizados com amostras da mesma
populacdo nao deveria haver diferenca entre os desvios padroes
amostrais.

c¢) Com os dados do estudo B, o colesterol médio populacional pode
ser estimado com mais precisao do que com os dados do estudo

A.

d) Ambos os estudos sugerem que a distribuigdo do colesterol na
populagao é simétrica.

e) Nenhuma das respostas anteriores.
28) Considere um conjunto de dados {X1,...,X,}.

a) Obtenha a média e a variancia de Wy,..., W, em que W; =
X; + k com k denotando uma constante, em termos da média e
da variancia de X.

b) Calcule a média e a variancia de Vi,...,V,, em que V; = kX; com
k denotando uma constante, em termos da média e da variancia
de X.

29) Prove que S2, dado por (3.10) é um estimador ndo enviesado da
variancia populacional.

30) Considere os valores X1,..., X, de uma varidvel X, com média X e
desvio padrao S. Mostre que a varidvel Z, cujos valores sao Z; =
(X;—X)/S,i=1,...,n tem média 0 e desvio padrao 1.

31) Prove a relacdo (3.8). Como ficaria essa expressao para S2?

32) Considere uma amostra aleatéria simples X, ..., X, de uma varidvel
X que assume o valor 1 com probabilidade 0 < p < 1 e o valor 0 com
probabilidade 1 — p. Seja p=n""! Yo, Xi. Mostre que

i) E(X;) =p e Var(X;) = p(1 — p).
ii) E(p) = p e Var(p) = p(1 —p)/n.
iii) 0 < Var(X;) < 0,25.

Com base nesses resultados, utilize o Teorema Limite Central [ver Sen
et al. (2009), por exemplo| para construir um intervalo de confianga
aproximado conservador (i.e., com a maior amplitude possivel) para p.
Utilize o Teorema de Sverdrup [ver Sen et al. (2009), por exemplo] para
construir um intervalo de confianga aproximado para p com amplitude
menor que a do intervalo mencionado acima.

33) Com a finalidade de entender a diferenca entre “desvio padrao” e “erro
padrao”,
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a)

Simule 10000 dados de uma distribui¢ao normal com média 12 e
desvio padrao 4. Construa o histograma correspondente, calcule
a média e o desvio padrao amostrais e compare os valores obtidos
com aqueles utilizados na geracao dos dados.

Simule 500 amostras de tamanho n = 4 dessa populacao. Calcule
a média amostral de cada amostra, construa o histograma dessas
médias e estime o correspondente desvio padrao (que é o erro
padrao da média).

Repita os passos a) e b) com amostras de tamanhos n = 9 e
n = 100. Comente os resultados comparando-os com aqueles
preconizados pela teoria.

Repita os passos a) - ¢) simulando amostras de uma distribuigao
qui-quadrado com 3 graus de liberdade.
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CAPITULO 4

Analise de dados de duas

variaveils

Life is complicated, but not uninteresting.

Jerzy Neyman

4.1 Introducao

Neste capitulo trataremos da andlise descritiva da associagao entre duas
variaveis. De maneira geral, dizemos que existe associacao entre duas varidveis
se o conhecimento do valor de uma delas nos da alguma informacgao sobre
alguma caracteristica da distribui¢do (de frequéncias) da outra. Podemos
estar interessados, por exemplo, na associagao entre o grau de instrucao e o
salario de um conjunto de individuos. Diremos que existe associagao entre
essas duas varidaveis se o salario de individuos com maior nivel educacional
for maior (ou menor) que os saldrios de individuos com menor nivel edu-
cacional. Como na andlise de uma unica varidavel, também discutiremos o
emprego de tabelas e graficos para representar a distribuicao conjunta das
variaveis de interesse além de medidas resumo para avaliar o tipo e a mag-
nitude da associagao. Podemos destacar trés casos:

i) as duas varidveis sdo qualitativas;
ii) as duas varidveis sdo quantitativas;
iii) uma varidvel é qualitativa e a outra é quantitativa.

As técnicas para analisar dados nos trés casos acima sao distintas. No
primeiro caso, a andlise é baseada no niimero de unidades de investigacao
(amostrais ou populacionais) em cada cela de uma tabela de dupla entrada.
No segundo caso, as observagoes sao obtidas por mensuracoes, e técnicas
envolvendo graficos de dispersao ou de quantis sao apropriadas. Na terceira
situacao, podemos comparar as distribuigoes da varidvel quantitativa para
cada categoria da varidvel qualitativa.

Aqui, é importante considerar a classificagdo das varidveis segundo outra
caracteristica, intimamente ligada a forma de coleta dos dados. Variaveis
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explicativas (ou preditoras) sao aquelas cujas categorias ou valores sao
fixos, seja por planejamento, seja por condicionamento. Variaveis respos-
tas sao aquelas cujas categorias ou valores sao aleatorios.

Num estudo em que se deseja avaliar o efeito do tipo de aditivo adicio-
nado ao combustivel no consumo de automéveis, cada um de 3 conjuntos de
5 automoveis (de mesmo modelo) foi observado sob o tratamento com um de
4 tipos de aditivo. O consumo (em km/L) foi avaliado apés um determinado
periodo de tempo. Nesse contexto, a varidvel qualitativa “Tipo de aditivo”
(com 4 categorias) é considerada como explicativa e a varidvel quantitativa
“Consumo de combustivel” é classificada como resposta.

Num outro cenario, em que se deseja estudar a relagdo entre o nivel sérico
de colesterol (mg/dL) e o nivel de obstrucao coronariana (em %), cada pa-
ciente de um conjunto de 30 selecionados de um determinado hospital foi
submetido a exames de sangue e tomografico. Nesse caso, tanto a varidvel
“Nivel sérico de colesterol” quanto a varidvel “Nivel de obstrucao coronari-
ana” devem ser encaradas como respostas. Mesmo assim, sob um enfoque
condicional, em que se deseja avaliar o “Nivel de obstrucao coronariana”
para pacientes com um determinado “Nivel sérico de colesterol” a primeira
é encarada como variavel resposta e a segunda, como explicativa.

4.2 Duas variaveis qualitativas

Nessa situacao, as classes das duas varidveis podem ser organizadas numa
tabela de dupla entrada, em que as linhas correspondem aos niveis de uma
das varidveis e as colunas, aos niveis da outra.

Exemplo 4.1. Os dados disponiveis no arquivo coronarias contém da-
dos do projeto “Fatores de risco na doenga aterosclerdtica coronariana”,
coordenado pela Dra. Valéria Bezerra de Carvalho (INTERCOR). O ar-
quivo contém informacgoes sobre cerca de 70 varidveis observadas em 1500
individuos.

Para fins ilustrativos, consideramos apenas duas varidveis qualitativas
nominais, a saber, hipertensao arterial (X) e insuficiéncia cardiaca (Y') ob-
servadas em 50 pacientes, ambas codificadas com os atributos 0=nao tem e
1=tem. Nesse contexto, as duas varidveis sao classificadas como respostas.
A Tabela 4.1 contém a distribuicao de frequéncias conjunta das duas
variaveis.

Tabela 4.1: Distribuicao conjunta das varidveis X= hipertensao arterial e Y=
insuficiéncia cardiaca

Insuficiéncia Hipertensao arterial Total

cardiaca Tem Nao tem
Tem 12 4 16
Nao tem 20 14 34
Total 32 18 50
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Essa distribuicao indica, por exemplo, que 12 individuos tém hipertensao
arterial e insuficiéncia cardiaca, ao passo que 4 individuos nao tém hiper-
tensao e tém insuficiéncia cardiaca. Para efeito de comparacao com outros
estudos envolvendo as mesmas varidveis mas com numero de pacientes dife-
rentes, convém expressar os resultados na forma de porcentagens. Com esse
objetivo, podemos considerar porcentagens em relagao ao total da tabela,
em relacao ao total de suas linhas ou em relagao ao total de suas colunas.
Na Tabela 4.2 apresentamos as porcentagens correspondentes a Tabela 4.1
calculadas em relagao ao seu total.

Tabela 4.2: Porcentagens para os dados da Tabela 4.1 em relacao ao seu total

Insuficiéncia Hipertensao Total
cardiaca Tem Nao tem
Tem 24% 8% 32%
Nao tem 40% 28% 68%
Total 64% 36% 100%

Os dados da Tabela 4.2 permitem-nos concluir que 24% dos individuos ava-
liados tém hipertensao e insuficiéncia cardiaca, ao passo que 36% dos in-
dividuos avaliados nao sofrem de hipertensao.

Também podemos considerar porcentagens calculadas em relacao ao to-
tal das colunas como indicado na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Porcentagens com totais nas colunas

Insuficiéncia Hipertensao Total
cardiaca Tem Nao tem
Tem 37,5% 22,2% 32%

Nao tem 62,5% 77,8% 68%
Total 100,0%  100,0%  100,0%

Com base nessa tabela, podemos dizer que independentemente do status
desses individuos quanto & presenca de hipertensao, 32% tém insuficiéncia
cardiaca. Esse cédlculo de porcentagens é mais apropriado quando uma das
variaveis é considerada explicativa e a outra, considerada resposta.

No exemplo, apesar de o planejamento do estudo indicar que as duas
varidveis sao respostas (a frequéncia de cada uma delas nao foi fixada «a
priori), para efeito da anélise, uma delas (Hipertensao arterial) serd consi-
derada explicativa. Isso significa que ndo temos interesse na distribuicao de
frequéncias de hipertensos (ou nao) dentre os 50 pacientes avaliados apesar
de ainda querermos avaliar a associagao entre as duas varidveis. Nesse caso,
dizemos que a variavel “Hipertensao arterial” é considerada explicativa por
condicionamento. Se houvéssemos fixado a priori um certo niimero de hi-
pertensos e outro de nao hipertensos e entao observado quantos dentre cada
um desses dois grupos tinham ou nao insuficiéncia cardiaca, dirfamos que a
variavel “Hipertensao arterial” seria considerada explicativa por planeja-
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mento. Nesse contexto, apenas as porcentagens calculadas como na Tabela
4.3 fariam sentido. Um enfoque andlogo poderia ser adotado se fixdssemos
as frequéncias de “Insuficiéncia cardiaca” e considerassemos “Hipertensao
arterial” como varidvel resposta. Nesse cendrio, as porcentagens deveriam
ser calculadas em relacao ao total das linhas da tabela.

Num estudo idealizado para avaliar a preferéncia pela cor de um certo
produto, selecionaram-se 200 mulheres e 100 homens aos quais foi pergun-
tado se o preferiam nas cores vermelha ou preto. Os resultados estao dis-
postos na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Distribuigao conjunta das variaveis Sexo e Cor de preferéncia

Cor preferida Total

Sexo Vermelho Preto
Feminino 90 110 200
Masculino 30 70 100

Total 120 180 300

Neste caso, Sexo é uma variavel explicativa, pois as frequéncias foram
fixadas por planejamento e Cor preferida é a variavel resposta. Sé faz sentido
calcular as frequéncias relativas tendo como base o total das linhas, como
indicado na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Frequéncias relativas para a Tabela 4.4

Cor preferida Total

Sexo Vermelho Preto
Feminino 45% 55%  100%
Masculino 30% 70%  100%
Total 40% 60%  100%

A frequéncia relativa de mulheres (67%) e de homens (33%) no conjunto
de dados nao reflete a distribuigao de frequéncias de Sexo na populacgao.

Tabelas com a natureza daquelas descritas acima sao chamadas de ta-
belas de contingéncia ou tabelas de dupla entrada. Essas tabelas
sao classificadas como tabelas r X ¢ em que r é o ntimero de linhas e ¢ é o
numero de colunas. As tabelas apresentadas acima sdo, portanto, tabelas
2x 2. Se a varidavel X tiver 3 categorias e a varidvel Y, 4 categorias, a tabela
de contingéncia correspondente serd uma tabela 3 x 4.

Suponha, agora, que queiramos verificar se as varidaveis X e Y sao asso-
ciadas. No caso da Tabela 4.2 (em que as duas varidveis sdo consideradas
respostas), dizer que as varidveis nao sao associadas corresponde a dizer
que essas varidveis sdo (estatisticamente) independentes. No caso da
Tabela 4.3 (em que uma varidvel é considerada explicativa, por condicio-
namento e a outra é considerada resposta), dizer que as varidveis nao sao
associadas corresponde a dizer que as distribuigoes de frequéncias da varidvel
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resposta (“Insuficiéncia cardiaca”) para individuos classificados em cada ca-
tegoria da varidvel explicativa (“Hipertensao arterial”) sao homogéneas.
Esse também é o cendrio dos dados da Tabela 4.4, em que a variavel Sexo
é uma varidvel explicativa por planejamento e Cor preferida é a variavel
resposta.

Nas Tabelas 4.2 ou 4.3, por exemplo, ha diferengas, que parecem nao ser
“muito grandes”, o que nos leva a conjecturar que na populacao de onde
esses individuos foram extraidos, as duas varidveis nao sao associadas.
Para avaliar essa conjectura, pode-se construir um teste formal para essa
hipétese de inexisténcia de associacao (independéncia ou homogenei-
dade), ou seja, para a hipétese

H : X eY sao nao associadas.

Convém sempre lembrar que a hipdtese H refere-se a associacao entre as
variaveis X e Y na populacao (geralmente conceitual) de onde foi extraida
a amostra cujos dados estao dispostos na tabela. Nao ha duvidas de que na
tabela, as distribuicoes de frequéncias correspondentes as colunas rotuladas
por “Tem” e “Nao tem” hipertensao sao diferentes.

Se as duas varidveis nao fossem associadas, deveriamos ter porcentagens
iguais (ou aproximadamente iguais) nas colunas da Tabela 4.3 rotuladas
“Tem” e “Nao tem”. Podemos entao calcular as frequéncias esperadas
nas celas da tabela admitindo que a hipétese H seja verdadeira, ou
seja, admitindo que as frequéncias relativas de pacientes com ou sem hiper-
tensao fossem, respectivamente, 64% e 36%, independentemente de terem
ou nao insuficiéncia cardiaca. Por exemplo, o valor 10,2 corresponde a 64%
de 16, ou ainda, 10,2 = (32 x 16)/50. Observe que os valores foram arre-
dondados segundo a regra usual e que as somas de linhas e colunas sao as
mesmas da Tabela 4.1.

Tabela 4.6: Valores esperados das frequéncias na Tabela 4.3 sob H

Insuficiéncia Hipertensao Total
Cardiaca Tem Nao Tem
Tem 10,2 5,8 16
Nao Tem 21,8 12,2 34
Total 32 18 50

Denotando os valores observados por o; e os esperados por e;, @ =
1,2,3,4, podemos calcular os residuos r; = 0; — e; e verificar que ), r; = 0.
Uma medida da discrepancia entre o valores observados e aqueles esperados
sob a hipétese H é a chamada estatistica ou qui-quadrado de Pearson,

2 _ = (0; — ei)’
X Z P (4.1)

=1

No nosso exemplo, x? = 1,3. Quanto maior esse valor, maior a evidéncia
de que a hipdtese H nao é verdadeira, ou seja de que as variaveis X e Y sao
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associadas (na populagao de onde foi extraida a amostra que serviu de base
para os calculos). Resta saber se o valor observado é suficientemente grande
para concluirmos que H nao é verdadeira. Com essa finalidade, terfamos que
fazer um teste formal, o que néo sera tratado nesse texto. Pode-se mostrar
que sob a hipétese H, a estatistica (4.1) segue uma distribui¢ao qui-quadrado
com numero de graus de liberdade igual a (r — 1)(c — 1) para tabelas r x ¢
de forma que a decisao de rejeitar ou nao a hipétese pode ser baseada nessa
distribuicdo. Para o exemplo, o valor x?> = 1,3 deve ser comparado com
quantis da distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Veja Bussab
e Morettin (2017), entre outros, para detalhes.

A prépria estatistica de Pearson poderia servir como medida da intensi-
dade da associacao mas o seu valor aumenta com o tamanho da amostra; uma
alternativa para corrigir esse problema é o coeficiente de contingéncia
de Pearson, dado por

(4.2)

Para o Exemplo 4.1, temos que C' = /1,3/(1,3 4+ 50) = 0,16, que é um
valor pequeno. Esse coeficiente tem interpretacao semelhante a do coefici-
ente de correlacgao, a ser tratado na préoxima secao. Mas enquanto esse
ultimo varia entre 0 e 1 em médulo, o coeficiente C', como definido acima,
nao varia nesse intervalo. O valor maximo de C' é

Craz =V (k—1)/k

em que k = min(r, ¢), com r indicando o nimero de linhas, e ¢, o nimero de
colunas da tabela de contingéncia. Uma modificacdo de C' é o coeficiente
de Tschuprov,

T X*/n
Vir=1)(c—1)

que atinge o valor méaximo igual a 1 quando » = ¢. No Exemplo 4.1, T' =
0,16.

(4.3)

Exemplo 4.2. A Tabela 4.7 contém dados sobre o tipo de escola cursada
por alunos aprovados no vestibular da USP em 2018.

Tabela 4.7: Frequéncias de alunos aprovados no vestibular de 2018 na USP

Tipo de escola Area do conhecimento
frequentada Biolégicas Exatas Humanas Total
Ptblica 341 596 731 1668
Privada 1327 1957 2165 5449
Principalmente ptublica 100 158 178 436
Principalmente privada 118 194 196 508
Total 1886 2905 3270 8061
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O valor da estatistica de Pearson (4.1) correspondente aos dados da
Tabela 4.7 é x? = 15; com base na distribuicio x2 com 6 = (4 — 1)(3 — 1)
graus de liberdade obtemos p = 0,02 o que sugere uma associagdo entre
as duas varidveis (Tipo de escola e Area do conhecimento). No entanto,
essa conclusao nao tem significancia pratica, pois a estatistica de Pearson
terda um valor tanto maior quanto maior for o total da tabela, mesmo que
a associacdo entre as varidveis seja muito ténue'. Nesse contexto, convém
avaliar essa associagdo por intermédio dos coeficientes de contingéncia de
Pearson (4.2) ou de Tschuprov (4.3), entre outros. Para o exemplo, seus
valores sao, respectivamente, 0,043 e 0,027, sugerindo uma associagao de
pequena intensidade.

Para comparar as preferéncias de formagao profissional entre alunos que
frequentaram diferentes tipos de escola, consideramos as frequéncias relati-
vas tomando como base os totais das linhas; os resultados estao dispostos
na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Frequéncias relativas de preferéncias por drea de conhecimento (por
tipo de escola)

Tipo de escola Area do conhecimento

frequentada Biologicas Exatas Humanas  Total
Publica 20,5% 35,7% 43.8% 100,0%
Privada 24,4% 35,9% 39,7% 100,0%

Principalmente ptblica 23,0% 36,2% 40,8% 100,0%
Principalmente privada 23,2% 38,2% 38,6% 100,0%
Total 23,4% 36,0% 40,6% 100,0%

Sem grande rigor, podemos dizer que cerca de 40% dos alunos que frequenta-
ram escolas publicas ou privadas, mesmo que parcialmente, matricularam-se
em cursos de Ciéncias Humanas, cerca de 36% de alunos com as mesmas
caracteristicas matricularam-se em cursos de Ciéncias Exatas e os demais
24% em cursos de Ciéncias Biolégicas. Note que foi necessario um ajuste em
algumas frequéncias relativas (por exemplo, o valor correspondente & cela
Escola Publica/Ciéncias Biolégicas deveria ser 20,4% e nao 20,5%) para que
o total somasse 100% mantendo os dados da tabela com apenas uma casa
decimal.

Se, por outro lado, o objetivo for avaliar o tipo de escola frequentado
por alunos matriculados em cada area do conhecimento, devemos calcular
as frequéncias relativas tomando como base o total da colunas; os resultados
estao dispostos na Tabela 4.9 e sugerem que dentre os alunos que optaram
por qualquer das trés dreas, cerca de 21% sao oriundos de escolas piblicas,
cerca de 68% de escolas privadas com os demais 11% tendo cursado escolas
publicas ou privadas parcialmente.

!Essa caracteristica é conhecida como maldicéo (ou praga) da dimensionalidade.
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Tabela 4.9: Frequéncias relativas tipo de escola cursada (por drea do conheci-
mento)

Tipo de escola Area do conhecimento

frequentada Biolégicas Exatas Humanas  Total

Publica 18,1% 20,5% 22.4% 20,7%
Privada 70,3% 67,4% 66,2% 67,6%
Principalmente publica 5,3% 5,4% 5,4% 5,4%

Principalmente privada 6,3% 6,7% 6,0% 6,3%

Total 100,0%  100,0%  100,0%  100,0%

Em estudos que envolvem a mesma caracteristica observada sob duas
condigoes diferentes (gerando duas varidveis, X e Y, cada uma correspon-
dendo a observagao da caracteristica sob uma das condigdes), espera-se que
elas sejam associadas e o interesse recai sobre a avaliagao da concordancia
dos resultados em ambas as condicoes. Nesse contexto, consideremos um
exemplo em que as redagoes de 445 alunos sao classificadas por cada um de
dois professores (A e B) como “ruim”, “média” ou “boa” com os resultados
resumidos na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Frequéncias de redagoes classificadas por dois professores

Professor B
Professor A ruim média boa

ruim 192 1 5
média 2 146 5
boa 11 12 71

Se todas as frequéncias estivessem dispostas ao longo da diagonal principal
da tabela, dirfamos que a haveria completa concordancia entre os dois pro-
fessores com relagao ao critério de avaliagao das redacoes. Como em geral
isso nao acontece, é conveniente construir um indice para avaliar a magni-
tude da concordancia. Uma estimativa do indice denominado x de Cohen
(1960), construido com esse propdsito é

3 3
Z Dii — Z Di+P+i
i=1 i=1

3
1- ZPHPH
=1

Nessa expressao, p;; representa frequéncia relativa associada a cela corres-
pondente a linha i e coluna j da tabela e p;; e py; representam a soma
das frequéncias relativas associadas a linha i e coluna j, respectivamente.
O numerador corresponde a diferenca entre a soma das frequéncias relati-
vas correspondentes a diagonal principal da tabela e a soma das frequéncias
relativas que seriam esperadas se as avaliagoes dos dois professores fossem

R =

)
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independentes. Portanto, quando ha concordancia completa, Z?:l pii = 1,
o numerador é igual ao denominador e o valor da estimativa do indice de
Cohen é k = 1. Quando a concordancia entre as duas varidveis é menor do
que a esperada pelo acaso, ¥ < 0. Uma estimativa da varidncia de k obtida
por meio do método Delta é

o -l
(1 —>2pii) 2D pii 2 PivPvi — 2 Pii(Pit + P1i)]
(1- ZZ pitp+i)?
N (1= 325 pi)* (22 22 pi (Pt + p1j)® — 422 Pin D+l }
(1 =2 pirp+i)?

Para os dados da Tabela 4.10, em que ha forte evidéncia de associagao
entre as duas varidveis (x? = 444,02, gl = 4, p < 0,001) temos k = 0,87 suge-
rindo uma “boa” concordancia entre as avaliacoes dos dois professores®. Na
Tabela 4.11, por outro lado, temos k = —0,41, sugerindo uma concordancia
muito fraca entre as duas variaveis, embora também haja forte evidéncia de
associacao (x? = 652,44, gl = 4,p < 0,001).

2
+

Tabela 4.11: Frequéncias de redagoes classificadas por dois professores

Professor B
Professor A ruim média boa

ruim 1 146 12
média 5 5 71
boa 192 2 11

Embora o nivel de concordancia medido pelo indice x seja subjetivo e
dependa da area em que se realiza o estudo gerador dos dados, ha autores
que sugerem regras de classificagdo, como aquela proposta por Viera and
Garrett (2005) e reproduzida na Tabela 4.12

Tabela 4.12: Niveis de concordancia segundo o indice x de Cohen

k de Cohen Nivel de concordancia
<0 Menor do que por acaso
0,01-0,20  Leve
0,21-0,40  Razoavel
0,41-0,60  Moderado
0,61-0,80  Substancial
0,81-0,99  Quase perfeito

Para salientar discordancias mais extremas como no exemplo, um pro-
fessor classifica a redacdo como “ruim” e o outro como “boa”, pode-se con-

2Para uma interpretacdo ingénua sobre o significado do valor-p, consulte a Nota de
Capitulo 8.
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siderar o indice k ponderado, cuja estimativa é

3 3 3 3
Z Z WigPij — Z Z WijPi+D+j
~ i=1j=1 i=1 j=1
fp = 3 3 ’
I Z Z WijPitP+j
i=1 j=1

em que wjj;,4,j = 1,2,3 é um conjunto de pesos convenientes. Por exemplo,
wi =1, wij =1—(i—7)/(I —1) em que I é o nliimero de categorias em que
a caracteristica de interesse é classificada. Para o exemplo, wis = wo; =
w23:w32:1—1/2:1/2, w13:w31:1—2/2:0.

Risco atribuivel, risco relativo e razao de chances

Em muitas areas do conhecimento hé interesse em avaliar a associacao
entre um ou mais fatores de risco e uma variavel resposta. Num estudo
epidemiolégico, por exemplo, pode haver interesse em avaliar a associagao
entre o habito tabagista (fator de risco) e a ocorréncia de algum tipo de
cancer pulmonar (varidvel resposta). Um exemplo na area de Seguros pode
envolver a avaliacdo da associacao entre estado civil e sexo (considerados
como fatores de risco) e o envolvimento em acidente automobilistico (varidvel
resposta).

No primeiro caso, os dados (hipotéticos) obtidos de uma amostra de
50 fumantes e 100 nao fumantes, por exemplo, para os quais se observa
a ocorréncia de cancer pulmonar apds um determinado periodo podem ser
dispostos no formato da Tabela 4.13. Esse tipo de estudo em que se fixam os
niveis do fator de risco (hébito tabagista) e se observa a ocorréncia do evento
de interesse (cancer pulmonar) apés um determinado tempo é conhecido
como estudo prospectivo.

Tabela 4.13: Frequéncias de doentes observados num estudo prospectivo

Habito Cancer pulmonar Total
tabagista sem com
nao fumante 80 20 100
fumante 35 15 50

Para a populacao da qual essa amostra é considerada oriunda (e para a qual
se quer fazer inferéncia), a tabela correspondente pode ser esquematizada
como indicado na Tabela 4.14.

Tabela 4.14: Probabilidades de ocorréncia de doenga

Habito Cancer pulmonar Total
tabagista sem com
nao fumante 1 — mg o 1
fumante 1—m m 1
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O parametro my corresponde & probabilidade® de que individuos que sa-
bemos ser nao fumantes contrairem cancer pulmonar; analogamente,
corresponde a probabilidade de que individuos que sabemos ser fumantes
contrairem cancer pulmonar.

Nesse contexto podemos definir algumas medidas de associagao (entre o
fator de risco e a varidvel resposta).

i) Risco atribuivel: d = m; — 7, que corresponde & diferenga entre as
probabilidades (ou riscos) de ocorréncia do evento de interesse para
expostos e nao expostos ao fator de risco.

ii) Risco relativo: r = 71 /my, que corresponde ao quociente entre as
probabilidades de ocorréncia do evento de interesse para expostos e
nao expostos ao fator de risco.

iii) Razao de chances (odds ratio) : w = [r1/(1—m1)]/[m0/(1—mp)], que
corresponde ao quociente entre as chances de ocorréncia do evento de
interesse para expostos e ndo expostos ao fator de risco.?

No exemplo da Tabela 4.13 essas medidas de associagao podem ser esti-
madas como

i) Risco atribuivel: d = 0,30 — 0,20 = 0,10 (o risco de ocorréncia de
cancer pulmonar aumenta de 10% para fumantes relativamente aos
nao fumantes).

ii) Risco relativo: 7= 0,30/0,20 = 1,50 (o risco de ocorréncia de cancer
pulmonar para fumantes é 1,5 vezes o risco correspondente para nao
fumantes).

iii) Chances: a estimativa de chance de ocorréncia de cancer pulmonar
para fumantes é 0,429 = 0,30/0,70; a estimativa da chance de ocorréncia
de cancer pulmonar para nao fumantes é 0,250 = 0,20/0,80.

iiv) Razdo de chances: & = 0,429/0,250 = 1,72 (a chance de ocorréncia de
cancer pulmonar para fumantes é 1,72 vezes a chance correspondente
para nao fumantes).

FEm geral, embora a medida de associacao de maior interesse pratico pela
facilidade de interpretacao, seja o risco relativo, a razao de chances talvez
seja a mais utilizada na pratica. Primeiramente, observemos que

_ 71'1/(1—71’1) _Tl—ﬂ'o
_71'0/(1*71'0) - 1*7‘1’1

30 termo “frequéncia relativa” é substituido por “probabilidade” quando nos referimos
as caracteristicas populacionais (veja a Secao 3.5).

4Lembremos que probabilidade é uma medida de frequéncia de ocorréncia de um
evento (quanto maior a probabilidade de um evento, maior a frequéncia com que ele
ocorre) cujos valores variam entre 0 e 1 (ou entre 0% e 100%). Uma medida de frequéncia
equivalente mas com valores entre 0 e co é conhecida como chance (odds). Por exemplo,
se um evento ocorre com probabilidade 0.8 (80%), a chance de ocorréncia é 4 (= 80% /
20%) ou mais comumente de 4 para 1, indicando que em cinco casos, o evento ocorre em
4 e nao ocorre em 1.

— 71, quando mg e T, — 0
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ou seja, para eventos raros [cujas probabilidade 7 ou 7y s@o muito peque-
nas|, a razao de chances serve como uma boa aproximacao do risco relativo.

Em geral, estudos prospectivos com a natureza daquele que motivou a
discussao acima nao sao praticamente vidveis em funcao do tempo decorrido
até o diagnéstico da doenca. Uma alternativa é a condugao de estudos re-
trospectivos em que, por exemplo, sao selecionados 35 pacientes com e 115
pacientes sem cancer pulmonar e se determina (a posteriori) quais dentre
eles eram fumantes e nao fumantes. Nesse caso, os papéis das variaveis expli-
cativa e resposta se invertem, sendo o status relativo a presenca da moléstia
encarado como variavel explicativa e o hdbito tabagista, como varidvel res-
posta. A Tabela 4.15 contém dados hipotéticos de um estudo retrospectivo
planejado com o mesmo intuito do estudo prospectivo descrito acima, ou
seja, avaliar a associagao entre tabagismo e ocorréncia de cancer de pulmao.

Tabela 4.15: Frequéncias de fumantes observados num estudo retrospectivo

Habito Cancer pulmonar
tabagista sem com
nao fumante 80 20
fumante 35 15
Total 115 35

A Tabela 4.16 representa as probabilidades pertinentes.

Tabela 4.16: Probabilidades de hébito tabagista

Haébito Cancer pulmonar
tabagista sem com
nao fumante 1 — pg 1—p
fumante Do 1
Total 1 1

O parametro pg corresponde a probabilidade de que individuos que sabemos
nao ter cancer pulmonar serem fumantes; analogamente, p; corresponde a
probabilidade que individuos que sabemos ter cancer pulmonar serem nao
fumantes. Nesse caso, nao é possivel calcular nem o risco atribuivel nem o
risco relativo, pois nao se conseguem estimar as probabilidades de ocorréncia
de cancer pulmonar, m ou my para fumantes e nao fumantes, respectiva-
mente. No entanto, pode-se demonstrar (ver Nota de Capitulo 1) que a
razao de chances obtida por meio de um estudo retrospectivo é igual aquela
que seria obtida por intermédio de um estudo prospectivo correspondente
ou seja
oo P/ =p)  m/(L—m)
po/(1=po)  mo/(1—mo)

Num estudo retrospectivo, pode-se afirmar que a chance de ocorréncia do
evento de interesse (cancer pulmonar, por exemplo) para individuos expostos
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ao fator de risco é w vezes a chance correspondente para individuos nao
expostos, embora nao se possa estimar quanto valem essas chances.

Detalhes sobre estimativas e intervalos de confiancga para o risco relativo
e razao de chances sao apresentados na Nota de Capitulo 7.

A partir das frequéncias da Tabela 4.15 podemos estimar a chance de
um individuo ser fumante dado que tem cancer pulmonar como 0,751 =
0,429/0,571 e a chance de um individuo ser fumante dado que nao tem
cancer pulmonar como 0,437 = 0,304/0,696; a estimativa da razao de chan-
ces correspondente é w = 0,751/0,437 = 1,72. Essas chances nao sao aquelas
de interesse pois gostariamos de conhecer as chances de ter cancer pulmonar
para individuos fumantes e ndo fumantes. No entanto a razao de chances
tem o mesmo valor que aquela calculada por meio de um estudo prospectivo,
ou seja, a partir da anélise dos dados da Tabela 4.15, nao é possivel estimar
a chance de ocorréncia de cancer pulmonar nem para fumantes nem para
nao fumantes mas podemos concluir que a primeira é 1,72 vezes a segunda.

Avaliacao de testes diagndsticos

Dados provenientes de estudos planejados com o objetivo de avaliar a
capacidade de testes laboratoriais ou exames médicos para diagnostico de al-
guma doenca envolvem a classificacao de individuos segundo duas varidveis;
a primeira corresponde ao verdadeiro status relativamente & presenca da
moléstia (doente ou ndo doente) e a segunda ao resultado do teste (positivo
ou negativo). Dados correspondentes aos resultados de um determinado
teste aplicado a n individuos podem ser dispostos no formato da Tabela
4.17.

Tabela 4.17: Frequéncia de pacientes submetidos a um teste diagndstico

Verdadeiro Resultado do teste Total
status positivo (T+4) negativo (T-)
doente (D) nii ni12 ni+
nao doente (ND) N9l n99 Not
Total N4 N2 n

Aqui, n;; corresponde a frequéncia de individuos com o i-ésimo status
relativo & doenca (i = 1 para doentes e i = 2 para nao doentes) e j-ésimo
status relativo ao resultado do teste (j = 1 para resultado positivo e j = 2
para resultado negativo). Além disso, n;y = ni + no e nyj = nij + naj,
1,7 = 1,2. As seguintes caracteristicas associadas aos testes diagndstico sao
bastante utilizadas na pratica.

i) Sensibilidade: corresponde a probabilidade de resultado positivo
para pacientes doentes [S = P(T + |D)] e pode ser estimada por
5 =ni1/niy;

ii) Especificidade: corresponde a probabilidade de resultado negativo
para pacientes nao doentes [E = P(T — |[ND)] e pode ser estimada
por e = ngz/nay;
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iii) Falso positivo: corresponde & probabilidade de resultado positivo
para pacientes nao doentes [F'P = P(T + |ND)]| e pode ser estimada

por fp = nai/nay;

iv) Falso negativo: corresponde & probabilidade de resultado negativo
para pacientes doentes [FN = P(T — |D)] e pode ser estimada por
fn=mniz/niy;

v) Valor preditivo positivo: corresponde a probabilidade de que o
paciente seja doente dado que o resultado do teste é positivo [V PP =
P(D|T+)] e pode ser estimada por vpp = ni1/n4q;

vi) Valor preditivo negativo: corresponde a probabilidade de que o
paciente nao seja doente dado que o resultado do teste é negativo
[VPN = P(ND|T—)] e pode ser estimada por vpn = naa/na;

vii) Acurdcia: corresponde & probabilidade de resultados corretos [AC =
P{(DNT+)U(NDNT-)}] e pode ser estimada por ac = (n11+na2)/n.

Estimativas das varidncias dessas caracteristicas estao apresentadas na Nota
de Capitulo 7.

A sensibilidade de um teste corresponde & proporc¢ao de doentes identifi-
cados por seu intermédio, ou seja, é um indicativo da capacidade de o te