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Prefacio

Com a ampla divulgacao de uma “nova” area de trabalho conhecida como
Ciéncia de Dados (Data Science), muitas universidades estrangeiras cria-
ram programas para O seu ensino, primeiramente no formato de MBA e
em seguida como mestrados regulares. Esses programas, que, atualemente,
incluem doutorado e até mesmo graduagao foram surpreendentemente, intro-
duzidos em escolas de Engenharia, Economia e, em varios casos, em escolas
especialmente criadas para abrigar o “novo” dominio mas nao em Depar-
tamentos de Estatistica. De certa forma, muitos estatisticos sentiram-se
perplexos e imaginaram-se diante de algo totalmente diferente do seu oficio.
No entanto, uma visao mais critica mostra que Ciéncia de Dados consiste
principalmente na aplicacao de algumas técnicas estatisticas a problemas
que exigem grande capacidade computacional. Muitos modelos emprega-
dos nesse “novo” campo estavam disponiveis (e esquecidos) na literatura
estatistica h&d décadas e ndao vinham sendo aplicados em grande escala em
virtude de limitagoes computacionais. Arvores de decisao, por exemplo, am-
plamente utilizadas em Ciéncia de Dados, foram introduzidas na década de
1980. Outro tépico, conhecido como Algoritmos de Suporte Vetorial (Sup-
port Vector Machines) que nao fazia parte da metodologia estudada por
estatisticos, por necessitar de grande capacidade computacional para sua
aplicagao, esta disponivel na literatura desde a década de 1990.

Hoje, programas de MBA e cursos de extensao em Ciéncia de Dados tém
surgido no Brasil e atualmente, no Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sdo Paulo (IME-USP) estuda-se a possibilidade de criar
um Mestrado em Estatistica com énfase em Ciéncia de Dados. A maior
dificuldade é encontrar professores interessados em se readequar a esse novo
paradigma.

Originalmente, pretendiamos escrever um texto sobre Andlise Explo-
ratoria de Dados para utilizagao na disciplina de Estatistica Descritiva,
ministrada no bacharelado em Estatistica do IME-USP. Tendo em vista
as consideragoes acima, decidimos ampliar o escopo da obra para incluir
tépicos que normalmente nao sao abordados nos cursos de graduacao e pds-
graduagdo em Estatistica. Desta forma, além de apresentar fundamentos
de Andlise Exploratéria de Dados (extremamente importantes para quem

vii



PREFACIO

pretende se aventurar em Ciéncia de Dados), o objetivo do texto inclui o
preenchimento de uma lacuna na formacao de alunos de graduagéo e pds-
graduacao em Estatistica proveniente da falta de exposicao a tépicos que
envolvem a interagao entre Estatistica e Computacao. Num contexto que
resume as principais aplicagoes de Ciéncia de Dados, ou seja, de previsao,
classificacao, reducao da dimensionalidade e agrupamento, apresentamos as
ideias que fundamentam os algoritmos de suporte vetorial, drvores de de-
cisao, florestas aleatorias e redes neurais. A exposicao é focada em diversos
exemplos e os detalhes mais técnicos sao apresentados em notas de capitulo.

Embora sejam tépicos que tangenciam os métodos apresentados no texto,
mas que sao amplamente utilizados no ajuste de modelos estatisticos, in-
cluimos apéndices com conceitos basicos de simulacao e otimizagcao.

Em resumo, o texto pode ser 1til para diferentes disciplinas de graduagao
e pos-graduacao em Estatistica assim como para profissionais de diferen-
tes areas que tenham interesse em conhecer os fundamentos estatisticos da
Ciéncia de Dados.

Sao Paulo, agosto de 2021

Os autores

Morettin & Singer - agosto/2021



CapriTUuLO 1

Estatistica, Ciéncia de Dados
e Megadados

Data is not an end in itself but a means to an end. More is not
always better if it comes with increased costs.

Faraway and Augustin, in “When small data beats big data.”

1.1 Introducao

Atualmente, os termos Data Science (Ciéncia de Dados) e Big Data
(Megadados)! sdo utilizados em profusdo, como se envolvessem concei-
tos novos, distintos daqueles com que os estatisticos lidam h& cerca de dois
séculos. Na década de 1980, numa palestra na Universidade de Michigan,
EUA, C.F. Jeff Wu ja sugeria que se adotassem os rétulos Statistical Data
Science, ou simplesmente, Data Science, em lugar de Statistics, para dar
maior visibilidade ao trabalho dos estatisticos. Talvez seja Tukey (1962,
1977), sob a denominagdo Andlise Exploratéria de Dados (Ezploratory
Data Analysis), o primeiro a chamar a atengao para o que hoje é conhecido
como Ciéncia de Dados, sugerindo que se desse mais énfase ao uso de ta-
belas, graficos e outros dispositivos para uma anédlise preliminar de dados,
antes que se passasse a uma analise confirmatdria, que seria a inferéncia
estatistica. Outros autores, como Chambers (1993), Breiman (2001) e Cle-
veland (1985, 1993, 2001), também enfatizaram a preparagao, apresentacao
e descricao dos dados como atividades que devem preceder a modelagem ou
a inferéncia estatistica.

Basta uma procura simples na internet para identificar novos centros de
Ciéncia de Dados em varias universidades ao redor do mundo, com progra-
mas de mestrado, doutorado e mesmo de graduacao. O interessante é que

'Para esclarecimento do significado dos termos cunhados em inglés, optamos pela
tradugdo oriunda do Glossario Inglés-Portugués de Estatistica produzido pela As-
sociagdo Brasileira de Estatistica e Sociedade Portuguesa de Estatistica, disponivel em
http://glossario.spestatistica.pt/. As excegbes sdo as expressOes para as quais nao
hd uma tradugdo oficial (bozplot, por exemplo) ou acrénimos usualmente utilizadas por
pacotes computacionais (MSE, de Mean Squared Error, por exemplo).



2 1.1 INTRODUCAO

muitos desses programas estao alojados em escolas de Engenharia, Bioes-
tatistica, Ciéncia da Computacao, Administracao, Economia etc. e nao em
departamentos de Estatistica. Paradoxalmente, ha estatisticos que acham
que Estatistica é a parte menos importante de Ciéncia de Dados! Cer-
tamente isso é um equivoco. Como ressalta Donoho (2017), se uma das
principais caracteristicas dessa area ¢é analisar grandes conjuntos de dados
(megadados), ha mais de 200 anos estatisticos tém se preocupado com a
andlise de vastos conjuntos de dados provenientes de censos, coleta de in-
formagoes meteoroldgicas, observacao de séries de indices financeiros etc.,
que tém essa caracteristica.

Outro equivoco consiste em imaginar que a Estatistica tradicional, seja
ela frequentista ou bayesiana, trata somente de pequenos volumes de dados,
conhecidos como microdados (small data). Essa interpretacao erronea vem
do fato de que muitos livros didaticos incluem conjuntos de dados de pe-
queno ou médio porte para permitir que as técnicas de andlise apresentadas
possam ser aplicadas pelos leitores, mesmo utilizando calculadoras, planilhas
de cédlculo ou pacotes estatisticos. Nada impede que esses métodos sejam
aplicados a grandes volumes de dados a nao ser pelas inerentes dificulda-
des computacionais. Talvez seja este aspecto de complexidade computacio-
nal, aquele que mascara os demais componentes daquilo que se entende por
Ciéncia de Dados, em que, na maioria dos casos, o interesse ¢ dirigido para
o desenvolvimento de algoritmos cuja finalidade é “aprender” a partir dos
dados, muitas vezes subestimando as caracteristicas estatisticas.

Em particular, Efron and Hastie (2016) ressaltam que tanto a teoria
bayesiana quanto a frequentista tém em comum duas caracteristicas: a al-
goritmica e a inferencial. Como exemplo, citam o caso da média amostral
de um conjunto de dados z1,...,x,, como estimador da média p de uma
populacao da qual se supde que a amostra tenha sido obtida. O algoritmo
para calculo do estimador é

T = :LZx (1.1)

Esse algoritmo, no entanto, ndo contempla uma questao importante, que é
saber quao acurado e preciso é este estimador. Admitindo-se que a amos-
tra tenha sido colhida segundo um procedimento adequado, a metodologia
estatistica permite mostrar que E(Z) = p, ou seja, que o estimador T é nao
enviesado e que o seu erro padrao ¢

n

b = [ D =), (12)

=1

o que implica a sua consisténcia e estabelece as bases para uma inferéncia
estatistica (frequentista) adequada. Em resumo, a utilizagdo da média amos-
tral como estimador nao pode prescindir de uma avaliacao estatistica. Esses
autores também mencionam que:

Morettin & Singer - agosto/2021



1. ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS 3

Optimality theory, both for estimating and for testing, anchored statis-
tical practice in the twentieth century. The larger datasets and more com-
plicated inferential questions of the current era have strained the capabilities
of that theory. Computer-age statistical inference, as we will see, often dis-
plays an unsettling ad hoc character. Perhaps some contemporary Fishers
and Neymans will provide us with a more capactous optimality theory equal
to the challenges of current practice, but for now that is only a hope.

Blei e Smyth (2017) discutem as relagdes entre Estatistica e Ciéncia de
Dados sob trés perspectivas: estatistica, computacional e humana. Segundo
os autores, Ciéncia de Dados é uma filha da Estatistica e da Ciéncia da Com-
putagao. A Estatistica serviria a Ciéncia de Dados guiando a coleta e analise
de dados complexos; a Ciéncia da Computacao, desenvolvendo algoritmos
que, por exemplo, distribuem conjuntos enormes de dados por multiplos pro-
cessadores (proporcionando velocidade de calculo) ou armazenado-os ade-
quadamente em equipamentos com grande capacidade de meméria. Sob a
perspectiva humana, a Ciéncia de Dados contempla modelos estatisticos e
métodos computacionais para resolver problemas especificos de outras disci-
plinas, entender o dominio desses problemas, decidir quais dados obter, como
processé-los, explord-los e visualiza-los, selecionar um modelo estatistico e
métodos computacionais apropriados, além de comunicar os resultados da
analise de uma forma inteligivel para aqueles que propuseram os problemas.

Donoho (2017) discute vérias memes (uma ideia ou simbolo transmitido
pelas chamadas midias sociais) sobre Megadados e Ciéncia de Dados. Por
exemplo, sobre a Big Data Meme, diz que se pode rejeitar o termo mega-
dados como um critério para uma distingao séria entre Estatistica e Ciéncia
de Dados, o que estda de acordo com o que dissemos acima sobre analise de
dados de censos e o fato de pesquisadores na drea de inferéncia estatistica
terem buscado o entendimento cientifico de megadados por décadas.

Um dos aspectos tradicionalmente neglicenciado por estatisticos é aquele
em que os dados tém natureza nao ortodoxa como imagens, sons etc. Nesse
caso, algoritmos computacionais sao essenciais para seu tratamento que, por
sua vez, nao pode prescindir do componente estatistico.

Alguns termos muito utilizados hoje em dia sdo Statistical Learning
(Aprendizado com Estatistica) e Machine Learning (Aprendizado com
MaA4quina ou Automatico). Esses termos estao associados a utilizagao de
modelos estatisticos acoplados a algoritmos computacionais desenvolvidos
para extrair informagdo de conjuntos de dados contendo, em geral, muitas
unidades amostrais e muitas variaveis.

1.2 Aprendizado com Estatistica

O que hoje se entende como aprendizado com Estatistica envolve duas classes
de técnicas, denominadas aprendizado supervisionado e aprendizado
nao supervisionado.

O aprendizado supervisionado esta relacionado com metodologia de-

Morettin & Singer - agosto/2021



4 1.3 APRENDIZADO AUTOMATICO

senvolvida essencialmente para previsao e classificagao. No ambito de pre-
vis@o, o objetivo é utilizar varidveis preditoras (sexo, classe social, renda,
por exemplo) observadas em vérias unidades (clientes de um banco, por
exemplo) para “adivinhar” valores de uma varidvel resposta numérica
(saldo médio, por exemplo) de novas unidades. O problema de classificacao
consiste em usar as varidveis preditoras para indicar em que categorias de
uma varidvel resposta qualitativa (bons e maus pagadores, por exemplo)
as novas unidades sao classificadas.

Sob um ponto de vista mais amplo, além desses objetivos, a Estatistica
tradicional adiciona metodologia direcionada ao entendimento das relacoes
entre as caracteristicas dos dados disponiveis e aqueles de uma populagao
da qual se supoe que os dados foram obtidos. Essa metodologia mais ampla
é o que se entende por Inferéncia Estatistica.

No aprendizado nao supervisionado, dispomos apenas um conjunto
de variaveis, sem distingao entre preditoras e respostas e o objetivo é descre-
ver associagoes e padroes entre essas variaveis, agrupa-las com o objetivo
identificar caracteristicas comuns a conjuntos de unidades de investigacao
ou desenvolver métodos para combina-las e assim reduzir sua dimensio-
nalidade. Essas combinacoes de varidveis podem ser utilizadas como novas
variaveis preditoras em problemas de previsao ou classificacao.

1.3 Aprendizado automatico

Inteligéncia Artificial também é um rétulo que aparece frequentemente
na midia escrita e falada e que tem gerado amplo interesse para analistas
de dados. Esse termo suscita questoes do tipo: no futuro computadores
tornar-se-ao inteligentes e a raca humana serd substituida por eles? Perde-
remos nossos empregos, porque seremos substituidos por robos inteligentes?
Pelo menos até o presente esses receios sao infundados. Nesse contexto,
veja Jordan (2019). Segundo esse autor, o que é hoje rotulado como inte-
ligéncia artificial, nada mais é do que aquilo que chamamos de aprendizado
automdtico (machine learning). O trecho abaixo é extraido do artigo men-
cionado.

Artificial Intelligence is the mantra of the current era. The phrase is
intoned by technologists, academicians, journalists, and venture capitalists
alike. As with many phrases that cross over from technical academic fields
into general circulation, there is significant misunderstanding accompanying
use of the phrase. However, this is not the classical case of the public not
understanding the scientists — here the scientists are often as befuddled as
the public. The idea that our era is somehow seeing the emergence of an
intelligence in silicon that rivals our own entertains all of us, enthralling us
and frightening us in equal measure. And, unfortunately, it distracts us.

O autor distingue trés tipos de inteligéncia artificial:

i) Inteligéncia artificial imitativa da humana (Human-imitative ar-
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1. ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS 5

tificial inteligence), que se refere & nogao que a entidade inteligente
deva se parecer como nds, fisicamente ou mentalmente.

ii) Aumento de inteligéncia (Intelligence augmentation), segundo a
qual a analise de dados e computagao sao usados para criar servigos
que aumentam a inteligéncia e criatividade humanas.

iii) Infraestura inteligente (Intelligent infrastructure), referindo-se a
vasta rede de dados, entidades fisicas e aparato computacional que
dao suporte para tornar o ambiente humano mais seguro e interessante
(smart TV, smart phone, smart house).

Acredita-se que o artigo de Turing (1950) seja o primeiro a tratar do
tema. A primeira frase do artigo diz:

I propose to consider the question, “Can machines think?”

Segue-se discussao sobre o que se entende por “médquina’, por “pen-
sar” e por um jogo, chamado “jogo da imitagao”. Turing também discute
condigoes para considerar uma maquina inteligente, que podem ser avalia-
das pelo teste de Turing (Turing test). A primeira pagina do artigo estd na
Nota de Capitulo 1.

O tema foi tratado a seguir por McCarthy et al. (1955), na forma de
uma proposta para um projeto de pesquisa no Dartmouth College. Cépia
da primeira pagina do original encontra-se na Nota de Capitulo 2. Entre os
signatarios, encontra-se Shannon, precursor da Teoria da Informacao.

De modo informal, a inteligéncia artificial esta relacionada com um es-
forgo para automatizar tarefas intelectuais usualmente realizadas por seres
humanos (Chollet, 2018) e consequentemente, intimamente ligada ao de-
senvolvimento da computagao (ou programagao de computadores). Até a
década de 1980, a programacao classica era apenas baseada em um sistema
computacional (um computador ou um conglomerado (cluster) de compu-
tadores) ao qual se alimentavam dados e uma regra de cdlculo para se ob-
ter uma reposta. Por exemplo, num problema de regressao a ser resolvido
por meio do método de minimos quadrados para obtencao dos estimado-
res dos parametros, a regra de calculo (ou algoritmo) pode ser programada
em alguma linguagem (Fortran, C, R, Python etc.). A maioria dos pacotes
estatisticos existentes funciona dessa maneira.

A partir da década de 1990, a introducdo do conceito de aprendizado
automatico criou um novo paradigma para analisar dados oriundos de re-
conhecimento de imagens, voz, escrita etc. Problemas dessa natureza sao
dificilmente soluciondveis sem o recente avango na capacidade computacio-
nal. A ideia subjacente é treinar um sistema computacional programando-o
para ajustar diferentes modelos por meio dos algoritmos associados (mui-
tas vezes bastante complexos) repetidamente na anélise de um conjunto de
dados. Nesse processo, diferentes modelos sao ajustados aos chamados con-
juntos de dados de treinamento, aplicados a um conjunto de dados de
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6 1.3 APRENDIZADO AUTOMATICO

validacao e comparados segundo algum critério de desempenho com o ob-
jetivo de escolher o melhor para prever ou classificar futuras unidades de
investigacao.

Convém ressaltar que o objetivo do aprendizado automatico nao é o
mesmo daquele considerado na anélise de regressao usual, em que se pre-
tende entender como cada variavel preditora estd associada com a varidvel
resposta. O objetivo do aprendizado automatico é selecionar o modelo que
produz melhores previsdes, mesmo que as variaveis selecionadas com essa
finalidade nao sejam aquelas consideradas numa analise padrao.

Quando esses dois conjuntos de dados (treinamento e validagdo) nao
estao definidos a priori, o que é mais comum, costuma-se dividir o conjunto
disponivel em dois, sendo um deles destinado ao treinamento do sistema
computacional com o outro servindo para validacao. Calcula-se entdao al-
guma medida do erro de previsao obtido ao se aplicar o resultado do ajuste
do modelo obtido com os dados de treinamento aos dados de validagao. Essa
subdivisao (em conjuntos de treinamento e de validacao) é repetida varias
vezes, ajustando o modelo a cada conjunto de dados de treinamento, utili-
zando os resultados para previsao com os dados de validagao e calculando a
medida adotada para o erro de previsdo. A média dessa medida é utilizada
como avaliagdo do desempenho do modelo proposto. Para comparar diferen-
tes modelos, repete-se o processo com cada um deles e aquele que produzir
a menor média do erro de previsao é o modelo a ser selecionado. Esse pro-
cesso é conhecido como validagao cruzada (ver a Nota de Capitulo 1 no
Capitulo 8). O modelo selecionado deve ser ajustado ao conjunto de dados
completo (treinamento + validagao) para se obter o ajuste (estimativas dos
coeficientes de um modelo de regressao, por exemplo) que serd empregado
para previsao de novos dados (consistindo apenas dos valores das varidveis
preditoras).

1.4 Uma cronologia do desenvolvimento da Estatis-
tica

Embora a terminologia “aprendizado com Estatistica” seja recente, a maio-
ria dos conceitos subjacentes foi desenvolvida a partir do século 19. Essenci-
almente, aprendizado com Estatistica e aprendizado automaético tratam dos
mesmos topicos, mas utilizaremos o primeiro quando os métodos do segundo
sao tratados com técnicas estatisticas apropriadas.

1.4.1 Probabilidades

As origens da teoria de probabilidades remontam a 1654, com Fermat (1601-
1665) e Pascal (1632-1662), que trataram de jogos de dados, baralho etc.
Huygens (1629-1695) escreveu o primeiro livro sobre probabilidades em 1657.
A primeira versao do Teorema de Bayes (Bayes, 1702-1761) foi publicada
em 1763.
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1.4.2 Estatistica

Gauss (1777-1856) propds o método de minimos quadrados na ultima
década do Século 18 (1795) e usou-o regularmente em calculos astronémicos
depois de 1801. Foi Legendre (1752-1833), todavia, quem primeiro publicou,
sem justificac@o, detalhes sobre o método no apéndice de seu livro “Nouvelles
Méthodes pour la Détermination des Orbites des Cometes”. Gauss (1809)
apresentou a justificativa probabilistica do método em “The Theory of the
Motion of Heavenly Bodies”. Basicamente, eles implementaram o que é hoje
chamado de Regressao Linear.

Laplace (1749-1827) desenvolveu o Teorema de Bayes independentemente,
em 1774. Em 1812 e 1814 deu a interpretagao bayesiana para probabilidade
e fez aplicagoes cientificas e praticas. Ha autores que julgam que a chamada
Inferéncia Bayesiana dever-se-ia chamar Inferéncia Laplaciana, devido as
suas contribuigbes na drea (lembremos da aproximacao de Laplace, que se
usava para obter distribuicoes a posteriori antes do adventos de métodos
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) e filtros de particulas). As contri-
buigoes de Jeffreys (1939) podem ser consideradas como um reinicio da In-
feréncia Bayesiana, juntamente com as obras de de Finetti, Savage e Lindley.

A Inferéncia Frequentista (testes de hipéteses, estimagao, planejamento
de experimentos e amostragem) foi iniciada por Fisher (1890-1962) e Ney-
man (1894-1981). Fisher, em 1936, propos a técnica de Andlise Discrimi-
nante Linear e seus dois livros “Statistical Methods for Research Workers”,
de 1925 e “The Design of Experiments”, de 1935, sdao marcos dessa teoria.
Segundo Stigler (1990), o artigo de Fisher (1922), “On the mathematical
foundation of theoretical statistics”, publicado na Phil. Trans. Royal So-
ciety, A foil o artigo mais influente sobre Teoria Estatistica no Século 20.
Neyman e Pearson (1933), por sua vez, publicaram os dois artigos funda-
mentais sobre testes de hipdteses, consubstanciados no excelente livro de
Lehmann de 1967.

A partir da década de 1940 comecaram a aparecer abordagens alter-
nativas ao modelo de regressao linear, como a Regressao Logistica, os
Modelos Lineares Generalizados (Nelder e Wedderburn, 1970), além
dos Modelos Aditivos Generalizados (Hastie e Tibshirani, 1986).

Em 1969, Efron introduz a técnica Bootstrap e em 1970, Hoerl e Ken-
nard introduzem a Regressao em crista (Ridge rgression). Até o final
da década de 1970, os métodos lineares predominaram. A partir da década
de 1980, os avangos computacionais possibilitaram a aplicagao de métodos
nao lineares, como o CART (Classification and Regresion Trees) conside-
rado em Breiman et al. (1984). Tibshirani (1996) introduz o método de
regularizacao Lasso, que juntamente com os métodos Ridge, Elastic Net
e outras extensoes passam a ser usados em conjuncao com modelos de re-
gressao, por exemplo, com o intuito de prevenir o fendmeno de sobreajuste
(overfitting), mas que também funcionam como métodos de selegao de mo-
delos.
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1.4.3 Estatistica e computacao

Os avancos no aprendizado com Estatistica estdo diretamente relacionados
com avancos na area computacional. Até 1960, os métodos estatisticos pre-
cisavam ser implementados em maquinas de calcular manuais ou elétricas.
Entre 1960 e 1980, apareceram as méquinas de calcular eletrénicas e os
computadores de grande porte, como o IBM 1620, CDC 360, VAX etc.,
que trabalhavam com cartoes perfurados e discos magnéticos. A linguagem
FORTRAN predominava.

A partir de 1980 apareceram os computadores pessoais, supercompu-
tadores, computacao paralela, computacao na nuvem (cloud computation),
linguagens C, C4, S e os pacotes estatisticos SPSS, BMDP, SAS, SPlus (que
utiliza a linguagem S, desenvolvida por Chambers, do Bell Labs), MatLab
etc. Em 1984 surgiu a linguagem R (que na realidade é basicamente a lingua-
gem S com algumas modificagoes) e o repositério CRAN, de onde pacotes
para andlises estatisticas podem ser obtidos livremente; essa linguagem pas-
sou a ser a linguagem preferida dos estatisticos.

Métodos de aprendizado com Estatistica nao usualmente considerados
em programas de graduacao e pés-graduacao em Estatistica surgiram re-
centemente (na realidade, nao tao recentemente; veja a citagao de Vapnik
no inicio desse capitulo), estao atraindo a aten¢ao de um publico mais am-
plo e sao englobados no que hoje chamamos de Ciéncia de Dados. Tais
métodos incluem Algoritmos de suporte vetorial (Support Vector Machi-
nes), Arvores de decisao (Decision Trees), Florestas aleatérias (Ran-
dom Forests), Bagging, Boosting etc. Outros métodos mais tradicionais
que voltaram a estar em evidéncia, como Redugao da Dimensionali-
dade (incluindo Andlise de Componentes Principais, Andlise Fato-
rial, Andlise de Componentes Independentes) e Andlise de Agru-
pamentos ja fazem parte de métodos estudados em cursos de Estatistica.

1.5 Notagao e tipos de dados

Introduzimos, agora, a notagao usada no livro. Denotamos por X, uma ma-
triz com dimensao n X p, contendo as variaveis preditoras ou explicati-
vas; n indica o nimero de unidades de observagao ou amostrais (individuos,
por exemplo) e p o numero de varidveis. Especificamente,

Ti1 T2 v Tip
T21 T22 vt Tp
X = [.%'U] =
Lnl Tp2 - Tnp
As colunas de X, vetores com dimensao n x 1 sao denotadas por xi,...,X,.
As linhas de X, vetores com dimensao p x 1 sa@o denotadas por xj,...,X.
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Entao

X =[x1,X2....,%Xp] =

em que x " denota o vetor x transposto.

Denotamos por y = (yi,... ,yn)T o vetor cujos elementos sao os valo-
res da variavel resposta. No caso de andlise estatistica supervisionada,
y; pode representar um valor de uma variavel numérica em problemas de
predicao ou o rétulo da i-ésima classe, num problema de classificagao. Con-
sequentemente os dados sao os pares {(x1,%1), .-, (Xn,Yn)}-

Uma das caracteristicas que tém sido objeto de discussao em Ciéncia
de Dados esta relacionada com o volume de dados, especialmente quando
se trata dos chamados megadados (big data). Nesse contexto, as seguintes
estruturas podem ser consideradas:

a) grande nimero de unidades amostrais e pequeno nimero de variaveis,
n>>p;

b) pequeno nimero de unidades amostrais e grande nimero de varidveis,
p>>n;

c¢) grande nimero de unidades amostrais e grande nimero de varidveis,
n e p grandes.

Uma representacao pictérica dessas estruturas de dados esta apresentada na
Figura 1.1.

Observacoes

poucas muitas muitas
Variaveis

Figura 1.1: Estruturas de dados
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Quando n << p, os dados tém alta dimensao (high dimension) e re-
querem procedimentos especiais. Por outro lado, megadados podem ser
classificados como:

a) Dados estruturados: em que a informagao se ajusta as estruturas
usuais de bases de dados, relativamente faceis de armazenar e analisar.
Exemplos usuais de dados numeéricos ou nao, que podem ser dispostos
em matrizes de dados.

b) Dados nao estruturados: tudo o que nao se encaixa no item ante-
rior, como arquivos de textos, paginas da web, emails, midias sociais
etc.

Megadados implicam megamodelos, que contém um grande nimero de
parametros a serem estimados, como em modelos de regressao multipla em
que o numero de varidveis (p) é grande. O ajuste de modelos lineares a
dados de alta dimensao pode ser tratado por meio técnicas de reducao da
dimensionalidade, regularizacao ou métodos bayesianos. Para modelos nao
lineares, arvores de decisao e redes neurais sao técnicas mais adequadas.

1.6 Paradigmas para o aprendizado com Estatistica

1.6.1 Aprendizado supervisionado

Previsao

Dados o vetor y com os valores da varidvel resposta e a matriz X com
os correspondentes valores das variaveis preditoras, o modelo de regressao
em Aprendizado supervisionado tem a forma

yi=f(xi)+e, i=1,...,n, (1.3)

com E(e;) = 0 e f denotando uma fungao desconhecida, chamada de in-
formacao sistematica. O objetivo do aprendizado com Estatistica é en-
contrar métodos para estimar f e usar o modelo (1.3) para fazer previsoes
ou em alguns casos, inferéncia sobre a populacao de onde os dados foram ex-
traidos. A previsao para y; é y; = f(xz) em que J?é a estimativa da fungéao
f, chamada de previsor. A acurdcia de y como previsor de y depende dos
seguintes dois tipos de erros (James et al., 2017):

a) Erro redutivel, introduzido pelo previsor de f; assim chamado por-
que podemos melhorar a acuracia de f usando técnicas de aprendizado
com Estatistica mais apropriadas.

b) Erro irredutivel, que depende de e; e nao pode ser previsto por X,
mesmo usando o melhor previsor de f.
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A acuracia do previsor f é definida como

Blyi =) = Blf(x) +e - flx)
= EB[f(x;) — f(x:)]? + Var(e;), (1.4)

para i = 1,...,n. O primeiro termo do segundo membro de (1.4) mede
o efeito do erro redutivel e o segundo termo, o efeito do erro irredutivel.
Consequentemente, o objetivo é minimizar o primeiro.

Para estimar f podemos usar métodos paramétricos ou métodos
nao paramétricos.

No primeiro caso, fazemos alguma suposicao sobre a forma de f como no
modelo de regressao multipla usual com p varidveis. Nesse caso, o problema
é mais simples, pois temos que estimar um numero finito de parametros.
Selecionado o modelo, devemos ajusté-lo aos dados de treinamento, ou seja,
devemos treinar o modelo. No caso de modelos de regressao, o método mais
usado na estimagao é o de Minimos Quadrados mas ha outros métodos
disponiveis, como os Algoritmos de Suporte Vetorial (Support Vector
Machines - SVM) ou Arvores de Decisao. O ajuste de um modelo de
regressao por minimos quadrados, por exemplo, pode ser pobre, como no
Exemplo 6.7 do Capitulo 6 (veja a Figura 6.23). Nesse caso, pode-se tentar
ajustar modelos mais flexiveis, escolhendo outras formas funcionais para f,
incluindo ai modelos nao lineares. Todavia, modelos mais flexiveis podem
envolver a estimacao de um grande ntimero de parametros, o que pode gerar
um problema de sobreajuste (overfitting).

No segundo caso, nao fazemos nenhuma hipotese sobre a forma funci-
onal de f e como o problema envolve a estimacdo de grande ntmero de
parametros, necessitamos um nimero grande de observacoes para obter es-
timadores de f com boa acuracia. Varios métodos podem ser usados com
essa finalidade, dentre os quais destacamos aqueles que utilizam:

e kernels;

e polinémios locais (e.g., lowess);

e splines;

e polindmios ortogonais (e.g., Chebyshev);

e outras bases ortogonais (e.g., Fourier, ondaletas).

Métodos menos flexiveis (e.g, regressao linear) ou mais restritivos, em
geral, sao menos acurados e mais faceis de interpretar. Por outro lado,
métodos mais flexiveis (e.g., splines) sao mais acurados e mais dificeis de
interpretar. Para cada conjunto de dados, um método pode ser preferivel a
outros, dependendo do objetivo da analise. A escolha do método talvez seja
a parte mais dificil do aprendizado com Estatistica.

No caso de modelos de regressao, a medida mais usada para a avaliagao
da acurécia do modelo é o Erro Quadratico Médio (Mean Squared Error,
MSE), definido por

n

MSE = 23 (i - Fxi) P (15)

n -
=1
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o~

em que f(x;) é o valor predito da resposta para a i-ésima observacao. Outra
medida comumente utilizada para avaliar o ajuste de modelos de previsao
é a raiz quadrada do erro quadréitico médio (Root Mean Squared Error,
RMSE). O erro quadrético médio calculado no conjunto de treinamento que
produz o preditor f é chamado erro quadratico médio de treinamento.
Em geral, estamos mais interessados na acuricia do ajuste para os dados
de validacao e nesse caso podemos calcular o erro quadratico médio de
validacgao,

Média[(yo — f(x0)]?, (1.6)

que é o erro de previsao quadratico médio para as observacoes do conjunto
de dados de validagao, em que o elemento tipico é denotado por (xg,yo).
A ideia é ajustar diferentes modelos aos dados de treinamento, obtendo
diferentes preditores f por meio da minimizagao de (1.5), calcular o corres-
pondente erro quadratico médio no conjunto de validagao via (1.6) e escolher
o modelo para o qual esse valor é minimo. Muitas vezes, usa-se validagao
cruzada em que o Unico conjunto de dados disponivel é repetidamente di-
vidido em dois subconjuntos, um deles servindo para treinamento e o outro
para validagao (ver Nota de Capitulo 1 do Capitulo 8).
Para os dados do conjunto de validagao, (xq, yo),

Elyo — f(xo)]2 = Var[f(xo)] + [Vies(}'\(xo))]2 + Var(eg). (1.7)

Em resumo, procuramos selecionar o modelo que produza simultaneamente
baixo viés e baixa variancia, que atuam em sentidos opostos. Na pratica,
podemos estimar (1.7) para os dados do_conjunto de validagao por meio de
(1.6). Também é possivel estimar Var[f(xo)], mas como f é desconhecida
nao ha como estimar o viés de f(xg) dado que Var(ep) também nao é co-
nhecida. Em geral, métodos de aprendizado com Estatistica mais flexiveis
tém viés baixo e variancia grande. Na maioria dos casos, o erro quadratico
médio de treinamento é menor que o erro quadratico médio de validagao e
o grafico desses valores de validagao em funcao do nimero de parametros
de diferentes modelos, em geral, apresenta uma forma de U, resultante da
competicao entre viés e variancia.

Classificacao

Problemas de classificagao sao aqueles em que as respostas yi, ..., Yn
sao qualitativas. Formalmente, no caso de duas classes, seja (x,y), com
x € RP ey € {—1,1}. Um classificador é uma funcao g : R — {—1,1} e a
funcao erro ou risco é a probabilidade de erro, L(g) = P{g(X) # Y}.

Obtendo-se um estimador de g, digamos g, sua acurdcia pode ser medida
pelo estimador de L(g), chamado de taxa de erros de treinamento, que é
a proporc¢ao de erros gerados pela aplicagao do classificador g as observagoes
do conjunto de treinamento, ou seja,

@)= S I #5), (18)
i=1
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O interesse estd na taxa de erros de validagao

Médiall (yo 7 90)]; (1.9)

para as observacoes do conjunto de validagao, representadas por (xo,yo)-
Um bom classificador tem a taxa de erros de classificacao (1.9) pequena.
Pode-se provar que (1.9) é minimizado, em média, por um classificador que
associa cada observacao a classe mais provavel, dados os preditores; ou seja,
por aquele que maximiza

Py = jlx = x0). (1.10)

Tal classificador é chamado de classificador de Bayes.

No caso de duas classes, uma alternativa é classificar a observacao de
validagdo na classe -1 se P(y = —1|x = x¢) > 0,5 ou na classe 1, em caso
contrario. O classificador de Bayes produz a menor taxa de erro, dada por
1 —max; P(y = j|x = X¢), j = 1,—1. A taxa de erro de Bayes global é
1 —E[max; P(y = j|x = x)|, em que E(-) é calculada sobre todos os valores
de x. O classificador de Bayes nao pode ser calculado na pratica, pois nao
temos conhecimento da distribuigdo condicional de y, dado x. Uma alter-
nativa é estimar essa distribuicao condicional. Detalhes serao apresentados
no Capitulo 9.

O classificador do K-ésimo vizinho mais préximo (K-nearest neigh-
bors, KNN) estima tal distribuigdo por meio do seguinte algoritmo:

i) Escolha K > 0 inteiro e uma observagao teste xg.

ii) Identifique os K pontos do conjunto de treinamento mais préximos de
Xo; chame-os de N.

iii) Estime a probabilidade condicional da classe j por meio de
. 1 .
Ply=jlx =x0) = 2= > Iy =J)-
ieN
iv) Classifique x( na classe com a maior probabilidade condicional.

A escolha de K crucial e o resultado depende dessa escolha. Tratamos desse
problema no Capitulo 9.

1.6.2 Aprendizado nao supervisionado

Analise de agrupamentos

Nesta categoria de técnicas incluimos aquelas cujo objetivo é agrupar os
elementos do conjunto de dados segundo com alguma medida de distancia
entre as varidveis preditoras, de modo que observagoes de um mesmo grupo
tenham uma “pequena’” distancia entre elas.
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Nos casos em que as as variaveis preditoras xi,...,X, pertencem a um
espago euclidiano p-dimensional (peso e altura, no caso bidimensional, por
exemplo), a distancia (euclidiana) definida por

d(x;,x;) = \/(ivil —xj1)? 4+ (T — wp)?

é utilizada. Casos em que as varidveis preditoras pertencem a espagos nao
euclidianos (palavras num texto, por exemplo), outras distancias sdo consi-
deradas.

Os algoritmos utilizados para a implementacao das técnicas de agrupa-
mento podem partir de um dnico grupo com todos os elementos do conjunto
de dados e prosseguir subdividindo-o até que um nimero pré-fixado de gru-
pos seja obtido ou considerar, inicialmente, cada elemento como um grupo
e prosseguir combinando-os até a obtencdao do nimero de grupos desejados.

Redugao de dimensionalidade

O objetivo das técnicas consideradas nesta classe é reduzir a dimensi-
onalidade de observagoes multivariadas com base em sua estrutura de de-
pendéncia. Essas técnicas sao usualmente aplicadas em conjuntos de dados
com um grande numero de varidveis e baseiam-se na obtencao de poucos fa-
tores, obtidos como fungoes das varidveis observadas, que conservem, pelo
menos aproximadamente, sua estrutura de covariancia. Esses poucos fatores
podem substituir as variaveis originais em andlises subsequentes, servindo,
por exemplo, como varidveis preditoras em modelos de regressao. Por esse
motivo, a interpretacao dessas novas variaveis é muito importante.

Dentre as técnicas mais utilizadas com essa finalidade, incluimos a anélise
de componentes principais e a analise de componentes independen-
tes (ambas proporcionando a redugao da dimensionalidade dos dados).

1.7 Este livro

Um dos maiores problemas oriundos da disseminagao indiscriminada das
técnicas utilizadas em Ciéncia de Dados é a confianca exagerada nos re-
sultados obtidos da aplicacao de algoritmos computacionais. Embora sejam
essenciais em muitas situagoes, especialmente com megadados, sua utilizagao
sem o concurso dos principios do pensamento estatistico, fundamentado nas
caracteristicas de aleatoriedade e variabilidade inerentes a muitos fenémenos,
pode gerar conclusoes erradas ou nao sustentaveis. Também lembramos que
o principal componente da Ciéncia de Dados é um problema em que as
questoes a serem respondidas estejam claramente especificadas.

Independentemente do volume de dados disponiveis para analise, Ciéncia
de Dados é uma atividade multidisciplinar que envolve

i) um problema a ser resolvido com questoes claramente especificadas;
ii) um conjunto de dados (seja ele volumoso ou nao);
iii) os meios para sua obtengao;
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iv) sua organizacao;
v) a especificagdo do problema original em termos das varidveis desse
conjunto de dados;
vi) a descrigao e resumo dos dados a luz do problema a ser resolvido;
vii) a escolha das técnicas estatisticas apropriadas para a resolucao desse
problema;
viii) os algoritmos computacionais necessarios para a implementacao dessas
técnicas;

ix) a apresentacao dos resultados.

Obviamente, a anélise de problemas mais simples pode ser conduzida por
um estatistico (sempre em interacao com investigadores da drea em que o
problema se insere). Em problemas mais complexos, especialmente aqueles
com grandes conjuntos de dados que possivelmente contenham imagens, sons
etc., s6 uma equipe com profissionais de diferentes dreas podera ataca-los
adequadamente. Em particular, essa equipe deve ser formada, pelo menos,
por um profissional de alguma area do conhecimento em que o problema a
ser resolvido se situa, por um estatistico, por um especialista em banco de
dados, por um especialista em algoritmos computacionais e possivelmente
por um profissional da drea de comunicagao. Se por um lado, os aspectos
computacionais sao imprescindiveis nesse contexto, por outro, uma compre-
ensao dos conceitos basicos de Estatistica deve constar da formacao de todos
os membros da equipe.

A (bem-vinda) popularizagao das técnicas utilizadas em Ciéncia de Da-
dos nao estd isenta de problemas. Nem sempre os profissionais que se aven-
turam por essa seara tém o conhecimento basico dos métodos estatisticos que
fundamentam os algoritmos mais empregados na andlise de dados. Nosso ob-
jetivo é preencher essa lacuna, apresentando conceitos e métodos da Andlise
Exploratéria de Dados necessarios para a analise de dados e indicando como
sao empregados nos problemas praticos com que “cientistas de dados” sao
usualmente desafiados.

Embora muitos tépicos relacionados com Ciéncia dos Dados sejam abor-
dados neste livro, o foco serd na metodologia estatistica que envolve a coleta,
a organizagao, o resumo e a andlise dos dados. Para um melhor entendimento
das técnicas apresentadas, em geral, usamos conjuntos de dados nao muito
volumosos, de modo que os leitores poderao reanalisa-los usando desde uma
calculadora até programas sofisticados. Desde que tenham acesso e aptidao
para lidar com software adequado, os leitores nao terao dificuldades em ana-
lisar grandes conjuntos de dados sob as mesmas perspectivas apresentadas
no texto.

Ha situagoes que um conjunto menor de dados pode ser mais 1til do que
um conjunto maior. Isto tem a ver com o equilibrio entre viés e variancia, que
é um aspecto muito importante e realgado neste texto. O viés proveniente
da analise de megadados pode ter consequéncias severas. Um exemplo ape-
sentado em Meng (2014) mostra que em alguns casos, uma pequena amostra
aleatéria simples pode apresentar um erro quadratico médio menor do que
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uma amostra administrativa (obtida observacionalmente, por exemplo) com
50% da populagao. Outro problema associado com megadados é o custo de
sua obtencdo. Para uma discussao desse problema, veja Faraway e Augustin
(2018).

Além disso, segundo esses autores, a inferéncia estatistica funciona me-
lhor em conjuntos de dados menores. Métodos de aprendizado automatico
tendem a nao fornecer medidas de incerteza, focalizando em melhores pre-
visbes e classificagoes. Finalmente, esses autores ressaltam um ponto ja
exposto acima: é melhor usar conjuntos de dados menores para o ensino,
com a finalidade de garantir que os estudantes adquiram habilidades e con-
ceitos e nao somente aspectos computacionais, comuns quando se utilizam
métodos dirigidos para a andlise de megadados. Para uma discussao sobre
essa dualidade small data vs big data, veja Lindstrom (2016).

Gostariamos de fechar essa discussao com o texto abaixo, de Faraway e
Augustin (2018), do qual a citagao desse capitulo é parte:

Data is not an end in itself but a means to an end. The end is increased
understanding, better calibrated prediction etc. More is not always better
if this comes with increased costs. Data is sometimes viewed as something
fized that we have to deal with. It might be better to view it as a resource.
We do not aim to use as many resources as possible. We try to use as
few resources as possible to obtain the information we need. We have seen
the benefit of big data but we are now also realizing the extent of associated
damage. The modern environmental movement started in reaction to the
excess of resource extraction. It advocates an approach that minimizes the
use of resources and reduces the negative externalities. We believe the same
approach should be taken with data: Small is beautiful.

O plano do livro é o seguinte. Nos Capitulos 2 a 7 apresentamos as
bases para analise exploratoria de dados. O Capitulo 2 é dedicado a
preparacao dos dados, geralmente apresentados de forma inadequada para
andlise. Nos Capitulos 3 a 5 dedicamo-nos a discussao de alguns concei-
tos bésicos, como distribuigao de frequéncias, variabilidade e associagao en-
tre varidveis, além de métodos de resumo de dados por meio de tabelas e
graficos. Para efeito didatico, discutimos separadamente os casos de uma,
duas ou mais que duas varidveis. Técnicas de regressao, essenciais para
o entendimento da associacao entre uma ou mais varidveis explicativas e
uma variavel resposta sao discutidas no Capitulo 6. O Capitulo 7 trata de
técnicas de andlise de sobrevivéncia, que essencialmente considera modelos
de regressao em que a variavel resposta é o tempo até a ocorréncia de um
evento de interesse.

Os Capitulos 8, 9, 10, 11 e 12 incluem os tépicos de aprendizado super-
visionado. Em particular, no Capitulo 8, tratamos de extensées dos mode-
los de regressao bastante utilizadas para previsao e classificagao, incluindo
modelos de regularizagao e modelos aditivos generalizados. O Capitulo 9 é
dirigido a técnicas classicas como regressao logistica, funcao discriminante

Morettin & Singer - agosto/2021



1. ESTATISTICA, CIENCIA DE DADOS e MEGADADOS 17

de Fisher etc., empregadas para classificacao. Os Capitulos 10 e 11 abordam
outras técnicas utilizadas para classificacdo ou previsao como os algoritmos
de suporte vetorial, arvores e florestas além de redes neurais.

O aprendizado nao supervisionado é abordado nos Capitulos 13 e
14, em que apresentamos métodos utilizados para agrupar dados e reduzir
a dimensao do conjunto de varidveis disponiveis por meio de combinagoes
delas. Neste contexto, nao ha distingao entre variaveis preditoras e respostas
e o objetivo é o entendimento da estrutura de associagao entre elas. Com essa
finalidade, consideramos andlise de agrupamentos, analise de componentes
principais e analise de componentes independentes.

Conceitos basicos de otimizagao numérica, simulagao e técnicas de dados
aumentados sdo apresentados nos Apéndices A, B e C.

O texto poderd ser utilizado em programas de bacharelado em Estatistica
(especialmente na disciplina de Estatistica Descritiva com os capitulos 1 a
8 ou 9 e na disciplina de Estatistica Aplicada, com a inclusao dos capitulos
restantes). Além disso, poderd ser utilizado como introdugao a Ciéncia de
Dados em programas de pés-graduagao e também servird para “cientistas
de dados” que tenham interesse nos aspectos que fundamentam andlise de
dados.

Embora muitos calculos necessarios para uma analise estatistica possam
ser concretizados por meio de calculadoras ou planilhas eletronicas, o recurso
a pacotes computacionais é necessério tanto para as analises mais sofisticadas
quanto para andlises extensas. Neste livro usaremos preferencialmente o
repositorio de pacotes estatisticos R, obtido livremente em Comprehensive
R Archive Network, CRAN, no site

http://CRAN.R-project.org.

Dentre os pacotes estatisticos disponiveis na linguagem R, aqueles mais
utilizados neste texto sao: adabag, caret, cluster, el071, forecast,
ggplot2, gam, MASS, mgcv, randomForests, xgboost. As fungoes de
cada pacote necessarias para a realizacao das andlises serao indicadas ao
longo do texto.

Pacotes comerciais alternativos incluem SPlus, Minitab, SAS, MatLab etc.

1.8 Conjuntos de dados

Alguns conjuntos de dados analisados sao dispostos ao longo do texto; outros
sao apresentados em planilhas Excel em arquivos disponiveis no formato

http://www.ime.usp.br/~jmsinger/MorettinSinger/arquivo.xls
Por exemplo, no site
http://www.ime.usp.br/~jmsinger/MorettinSinger/coronarias.xls

encontramos uma planilha com dados de um estudo sobre obstrugao corona-
riana; quando pertinentes, detalhes sobre as variaveis observadas no estudo
estarao na aba intitulada “descricao”; os dados estao dispostos na aba inti-
tulada “dados”. Conjuntos de dados também poderao ser referidos por meio
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de seus enderecos URL. Quando necessario, indicaremos os sites em que se

podem obter os dados utilizados nas anédlises.
Na Tabela 1.1 listamos os principais conjuntos de dados e uma breve

descricao de cada um deles.
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Tabela 1.1: Conjuntos de dados para alguns exemplos e exercicios do livro

Rotulo Descricao
adesivo Resisténcia de adesivos dentarios
antracose Dep6sito de fuligem em pulmoes
arvores Concentragao de elementos quimicos em cascas
de arvores
bezerros Medida longitudinal de peso de bezerros
ceagfgv Questiondrio respondido por 50 alunos da FGV-SP
cidades Dados demogréficos de cidades brasileiras
coronarias Fatores de risco na doenca coronariana
covid Internacoes por causas respiratérias em SP
disco Deslocamento do disco temporomandibular
distancia Distancia para distinguir objeto em funcao da idade
empresa Dados de funcionérios de uma empresa
endometriose Estudo sobre endometriose
endometriose2 Estudo sobre endometriose (1500 pacientes)
entrevista Comparacao intraobservadores em entrevista psicolégica
esforco Respostas de cardiacos em esteira ergométrica
esquistossomose  Testes para diagnéstico de esquistossomose
esteira Medidas obtidas em testes ergométricos (parcial)
figado Relacao entre volume e peso do lobo direito de figados
em transplantes intervivos
figadodiag Medidas radiolégicas e intraoperatérias de alteragoes
anatomicas do figado
freios Estudo de sobrevivéncia envolvendo pastilhas de freios
hiv Sobrevivéncia de pacientes HIV
inibina Utilizagao de inibina como marcador de reserva ovariana
lactato Concentracao de lactato de s6dio em atletas
manchas Numero de manchas solares
morfina Estudo sobre concentragao de morfina em cabelos
municipios Populagoes dos 30 maiores municipios do Brasil
neonatos Pesos de recém nascidos
palato Estudo sobre efeito de peréxido de hidrogénio na
em palatos de sapos
piscina Estudo de sobrevivéncia experimental com ratos
placa Indice de remocao de placa dentaria
poluicao Concentragao de poluentes em Sao Paulo
precipitacao Precipitagao em Fortaleza, CE, Brasil
producao Dados hipotéticos de producao de uma empresa
profilaxia pH da placa bacteriana sob efeito de enxaguatorio
regioes Dados populacionais de estados brasileiros
rehabcardio Rehabilitacao de pacientes de infartos
rotarod Tempo com que ratos permanecem em cilindro rotativo
salarios Saldrios de profissionais em diferentes paises
socioecon Varidveis socioeconémicas para setores censitdrios de SP
sondas Tempos de sobrevivéncia de pacientes de cancer com
diferentes tipos de sondas
suicidios Frequéncia de suicidios por enforcamento em Sao Paulo
temperaturas Temperaturas mensais em Ubatuba e Cananéia
tipofacial Classificagao de tipos faciais
veiculos Caracteristicas de automdveis nacionais e importados
vento Velocidade do vento no aeroporto de Philadelphia
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1.9 Notas de capitulo

1) Apresentamos, a seguir, a primeira pagina do artigo de Alan Turing,
publicado na revista Mind, em 1950.

Vor. Lix. No. 2386.] [October, 1950

MIND

A QUARTERLY REVIEW
oF

PSYCHOLOGY AND PHILOSOPHY

I.—.COMPUTING MACHINERY AND
INTELLIGENCE

By A.M. TuriNg

1. The Imitation Game.

I PROPOSE to consider the question, ‘ Can wachines think 2’
This should begin with definitions of the meauning of the terms
‘ machine ’ and ¢ think ’. The definitions might be framed 8o as to
reflect so far as possible the normal use of the words, but this
attitude is dangerous. If the meaning of the words ‘ machine’
and ‘ think ’ are to be found by examining how they are commonly
used it is difficult to escape the conclusion that the meaning
and the answer to the question, ‘ Can machines think ? ’ is to be
sought in a statistical survey such as a Gallup poll. But this is
absurd. Instead of attempting such a definition I shall replace the
question by another, which is closely related to it and is expressed
in relatively unambiguous words.

The new form of the problem can be described in terms of
a game which we call the ‘ imitation game’. It is played with
three people, a man (A), a woman (B), and an interrogator (C) who
may be of either sex. The interrogator stays in a room apart
from the other two. The object of the game for the interrogator
is to determine which of the other two is the man and which is
‘the woman. He knows them by labels X and Y, and at the end
of the game he says either * X is Aand Yis B’or ‘X isBand Y
is A’. The interrogator is allowed to put questions to A and B
thus :

C: Will X please tell me the length of his or her hair ?

Now suppose X is actually A, then A must answer. It is A’s
28 433

2) Apresentamos, abaixo, a primeira pdgina do Projeto de TA de Dart-
mouth, publicado originalmente em 1955, e reproduzido na revista Al
Magazine, de 2006.
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Articles

12 AT MAGAZINE

Al Magazine Volume 27 Number 4 (2006) (© AAAI)

A Proposal for the
Dartmouth Summer
Research Project on

Artificial Intelligence

August 31, 1955

John McCarthy, Marvin L. Minsky,
Nathaniel Rochester,
and Claude E. Shannon

B The 1956 Dartmouth summer research project on
artificial intelligence was initiated by this August
31, 1955 proposal, authored by John McCarthy,
Marvin Minsky, Nathaniel Rochester, and Claude
Shannon. The original typescript consisted of 17
pages plus a title page. Copies of the typescript are
housed in the archives at Dartmouth College and
Stanford University. The first 5 papers state the
proposal, and the remaining pages give qualifica-
tions and interests of the four who proposed the
study. In the interest of brevity, this article repro-
duces only the proposal itself, along with the short
autobiographical statements of the proposers.

e propose that a 2 month, 10 man
Wstudy of artificial intelligence be car-

ried out during the summer of 1956
at Dartmouth College in Hanover, New Hamp-
shire. The study is to proceed on the basis of
the conjecture that every aspect of learning or
any other feature of intelligence can in princi-
ple be so precisely described that a machine
can be made to simulate it. An attempt will be
made to find how to make machines use lan-

guage, form abstractions and concepts, solve
kinds of problems now reserved for humans,
and improve themselves. We think that a sig-
nificant advance can be made in one or more
of these problems if a carefully selected group
of scientists work on it together for a summer.

The following are some aspects of the artifi-
cial intelligence problem:

1. Automatic Computers

If a machine can do a job, then an automatic
calculator can be programmed to simulate the
machine. The speeds and memory capacities of
present computers may be insufficient to sim-
ulate many of the higher functions of the
human brain, but the major obstacle is not lack
of machine capacity, but our inability to write
programs taking full advantage of what we
have.

2. How Can a Computer be
Programmed to Use a Language

It may be speculated that a large part of human
thought consists of manipulating words
according to rules of reasoning and rules of
conjecture. From this point of view, forming a
generalization consists of admitting a new
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PARTE I: ANALISE
EXPLORATORIA DE
DADOS

A primeira parte deste texto é dedicada a discussao de alguns conceitos
bésicos, como distribuicao de frequéncias, variabilidade e associacao en-
tre varidveis, além de métodos de resumo de dados por meio de tabelas
e graficos. Para efeito didatico, discutimos separadamente os casos de uma,
duas ou mais que duas variaveis. Consideramos técnicas de regressao, es-
senciais para o entendimento da associacdo entre uma ou mais varidveis
explicativas e uma varidvel resposta. Nesse contexto, incluimos andlise de
sobrevivéncia, em que a variavel resposta é o tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse. Os conceitos e técnicas aqui abordados servem de
substrato e sao imprescindiveis para a compreensao e aplicacao adequada
das técnicas estatisticas de andlise apresentadas nas Partes II e III.
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CAPITULO 2

Preparacao dos dados

A statistician working alone is a statistician making mistakes.

David Byar

2.1 Consideracoes preliminares

Em praticamente todas as areas do conhecimento, dados sao coletados com
o objetivo de obtencao de informacao. Esses dados podem representar uma
populagao (como o censo demogréfico) ou uma parte (amostra) dessa po-
pulagdo (como aqueles oriundos de uma pesquisa eleitoral). Eles podem ser
obtidos por meio de estudos observacionais (como aqueles em que se exami-
nam os registros médicos de um determinado hospital), de estudos amostrais
(como pesquisas de opinido) ou experimentais (como ensaios clinicos).

Mais comumente, os dados envolvem valores de varias varidveis, obtidos
da observacao de unidades de investigagao que constituem uma amostra
de uma populacao. As unidades de investigagdo sao os entes (individuos,
animais, escolas, cidades etc.) em que as varidveis serao observadas. Num
estudo em que se pretende avaliar a relagao entre peso e altura de adultos,
as unidades de investigacao sao os adultos e as varidveis a serem obser-
vadas sao peso e altura. Em outro estudo, em que se pretenda comparar
agéncias bancarias com relagao ao desempenho medido em termos de dife-
rentes varidveis, as unidades de investigacao sao as agéncias e as varidveis
podem ser, por exemplo, saldo médio dos clientes, nimero de funcionarios e
total de depdsitos em cadernetas de poupanca.

A anélise de dados amostrais possibilita que se faca inferéncia sobre
a distribuicao de probabilidades das varidveis de interesse, definidas so-
bre a populagao da qual a amostra foi (a0 menos conceitualmente) colhida.
Nesse contexto, a Estatistica é uma ferramenta importante para organiza-
los, resumi-los, analisid-los e utiliza-los para tomada de decisdes. O ramo
da Estatistica conhecido como Andlise Exploratéria de Dados se ocupa
da organizacao e resumo dos dados de uma amostra ou, eventualmente, de
toda a populacao e o ramo conhecido como Inferéncia Estatistica se re-
fere ao processo de se tirar conclusdes sobre uma populacao com base em
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uma amostra dela.
A abordagem estatistica para o tratamento de dados envolve:

i) O planejamento da forma de coleta em funcao dos objetivos do estudo.

ii) A organizagdo de uma planilha para seu armazenamento eletronico;
no caso de megadados, a organizagdo de um banco de dados (data
warehouse) pode ser necessaria (ver Nota de Capitulo 1).

iii) O seu resumo por meio de tabelas e graficos.

iv) A identificac@o e corregao de possiveis erros de coleta e/ou digitagao.

v) A proposta de modelos probabilisticos baseados na forma de coleta
dos dados e nos objetivos do estudo; a finalidade desses modelos é
relacionar a amostra (se for o caso) a populagdo para a qual se quer
fazer inferéncia.

vi) A proposta de modelos estruturais para os parametros do modelo
probabilistico com a finalidade de representar relacoes entre as ca-
racteristicas (varidveis) observadas. Num modelo de regressao, por
exemplo, isso corresponde a expressar a média da varidvel resposta
como fungao dos valores de uma ou mais varidveis explicativas.

vii) A avaliagdo do ajuste do modelo aos dados por meio de técnicas de
diagnéstico e/ou simulagao.

viii) A reformulagao e reajuste do modelo & luz dos resultados do diagndstico
e/ou de estudos de simulagao.

ix) A tradugao dos resultados do ajuste em termos nao técnicos.

O item i), por exemplo, pode ser baseado em uma hipdtese formulada
por um cientista. Numa tentativa de comprovar a sua hipétese, ele identifica
as varidveis de interesse e planeja um experimento (preferencialmente com
o apoio de um estatistico) para a coleta dos dados que serao armazenados
numa planilha. Um dos objetivos deste livro é abordar detalhadamente os
itens ii), iii), iv) e viii), que constituem a esséncia da Estatistica Descritiva,
com referéncias eventuais aos itens v), vi), vii), viii) e ix), que formam
a base da Inferéncia Estatistica. Esses itens servem de fundamento para
as principais técnicas utilizadas em Ciéncia de Dados, cuja apresentacao
constitui outro objetivo do texto.

Exemplo 2.1: Se quisermos avaliar a relacao entre o consumo (varidvel
() e renda (varidvel Y') de individuos de uma populacao, podemos escolher
uma amostra! de n individuos dessa populacdo e medir essas duas varidveis
nesses individuos, obtendo-se o conjunto de dados {(Y1,C4), ..., (Y,,Cn)}.

Para saber se existe alguma relacao entre C e Y podemos construir um
grafico de dispersao, colocando a variavel Y no eixo das abscissas e a varidvel

'Em geral, a amostra deve ser obtida segundo alguns critérios que servirdo para fun-
damentar os modelos utilizados na inferéncia; mesmo nos casos em que esses critérios néo
séo seguidos, as técnicas abordadas neste texto podem ser utilizadas para o entendimento
das relagOes entre as varidveis observadas. No Capitulo 3 definiremos formalmente o que
se chama uma amostra aleatéria simples retirada de uma populacao.
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C' no eixo das ordenadas. Obteremos uma nuvem de pontos no plano (Y,C),
que pode nos dar uma ideia de um modelo relacionando Y e C. No Capitulo
4 trataremos da analise de duas varidveis e, no Capitulo 6, estudaremos os
chamados modelos de regressao, que sao apropriados para o exemplo em
questdao. Em Economia, sabe-se, desde Keynes, que o gasto com o consumo
de pessoas (C') é uma fungao da renda pessoal disponivel (Y), ou seja

C = f(v),

para alguma funcao f.

Para se ter uma ideia de como é a funcao f para essa populagao, podemos
construir um grafico de dispersao entre Y e C'. Com base em um conjunto
de dados hipotéticos com n = 20, esse grafico esta apresentado na Figura
2.1 e é razoavel postular o modelo

Ci=a+p8Y;+e, i=1,....n, (2.1)
em que (Y;,C;), i = 1,...,n sao os valores de Y e C efetivamente obser-
vados e e;, © = 1,...,n sao variaveis nao observadas, chamadas erros. No

jargao econOmico, o parametro a é denominado consumo auténomo e 3
representa a propensao marginal a consumir. A reta representada no
grafico foi obtida por meio dos métodos discutidos no Capitulo 6. Nesse
caso, obtemos a = 1,44 e f = 0,73, aproximadamente. O resultado sugere
o consumo médio de individuos com renda nula é 1,44 e que esse consumo
aumenta de 0,73 para cada incremento de uma unidade na renda. Deta-
lhes sobre essa interpretagao serao discutidos no Capitulo 6. Para diferentes
populagoes poderemos ter curvas (modelos) diferentes para relacionar Y e

C.

Consumo (C)

1.5
L

T
0.5 1.0 15 2.0
Renda (Y)

Figura 2.1: Relagao entre renda e consumo de 20 individuos.
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2.2 Planilhas de dados

Planilhas de dados (usualmente eletronicas) s@o matrizes em que se arma-
zenam dados com o objetivo de permitir sua andlise estatistica. Em geral,
cada linha da matriz de dados corresponde a uma unidade de investigacao
(e.g., unidade amostral) e cada coluna, a uma varidvel. Uma planilha de
dados bem elaborada contribui tanto para o entendimento do processo de
coleta de dados e especificacao das varidaveis sob investigacao quanto para
a proposta de uma analise estatistica adequada. A primeira etapa da cons-
trugdo de uma planilha de dados consiste na elaboracao de um dicionario
com a especificagao das varidveis, que envolve

i) sua definigao operacional (ver Nota de Capitulo 2);

ii) a atribuicao de rétulos as varidveis (esses rétulos devem ser preferen-
cialmente mnemonicos e grafados com letras minusculas e sem acentos
para facilitar a digitagao e leitura por pacotes computacionais);

iii) a especificacao das unidades de medida ou definigdo de categorias;
para variaveis categorizadas, convém atribuir valores numéricos as ca-
tegorias com a finalidade de facilitar a digitagao e evitar erros (veja a
varidvel Sexo do recém-nascido na Tabela 2.1);

iv) a atribuicdo de um cédigo para valores omissos (missing);

v) a indicagdo de como devem ser codificados dados abaixo do limite de
detecgao (e.g., < 0,05 ou 0,025 se considerarmos que medidas abaixo
do limite de deteccao serao definidas como o ponto médio entre 0,00 e
0,05);

vi) a especificacao do nimero de casas decimais (correspondente a precisao
do instrumento de medida) - ver Notas de Capitulo 3 e 4;

vii) a indicagdo, quando pertinente, de limites (inferiores ou superiores)
para facilitar a identificacao de erros; por exemplo, o valor minimo
para aplicacao num fundo de acoes é de R$ 2000,00;

viii) o mascaramento (por meio de um cédigo de identificagao, por exemplo)
de informagoes sigilosas ou confidenciais como o nome de pacientes de
ensaios clinicos.

Algumas recomendacoes para a construcao de planilhas eletronicas de dados
sa0:

i) nao utilizar limitadores de celas (borders) ou cores;
ii) reservar a primeira linha para os rétulos das varidveis;

iii) ndo esquecer uma coluna para a varidvel indicadora das unidades de
investigacao (evitar informagoes confidenciais como nomes de paci-
entes); essa varidvel é til para a corregdo de erros identificados na
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andlise estatistica além de servir como elo de ligacao entre planilhas
com diferentes informagdes sobre as unidades de investigacao;

iv) escolher ponto ou virgula para separacio de casas decimais?;

v) especificar o nimero de casas decimais (ver Nota de Capitulo 3);

vi) formatar as celas correspondentes a datas para manter a especificagao
uniforme (dd/mm/aaaa ou mm/dd/aaaa, por exemplo).

Exemplo 2.2: Consideremos os dados extraidos de um estudo realizado
no Instituto de Ciéncias Biomédicas da Universidade de Sao Paulo com o
objetivo de avaliar a associacao entre a infeccao de gestantes por malaria e a
ocorréncia de microcefalia nos respectivos bebés. O diciondrio das varidveis
observadas esta indicado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dicionario para as variaveis referentes ao Exemplo 2.2

Rétulos Variavel Unidade de medida
id identificador de paciente
idade Idade da mae anos
nmal Quantidade de malarias durante a gestacao numero inteiro
parasit Espécie do parasita da malaria 0: nao infectada
1: P. vivax
2: P. falciparum
3: maldria mista
4: indeterminado
ngest Paridade (quantidade de gestacoes) Numero inteiro
idgest Idade gestacional no parto semanas
sexrn Sexo do recém-nascido 1: masculino
2: feminino
pesorn Peso do recém-nascido g
estrn Estatura do recém-nascido cm
pcefal Perimetro cefdlico do recém-nascido cm
Obs: Observagoes omissas sao representadas por um ponto

Um exemplo de planilha de dados contendo observacgoes das varidveis
descritas na Tabela 2.1 estd representado na Figura 2.23 Observe que neste
conjunto de dados, as unidades de investigagao sao os pares (gestante+recém
nascido). Ha varidveis observadas tanto na gestante quanto no recém nascido
e espera-se alguma dependéncia entre as observagoes realizadas no mesmo
par mas nao entre observacoes realizadas em pares diferentes.

2Embora a norma, brasileira ABNT indique a virgula para separacio de casas decimais,
a maioria dos pacotes computacionais utiliza o ponto com essa funcao; por essa razao é
preciso tomar cuidado com esse detalhe na construgao de planilhas a serem analisadas
computacionalmente. Em geral, adotaremos a norma brasileira neste texto.

3Representamos tabelas e planilhas de forma diferente. Planilhas séo representadas no
texto como figuras para retratar o formato com que sdo apresentadas nos software mais
utilizados, como o Excel.
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id | idade | nmal | parasit | ngest | idgest | sexrn | pesorn | estrn | pcefal
1 25 0 0 3 38 2 3665 46 36
2 30 0 0 9 37 1 2880 44 33
3 40 0 0 1 41 1 2960 52 35
4 26 0 0 2 40 1 2740 47 34
5 . 0 0 1 38 1 2975 50 33
6 18 0 0 38 2 2770 48 33
7 20 0 0 41 1 2755 48 34
8 15 0 0 39 1 2860 49 32
9 . 0 0 . 42 2 3000 50 35

10 18 0 0 1 40 1 3515 51 34

11 17 0 0 2 40 1 3645 54 35

12 18 1 1 3 40 2 2665 48 35

13 30 0 0 6 40 2 2995 49 33

14 19 0 0 1 40 1 2972 46 34

15 32 0 0 5 41 2 3045 50 35

16 32 0 0 8 38 2 3150 44 35

17 18 0 0 2 40 1 2650 48 33.5

18 18 0 0 1 41 1 3200 50 37

19 19 0 0 1 39 1 3140 48 32

20 18 0 0 2 40 1 3150 47 35

Figura 2.2: Planilha com dados referentes ao Exemplo 2.2.

Neste livro estamos interessados na anélise de conjuntos de dados, que
podem ser provenientes de populacoes, amostras ou de estudos observaci-
onais. Para essa analise usamos tabelas, graficos e diversas medidas de
posigao (localizacao), variabilidade e associa¢ao, com o intuito de resumir e
interpretar os dados.

Exemplo 2.3: Na Tabela 2.2 apresentamos dados provenientes de um es-
tudo em que o objetivo é avaliar a variacao do peso (kg) de bezerros subme-
tidos a uma determinada dieta entre 12 e 26 semanas apds o nascimento.

Dados com essa natureza sao chamados de dados longitudinais por
terem a mesma caracteristica (peso, no exemplo) medida ao longo de uma
certa dimensao (tempo, no exemplo). De acordo com nossa especificacao, ha
nove varidveis na Tabela 2.2, nomeadamente, Animal, Peso na 12a semana,
Peso na 14a semana etc. Para efeito computacional, no entanto, esse tipo
de dados deve ser disposto numa planilha de dados com formato diferente
(as vezes chamado de formato longo) como indicado na Figura 2.3.

Nesse formato apropriado para dados longitudinais (ou mais geralmente,
para medidas repetidas), hd apenas trés variaveis, a saber, Animal, Semana
e Peso. Note que o rétulo da mesma unidade amostral (animal, neste caso)
é repetido na primeira coluna para caracterizar a natureza longitudinal dos
dados. Ele é especialmente adequado para casos em que as unidades de
investigacao sao avaliadas em instantes diferentes.
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Tabela 2.2: Peso de bezerros (kg)

Semanas apds nascimento
animal 12 14 16 18 20 22 24 26

1 541 654 751 87,0 98,0 108,7 1242 1313
2 91,7 1040 119,2 1331 1454 1565 1672 176,8
3 64,2 81,0 91,5 1069 117,01 127,7 1442 1549
4 70,3 80,0 90,0 102,66 101,2 1204 130,9 137.1
5 68,3 77,2 84,2 962 1041 1140 1230 1320
6 43,9 481 583 68,6 785 868 999 106,2
7 874 954 1105 1225 1270 1363 1448 1515
8 745 86,8 944 103,66 110,7 120,0 126,77 1322
9 505 55,0 59,1 68,9 782 751 790 770
10 91,0 955 1098 1249 1359 1480 1545 167,6
11 833 89,7 997 110,0 1208 1351 141,5 157,0
12 763 808 942 102,6 111,0 1156 1214 1345
13 559 61,1 67,7 80,9 930 100,1 103,2 108,0
14 761 81,1 846 89,8 974 1110 120,2 134,2
15 56,6 63,7 70,1 744 851 902 96,1 103,6

animal | semana | peso
1 12 54,1
1 14 65,4
1 24 124,2
1 26 131,3
2 12 91,7
2 14 104,0
2 26 176,8
15 12 56,6
15 26 103,6

Figura 2.3: Planilha computacionalmente adequada para os dados do Exemplo
2.3.

Na Figura 2.4 apresentamos um exemplo em que o diametro da aorta
(mm) de recém nascidos pré termo, com peso adequado (AIG) ou pequeno
(PIG) para a idade gestacional foi avaliado até a 40a semana pés concepgao.
Note que o nimero de observacoes pode ser diferente para as diferentes
unidades de investigagao. Esse formato também é comumente utilizado para
armazenar dados de séries temporais.
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grupo | ident | sem | diam
AIG 2 30 7,7
AIG 2 31 8,0
AIG 2 36 9,8
AIG 12 28 7,1
AIG 12 29 7,1
AlG 12 30 9,4
PIG 17 33 7,5
PIG 17 34 7,7
PIG 17 36 8,2
PIG 29 26 6,3
PIG 29 27 6,5
PIG 29 31 7,2
PIG 29 32 7,2

Figura 2.4: Planilha com didmetro da aorta (mm) observado em recém nascidos

pré termo.

Exemplo 2.4: Os dados da Tabela 2.3 foram extraidos de um estudo sobre
gestacoes gemelares com medidas de varias caracteristicas anatomicas de
fetos de gestantes com diferentes idades gestacionais (semanas).

Tabela 2.3: Didmetro biparietal medido ultrassonograficamante (cm)

Idade Diametro biparietal
Gestante gestacional Feto 1 Feto 2
1 28 7,8 7,5
2 32 8,0 8,0
3 25 5,8 5,9
34 32 8,5 7,2
35 19 3,9 4,1

Embora as medidas tenham sido observadas nos dois fetos, a unidade de
investigacao é a gestante. Espera-se que os didmetros biparietais observados
nos dois fetos da mesma gestante sejam dependentes. Esse tipo de dados
tem uma estrutura hierarquica ou por conglomerados, em que os dois
fetos estao aninhados na gestante. Tanto dados com essa natureza quanto
dados longitudinais sao casos particulares daquilo que se chama dados com
medidas repetidas que essencialmente sao dados em que a mesma varidvel
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resposta é observada duas ou mais vezes em cada unidade de investigacao.

Em geral, dados armazenados em planilhas eletronicas devem ser apro-
priadamente transformados para anélise por algum software estatistico (como
o R). Nesse contexto, convém ressaltar que esses software tratam varidveis
numéricas (peso, por exemplo) e alfanuméricas (bairro, por exemplo)
de forma diferente. Além disso, observagoes omissas também requerem
simbolos especificos. Cuidados nessa formatacdo dos dados apresentados
em planilhas eletronicas sao importantes para evitar problemas na anélise.

2.3 Construcao de tabelas

A finalidade primordial de uma tabela é resumir a informacao obtida dos
dados. Sua construgao deve permitir que o leitor entenda esse resumo sem
a necessidade de recorrer ao texto. Algumas sugestoes para construcao de
tabelas estao apresentadas a seguir.

1) Nao utilize mais casas decimais do que o necessario para nao dificultar
as comparacoes de interesse. A escolha do numero de casas decimais
depende da precisao do instrumento de medida e/ou da importancia
pratica dos valores representados. Para descrever a reducgao de peso
apés um meés de dieta, por exemplo, é mais conveniente representa-
lo como 6 kg do que como 6,200 kg. Além disso, quanto mais casas
decimais forem incluidas, mais dificil é a comparacao. Por exemplo,
compare a Tabela 2.4 com a Tabela 2.5.

Observe que calculamos porcentagens em relacao ao total de cada li-
nha. Poderiamos, também, ter calculado porcentagens em relagao ao
total de cada coluna ou porcentagens em relagao ao total geral (50).
Cada uma dessas maneiras de se calcular as porcentagens pode ser
util para responder diferentes questoes. Esse topico serd discutido no
Capitulo 4.

Tabela 2.4: Numero de alunos

Estado Bebida preferida Total
civil nao alcodlica  cerveja  outra alcodlica

Solteiro 19 (53%) 7 (19%) 10 (28%) 36 (100%)

Casado 3 (25%) 4 (33%) 5 (42%) 12 (100%)

Outros 1 (50%) 0 (0%) 1 (50%) 2 (100%)
Total 23 (46%) 1L (22%) 16 (32%) 50 (100%)
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Tabela 2.5: Nimero de alunos (e porcentagens com duas casas decimais)

Estado Bebida preferida Total
civil nao alcodlica cerveja outra alcodlica

Solteiro 19 (52,78%) 7 (19,44%) 10 (27,78%) 36 (100,00%)
Casado 3 (25,00%) 4 (33,33%) 5 (41,67%) 12 (100,00%)

Outros 1 (50,00%) 0 (0,00%)  1(50,00%) 2 (100,00%)
Total 23 (46,00%) 11 (22,00%) 16 (32,00%) 50 (100,00%)

2) Proponha um titulo autoexplicativo e inclua as unidades de medida.
O titulo deve dizer o que representam os nimeros do corpo da tabela
e, em geral, ndo deve conter informacoes que possam ser obtidas dire-
tamente dos rétulos de linhas e colunas. Compare o titulo da Tabela
2.6 com: “Intencao de voto (%) por candidato para diferentes meses”.

3) Inclua totais de linhas e/ou colunas para facilitar as comparagoes. E
sempre bom ter um padrao contra o qual os dados possam ser avalia-
dos.

4) Nao utilize abreviaturas ou indique o seu significado no rodapé da
tabela (e.g. Desvio padrao em vez de DP); se precisar utilize duas
linhas para indicar os valores da coluna correspondente.

5) Ordene colunas e/ou linhas quando possivel. Se nao houver impedi-
mentos, ordene-as segundo os valores, crescente ou decrescentemente.
Compare a Tabela 2.6 com a Tabela 2.7.

Tabela 2.6: Intencao de voto (%)

Candidato janeiro fevereiro margo abril

Nononono 39 41 40 38
Nananana 20 18 21 24
Nenenene 8 15 18 22

Tabela 2.7: Intengao de voto (%)

Candidato janeiro fevereiro margo abril

Nananana 20 18 21 24
Nononono 39 41 40 38
Nenenene 8 15 18 22

6) Tente trocar a orientacao de linhas e colunas para melhorar a apre-
sentacao. Em geral, é mais ficil fazer comparacoes ao longo das linhas
do que das colunas.

7) Altere a disposigao e o espagamento das linhas e colunas para facilitar
a leitura. Inclua um maior espagamento a cada grupo de linhas e/ou
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colunas em tabelas muito extensas e use mais do que uma linha para
acomodar réotulos longos. Avalie a Tabela 2.8.

Tabela 2.8: Sensibilidade dentinaria pré- e pds-operatoria

Sensibilidade
Sensibilidade pos-operatéria
Material ~ Dentina pré-operatoria  Ausente Presente Total
Single Seca Ausente 22 1 23
Bond Presente 3 6 9
Subtotal 25 7 32
Single Umida Ausente 12 10 22
Bond Presente 7 4 11
Subtotal 19 14 33
Prime Seca Ausente 10 6 16
Bond Presente 12 3 15
Subtotal 22 9 31
Prime Umida Ausente 5 13 18
Bond Presente 11 3 14
Subtotal 16 16 32

8)

2.4

Nao analise a tabela descrevendo-a, mas sim comentando as principais
tendéncias sugeridas pelos dados. Por exemplo, os dados apresenta-
dos na Tabela 2.4 indicam que a preferéncia por bebidas alcodlicas é
maior entre os alunos casados do que entre os solteiros; além disso,
hé indicacoes de que a cerveja é menos preferida que outras bebidas
alcodlicas, tanto entre solteiros quanto entre casados.

Construcao de graficos

A seguir apresentamos algumas sugestoes para a construcao de graficos, cuja
finalidade é similar aquela de tabelas, ou seja, resumir a informagao obtida
dos dados; por esse motivo, convém optar pelo resumo em forma de tabela
ou de grafico. Exemplos serao apresentados ao longo do texto.

W N =

)
)
)
)

W

5)

Proponha um titulo autoexplicativo.
Escolha o tipo de grafico apropriado para os dados.
Rotule os eixos apropriadamente, incluindo unidades de medida.

Procure escolher adequadamente as escalas dos eixos para nao distor-
cer a informacao que se pretende transmitir. Se o objetivo for compa-
rar as informagoes de dois ou mais graficos, use a mesma escala.

Inclua indicagoes de “quebra” nos eixos para mostrar que a origem
(zero) estd deslocada.
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6)
7)
8)

9)

Altere as dimensoes do grafico até encontrar o formato adequado.
Inclua uma legenda.

Tome cuidado com a utilizagao de areas para comparacgoes, pois elas
variam com o quadrado das dimensoes lineares.

Nao exagere nas ilustragoes que acompanham o grafico para nao o
“poluir” visualmente, mascarando seus aspectos mais relevantes.

Notas de capitulo

Bancos de dados

Projetos que envolvem grandes quantidades de dados, em geral prove-
nientes de diversas fontes e com diversos formatos necessitam a cons-
trucao de bancos de dados (data warehouses), cuja finalidade é prover
espaco suficiente para sua armazenagem, garantir sua seguranca, per-
mitir a inclusdo por meio de diferentes meios e proporcionar uma in-
terface que permita a recuperacao da informacao de forma estruturada
para uso por diferentes pacotes de analise estatistica.

Bancos de dados tém se tornado cada vez maiores e mais dificeis de
administrar em funcao da crescente disponibilidade de sistemas de
andlise de dados com diversas natureza (imagens, textos etc.). Em
geral, esses bancos de dados envolvem a participagao de profissionais
de areas e instituicoes diversas. Por esse motivo, os resultados de sua
implantacao sdo lentos e as vezes inexistentes. Conforme pesquisa ela-
borada pelo Grupo Gartner (2005), 50% dos projetos de bancos de
dados tendem a falhar por problemas em sua construgao. Uma das
causas para esse problema, é o longo tempo necesséario para o seu de-
senvolvimento, o que gera uma defasagem na sua operacionalidade.
Muitas vezes, algumas de suas funcionalidades ficam logo obsoletas
enquanto novas demandas estao sendo requisitadas. Duas razoes para
isso sao a falta de sincronizacao entre os potenciais usuarios e os de-
senvolvedores do banco de dados e o fato de que técnicas tradicionais
usadas nesse desenvolvimento nao permitem a rapida disponibilidade
de suas funcoes.

Para contornar esses problemas, sugere-se uma arquitetura modular
ciclica em que o foco inicial é a criagao dos principais elementos do
sistema, deixando os detalhes das caracteristicas menos importantes
para uma segunda fase em que o sistema se torna operacional. No
Moédulo 1, sao projetados os sistemas para inclusao e armazenagem
dos dados provenientes de diferentes fontes. A detecgao, correcao de
possiveis erros e homogeneizacao dos dados é realizada no Mdodulo 2.
Como esperado, dados obtidos por diferentes componentes do projeto
geralmente tém codificacao distinta para os mesmos atributos, o que
requer uniformizagao e possivel indicagdo de incongruéncias que nao
podem ser corrigidas. No Moédulo 3, os dados tratados no médulo
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anterior sao atualizados e inseridos numa base de dados histéricos, de-
vidamente padronizada. Nesse moddulo, a integridade dos dados recém
obtidos é avaliada comparativamente aos dados ja existentes para ga-
rantir a consisténcia entre eles. O foco do Mdédulo 4 é a visualizacao,
andlise e exportacao dos dados. Esse moédulo contém as ferramen-
tas que permitem a geracao de planilhas de dados apropriadas para a
andlise estatistica.

Detalhes sobre a construcao de bancos de dados podem ser encontra-
dos em Rainardi (2008), entre outros. Para avaliar das dificuldades
de construgao de um banco de dados num projeto complexo, o leitor
poderd consultar Ferreira et al. (2017).

2) Definigao operacional de varidveis

Para efeito de comparagao entre estudos, a definicao das varidveis en-
volvidas requer um cuidado especial. Por exemplo em estudos cujo
objetivo é avaliar a associacao entre renda e gastos com lazer, é pre-
ciso especificar se a variavel Renda se refere a renda familiar total ou
per capita, se beneficios como vale transporte, vale alimentacao ou
bonus estao incluidos etc.

Num estudo que envolva a varidvel Press8o arterial, um exemplo
de definicao operacional é: “média de 60 medidas com intervalo de
1 minuto da pressao arterial diastdlica (mmHg) obtida no membro
superior direito apoiado a altura do peito com aparelho automatico de
método oscilométrico (Dixtal, Sao Paulo, Brasil)”.

Num estudo cujo objetivo é comparar diferentes modelos de automéveis
com relacdo ao consumo de combustivel, uma definicado dessa varidvel
poderia ser “ntumero de quilometros percorridos em superficie plana
durante 15 minutos em velocidade constante de 50 km/h e sem carga
por litro de gasolina comum (km/L).”

Neste texto, nao consideraremos defini¢oes detalhadas por razoes didati-
cas.

3) Ordem de grandeza, precisao e arredondamento de dados
quantitativos

A precisao de dados quantitativos continuos estd relacionada com a
capacidade de os instrumentos de medida distinguirem entre valores
préximos na escala de observagao do atributo de interesse. O nimero
de digitos colocados apés a virgula indica a precisao associada a medida
que estamos considerando. O volume de um certo recipiente expresso
como 0,740 L implica que o instrumento de medida pode detectar
diferencas da ordem de 0,001 L (= 1 mL, ou seja 1 mililitro); se esse
volume for expresso na forma 0,74 L, a precisdo correspondente sera
de 0,01 L (=1 cL, ou seja 1 centilitro).
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Muitas vezes, em funcao dos objetivos do estudo em questao, a ex-
pressao de uma grandeza quantitativa pode nao corresponder a pre-
cisao dos instrumentos de medida. Embora com uma balanca sufici-
entemente precisa, seja possivel dizer que o peso de uma pessoa é de
89,230 kg, para avaliar o efeito de uma dieta, o que interessa saber
é a ordem de grandeza da perda de peso apds trés meses de regime,
por exemplo. Nesse caso, saber se a perda de peso foi de 10,230 kg
ou de 10,245 kg é totalmente irrelevante. Para efeitos praticos, basta
dizer que a perda foi da ordem de 10 kg. A auséncia de casas decimais
nessa representacao indica que o préximo valor na escala de interesse
seria 11 kg, embora todos os valores intermedidrios com unidades de
1 g sejam mensuraveis.

Para efeitos contabeis, por exemplo, convém expressar o aumento das
exportacoes brasileiras num determinado periodo como R$ 1 657 235
458,29; no entanto, para efeitos de comparagao com outros periodos,
¢ mais conveniente dizer que o aumento das exportacoes foi da ordem
de 1,7 bilhoes de reais. Note que nesse caso, as grandezas significativas
sao aquelas da ordem de 0,1 bilhao de reais (= 100 milhoes de reais).

Nesse processo de transformacao de valores expressos com uma deter-
minada precisao para outros com a precisao de interesse é necessario
arredondar os nimeros correspondentes. Em termos gerais, se o digito
a ser eliminado for 0, 1, 2, 3 ou 4, o digito precedente nao deve sofrer
alteragoes e se o digito a ser eliminado for 5, 6, 7, 8 ou 9, o digito prece-
dente deve ser acrescido de uma unidade. Por exemplo, se desejarmos
reduzir para duas casas decimais niimeros originalmente expressos com
trés casas decimais, 0,263 deve ser transformado para 0,26 e 0,267 para
0,27. Se desejarmos uma redugao mais drastica para apenas uma casa
decimal, tanto 0,263 quanto 0,267 devem ser transformados para 0,3.

’.

E preciso tomar cuidado com essas transformacoes quando elas sao
aplicadas a conjuntos de nimeros cuja soma seja prefixada (porcen-
tagens, por exemplo) pois elas podem introduzir erros cumulativos.
Discutiremos esse problema ao tratar de porcentagens e tabulacao de

dados.

E interessante lembrar que a representacao decimal utilizada nos EUA
e nos paises da comunidade britanica substitui a virgula por um ponto.
Cuidados devem ser tomados ao se fazerem tradugoes, embora em al-
guns casos, esse tipo de representacao ja tenha sido adotada no coti-
diano (veiculos com motor 2.0, por exemplo, sdo veiculos cujo volume
dos cilindros é de 2,0 L).

Finalmente, convém mencionar que embora seja conveniente apresen-
tar os resultados de uma andlise com o numero de casas decimais
conveniente, os célculos necessarios para sua obtencao devem ser rea-
lizados com maior precisao para evitar propagacgao de erros. O arre-
dondamento deve ser concretizado ao final dos cédlculos.
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4) Proporgoes e porcentagens

Uma proporc¢ao é um quociente utilizado para comparar duas grande-
zas por meio da ado¢ao de um padrao comum. Se 31 individuos, num
total de 138, s@o fumantes, dizemos que a proporc¢ao de fumantes entre
esses 138 individuos é de 0,22 (= 31/138). O denominador desse quo-
ciente é chamado de base e a interpretacao associada a proporcao é que
31 estd para a base 138 assim como 0,22 estd para a base 1,00. Essa
reducdo a uma base fixa permite a comparacao com outras situacoes
em que os totais sao diferentes. Consideremos, por exemplo, um outro
conjunto de 77 individuos em que 20 sao fumantes; embora o nimero
de fumantes nao seja compardvel com o do primeiro grupo, dado que
as bases sao diferentes, pode-se dizer que a proporcao de fumantes
desse segundo grupo, 0,26 (= 20/77) é maior que aquela associada ao
primeiro conjunto.

Porcentagens, nada mais sao do que proporgoes multiplicadas por 100,
o que equivale a fazer a base comum igual a 100. No exemplo acima,
podemos dizer que a porcentagem de fumantes é de 22% (=100 x
31/138) no primeiro grupo e de 26% no segundo. Para efeito da
escolha do nuimero de casas decimais, note que a comparagao entre
essas duas porcentagens é mais facil do que se considerassemos suas
expressoes mais precisas (com duas casas decimais), ou seja 22,46%
contra 25,97%.

A utilizagao de porcentagens pode gerar problemas de interpretagao
em algumas situagoes. A seguir consideramos algumas delas. Se o
valor do IPTU de um determinado imével foi de R$ 500,00 em 1998 e
de R$ 700,00 em 1999, podemos dizer que o valor do IPTU em 1999 é
140% (= 100 x 700/500) do valor em 1998, mas o aumento foi de 40%
[= 100 x (700-500)/500]. Se o prego de uma determinada agao varia
de R$ 22,00 num determinado instante para R$ 550,00 um ano depois,
podemos dizer que o aumento de seu prego foi de 2400% [=100x(550-
22)/22] nesse periodo. E dificil interpretar porcentagens “grandes”
como essa. Nesse caso é melhor dizer que o prego dessa agao é 25 (=
550/22) vezes seu preco ha um ano. Porcentagens calculadas a partir
de bases de pequena magnitude podem induzir conclusdes inadequa-
das. Dizer que 43% dos participantes de uma pesquisa preferem um
determinado produto tem uma conotacao diferente se o calculo for ba-
seado em 7 ou em 120 entrevistados. E sempre conveniente explicitar
a base relativamente a qual se estao fazendo os calculos.

Para se calcular uma porcentagem global a partir das porcentagens
associadas as partes de uma populacao, é preciso levar em conta sua
cOmMposicao.

Suponhamos que numa determinada faculdade, 90% dos alunos que
usam transporte coletivo sejam favoraveis a cobranca de estaciona-
mento no campus e que apenas 20% dos alunos que usam transporte in-
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2.6

dividual o sejam. A porcentagem de alunos dessa faculdade favoraveis
a cobranca do estacionamento s6 serd igual a média aritmética dessas
duas porcentagens, ou seja 55%, se a composi¢ao da populacao de alu-
nos for tal que metade usa transporte coletivo e metade ndo. Se essa
composigao for de 70% e 30% respectivamente, a porcentagem de alu-
nos favordveis a cobranga de estacionamento serd de 69% (= 0,9x70%
+ 0,20x30% ou seja, 90% dos 70% que usam transporte coletivo +
20% dos 30% que utilizam transporte individual).

Para evitar confusao, ao se fazer referéncia a variacoes, convém distin-
guir porcentagem e ponto percentual. Se a porcentagem de eleitores
favordveis a um determinado candidato aumentou de 14% antes para
21% depois da propaganda na televisao, pode-se dizer que a preferéncia
eleitoral por esse candidato aumentou 50% [= 100 x (21-14)/14] ou foi
de 7 pontos percentuais (e nao de 7%). Note que o que diferencia esses
dois enfoques é a base em relacao a qual se calculam as porcentagens;
no primeiro caso, essa base é a porcentagem de eleitores favoraveis ao
candidato antes da propaganda (14%) e no segundo caso é o total (nao
especificado) de eleitores avaliados na amostra (favoraveis ou nao ao
candidato).

Uma porcentagem nao pode diminuir mais do que 100%. Se o preco
de um determinado produto decresce de R$ 3,60 para R$ 1,20, a dimi-
nuigao de prego é de 67% [= 100 x (3,60 - 1,20)/3,60] e nao de 200%
[= 100 x (3,60 - 1,20)/1,20]. Aqui também, o importante é definir a
base: a ideia é comparar a variacao de prego (R$ 2,40) com o preco
inicial do produto (R$ 3,60) e ndo com o preco final (R$ 1,20). Na si-
tuacao limite, em que o produto é oferecido gratuitamente, a variagao
de preco é de R$ 3,60; consequentemente, a diminuicao de preco limite
¢ de 100%. Note que se estivéssemos diante de um aumento de preco
de R$ 1,20 para R$ 3,60, dirfamos que o aumento foi de 200% [= 100
x (3,60 - 1,20)/1,20)].

Exercicios

O objetivo de um estudo da Faculdade de Medicina da USP foi avaliar
a associacao entre a quantidade de morfina administrada a pacientes
com dores intensas provenientes de lesdes medulares ou radiculares e a
dosagem dessa substancia em seus cabelos. Trés medidas foram reali-
zadas em cada paciente, a primeira logo apds o inicio do tratamento e
as demais apés 30 e 60 dias. Detalhes podem ser obtidos no documento
disponivel no arquivo morfina.doc.

A planilha morfina.xls, disponivel no arquivo morfina foi entregue
ao estatistico para andlise e contém resumos de caracteristicas de-
mograficas além dos dados do estudo.

a) Com base nessa planilha, apresente um dicionario com a especi-
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ficagao das varidveis segundo as indicacoes da Secao 2.2 e construa
a planilha correspondente.

b) Com as informagoes disponiveis, construa tabelas para as variaveis
sexo, racga, grau de instrucao e tipo de lesao segundo as sugestoes
da Secao 2.3.

2) A Figura 2.5 foi extraida de um estudo sobre atitudes de profissionais

de saide com relacao a cuidados com infeccao hospitalar. Critique-a
e reformule-a para facilitar sua leitura, lembrando que a comparacgao
de maior interesse é entre as diferentes categorias profissionais.

WHOQOL
Escores da avaliacdo da qualidade de vida

Dominio ITI-

Categoria Dominio I- Dominio II-  Relagdes Dominio IV-  Qualidade de  Percepcao
profissional (n) Fisico Psicolégico sociais Meio ambi vida global geral da saude
Meédico (42)

Meédia (DP) 15,0 (2,8) 14,5 (2,4) 14,4 (3,2) 13,6 (1,6) 13,6 (3,2) 14,2 (2,0)
Mediana (min-max) 151 63500)  147(93187) 147(63200) 13805175  140(6-20) 14,2 (8,5-18,3)
Enfermeiro (43)

Média (DP) 14,7 (1,9) 14,6 (2,4) 14 (2,4) 12,7 (2,0) 14,2 (3,0) 13,9 (1,8)

Mediana (min-max) 14,9 (10,3-20,0) 15,0 (9,3-19,3) 14,7 (8,0-18,7) 128(8,517,5 14,0 (6,0-20) 14,2 9,8-18,2)

Auxiliar de
enfermagem (58)

Meédia (DP) 14,6 (2,1) 15,5 (1,9) 14,7 (1,9) 11,8 (2,0) 14,3 (2,9) 13,9 (1,6)
Mediana (min-max) 14,9 (10,9-183) 15,3 (12,0-19,3) 14,7(9.3-18,7) 120(7,5-165)  150(60-200) 13,7 (10,3-17,5)

Técnico de
enfermagem (23)

Média (DP) 152(2,2) 157 (2,1) 15,6 (2,5) 12,5 (2,4) 15,7 (1,7) 14,5 (1,9)
Mediana (min-max) 14,9 (10,9-20,0) 16,0 (10,0-187) 16,0(10,7-20,0) 12,5(8,0-185) 16,0 (12,0-18,0) 15,1 (10,0-19,1)
TOTAL (166)

Média (DP) 148 (2,3) 15,0 (2,3) 145 (2,5) 126 (2,1) 143 (2,9) 14,1 (1,8)

Mediana (min-max) 14,9 (6,3-20,0)  153(9,3-193) 147(53-20,00 125(7,5185)  14,0(60-200) 142 (8,519,1)

3)

DP: Desvio Padrao
WHOQOL: World Health Organization Quality of Life Group

Figura 2.5: Tabela com escores de avaliacao de qualidade de vida.

Utilize as sugestoes para construcao de planilhas apresentadas na Secao
2.2 com a finalidade de preparar os dados do arquivo empresa para
andlise estatistica.

Num estudo planejado para avaliar o consumo médio de combustivel
de veiculos em diferentes velocidades foram utilizados 4 automoveis
da marca A e 3 automédveis da marca B selecionados ao acaso das
respectivas linhas de produgao. O consumo (em L/km) de cada um
dos 7 automéveis foi observado em 3 velocidades diferentes (40 km/h,
80 km/h e 110 km/h). Delineie uma planilha apropriada para a coleta
e analise estatistica dos dados, rotulando-a adequadamente.
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5)

7)

Utilizando os dados do arquivo esforco, prepare uma planilha Excel
num formato conveniente para anélise pelo R. Inclua apenas as varidveis
Idade, Altura, Peso, Frequéncia cardiaca e VO2 no repouso além do
quociente VE/VCO?2, as correspondentes porcentagens relativamente
ao maximo, o quociente VO2/FC no pico do exercicio e data do ébito.
Importe a planilha Excel que voceé criou utilizando comandos R e obte-
nha as caracteristicas do arquivo importado (nimero de casos, nimero
de observagoes omissas etc.)

A Figura 2.6 contém uma planilha encaminhada pelos investigado-
res responsaveis por um estudo sobre AIDS para anélise estatistica.
Organize-a de forma a permitir sua analise por meio de um pacote
computacional como o R.

Grupo 1 Tempo de Ganho de Peso
registro Diagnéstico DST MAC por Semana
2847111D pré natal nao Pilula 11Kg em 37 semanas
3034048F 6 meses nao pilula ?

3244701J 1 ano nao Condon K
2943791B pré natal nao nao 8 Kg em 39 semanas
3000327F 4 anos condiloma/ sifilis nao 9Kg em 39 semanas
3232893D 1 ano nao DIU 3Kg em 39 semanas
3028772E 3 anos nao nao 3 kg em 38 semanas
3240047G pré natal nao pilula 9 Kg em 38 semanas
3017222G HPV CONDON falta exame clinico
3015834J 2 anos nao condon 14 Kg em 40 semanas
Grupo II Tempo de Ganho de Peso
registro Diagnéstico DST MAC por Semana
3173611E 3 meses abscesso ovariano condon 15 Kg em 40 semanas
3296159D pré natal nao condon 0 Kg em 7 semanas
3147820D1 2 anos nao sem dados 4 Kg em 37 semanas
3274750K 3 anos nao condon 8 Kg em 38 semanas
3274447TH pré natal sifflis com 3 meses condon

2960066D 5 anos nao ? 13 Kg em 36 semanas
3235727J 7 anos nao Condon (-) 2 Kg em 38 semanas
3264897E condiloma condon nenhum Kg
3044120J 5 anos HPV 3 Kg em 39 semanas 1

Figura 2.6: Planilha com dados de um estudo sobre AIDS.

A planilha apresentada na Figura 2.7 contém dados de um estudo
em que o limiar auditivo foi avaliado nas orelhas direita (OD) e es-
querda (OE) de 13 pacientes em 3 ocasides (Limiar, Teste 1 e Teste
2). Reformate-a segundo as recomendagoes da Segao 2.2, indicando
claramente

a) a definigdo das varidveis,

b) os rétulos para as colunas da planilha.
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Limiar Testel Teste2

OD 50/ OE 55 OD/OE 50 OD/OE 80%
OD 41 /OE 40 OD 45/0E 50 OD 68% OE 80%
OD/OE 41,25 OD/OE 45 OD 64% OE 72%
OD 45/0E 43,75 OD 60/0E 50 OD 76%/0E 88%
0OD51,25/ OE47,5 OD/OE 50 OD 80%/OE 88%
0OD45/ OE 52,5 OD/OE 50 OD 84%/0E 96%
OD 52,5/0E 50 OD55/0E45 OD 40%/0E 28%
OD 42,15/0E48,75 OD 40/0E 50 0D80%/0E76%
0OD50/ OE 48,75 OD/OE 50 OD 72%/OE 80%

0D47,5/0E46,25 OD/OE 50 OD/OE 84%
OD55/0E 56,25 OD55/0E60 0OD80%/OE 84%
OD/OE 46,25 0OD40/0E35 0OD72%/OE 84%

OD 50/0E 47,5 OD/OE45 OD/OE 76%

Figura 2.7: Limiar auditivo de pacientes observados em 3 ocasioes.

8) A planilha disponivel no arquivo cidades contém informagoes de-
mograficas de 3554 municipios brasileiros.

a) Importe-a para permitir a andlise por meio do software R, in-
dicando os problemas encontrados nesse processo além de sua
solucao.

b) Use o comando summary para obter um resumo das variaveis do
arquivo.

c¢) Classifique cada varidvel como numérica ou alfanumérica e indi-
que o numero de observagoes omissas de cada uma delas.

9) Preencha a ficha de inscricao do Centro de Estatistica Aplicada (www.
ime.usp.br/~cea) com as informagoes de um estudo em que vocé esta
envolvido.
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CAPITULO 3

Analise de dados de uma
variavel

You see, but you do not observe.

Sherlock Holmes to Watson in A Scandal in Bohemia.

3.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos a analise descritiva de dados provenientes da
observacao de uma variavel. As técnicas utilizadas podem ser empregadas
tanto para dados provenientes de uma populacao quanto para dados oriundos
de uma amostra.

A ideia de uma anélise descritiva de dados é tentar responder as seguintes
questoes:

i) Qual a frequéncia com que cada valor (ou intervalo de valores) aparece
no conjunto de dados ou seja, qual a distribuicao de frequéncias
dos dados?

i) Quais sao alguns valores tipicos do conjunto de dados, como minimo
e maximo?

iii) Qual seria um valor para representar a posicao (ou localizagao) central
do conjunto de dados?

iv) Qual seria uma medida da variabilidade ou dispersao dos dados?

v) Existem valores atipicos ou discrepantes (outliers) no conjunto de da-
dos?

vi) A distribuigao de frequéncias dos dados pode ser considerada simétrica?

Nesse contexto, um dos objetivos da andlise descritiva é organizar e exibir
os dados de maneira apropriada e para isso utilizamos

i) gréficos e tabelas;

ii) medidas resumo.
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46 3.2 DISTRIBUICOES DE FREQUENCIAS

As técnicas empregadas na andlise descritiva dependem do tipo de varidveis
que compoem o conjunto de dados em questdao. Uma possivel classificacao
de variaveis esta representada na Figura 3.1.

Variaveis Variaveis
qualitativas quantitativas
Nominais Ordinais Discretas Continuas
(classificagao) (classificagao) (contagem) (mensuragéo)
Sexo, raga, pressao arterial numero de peso, altura,
grupo sanguineo (baixa, média, alta) acidentes, filhos taxa de colesterol

Figura 3.1: Classificacao de varidveis.

Varidveis qualitativas sdo aquelas que indicam um atributo (ndo numérico)

da unidade de investigagao (sexo, por exemplo). Elas podem ser ordinais,
quando hd uma ordem nas diferentes categorias do atributo (tamanho de
uma escola: pequena, média ou grande, por exemplo) ou nominais, quando
nao hé essa ordem (regido em que estd localizada uma empresa: norte, sul,
leste ou oeste, por exemplo).

Variaveis quantitativas sao aquelas que exibem valores numéricos asso-
ciados & unidade de investigacao (peso, por exemplo). Elas podem ser dis-
cretas, quando assumem valores no conjunto dos nimeros naturais (nimero
de gestagoes de uma paciente) ou continuas, quando assumem valores no
conjunto dos nimeros reais (tempo gasto por um atleta para percorrer 100
m, por exemplo). Ver Nota de Capitulo 1.

3.2 Distribuigoes de frequéncias

Exemplo 3.1: Consideremos o conjunto de dados o apresentado na Tabela
3.1 obtido de um questionério respondido por 50 alunos de uma disciplina
ministrada na Fundagao Getilio Vargas em Sao Paulo. Os dados estao
disponiveis no arquivo ceagfgv.
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Tabela 3.1: Dados de um estudo realizado na FGV

Salario Fluéncia Anos de Estado Numero Bebida
ident (R$) inglés  formado  civil de filhos preferida

1 3500 fluente 12,0 casado 1 outra alcodlica
2 1800 nenhum 2,0 casado 3 nao alcodlica
3 4000 fluente 5,0 casado 1 outra alcodlica
4 4000 fluente 7,0 casado 3 outra alcodlica
5 2500 nenhum 11,0 casado 2 nao alcoodlica
6 2000 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcoodlica
7 4100 fluente 4,0 solteiro 0 nao alcodlica
8 4250 algum 10,0 casado 2 cerveja
9 2000 algum 1,0 solteiro 2 cerveja
10 2400 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
11 7000 algum 15,0 casado 1 nao alcodlica
12 2500 algum 1,0 outros 2 nao alcodlica
13 2800 fluente 2,0 solteiro 1 nao alcodlica
14 1800 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
15 3700 algum 10,0 casado 4 cerveja
16 1600 fluente 1,0 solteiro 2 cerveja
26 1000 algum 1,0 solteiro 1 outra alcodlica
27 2000 algum 5,0 solteiro 0 outra alcodlica
28 1900 fluente 2,0 solteiro 0 outra alcodlica
29 2600 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
30 3200 6,0 casado 3 cerveja
31 1800 algum 1,0 solteiro 2 outra alcodlica
32 3500 7,0 solteiro 1 cerveja
33 1600 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
34 1700 algum 4,0 solteiro 0 nao alcodlica
35 2000 fluente 1,0 solteiro 2 nao alcodlica
36 3200 algum 3,0 solteiro 2 outra alcodlica
37 2500 fluente 2,0 solteiro 2 outra alcodlica
38 7000 fluente 10,0 solteiro 1 nao alcoodlica
39 2500 algum 5,0 solteiro 1 nao alcodlica
40 2200 algum 0,0 casado 0 cerveja
41 1500 algum 0,0 solteiro 0 nao alcodlica
42 800 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
43 2000 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
44 1650 fluente 1,0 solteiro 0 nao alcoodlica
45 algum 1,0 solteiro 0 outra alcodlica
46 3000 algum 7,0 solteiro 0 cerveja
47 2950 fluente 5,9 outros 1 outra alcodlica
48 1200 algum 1,0 solteiro 0 nao alcodlica
49 6000 algum 9,0 casado 2 outra alcodlica
50 4000 fluente 11,0 casado 3 outra alcodlica

Em geral, a primeira tarefa de uma anélise estatistica de um conjunto de
dados consiste em resumi-los. As técnicas disponiveis para essa finalidade
dependem do tipo de varidveis envolvidas, tema que discutiremos a seguir.
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3.2.1 Variaveis qualitativas

Uma tabela contendo as frequéncias (absolutas e/ou relativas) de unida-
des de investigacao classificadas em cada categoria de uma variavel quali-
tativa indica sua distribuicao de frequéncias. A frequéncia absoluta corres-
ponde ao nimero de unidades (amostrais ou populacionais) em cada classe
e a frequéncia relativa indica a porcentagem correspondente. As Tabelas
3.2 e 3.3, por exemplo, representam respectivamente as distribuicoes de
frequéncias das varidveis Bebida preferida e Fludncia em inglds para
os dados do Exemplo 3.1.

Tabela 3.2: Distribuicdo de frequéncias para a varidvel Bebida preferida corres-
pondente ao Exemplo 3.1

Bebida Frequéncia Frequéncia

preferida observada  relativa (%)
nao alcodlica 23 46
cerveja 11 22
outra alcodlica 16 32
Total 50 100

Tabela 3.3: Distribuicao de frequéncias para a variavel Fluéncia em inglés corres-
pondente ao Exemplo 3.1

Fluéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia

em inglés observada relativa (%) acumulada (%)

nenhuma 2 4 4
alguma 26 54 58
fluente 20 42 100
Total 48 100

Obs: dois participantes nao forneceram informacao.

Note que para variaveis qualitativas ordinais pode-se acrescentar uma
coluna com as frequéncias relativas acumuladas que podem ser 1teis na sua
andlise. Por exemplo a partir da iltima coluna da Tabela 3.3 pode-se afirmar
que cerca de 60% dos alunos que forneceram a informacao tem no méximo
alguma fluéncia em inglés.

O resumo exibido nas tabelas com distribui¢bes de frequéncias pode
ser representado por meio de graficos de barras ou graficos do tipo pizza
(ou torta). Exemplos correspondentes as varidveis Bebida preferida e
Fluéncia em inglés sao apresentados nas Figuras 3.2, 3.3 e 3.4.
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Figura 3.2: Grafico de barras para Bebida preferida.
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Figura 3.3: Grafico tipo pizza para Bebida preferida.
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Figura 3.4: Gréfico de barras para Fluéncia em inglés.
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Note que na Figura 3.2 as barras podem ser colocadas em posicoes ar-
bitrarias; na Figura 3.4, convém colocé-las de acordo com a ordem natural
das categorias.

3.2.2 Variaveis quantitativas

Se utilizdssemos o mesmo critério adotado para varidveis qualitativas na
construcao de distribuigoes de frequéncias de varidveis quantitativas (espe-
cialmente no caso de varidveis continuas), em geral obterfamos tabelas com
frequéncias muito pequenas (em geral iguais a 1) nas diversas categorias, dei-
xando de atingir o objetivo de resumir os dados. Para contornar o problema,
agrupam-se os valores das varidveis em classes e obtém-se as frequéncias em
cada classe.

Uma possivel distribuicao de frequéncias para a varidvel Salario corres-
pondente ao Exemplo 3.1 estd apresentada na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Distribuicao de frequéncias para a varidvel Saldrio correspondente ao
Exemplo 3.1

Classe de Frequéncia  Frequéncia Frequéncia relativa
salario (R$) observada relativa (%)  acumulada (%)
0 — 1500 6 12,2 12.2
1500 — 3000 27 55,1 67,3
3000 — 4500 12 24,5 91,8
4500 — 6000 2 4,1 95,9
6000 — 7500 2 4,1 100,0
Total 49 100,0 100,0

Obs: um dos participantes nao informou o salério.

Alternativamente a tabelas com o formato da Tabela 3.4, varios graficos
podem ser utilizados para representar a distribuicdo de frequéncias das
varidveis quantitativas de um conjunto de dados. Os mais utilizados sao
apresentados a seguir.

Grafico de dispersao unidimensional (dotplot)

Neste tipo de grafico representamos os valores 1, ..., T, por pontos ao
longo de um segmento de reta provido de uma escala. Valores repetidos sao
empilhados, de modo que possamos ter uma ideia de sua distribuigao. O
grafico de dispersao unidimensional para a varidavel Salario do Exemplo 3.1
esta representado na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Grafico de dispersdo unidimensional para Saldrio (Exemplo 3.1).

Gréfico ramo-e-folhas (Stem and leaf)

Um procedimento alternativo para reduzir um conjunto de dados sem
perder muita informacao sobre eles consiste na construcao de um grafico
chamado ramo e folhas. Nao hd regras fixas para construi-lo, mas a ideia
¢ dividir cada observacao em duas partes: o ramo, colocado a esquerda de
uma linha vertical, e a folha, colocada a direita.

Considere a variavel Salario do Exemplo 3.1. Para cada observacao
podemos considerar o primeiro digito como o ramo e o segundo como folha,
desprezando as dezenas. O gréafico correspondente, apresentado na Figura
3.6 permite avaliar a forma da distribui¢do das observacoes; em particular,
vemos que hd quatro valores atipicos, nomeadamente, dois iguais a R$ 6000
(correspondentes aos alunos 22 e 49) e dois iguais a R$ 7000 (correspondentes
aos alunos 11 e 38), respectivamente.

1 | 2: representa 1200

unidade da folha: 100

n: 49
0 8
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55556789
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Figura 3.6: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel Saldrio (R$).

Histograma

O histograma é um grafico construido a partir da distribuicao de frequéncias
e é composto de retangulos contiguos cuja area total é normalizada para ter
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valor unitario. A area de cada retdngulo corresponde & frequéncia relativa
associada a classe definida por sua base.

Um histograma correspondente a distribuicao de frequéncias indicada na
Tabela 3.4 esté representado na Figura 3.7.

Formalmente, dados os valores z1,...,x, de uma varidvel quantitativa
X, podemos construir uma tabela contendo

a) a frequéncia absoluta ng, que corresponde ao nimero de elementos
cujos valores pertencem a classe k, k=1,..., K;

b) a frequéncia relativa fr = ng/n, que é a proporgao de elementos cujos
valores pertencem a classe k, k =1,..., K;

c) a densidade de frequéncia dy = fi/hxr que representa a proporgao de
valores pertencentes a classe k por unidade de comprimento h; de cada
classe, k=1,..., K.

30
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|

15

24.5%

Frequéncia
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122 %

4.1% 4.1%

[ T T T T T 1
0 750 2250 3750 5250 6750 7500

Salario (R$)
Figura 3.7: Histograma para a varidvel saldrio (R$).
Exemplo 3.2: Os dados correspondentes & populacao! (em 10000 habitan-

tes) de 30 municipios brasileiros (IBGE, 1996) estao dispostos na Tabela
3.5. Os dados estao disponiveis no arquivo municipios.

! Aqui, o termo “populacdo” se refere ao niimero de habitantes e é encarado como uma
varidvel. Nao deve ser confundido com populagdo no contexto estatistico, que se refere
a um conjunto (na maioria das vezes, conceitual) de valores de uma ou mais varidveis
medidas. Podemos considerar, por exemplo, a populagdo de pesos de pacotes de feijao
produzidos por uma empresa.
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Tabela 3.5: Populagiao de 30 municipios brasileiros (10000 habitantes)

Municipio Populagao  Municipio Populagao
Sao Paulo (SP) 988,8 Nova Iguagu (RJ) 83,9
Rio de Janeiro (RJ) 556,9 Sao Luis (MA) 80,2
Salvador (BA) 224,6 Maceié (AL) 74,7
Belo Horizonte (MG) 210,9 Duque de Caxias (RJ) 72,7
Fortaleza (CE) 201,5 S, Bernardo do Campo (SP) 68,4
Brasilia (DF) 187,7 Natal (RN) 66,8
Curitiba (PR) 151,6 Teresina (PI) 66,8
Recife (PE) 135,8 Osasco (SP) 63,7
Porto Alegre (RS) 129,8 Santo André (SP) 62,8
Manaus (AM) 119,4 Campo Grande (MS) 61,9
Belém (PA) 116,0 Jo@o Pessoa (PB) 56,2
Goiénia (GO) 102,3 Jaboatao (PE) 54,1
Guarulhos (SP) 101,8 Contagem (MG) 50,3
Campinas (SP) 92,4 S, José dos Campos (SP) 49,7
Sao Gongalo (RJ) 84,7 Ribeirao Preto (SP) 46,3
Ordenemos os valores x1,...,x39 das populagoes dos 30 municipios, do

menor para o maior e consideremos a primeira classe como aquela com li-
mite inferior igual a 40 e a tultima com limite superior igual a 1000; para
que as classes sejam disjuntas, devemos considerar intervalos de classe semi-
abertos. A Tabela 3.6 contém a distribuigao de frequéncias para a varidvel
X que representa populacao. Observemos que as duas primeiras classes tém
amplitudes iguais a 100, a terceira tem amplitude 50, a peniltima tem am-
plitude igual 350 e a ultima, amplitude igual a 400. Observemos também
que K =5, Zle ny = n = 30 e que Zle fr = 1. Quanto maior for a
densidade de frequéncia de uma classe, maior serd a concentragao de valores
nessa classe.

O valor da amplitude de classes h deve ser escolhido de modo adequado.
Se h for grande, teremos poucas classes e o histograma pode nao mostrar
detalhes importantes; por outro lado, se h for pequeno, teremos muitas
classes e algumas poderao ser vazias. A escolha do nimero e amplitude das
classes é arbitraria. Detalhes técnicos sobre a escolha do ntmero de classes
em casos especificos podem ser encontrados na Nota de Capitulo 2. Uma
definigdo mais técnica de histograma esta apresentada na Nota de Capitulo
3.
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3.2 DISTRIBUICOES DE FREQUENCIAS

Tabela 3.6: Distribuicao de frequéncias para a variavel X = populagao em dezenas

de milhares de habitantes

classes hk ng fk dk = fk/hk
00 — 100 100 17 0,567 0,00567
100 — 200 100 8 0,267 0,00267
200 — 250 50 3 0,100 0,00200
250 — 600 350 1 0,033 0,00010
600 — 1000 400 1 0,033 0,00008
Total - 30 1,000 -

O histograma da Figura 3.8 corresponde a distribuicao de frequéncias da
varidavel X do Exemplo 3.2, obtido usando a funcao hist ().
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Figura 3.8: Histograma para a varidvel Populacao (10000 habitantes).

O gréfico de ramo-e-folhas para os dados da Tabela 3.5 estd apresentado
na Figura 3.9. Por meio desse grafico podemos avaliar a forma da distri-
buicao das observacoes; em particular, vemos que ha dois valores atipicos,
556,9 e 988,8, correspondentes as populacoes do Rio de Janeiro e Sao Paulo,

respectivamente.
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unidade da folha: 10

n: 30
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Figura 3.9: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel Populagao (10000 habitantes).

Quando ha muitas folhas num ramo, podemos considerar ramos subdi-
vididos, como no exemplo a seguir.

Exemplo 3.3: Os dados disponiveis no arquivo poluicao correspondem a
concentragao atmosférica dos poluentes ozonio (O3) e mondxido de carbono
(CO) além de temperatura média e umidade na cidade de Sao Paulo en-
tre 1 de janeiro e 30 de abril de 1991. O gréafico de ramo-e-folhas para a
concentracao de monoéxido de carbono pode ser construido com dois ramos,
colocando-se no primeiro folhas com digitos de 0 a 4 e no segundo, folhas
com digitos de 5 a 9. Esse grafico esta apresentado na Figura 3.10
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Figura 3.10: Gréfico ramo-e-folhas para a varidvel CO (ppm).
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3.3 Medidas resumo

Em muitas situagoes deseja-se fazer um resumo mais drastico de um deter-
minado conjunto de dados, por exemplo, por meio de um ou dois valores. A
renda per capita de um pais ou a porcentagem de eleitores favoraveis a um
candidato sao exemplos tipicos. Com essa finalidade podem-se considerar
as chamadas medidas de posigao (localizacao ou de tendéncia central), as
medidas de dispersao e medidas de forma, entre outras.

3.3.1 Medidas de posicao

As medidas de posicao mais utilizadas sao a média, a mediana, a média
aparada e os quantis. Para defini-las, consideremos as observacoes x1, ..., Ty
de uma variavel X.

A média aritmética (ou simplesmente média) é definida por

1 n
T = nz;xl (3.1)
1=

No caso de dados agrupados numa distribuicao de frequéncias de um con-
junto com n valores, K classes e nj valores na classe k, kK = 1,..., K, a
média pode ser calculada como

K
T = % anik = Z fuTh, (3.2)

em que Ty é o ponto médio correspondente a classe k e fr = ni/n. Essa
mesma expressao é usada para uma variavel discreta, com nj valores iguais
a z, bastando para isso, substituir Zy por z; em (3.2).

A mediana ¢ definida em termos das estatisticas de ordem, z(;) <
T(2) <...< L (n) por

T(ni1), se n for impar ,
md(z) = { 1 (3.3)
5[9:(%) + ZL’(%_H)], se n for par

Dado um nimero 0 < o < 1, a média aparada de ordem «, T(«a) é
definida como a média do conjunto de dados obtido apds a eliminacao das
100a% primeiras observacoes ordenadas e das 100a% tltimas observacgoes
ordenadas do conjunto original. Uma definicao formal é:

1
n(1—2a) 2a {2 Ty + (L+m —na) [Ty + Tnom)}
z(a) = sem+2<n—-m+1 (3.4)
5[ (mt1) + Tnem)] em caso contrario .
em que m é o maior inteiro menor ou igual a na, 0 < a < 0,5. Se @ = 0,5,

obtemos a mediana. Para o = 0,25 obtemos a chamada meia média.
Observe que se o = 0, 7(0) = 7.
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Exemplo 3.4: Consideremos o seguinte conjunto com n = 10 valores de
uma varidvel X: {14,7,3,18,9,220,34,23,6,15}. Entao, T = 34,9, md(z) =
(14 +15)/2 = 14,5, e 7(0,2) = [z(3) + T(1) + ... + 7(3)]/6 = 14,3. Note que
se usarmos (3.4), temos o = 0,2 e m = 2 obtendo o mesmo resultado. Se
a = 0,25, entdo de (3.4) obtemos

T3y + 2204 + 225 + ..+ 22000 + 2(g)
10

7(0,25) = = 14,2.

Observe que a média é bastante afetada pelo valor atipico 220, ao passo
que a mediana e a média aparada com « = 0,2 nao o sao. Dizemos que essas
duas tltimas sdo medidas resistentes ou robustas.? Se substituirmos o
valor 220 do exemplo por 2200, a média passa para 232,9 ao passo que a
mediana e a média aparada 7(0,20) nao se alteram.

As trés medidas consideradas acima sao chamadas de medidas de posicao
ou localizagao central do conjunto de dados. Para varidveis qualitativas
também é comum utilizarmos outra medida de posicao que indica o valor
mais frequente, denominado moda. Quando ha duas classes com a mesma
frequéncia maxima, a varidvel (ou distribui¢ao) é dita bimodal. A nao ser
que os dados de uma variavel continua sejam agrupados em classes, caso em
que se pode considerar a classe modal, nao faz sentido considerar a moda,
pois em geral, cada valor da variavel tem frequéncia unitéria.

Quantis

Consideremos agora medidas de posicao uteis para indicar posicoes nao
centrais dos dados. Informalmente, um quantil-p ou quantil de ordem p é
um valor da varidvel (quando ela é continua) ou um valor interpolado
entre dois valores da varidvel (quando ela é discreta) que deixa 100p%
(0 < p < 1) das observagoes a sua esquerda. Formalmente, definimos o
quantil-p empirico (ou simplesmente quantil-p) como

L (i) se p=pi=(—-05)/n,i=1,....n
Qp) = (1= f)Qpi) + fiQ(Pi+1), se pi <p<pit1
Z(1), se 0<p<p
Z(n); se pp <p <1,
(3.5)

em que f; = (p—pi)/(pi+1 —pi). Ou seja, se p for da forma p; = (i —0,5)/n,
o quantil-p coincide com a i-ésima observacao ordenada. Para um valor
p entre p; e piy1, o quantil Q(p) pode ser definido como sendo a orde-
nada de um ponto situado no segmento de reta determinado por [p;,Q(p;)]
e [pi+1, Q(pi+1)] num gréfico cartesiano de p versus Q(p).

Escolhemos p; como acima (e nao como i/n, por exemplo) de forma que
se um quantil coincidir com uma das observacgoes, metade dela pertencera

2Uma medida ¢é dita resistente se ela muda pouco quando alterarmos um nimero pe-
queno dos valores do conjunto de dados.
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ao conjunto de valores & esquerda de Q(p) e metade ao conjunto de valores
a sua direita.

Os quantis amostrais para os dez pontos do Exemplo 3.4 estao indicados
na Tabela 3.7.

Tabela 3.7: Quantis amostrais para os dados do Exemplo 3.4

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i 0,05 0,15 025 0,35 045 0,55 0,65 0,75 0,85 0,95
Qi) 3 6 7 9 14 15 18 23 34 220

Com essa informagao, podemos calcular outros quantis; por exemplo,
Q(0,10) = [z(1) + z(2)]/2 = (3 +6)/2 = 4,5,
com f; = (0,10 — 0,05)/(0,10) = 0,5,
Q(0,90) = [z(0) + T(10)]/2 = (34 + 220)/2 = 127,

pois f9 = 0,9,

Q(0,62) = [0,30 x 2(g) + 0,70 x (7)) = (0,3 x 15+ 0,7 x 18) = 17,1,

pois fg = (0,62 — 0,55)/0,10 = 0,7.

Note que a definigdo (3.5) é compativel com a definicado de mediana
apresentada anteriormente.

Os quantis Q(0,25),@Q(0,50) e Q(0,75) sdao chamados quartis e usual-
mente sao denotados Q1,Q2 e (3, respectivamente. O quartil Q2 é a me-
diana e a propor¢ao dos dados entre )1 e Q3 para variaveis continuas é
50%.

Outras denominagdes comumente empregadas sao Q(0,10): primeiro
decil, Q(0,20): segundo decil ou vigésimo percentil, Q(0,85): octogésimo-
quinto percentil etc.

3.3.2 Medidas de dispersao

Duas medidas de dispersao (ou de escala ou de variabilidade) bastante usa-
das s@o obtidas tomando-se a média de alguma fungao positiva dos desvios
das observagoes em relagao a sua média. Considere as observagoes 1, ... ,Zn,
nao necessariamente distintas. A variancia desse conjunto de dados é defi-

nida por
n

Var(z) = % S (@i — )2 (3.6)

i=1
Neste caso, a funcao a que nos referimos é quadrética. Para uma tabela de
frequéncias (com K classes), a expressao para célculo da variancia é

| K K
Var(z) = ~ Y @ —%) =) ful@ —7)% (3.7)
k=1 k=1
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com a notacao estabelecida anteriormente. Para facilitar os calculos, convém
substituir (3.6) pela expressao equivalente

Var(x -1 Zw (3-8)

Analogamente, podemos substituir (3.7) por

Var(z Z foZs — T2 (3.9)

Como a unidade de medida da variancia é o quadrado da unidade de me-
dida da varidvel correspondente, convém definir outra medida de dispersao
que mantenha a unidade original. Uma medida com essa propriedade é a
raiz quadrada positiva da variancia, conhecida por desvio padrao.

Para garantir certas propriedades estatisticas uteis para propdsitos de
inferéncia, convém modificar as defini¢coes acima. Em particular, para ga-
rantir que a variancia obtida de uma amostra de dados de uma populacao
seja um estimador nao enviesado da varidncia populacional basta definir
a variancia como

§2= L S (@i -7 (3.10)

n—1
i=1

em substitui¢ao a definicao (3.6).

Um estimador (a variancia amostral S2, por exemplo) de um determi-
nado parametro (a varidncia populacional o2, por exemplo) é dito ndo en-
viesado quando seu valor esperado é o préprio parametro que esta sendo
estimado. Grosso modo, se um conjunto “infinito” (aqui interpretado como
muito grande) de amostras for colhido da populacao sob investigacao e para
cada uma delas for calculado o valor desse estimador nao enviesado, a média
desses valores serd o préprio parametro (ou estard bem préoxima dele).

Dizemos que o estimador S? tem n — 1 graus de liberdade pois “per-
demos” um grau de liberdade ao estimar a média populacional u por meio
de T, ou seja, dado o valor T, sé temos “liberdade” para escolher n — 1
valores da Vari&ivel X, pois o ultimo valor, digamos x,, é obtido como
Ty = NT — Zk 1 i

Note que se n for grande (e.g., n = 100) (3.10) e (3.6) tém valores
praticamente iguais. Para detalhes, veja Bussab e Morettin (2017).

Em geral, S? é conhecida por variancia amostral. A variancia po-
pulacional é definida como em (3.10) com o denominador n — 1 substituido
pelo tamanho populacional N e a média amostral T substituida pela média
populacional . O desvio padrao amostral é usualmente denotado por S.

O desvio médio ou desvio absoluto médio é definido por

n

dm(z) = %Zm _ 3 (3.11)

i=1

Morettin & Singer - agosto/2021



60 3.3 MEDIDAS RESUMO

Neste caso, a funcao a que nos referimos acima é a fungao ”valor absoluto”.
Outra medida de dispersao bastante utilizada é a distancia interquar-
tis ou amplitude interquartis

dg = Q3 — Q1. (3.12)

A distancia interquartis pode ser utilizada para estimar o desvio padrao
conforme indicado na Nota de Capitulo 4.

Podemos também considerar uma medida de dispersao definida em ter-
mos de desvios em relacao a mediana. Como a mediana é uma medida
robusta, nada mais natural que definir o desvio mediano absoluto como

dma(x) = mdi<j<p|r; — md(z)|, (3.13)

Finalmente, uma medida correspondente a média aparada é a variancia
aparada, definida por

Ca n—m—1 _
§%(a) = { 022 (S be —F@P+4), mit2<n-mil (3.14)
L(@mt1) — Z(@)* 4+ (T(n—m) — Z(@))?], em caso contrdrio

em que
A= (1+m—na){(@ni1) —T(@)? + (@n_m) — T(2))?],

m é como em (3.4) e ¢, é uma constante normalizadora que torna S?(a)
um estimador ndo enviesado para ¢2?. Para n grande, ¢, = 1,605. Para
amostras pequenas, veja a tabela da pdgina 173 de Johnson e Leone (1964).
Em particular, para n = 10, ¢, = 1,46.

A menos do fator ¢, a varidncia aparada pode ser obtida calculando-se a
variancia amostral das observagoes restantes, apds a eliminacao das 100a%
iniciais e finais (com denominador n —{ em que [ é o nimero de observagoes
desprezadas).

Considere as observacoes do Exemplo 3.4. Para esse conjunto de dados
as medidas de dispersdo apresentadas sdo S? = 4313,9; S = 65,7; dm(z) =
37,0; dg = 23 — 7= 16; S%(0,20) = 34,3; S(0,20) = 5,9 e dma(z) = 7,0.

Observemos que as medidas robustas sao, em geral, menores do que T
e S e que dg/1,349 = 11,9. Se considerarmos que esses dados constituem
uma amostra de uma populacao com desvio padrao o, pode-se mostrar que,
dma/0,6745 é um estimador nao enviesado para o. A constante 0,6745 é
obtida por meio de consideragoes assintéticas. No exemplo, dma/0,6745 =
10,4. Note que esses dois estimadores do desvio padrao populacional coin-
cidem. Por outro lado, S é muito maior, pois sofre bastante influencia do
valor 220. Retirando-se esse valor do conjunto de dados, a média dos valores
restantes é 14,3 e o correspondente desvio padrao é 9,7.

Uma outra medida de dispersao, menos utilizada na prética é a ampli-
tude, definida como max(z1,...,z,) — min(zy,...,oy,).
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3.3.3 Medidas de forma

Embora sejam menos utilizadas na pratica que as medidas de posicao e
dispersao, as medidas de assimetria (skewness) e curtose sao iteis para
identificar modelos probabilisticos para andlise inferencial.

Na Figura 3.11 estao apresentados histogramas correspondentes a da-
dos com assimetria positiva (ou a direita) ou negativa (ou a esquerda) e
simétrico.

O objetivo das medidas de assimetria é quantificar sua magnitude, que,
em geral, é baseada na relacao entre o segundo e o terceiro momentos
centrados, cujos correspondentes amostrais sao respectivamente,

n

1 ¢ 1
mg = Z;(xz —7)% e m3= - Z;(:CZ —7)3.
1= 1=

Dentre as medidas de assimetria, as mais comuns sao:
) . . . 3/2
a) o coeficiente de assimetria de Fisher-Pearson: g = mg/m;
b) o coeficiente de assimetria de Fisher-Pearson ajustado:

n(n—1)
Yo g (3.15)
n—2
Assimetria positiva Assimetria negativa
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Figura 3.11: Histogramas com assimetria positiva e negativa e nula.

As principais propriedades desses coeficientes sao
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i) seu sinal reflete a diregao da assimetria (sinal negativo corresponde
a assimetria a direita e sinal positivo corresponde a assimetria a es-
querda);

ii) comparam a assimetria dos dados com aquela da distribui¢ao normal,
que é simétrica;

iii) valores mais afastados do zero indicam maiores magnitudes de assime-
tria e consequentemente, maior afastamento da distribuicao normal;

iv) a estatistica indicada em (3.15) tem um ajuste para o tamanho amos-
tral;

V) esse ajuste tem pequeno impacto em grandes amostras.

Outro coeficiente de assimetria mais intuitivo é o chamado Coeficiente de
assimetria de Pearson 2, estimado por

Sky = 3[T — med(z1,...,zy)]/S.

A avaliagao de assimetria também pode ser concretizada por meios gréaficos.
Em particular, o gréafico de Q(p) versus p conhecido como gréfico de quan-
tis é uma ferramenta importante para esse proposito.

A Figura 3.12 mostra o grafico de quantis para os dados do Exemplo
3.2. Notamos que os pontos correspondentes a Sao Paulo e Rio de Janeiro
sao destacados. Se a distribuicdao dos dados for aproximadamente simétrica,
a inclinagao na parte superior do grafico deve ser aproximadamente igual
aquela da parte inferior, o que nao acontece na figura em questao.
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Figura 3.12: Gréfico de quantis para Populacdo (10000 habitantes).

A Figura 3.13 contém o grafico de quantis para a varidvel IMC do arquivo
esteira sugerindo que a distribuicao correspondente é aproximadamente
simétrica, com pequeno desvio na cauda superior.
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Figura 3.13: Grafico de quantis para a varidvel IMC do arquivo esteira.

Os cinco valores z(1), Q1, Q2, @3, T(y), isto €, os extremos e os quartis, sao
medidas de localizagao importantes para avaliarmos a simetria dos dados.
Para uma distribui¢ao simétrica (ou aproximadamente simétrica), espera-se
que

a) Q2 —z) = T(n) — Q2;
b) Q2 — Q1 ~ Q3 — Q2;
¢) Q1 —z) =) — Q3.

A condicao a) nos diz que a dispersao inferior é igual (ou aproxima-
damente igual) & dispersao superior. Para distribuigoes assimétricas a
direita, as diferencas entre os quantis situados a direita da mediana e a me-
diana sao maiores que as diferencas entre a mediana e os quantis situados a
sua esquerda.

Além disso, se uma distribui¢ao for (aproximadamente) simétrica, vale
a relacao

Q2 = T(5) = T(n4+1—) —Q9, i1=1,..., [(n+1)/2], (3.16)

em que [z] representa o maior inteiro contido em x. Definindo u; = Q2 — ()
€ Vi = T(n41-i) — @2, podemos considerar um grafico de simetria, no qual
colocamos os valores u; como abcissas e os valores v; como ordenadas. Se
a distribuigao dos dados for simétrica, os pontos (u;,v;) deverdo estar sobre
ou proximos da reta u = v.

O grafico de simetria para os dados do Exemplo 3.2 estd apresentado a
Figura 3.14, na qual podemos observar que a maioria dos pontos estd acima
da reta u = v, representada pela linha pontilhada. Essa disposicao mostra
que a distribuicao correspondente apresenta uma assimetria a direita.
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Figura 3.14: Gréfico de simetria para Populagao (10000 habitantes).
Na Figura 3.15 apresentamos o grafico de simetria para a varidvel IMC

do arquivo esteira; esse grafico corrobora as conclusoes obtidas por meio
da Figura 3.13.
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Figura 3.15: Grafico de simetria para a variavel IMC do arquivo esteira.

Outra medida de interesse para representar a distribuicao de frequéncias
de uma varidvel é a curtose, que estd relacionada com as frequéncias rela-
tivas em suas caudas. Essa medida envolve momentos centrados de quarta
ordem.

Seja X uma variavel aleatéria qualquer, com média u e variancia o2. A
curtose de X ¢ definida por

K(X)=FE [(X_“)T . (3.17)

g
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Para uma distribui¢ao normal, K = 3, razao pela qual e(X) = K(X) —3 é
chamada de excesso de curtose. Distribuigoes com caudas pesadas tém
curtose maior do que 3.

Para uma amostra {Xi,...,X,} de X, considere o r-ésimo momento
amostral

em que a média p é estimada por X. Substituindo os momentos centrados de
X pelos respectivos momentos centrados amostrais, obtemos um estimador
da curtose, nomeadamente

=\ 4
= my 1~ (Xi—X
K(X)=—=- <A : (3.18)
em que 62 = Y i, (X; — X)?/n. Consequentemente, um estimador para

o excesso de curtose é e(X) = K (X) — 3. Pode-se provar que, para uma
amostra suficientemente grande de uma distribui¢cdo normal,

K ~ N (3,24/n), (3.19)

ou seja, K tem uma distribuicao aproximadamente normal com média 3 e
variancia 24/n.

3.4 Bozplots

O boxplot é um grafico baseado nos quantis que serve como alternativa ao
histograma para resumir a distribuicao dos dados. Considere um retangulo,
com base determinada por ()1 e (Y3, como indicado na Figura 3.16. Nesse
retangulo, insira um segmento de reta correspondente & posicao da medi-
ana. Considere dois segmentos de reta denominados bigodes (whiskers)
colocados respectivamente “acima’” e “abaixo” de ()1 e (J3 com limites da-
dos, respectivamente, por min[z(,), @3 + 1,5 x dg] e max[z(;), Q1 — 1,5 * dg)]
com dg representando a distancia interquartis. Pontos colocados acima do
limite superior ou abaixo do limite inferior, considerados valores atipicos
ou discrepantes (outliers) sao representados por algum simbolo (*, por
exemplo).
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Bozxplot
M
MiIN Max
— i *
1«——Q3
Q DO Q
1.5*DQ 1.5*DQ

Q1: lo quartil Q3: 3o quartil DQ: distancia interquartis M: mediana

Figura 3.16: Detalhes para a construcao de boxplots.

Esse grafico permite que identifiquemos a posicao dos 50% centrais dos
dados (entre o primeiro e terceiro quartis), a posi¢ao da mediana, os valores
atipicos, se existirem, assim como permite uma avaliagdo da simetria da
distribuicdo. Boxplots sao teis para a comparacao de varios conjuntos de
dados, como veremos em capitulos posteriores.

Os boxplots apresentados na Figura 3.17 correspondem aos dados do
Exemplo 3.2 [painel (a)] e da Temperatura do Exemplo 3.3 [painel (b)].> A
distribuicdo dos dados de Temperatura tem uma natureza mais simétrica e
mais dispersa do que aquela correspondente as populacoes de municipios.
H4 valores atipicos no painel (a), representando as populagoes do Rio de
Janeiro e de Sao Paulo, mas nao os encontramos nos dados de temperatura.

H4 uma variante do bozplot, denominada boxplot dentado (notched

bozplot) que consiste em acrescentar um dente em “v” ao redor da mediana
no grafico. O intervalo determinado pelo dente, dado por

1,57dg

Q2+ T

é um intervalo de confianca para a mediana da populacao da qual supomos
que os dados constituem uma amostra. Para detalhes, veja McGill et al.
(1978) ou Chambers et al. (1983). Na Figura 3.18 apresentamos bozplots
correspondentes aqueles da Figura 3.17 com os dentes (notchs) incorporados.

#Note que tanto a orientagio horizontal (como na Figura 3.16) quanto a vertical (como
na Figura 3.17) podem ser empregadas na construcao dos bozplots.
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Figura 3.17: Boxplots para os dados dos Exemplos 3.2 (Populacéo) e 3.3 (Tem-

peratura).
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Figura 3.18: Bozplots dentados para os dados dos Exemplos 3.2 (Populagao) e

3.3 (Temperatura).

3.5 Modelos probabilisticos

Um dos objetivos da Estatistica é fazer inferéncia (ou tirar conclusoes) sobre
a distribuicao de alguma varidvel em uma determinada populacao a partir
de dados de parte dela, denominada amostra. A ligacao entre os dados
amostrais e a populacao depende de modelos probabilisticos ou seja, de
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modelos que representem a distribuicao (desconhecida) da varidvel na po-
pulacao. Por exemplo, pode ser dificil obter informacoes sobre a distribuigao
dos salarios de empregados de uma empresa com 40000 empregados espalha-
dos por diversos paises. Nessa situacao, costuma-se recorrer a uma amostra
dessa populacao, obter as informagoes desejadas a partir dos valores amos-
trais e tentar tirar conclusoes sobre toda a populagao com base num modelo
probabilistico. Esse procedimento é denominado inferéncia estatistica.
No exemplo acima, poderiamos escolher uma amostra de 300 empregados
da empresa e analisar a distribuicao dos saldrios dessa amostra com o ob-
jetivo de tirar conclusoes sobre a distribuicao dos salarios da populacao de
40000 empregados. Um dos objetivos da inferéncia estatistica é quantificar
a incerteza nessa generalizagao.

Muitas vezes, a populagao para a qual se quer tirar conclusoes é apenas
conceitual e ndo pode ser efetivamente enumerada, como o conjunto de po-
tenciais consumidores de um produto ou o conjunto de pessoas que sofrem
de uma certa doenca. Nesses casos, nao se pode obter a correspondente
distribuicao de frequéncias de alguma caracteristica de interesse associada a
essa populacao e o recurso a modelos para essa distribuicao faz-se necessario;
esses sao os chamados modelos probabilisticos e as frequéncias relativas cor-
respondentes sao denominadas probabilidades. Nesse sentido, o conhecido
grafico com formato de sino associado a distribuicdo normal pode ser con-
siderado como um histograma “teérico”. Por isso, convém chamar a média
da distribui¢@o de probabilidades (que no caso de uma populagao conceitual
nao pode ser efetivamente calculada) de valor esperado.

Se pudermos supor que a distribuicao de probabilidades de uma variavel
X, definida sobre uma populacdo possa ser descrita por um determinado
modelo probabilistico representado por uma fungao, nosso problema reduz-
se a estimar os parametros que a caracterizam. Para a distribuigao normal,
esses parametros sao o valor esperado, usualmente representado por p e a
variancia, usualmente representada por o2.

H& varios modelos probabilisticos importantes usados em situagoes de
interesse pratico. As Tabelas 3.8 ¢ 3.9 trazem um resumo das principais
distribuicoes discretas e continuas, respectivamente apresentando:

a) a fungao de probabilidade p(z) = P(X = x), no caso discreto e a
funcao densidade de probabilidade, f(x), no caso continuo;

b) os parametros que caracterizam cada distribuigao;

c) o valor esperado, representado por E(X) e a variancia, representada
por Var(X) de cada uma delas.
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Tabela 3.8: Modelos probabilisticos para varidveis discretas

Modelo P(X =x) Parametros E(X), Var(X)
Bernoulli p*(1—p)t=%, z=0,1 P p, p(1 —p)
Binomial (:)p”(l —p)" % x=0,...,n n,p np, np(1 — p)

. = Az
Poisson -2 =0,1, A A A
Geométrica p1—p), 2 =12, p 1p, (1—p)/p?
()= N-
Hipergeométrica z (1\7) 22 x=0,1, N,rn nr/N,ny (1 — ) 71

Tabela 3.9: Modelos probabilisticos para varidveis continuas

Modelo f(x) Parametros | E(X), Var(X)
2
Uniforme 1/(b—a),a<z<b a,b “TM,%
Exponencial ae” % x>0 a 1/a, 1/a?
Normal U\}ﬁ exp{(*Z£)?}, —co <z < o0 W, o w, o2
Gama Fl(lf") (ax)T"te™@® >0 a>0,r>1 r/a, r/a?
Qui-quadrado 2 /2 /2= te=e/2 150 n n, 2n
T(n/2)
t-Student %)1\)/7%3(1 + %)_("“'1)/2, —o00 <z < 00 n 0, n/(n—2)

Lembrando que num histograma, as frequéncias relativas correspondem
a areas de retangulos, num modelo probabilistico, as probabilidades corres-
pondem a &reas sob regides delimitadas pela fungao f(z), como indicado na

Figura 3.19.
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Freq relativa X < 0.6: &rea histograma (cinza) /

Probabilidade X < 0.6: area sob a curva /
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Figura 3.19: Aproximagao de um histograma por uma funcao densidade de pro-
babilidade.

Para muitas distribuigoes, as probabilidades podem ser obtidas de tabe-
las apropriadas ou obtidas com o uso de pacotes de computador. Detalhes
podem ser encontrados em Bussab e Morettin (2017) entre outros.

3.6 Dados amostrais

Uma amostra é um subconjunto de uma populagdo e para que possamos
fazer inferéncias, é preciso que ela satisfaca certas condigoes. O caso mais
comum é o de uma amostra aleatéria simples. Dizemos que um conjunto
de observacoes x1,...,r, constitui uma amostra aleatdria simples de
tamanho n de uma varidavel X definida sobre uma populagao P se as varidveis
X1,...,X, que geraram as observacgoes sao independentes e tém a mesma
distribuigao de X. Como consequéncia, E(X;) = E(X) e Var(X;) = Var(X),
1=1,...,n.

Nem sempre nossos dados representam uma amostra aleatoria simples
de uma populacao. Por exemplo, dados observados ao longo de um certo
periodo de tempo sao, em geral, correlacionados. Nesse caso, os dados cons-
tituem uma amostra de uma trajetéria de um processo estocastico e a
populacao correspondente pode ser considerada como o conjunto de todas
as trajetorias de tal processo [detalhes podem ser encontrados em Morettin
e Tol6i (2018)]. Também podemos ter dados obtidos de um experimento
planejado, no qual uma ou mais varidveis explicativas (preditoras) sdo con-
troladas para produzir valores de uma varidvel resposta. As observacoes da
resposta para as diferentes combinacoes dos niveis das varidveis explicativas
constituem uma amostra estratificada. Exemplos sao apresentados na Secao
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4.4.

A nao ser quando explicitamente indicado, para propdsitos inferenciais,
neste texto consideraremos os dados como provenientes de uma amostra
aleatéria simples.

Denotemos por z1,...,z, os valores efetivamente observados das varidveis
X1,..., X% Além disso, denotemos por T(1)s - - - sT(n) €Sses valores observa-
dos ordenados em ordem crescente, ou seja, x(1) < ... < x(y). Esses sao os
valores das estatisticas de ordem X(y),..., X(y).

A fungao distribuicao acumulada de uma varidvel X definida como
F(z) = P(X <), € R pode ser estimada a partir dos dados amostrais,
por meio da funcao distribuicao empirica definida por

Folz) = 2 wreR, (3.20)

em que n(x) é o nimero de observagdes amostrais menores ou iguais a x.
Com finalidade ilustrativa, considere novamente as observacoes do Exem-

plo 3.4 sem o valor 220. O grafico de F),, que é essencialmente uma fungao

em escada, com “saltos” de magnitude 1/n em cada x(;), nomeadamente

i
Fn(x(l)) - 57 L= 17 1
estd disposto na Figura 3.20.
e e oo
—
o °
o o
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Figura 3.20: Funcao distribui¢do empirica para os dados do Exemplo 3.4 (sem o
valor 220).

4Muitas vezes nio faremos distingéo entre a varidvel e seu valor, ou seja, designaremos,
indistintamente, por x a varidvel e um valor observado dela.
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3.7 Graficos QQ

Uma das questoes fundamentais na especificacdo de um modelo para in-
feréncia estatistica é a escolha de um modelo probabilistico para representar
a distribuigao (desconhecida) da varidvel de interesse na populagdo. Uma
possivel estratégia para isso é examinar o histograma dos dados amostrais
e compara-lo com histogramas tedricos associados a modelos probabilisticos
candidatos. Alternativamente, os graficos QQ (QQ plots) também podem
ser utilizados com essa finalidade.

Essencialmente, graficos QQ sao gréficos cartesianos cujos pontos re-
presentam os quantis de mesma ordem obtidos das distribuicoes amostral
(empirica) e tedrica. Se os dados amostrais forem compativeis com o mo-
delo probabilistico proposto, esses pontos devem estar sobre uma reta com
inclinagao unitaria quando os quantis forem padronizados, i.e.,

Q*(pi) = [Q(pi) — 7]/dp(z).

Para quantis nao padronizados, os pontos no gréafico estarao dispostos em
torno de uma reta com inclinagao diferente de 1.

Como o modelo normal serve de base para muitos métodos estatisticos
de andlise, uma primeira tentativa é construir esse tipo de grafico baseado
nos quantis dessa distribui¢cdo. Os quantis normais padronizados @y (p;)
sao obtidos da distribuigao normal padrao [N(0,1)] por meio da solugao da
equacao

Qnpi) 1
——exp(—2?) =p;, i=1,...n,

PN V2T

cujos resultados estao disponiveis na maioria dos pacotes computacionais
destinados a anélise estatistica. Para facilitar a comparacao, convém utilizar
os quantis amostrais padronizados. Veja a Nota de Capitulo 5 deste capitulo
e a Nota de Capitulo 5 do Capitulo 4.

Consideremos novamente os dados do Exemplo 3.4. Os quantis amos-
trais, quantis amostrais padronizados e normais padronizados estao dispos-
tos na Tabela 3.10. O correspondente grafico QQ estd representado na
Figura 3.21.

Tabela 3.10: Quantis amostrais e normais para os dados do Exemplo 3.4

i 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
i 0,05 0015 025 035 045 055 065 0,75 0.5 0095
Q(p:) 3 6 7 9 14 15 18 23 34 220

Q*(p:) -049 -044 -042 -039 -0,32 -0,30 -0,26 -0,18 -0,14 2,82
Qn(p:) -164 -1,04 -067 -0,39 -0,13 0,13 039 067 1,04 164
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Figura 3.21: Gréfico QQ Normal para os dados do Exemplo 3.4 (com reta y = z).

Um exame da Figura 3.21 sugere que o modelo normal nao parece ser
adequado para os dados do Exemplo 3.4. Uma das razoes para isso, é a
presenca de um ponto atipico (220). Um grafico QQ normal para o conjunto
de dados obtidos com a eliminagao desse ponto esté exibido na Figura 3.22 e
indica que as evidéncias contrarias ao modelo normal sao menos aparentes.

00 05 10 15 20

Quantis amostrais padronizados

-1.0
!

T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Quantis normais

Figura 3.22: Gréfico QQ normal para os dados do Exemplo 3.4 com a eliminagao
do ponto 220 e reta y = .

Um exemplo de grafico QQ para uma distribuicao amostral com 100
dados gerados a partir de uma distribuicao normal padrao esté apresentado
na Figura 3.23.
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Quantis amostrais

Quantis normais

Figura 3.23: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuigao
normal padrao.

Embora os dados correspondentes aos quantis amostrais da Figura 3.23
tenham sido gerados a partir de uma distribuicao normal padrao, os pontos
nao se situam exatamente sobre a reta com inclinagao de 45 graus em funcao
de flutuagoes amostrais. Em geral, a adogao de um modelo probabilistico
com base num exame do grafico QQ tem uma natureza subjetiva, mas é
possivel incluir bandas de confianca nesse tipo de grafico para facilitar a
decisdo. Essas bandas dao uma ideia sobre a faixa de variacao esperada
para os pontos no grafico. Detalhes sobre a construcao dessas bandas sao
tratados na Nota de Capitulo 6. Um exemplo de grafico QQ com bandas de
confianga para uma distribuicdo amostral com 100 dados gerados a partir
de uma distribuicao normal padrao esta apresentado na Figura 3.24.

Quantis amostrais

Quantis normais

Figura 3.24: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuigao
normal padrdo com bandas de confiancga.
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Um exemplo de grafico QQ em que as caudas da distribuicdo amostral
(obtidas de uma amostra de 100 dados gerados a partir de uma distribuicao
t com 2 graus de liberdade) sdo mais pesadas que aquelas da distribuic¢ao
normal estd apresentado na Figura 3.25.

-2 0

Quantis amostrais

-6 -4

-2 -1 0 1 2
Quantis normais

Figura 3.25: Gréfico QQ Normal para 100 dados gerados de uma distribuicao ¢
com 2 graus de liberdade.

Um exemplo de grifico QQ normal em que a distribui¢ao amostral (com
100 dados gerados a partir de uma distribuicao qui-quadrado com 2 graus
de liberdade) é assimétrica estd apresentado na Figura 3.26.
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Figura 3.26: Grafico QQ normal para 100 dados gerados de uma distribui¢ao
qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

O gréfico QQ correspondente, agora obtido por meio dos quantis de uma
distribuicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade é apresentado na Figura
3.27.
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Figura 3.27: Gréfico QQ qui-quadrado para 100 dados gerados de uma distri-
buicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

3.8 Desvio padrao e erro padrao

Considere uma populagao para a qual a varidavel X tem valor esperado u e
variancia o2. Imaginemos que um ntmero grande, digamos M, de amostras
de tamanho n seja obtido dessa populacao. Denotemos por Xjq,..., X;, 0s
n valores observados da variavel X na i-ésima amostra, ¢ = 1,... M. Para
cada uma das M amostras, calculemos as respectivas médias, denotadas por
X1,..., X . Pode-se mostrar que o valor esperado e a variancia da varidvel
X (cujos valores sio X1,...,X ) sdo respectivamente u e o2/n, i.e., o
valor esperado do conjunto das médias amostrais é igual ao valor esperado
da varidvel original X e a sua variancia é menor (por um fator 1/n) que
a variancia da varidvel original X. Além disso pode-se demostrar que o
histograma da varidvel X tem o formato da distribuicio normal.

Note que a varidncia o2 é uma caracteristica inerente & distribuicdo da
variavel original e ndo depende do tamanho da amostra. A variancia o/n da
varidavel X, depende do tamanho da amostra; quanto maior esse tamanho,
mais concentrada (em torno de seu valor esperado, que é o mesmo da varidvel
original) serd a sua distribui¢do. O desvio padrao da varidvel X é conhecido
como erro padrao (da média).

Lembremos que, dada uma amostra X1, . .., X, a variancia o? da variavel
X é estimada por

Ao se aumentar o tamanho da amostra, o denominador n — 1 aumenta, mas
o numerador, Y " | (X; — X)?2, também aumenta de forma que o quociente
e também sua raiz quadrada, que é uma estimativa do desvio padrao de X,
permanecem estaveis a menos de flutuagoes aleatérias. Uma estimativa da
variancia da varidvel X é S?/n, e dada a estabilidade do numerador S?, esse
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quociente, e consequentemente, sua raiz quadrada, que é o erro padrao da
média X, diminuem com o aumento do denominador n. Detalhes podem
ser obtidos em Bussab e Morettin (2017).

Uma avaliagao desses resultados por meio de simulagao esté apresentada
na Figura 3.28.
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Figura 3.28: Efeito do tamanho da amostra na distribuicdo amostral da média.

Os histogramas apresentados na coluna da esquerda correspondem a da-
dos simulados de uma distribuicdo normal com valor esperado p = 10 e
desvio padrao o = 2. O primeiro deles exibe um histograma obtido com
10000 dados e mimetiza a populagdo. A média e o desvio padrao correspon-
dentes sao, respectivamente 10,009 e 2,011 que essencialmente representam
os valores de p e 0.

Geramos 10000 amostras de tamanhos n = 10 e 10000 amostras de ta-
manhos n = 100 dessa distribuigdo e para cada uma delas, calculamos as
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médias (X) e desvios padroes (S). Cada uma dessas 10000 médias X é uma
estimativa do valor esperado populacional i e cada um dos desvios padroes
amostrais S é uma estimativa do desvio padrao populacional . Os outros
dois graficos exibidos na mesma coluna correspondem aos histogramas das
médias (amostrais) das M = 10000 amostras para n = 10 e n = 100, e
salientam o fato de que a dispersao das médias amostrais em torno de sua
média, (que é essencialmente o valor esperado da populagao de onde foram
extraidas) diminui com o aumento do tamanho das amostras. Médias e des-
vios padroes (erros padroes) dessas distribui¢oes amostrais, além das médias
dos desvios padroes amostrais estao indicados na Tabela 3.11.

Tabela 3.11: Medidas resumo de 10000 amostras de uma distribui¢ao normal com
média 10 e desvio padrao 2

Amostras  média(X) ep(X) média(S)
n =10 9,007 0,636 ~2/V10 1,045 ~ 2
n=100 9,999 0,197 ~2/v/100 1,993 ~2

Os histogramas apresentados na coluna da direita da Figura 3.28 corres-
pondem a dados simulados de uma distribuicao exponencial com parametro
A = 1,5 para a qual o valor esperado é p = 0,667 = 1/1,5 e o desvio padrao
também é o = 0,667 = 1/1,5. O primeiro deles exibe um histograma obtido
com 10000 dados e mimetiza a populacdo. A média e o desvio padrao cor-
respondentes sao, respectivamente 0,657 e 0,659 que essencialmente sao os
valores de i e o.

Os outros dois graficos exibidos na mesma coluna correspondem aos his-
togramas das médias (amostrais) de M = 10000 amostras de tamanhos
n = 10 e n = 100, respectivamente da mesma distribuicao exponencial, sa-
lientando o fato de que a dispersao das médias amostrais em torno de sua
média (que é essencialmente o valor esperado da distribuigao original) dimi-
nui. Além disso, esses histogramas mostram que a distribui¢do das médias
amostrais é aproximadamente normal apesar de a distribuicao de onde as
amostras forma geradas ser bastante assimétrica. Médias e desvios padroes
(erros padroes) dessas distribuigbes amostrais além das médias dos desvios
padroes amostrais estao indicados na Tabela 3.12.

Tabela 3.12: Medidas resumo de 10000 amostras de uma distribuigao exponencial
com parametro A = 1,5 (média=0,667 e desvio padrao=0,667)

Amostras média(X) ep(X) média(.S)
n =10 0,669 0,212 ~ 0,667/4/10 0,617 ~ 0,667
n=100 0,666 0,066 ~ 0,667/v/100 0,659 ~ 0,667
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3.9 Intervalo de confianga e tamanho da amostra

Em muitas situacoes, dados passiveis de andlise estatistica provem de varia-
veis observadas em unidades de investigacao (individuos, animais, corpos de
prova, residéncias etc.) obtidas de uma populacao de interesse por meio de
um processo de amostragem. Além de descrever e resumir os dados da amos-
tra, ha interesse em utilizd-los para fazer inferéncia sobre as distribuigoes
populacionais dessas variaveis. Essas populacoes sao, em geral, conceituais.
Por exemplo, na avaliagao de um determinado medicamento para diminuicao
da pressao arterial (X), a populagao de interesse nao se resume aos pacientes
de um hospital ou de uma regiao; o foco é a populagao de individuos (vivos
ou que ainda nascerdo) que poderdo utilizar essa droga. Nesse contexto,
as caracteristicas populacionais da diminuicao da pressao arterial possivel-
mente provocada pela administracao da droga sao desconhecidas e queremos
estimé-la (ou adivinhd-las) com base nas suas caracteristicas amostrais.

Nao temos duvidas sobre as caracteristicas amostrais. Se a droga foi
administrada a n pacientes e a reducdo média da pressao arterial foi de
X = 10 mmHg com desvio padrao S = 3 mmHG, ndo temos divida de que
“em média” a droga reduziu a pressao arterial em 10 mmHg nos individuos
da amostra. O problema é saber se o resultado obtido na amostra pode ser
extrapolado para a populacio, ou seja se podemos utilizar X para estimar
o valor esperado populacional (u), que ndo conhecemos e que nao conhe-
ceremos a nao ser que seja possivel fazer um censo. Obviamente, se foram
tomados cuidados na selecao da amostra e se o protocolo experimental foi
devidamente adotado, faz sentido supor que a reducao média da pressao
arterial induzida pela droga na populagao esteja proxima de 10 mmHg mas
precisamos entao especificar o que entendemos por “préxima’”. Isso pode ser
feito por intermédio do célculo da margem de erro, que, essencialmente,
¢ uma medida de nossa incerteza na extrapolacao dos resultados obtidos na
amostra para a populacao de onde assumimos que foi obtida.

A margem de erro depende do processo amostral, do desvio padrao amos-
tral S, do tamanho amostral n e é dada por me = kS/y/n em que k é uma
constante que depende do modelo probabilistico adotado e da confianca com
que pretendemos fazer a inferéncia. No caso de uma amostra aleatdria
simples de uma varidvel X obtida de uma populacao para a qual supomos
um modelo normal, a constante k para um intervalo com coeficiente de
confianga de 95,4% ¢é igual a 2. Esse valor corresponde a area sob a curva
normal entre o valor esperado menos dois desvios padroes (p— 20) e o valor
esperado mais dois desvios padroes (u + 20) como indicado na Figura 3.29.
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Figura 3.29: Areas sob a curva normal com valor esperado i e desvio padrao o

Para um coeficiente de confianca igual a 95%, & = 1,96. Quando o
tamanho da amostra é suficientemente grande, podemos utilizar esse valor,
mesmo quando a distribuicdo de onde foi obtida a amostra nao é normal.
A margem de erro correspondente a um coeficiente de confianca de 95% é
me = 1,965/y/n. Com base nessa margem de erro, podemos construir um
intervalo de confianga para o valor esperado populacional da varidvel X.
Os limites inferior e superior para esse intervalo sdo, respectivamente,

X —1,96S/v/n e X +1,96S/v/n. (3.21)

Se considerassemos um grande niimero de amostras dessa populagao sob as
mesmas condicoes, o intervalo construido dessa maneira conteria o verda-
deiro (mas desconhecido) valor esperado populacional (1) em 95% dos casos.
Dizemos entdo, que o intervalo de confianca tem confianca de 95%.

A guisa de exemplo, consideremos uma pesquisa eleitoral em que uma
amostra de n eleitores é avaliada quanto a preferéncia por um determinado
candidato. Podemos definir a varidvel resposta como X = 1 se o eleitor
apoiar o candidato e X = 0 em caso contrario. A média amostral de X é a
proporgao amostral de eleitores favoraveis ao candidato, que representamos
por p; sua variancia, p(1 — p)/n, pode ser estimada por p(1 — p)/n (veja o
Exercicio 32). Pode-se demonstrar que os limites inferior e superior de um
intervalo de confianca com 95% de confianca para a propor¢ao populacional
p de eleitores favoraveis ao candidato sao, respectivamente,

P— 19601 —p)/n e p+1,96/5(1 —p)/n. (3.22)

Se numa amostra de tamanho n = 400 obtivermos 120 eleitores favoraveis
ao candidato, a proporcao amostral serd p = 30% e entao podemos dizer que
com 95% de confianca a proporcao populacional p deve estar entre 25,5% e
34,5%.

Uma das perguntas mais frequentes com que o estatistico é defrontado
é: Qual € o tamanho da amostra necessdrio para que meus resultados sejam
(estatisticamente) vdlidos? Embora a pergunta faga sentido para quem a
apresentou, ela nao reflete exatamente o que se deseja e precisa ser reformu-
lada para fazer algum sentido passivel de analise estatistica. Nesse contexto,
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a pergunta apropriada seria: Qual € o tamanho da amostra necessdrio para
que meus resultados tenham uma determinada precisdo?

Especificamente no caso da estimagao da média (populacional) pu de uma
varidvel X, a pergunta seria Qual € o tamanho da amostra necessdrio para
que a estimativa X da média p tenha uma precisao €? A resposta pode ser
obtida da expressao (3.21), fazendo € = 1,965/+/n o que implica

n = (1,965/¢)%.

Entao, para a determinacao do tamanho da amostra, além da precisao dese-
jada e € preciso ter uma ideia sobre o desvio padrao S da varidvel sob inves-
tigacao. Essa informacao pode ser obtida por meio de uma amostra piloto
ou por intermédio de outro estudo com caracteristicas similares aquelas do
estudo que estd sendo planejado. Na falta dessas informactes, uma esti-
mativa grosseira do desvio padrao pode ser obtida como S = [max(X) —
min(X)]/4 ou S = [max(X) — min(X)]/6 (veja a Figura 3.29).

Para estimacao de proporc¢oes amostrais, o calculo do tamanho da amos-
tra pode ser baseado em (3.22). Nesse caso, ¢ = 1,96,/p(1 —p)/n o que
implica

n = [1,961/p(1 — p)/e]>.

Observando que o valor maximo de p(1 — p) é 0,25 e aproximando 1,96
por 2, o tamanho da amostra necessdrio para que a precisao aproximada
da estimativa da proporcao populacional seja de £ pontos percentuais é
n=1/ ¢2. Portanto para que a precisio seja de 3 pontos percentuais como
em pesquisas de intencao de votos, em geral, o tamanho da mostra devera
ser aproximadamente n = 1/(0.03)% = 1111.

Detalhes técnicos sobre a construcao de intervalos de confianga e de-
terminagao do tamanho da amostra podem ser encontrados em Bussab e
Morettin (2017) entre outros.

3.10 Transformacao de variaveis

Muitos procedimentos empregados em inferéncia estatistica sao baseados na
suposicao de que os valores de uma (ou mais) das varidveis de interesse
provém de uma distribuicao normal, ou seja, de que os dados associados a
essa variavel constituem uma amostra de uma populacao na qual a distri-
buigao dessa varidvel € normal. No entanto, em muitas situagoes de interesse
pratico, a distribuicao dos dados na amostra é assimétrica e pode conter va-
lores atipicos, como vimos em exemplos anteriores.

Se quisermos utilizar os procedimentos talhados para andlise de da-
dos com distribuicao normal em situacoes nas quais a distribuicao dos da-
dos amostrais é sabidamente assimétrica, pode-se considerar uma trans-
formacao das observagoes com a finalidade de se obter uma distribuicao
“mais simétrica” e portanto, mais préxima da distribuicao normal. Uma
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transformacao bastante usada com esse propdsito é

P, se p>0
2P = log(z), se p=0 (3.23)
—xP, se p<O0

Essa transformacao com 0 < p < 1 é apropriada para distribuicoes as-
simétricas a direita, pois valores grandes de x decrescem mais relativamente
a valores pequenos. Para distribuicoes assimétricas a esquerda, basta tomar
p > 1. Normalmente, consideramos valores de p na sequéncia

., —3,-2,—1,-1/2,—1/3,-1/4,0,1/4,1/3,1/2,1,2,3, ...

e para cada um deles construimos graficos apropriados (histogramas, boz-
plots) com os dados originais e transformados, com a finalidade de escolher
o valor mais adequado para p. Hinkley (1977) sugere que para cada valor
de p na sequéncia acima se calcule a média, a mediana e um estimador de
escala (desvio padrao ou algum estimador robusto) e entao se escolha o valor
que minimiza

média — mediana
dp = 24
P medida de escala’ (3.24)

que pode ser vista como uma medida de assimetria; numa distribuicao
simétrica, d, = 0.

Exemplo 3.5. Consideremos a varidavel concentracao de Fe em cascas de
arvores da espécie Tipuana tipu disponivel no arquivo arvores. Nas Figuras
3.30 e 3.31 apresentamos, respectivamente boxplots e histogramas para os
valores originais da varidvel, assim como para seus valores transformados
por (3.23) com p = 0,1/3 e 1/2. Observamos que a transformacao obtida
com p = 1/3 é aquela que gera uma distribuicdo mais préxima de uma
distribuicao simétrica.
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Figura 3.31: Histogramas com varidvel transformada.
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Muitas vezes, (em Andlise de Variancia, por exemplo) é mais impor-
tante transformar os dados de modo a “estabilizar” a variancia do que tornar
a distribuigao aproximadamente normal. Um procedimento idealizado para
essa finalidade é detalhado a seguir.

Suponhamos que X seja uma varidvel com E(X) = p e variancia depen-
dente da média, ou seja Var(X) = h?(u)o?, para alguma fungio h. Note-
mos que se h(p) = 1, entdo Var(X) = 0% = constante. Procuremos uma
transformagao X — ¢(X), de modo que Var[g(X)] = constante. Com esse
propésito, consideremos uma expansao de Taylor de g(X) ao redor de
g(p) até primeira ordem, ou seja

9(X) = g(p) + (X — p)g ().

em que g’ denota a derivada de g em relacao a . Entao,

Var[g(X)] ~ [¢ (1)]*Var(X) = [¢ (1)]*[h(1)]*0.

Para que a variancia da variavel transformada seja constante, devemos tomar

Por exemplo, se o desvio padrao de X for proporcional a p, tomamos
h(u) = u, logo ¢'(un) = 1/u e portanto g(p) = log(u) e devemos considerar
a transformacio (3.23) com p = 0, ou seja, y® = log(z). Por outro lado,
se a variancia for proporcional a média, entdo usando o resultado acima, é
facil ver que a transformacao adequada é g(z) = /x.

A transformagao (3.23) é um caso particular das transformacoes de
Box-Cox que sao da forma

g(x):{<mp_1)/p7 se p%o

(3.25)
log(x), se p=0.

Veja Box e Cox (1964) para detalhes.

3.11 Notas de capitulo

1) Variaveis continuas

Conceitualmente existem variaveis que podem assumir qualquer valor
no conjunto dos nimeros reais, como peso ou volume de certos pro-
dutos. Como na pratica, todas as medidas que fazemos tém valores
discretos, nao é possivel obter o valor 7 (que precisa ser expresso com
infinitas casas decimais) por exemplo, para peso ou volume. No en-
tanto, em geral, é possivel aproximar as distribuicoes de frequéncias
de varidveis com essa natureza por funcoes continuas (como a distri-
buigao normal) e é essa caracteristica que sugere sua classificacdo como
varidveis continuas.
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2)

Amplitude de classes em histogramas

Nos casos em que o histograma é obtido a partir dos dados de uma
amostra de uma populagao com densidade f(x), Freedman e Diaconis
(1981) mostram que a escolha

1 1/3
Og”) (3.26)

n

h =1,349S5 (

em que S é um estimador “robusto” do desvio padrao de X, minimiza o
desvio maximo absoluto entre o histograma e a verdadeira densidade
f(z). Em (3.26). Veja a Nota de Capitulo 4 para detalhes sobre
estimadores robustos do desvio padrao. O pacote R usa como default
o valor de h sugerido por Sturges (1926), dado por

W
h = ,
1+ 3,3221og(n)

(3.27)

sendo W a amplitude amostral e n o tamanho da amostra,

Defini¢ao de histograma

Consideremos um exemplo com K classes de amplitudes iguais a h. O
numero de classes a utilizar pode ser obtido aproximadamente como o
quociente (x(n) — x(l))/h em que x (1) € o valor minimo e z(,), o valor
maximo do conjunto de dados. Para que a drea do histograma seja
igual a 1, a altura do k-ésimo retangulo deve ser igual a fi/h. Cha-
mando Ty, k = 1,..., K, os pontos médios dos intervalos das classes,
o histograma pode ser construido a partir da seguinte funcao

n

flo) = " I~ dsh/2), (3.28)
=1

em que I(z;h) é a funcado indicadora do intervalo [—h, h], ou seja,

1 —h<z<h
I(z;h):{’ se <z<

0, em caso contrario

Para representar essa construcao, veja a Figura 3.32.
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4)

/()

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il
l‘ix

Figura 3.32: Detalhe para a construgao de histogramas.

Um estimador alternativo para o desvio padrao

Pode-se verificar que, para uma distribuicao normal e relacao entre a
distancia interquartis dg e o desvio padrao o satisfaz

dg = 1,3490.

Logo, um estimador “robusto” para o desvio padrao populacional é
S =dg/1,349.

Observe que substituindo S em (3.26), obtemos

logn>1/3

n

h%dQ(

que também pode ser utilizado para a determinacao do numero de
classes de um histograma.

Padronizagao de variaveis

Para comparacao de graficos QQ, por exemplo, convém transformar
varidveis com diferentes unidades de medida para deixa-las adimensio-
nais, com a mesma média e mesma variancia. Para esse efeito pode-se
padronizar uma varidvel X com média p e desvio padrao ¢ por meio
da transformagao Z = (X — u)/o. Pode-se mostrar (ver Exercicio 30)
que a varidvel padronizada Z tem média 0 e desvio padrao 1, indepen-
dentemente dos valores de p e o. Esse tipo de padronizagao também é
util em Andlise de Regressao (ver Capitulo 6) quando se deseja avaliar
a importancia relativa de cada varidvel por meio dos coeficientes do
modelo linear adotado.
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6) Bandas de confianca para graficos QQ

Seja {X1,..., X, } uma amostra aleatéria de uma variavel com fungao
distribuigdo F' desconhecida. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov
[ver Wayne (1990, paginas 319-330), por exemplo], dada por

KS = Supx|Fn(‘T) - FO(£)|

em que F;, é correspondente funcao distribuicao empirica, serve para
testar a hipétese F' = Fy. A distribuicao da estatistica K S é tabelada
de forma que se pode obter o valor critico ¢ tal que P(KS < t) =
1—a, 0 < a < 1. Isso implica que para qualquer valor x temos
P(|Fy(z) — Fy(z)] <t) =1 — o ou seja, que com probabilidade 1 — o
temos Fy(x) —t < Fy(x) < F,(x) + t. Consequentemente, os limites
inferior e superior de um intervalo de confianca com coeficiente de
confianga 1 — « para F' sdo respectivamente, Fy,(x) —t e Fy,(x)+t. Por
exemplo, essas bandas conterdo a funcio distribui¢do normal N (u, 0?),
denotada por @, se

Fu(w) —t < ®[(x — 1) /o] < Fy(a) +t

0 que equivale a ter uma reta contida entre os limites da banda definida
por
O [Fo(z) 1] < (& — p)/o < O [Fu(a) + 1]

3.12 Exercicios

1) O arquivo rehabcardio contém informagoes sobre um estudo de re-

abilitacao de pacientes cardiacos. Elabore um relatério indicando
possiveis inconsisténcias na matriz de dados e faga uma analise descri-
tiva das variaveis Peso, Altura, Coltot, HDL, LDL, Lesoes, Diabete e
HA. Com essa finalidade,

a) Construa distribui¢oes de frequéncias para as variaveis qualitati-
vas.

b) Construa histogramas, boxplots e graficos de simetria para as
varidveis continuas.

c¢) Construa uma tabela com medidas resumo para as variaveis continuas.

d) Avalie a compatibilidade de distribuigbes normais para as varidveis
continuas por meio de graficos QQ.

2) Considere os dados do arquivo antracose.

a) Construa uma tabela com as medidas de posigao e dispersao es-
tudadas para as varidveis desse arquivo.

b) Construa histogramas e bozxplots para essas variaveis e verifique
que transformacao é necessaria para tornar mais simétricas aque-

m qu imetri r questionada.

las e e a simetria pode se estionada
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3)

10)

11)

12)

Considere as varidveis Peso e Altura de homens do conjunto de dados
rehabcardio. Determine o ntimero de classes para os histogramas
correspondentes por meio de (3.26) e (3.27) e construa-os.

Considere o arquivo vento. Observe o valor atipico 61,1, que na rea-
lidade ocorreu devido a uma forte tempestade no dia 2 de dezembro.
Calcule as medidas de posicao e dispersao apresentadas na Secao 3.3.
Quantifique o efeito do valor atipico indicado nessas medidas.

Construa gréaficos ramo-e-folhas e bozplot para os dados do Exercicio
4.

Transforme os dados do Exercicio 4 por meio de (3.23) com p =
0,1/4,1/3,1/2,3/4 e escolha a melhor alternativa de acordo com a
medida d,, dada em (3.24).

Analise a varidvel Temperatura do arquivo poluicao.

Analise a varidvel Salario de administradores, disponivel no ar-
quivo salarios.

Construa um grafico ramo-e-folhas e um boxplot para os dados de preci-
pitagao atmosférica de Fortaleza disponiveis no arquivo precipitacao.

Construa gréficos de quantis e de simetria para os dados de manchas
solares disponiveis no arquivo manchas.

Uma outra medida de assimetria é
(Q3 — Q2) — (Q2 — Q1)
Q3 — Q1 ’
que € igual a zero no caso de distribuigoes simétricas. Calcule-a para
os dados do Exercicio 4.

A=

Os dados disponiveis no arquivo endometriose sao provenientes de um
estudo em que o objetivo é verificar se existe diferenca entre os grupos
de doentes e controles quanto a algumas caracteristicas observadas.

a) O pesquisador responsavel pelo estudo tem a seguinte pergunta:
pacientes doentes apresentam mais dor na menstruagao do que
as pacientes nao doentes? Que tipo de andlise vocé faria para
responder essa pergunta utilizando as técnicas discutidas neste
capitulo? Faga-a e tire suas conclusoes.

b) Compare as distribuigoes das varidveis idade e concentracao de
PCR durante a menstruacao (PCRa) para pacientes dos grupos
controle e doente utilizando medidas resumo (minimo, maximo,
quartis, mediana, média, desvio padrao, etc.), boxplots, histogra-
mas, graficos de médias e graficos QQ. Como vocé considerou os
valores < 0,5 da variavel PCRa nesses calculos? Vocé sugeriria
uma outra maneira para considerar tais valores?
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¢) Compare a distribuigdo da varidvel niimero de gestagoes para os
dois grupos por intermédio de uma tabela de frequéncias. Utilize
um método grafico para representa-la.

13) Os dados encontrados no arquivo esforco sdo provenientes de um
estudo sobre teste de esforgco cardiopulmonar em pacientes com insu-
ficiéncia cardiaca. As varidveis medidas durante a realizacao do teste
foram observadas em quatro momentos distintos: repouso (REP), li-
miar anaerébio (LAN), ponto de compensacao respiratério (PCR) e
pico (PICO). As demais varidveis sao referentes as caracteristicas de-
mograficas e clinicas dos pacientes e foram registradas uma tnica vez.

a) Descreva a distribuigao da varidvel consumo de oxigénio (VO2)
em cada um dos quatro momentos de avaliacao utilizando medi-
das resumo (minimo, méximo, quartis, mediana, média, desvio
padrao, etc.), boxplots e histogramas. Vocé identifica algum paci-
ente com valores de consumo de oxigénio discrepantes? Interprete
os resultados.

b) Descreva a distribuicdo da classe funcional NYHA por meio de
uma tabela de frequéncias. Utilize um método grafico para re-
presentar essa tabela.

14) Na tabela abaixo estao indicadas as duragoes de 335 lampadas.

. Ntimero de
Duragao (horas) lampadas
0+ 100 82
100 200 71
200 F 300 68
300 F 400 56
400 F 500 43
500 + 800 15

a) Esboce o histograma correspondente.

b) Calcule os quantis de ordem p=0,1; 0,3; 0,5; 0,7 e 0,9.

15) Os dados apresentados na Figura 3.33 referem-se aos instantes nos
quais o centro de controle operacional de estradas rodoviarias recebeu
chamados solicitando algum tipo de auxilio em duas estradas num
determinado dia.
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Estrada 1 | 12:07:00 AM | 12:58:00 AM | 01:24:00 AM | 01:35:00 AM | 02:05:00 AM
03:14:00 AM | 03:25:00 AM | 03:46:00 AM | 05:44:00 AM | 05:56:00 AM
06:36:00 AM | 07:26:00 AM | 07:48:00 AM | 09:13:00 AM | 12:05:00 PM
12:48:00 PM | 01:21:00 PM | 02:22:00 PM | 05:30:00 PM | 06:00:00 PM
07:53:00 PM | 09:15:00 PM | 09:49:00 PM | 09:59:00 PM | 10:53:00 PM
11:27:00 PM | 11:49:00 PM | 11:57:00 PM

Estrada 2 | 12:03:00 AM | 01:18:00 AM | 04:35:00 AM | 06:13:00 AM | 06:59:00 AM
08:03:00 AM | 10:07:00 AM | 12:24:00 PM | 01:45:00 PM | 02:07:00 PM
03:23:00 PM | 06:34:00 PM | 07:19:00 PM | 09:44:00 PM | 10:27:00 PM
10:52:00 PM | 11:19:00 PM | 11:29:00 PM | 11:44:00 PM

Figura 3.33: Planilha com instantes de realizacao de chamados solicitando auxilio
em estradas.

a) Construa um histograma para a distribui¢ao de frequéncias dos
instantes de chamados em cada uma das estradas.

b)

Calcule os intervalos de tempo entre as sucessivas chamadas e
descreva-os, para cada uma das estradas, utilizando medidas re-
sumo e graficos do tipo boxplot. Existe alguma relacao entre o
tipo de estrada e o intervalo de tempo entre as chamadas?

Por intermédio de um gréafico do tipo QQ, verifique se a dis-
tribuicao da varidvel Intervalo de tempo entre as chamadas
em cada estrada é compativel com um modelo normal. Faca o
mesmo para um modelo exponencial. Compare as distribuigoes
de frequéncias correspondentes as duas estradas.

16) As notas finais de um curso de Estatistica foram: 7, 5, 4, 5, 6, 3, 8, 4,
5,4,6,4,56,4,6,6,3,8,4,5,4,5 5e6.

a) Calcule a mediana, os quartis e a média.

b) Separe o conjunto de dados em dois grupos denominados apro-
vados, com nota pelo menos igual a 5, e reprovados. Compare
a variancia das notas desses dois grupos.

17) Considere o seguinte resumo descritivo da pulsagao de estudantes com
atividade fisica intensa e fraca:

Atividade N Média Mediana DP Min Max Q1 Q3
Intensa 30 79,6 82 10,5 62 90 70 85
Fraca 30 73,1 70 9,6 58 92 63 77

DP: desvio padrao
Q1: primeiro quartil
Q3: terceiro quartil

Indique se as seguintes afirmagcoes estao corretas, justificando a sua
respostas:

a) 5% e 50% dos estudantes com atividade fisica intensa e fraca,
respectivamente, tiveram pulsacao inferior a 70.
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b) A proporgao de estudantes com fraca atividade fisica com pulsagao
inferior a 63 é menor que a proporc¢ao de estudantes com atividade
fisica intensa com pulsagao inferior a 70.

c) A atividade fisica ndo tem efeito na média da pulsacdo dos estu-
dantes.

d) Mais da metade dos estudantes com atividade fisica intensa tém
pulsacao maior que 82.

18) Considere os gréficos bozplot da Figura 3.34. Quais deles correspon-
dem as pulsacoes dos estudantes submetidos a atividade fisica intensa
e fraca?

100
1

Figura 3.34: Bozplots para o Exercicio 18.

a)AeB Db)BeD ¢)AeC d)BeC

19) Os histogramas apresentados na Figura 3.35 mostram a distribuicao
das temperaturas (°C) ao longo de véarios dias de investigagdo para
duas regides (R1 e R2). Indique se as afirmagoes abaixo estao corretas,
justificando as respostas:
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R1 R2
6 6
5 5 4
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Figura 3.35: Histogramas para o Exercicio 19

a) As temperaturas das regides R1 e R2 tém mesma média e mesma
variancia.

b) N&o é possivel comparar as variancias.
c) A temperatura média da regidao R2 é maior que a de R1.

d) Astemperaturas das regides R1 e R2 tém mesma média e variancia
diferentes.

20) Na companhia A, a média dos saldrios é 10000 unidades e o 3° quartil
¢ 5000. Responda as seguintes perguntas, justificando a sua respostas.

a) Se voceé se apresentasse como candidato a funciondrio nessa firma
e se o seu saldrio fosse escolhido ao acaso entre todos os possiveis
saldrios, o que seria mais provavel: ganhar mais ou menos que
5000 unidades?

b) Suponha que na companhia B a média dos saldrios seja 7000
unidades, a varidncia praticamente zero e o saldrio também seja
escolhido ao acaso. Em qual companhia vocé se apresentaria para
procurar emprego, com base somente no salario?

21) Num conjunto de dados, o primeiro quartil é 10, a mediana é 15 e
o terceiro quartil é 20. Indique quais das seguintes afirmativas sao
verdadeiras, justificando sua resposta:

a) A distancia interquartis é 5.

b) O valor 32 seria considerado outlier segundo o critério utilizado
na construcao do bozplot.

¢) A mediana ficaria alterada de 2 unidades se um ponto com va-
lor acima do terceiro quartil fosse substituido por outro 2 vezes
maior.
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d) O valor minimo é maior do que zero.

22) A bula de um medicamento A para dor de cabega afirma que o tempo
médio para que a droga facga efeito é de 60 seg com desvio padrao de
10 seg. A bula de um segundo medicamento B afirma que a média
correspondente é de 60 seg com desvio padrao de 30 seg. Sabe-se que
as distribuicoes sao simétricas. Indique quais das seguintes afirmativas
sao verdadeiras, justificando sua resposta:

a) Os medicamentos sdo totalmente equivalentes com relacao ao
tempo para efeito pois as médias sao iguais.

b) Com o medicamento A, a probabilidade de cura de sua dor de
cabeca antes de 40 seg é maior do que com o medicamento B.

¢) Com o medicamento B, a probabilidade de vocé ter sua dor de
cabeca curada antes de 60 seg é maior que com o medicamento

A.

23) A tabela abaixo representa a distribui¢ao do niimero de dependentes
por empregado de uma determinada empresa.

Dependentes Frequéncia

1 40
2 50
3 30
4 20
5 10
Total 150

A mediana, média e moda cujos valores calculados por quatro es-
tagiarios, foram:

a) 50; 15; 50  b) 1;2,1; 1 ¢) 50,5; 50; 50 d) 1; 1; 1
Indique qual deles esta correto, justificando sua resposta.
24) Com relagao ao Exercicio 23, qual a porcentagem de empregados da
empresa com 2 ou mais dependentes?
a) 40,1% b) 50,1% «¢) 60,3% d) 73,3%

25) Num estudo na area de Oncologia, o niimero de vasos que alimentam
o tumor esta resumido na seguinte tabela.
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Tabela 3.13: Distribuigao de frequéncias do nimero de vasos que alimentam o
tumor

Numero de vasos Frequéncia

0F 5 8 (12%)
5F 10 23 (35%)
10 - 15 12 (18%)
15 F 20 9 (14%)
20 - 25 8 (12%)
25 + 30 6 (9%)
Total 66 (100%)

Indique a resposta correta.

a) O primeiro quartil é 25%.
b) A mediana esta entre 10 e 15.
¢) O percentil de ordem 10% ¢é 10.
d)

)

[§]

A distancia interquartis é 50.
Nenhuma das respostas anteriores.

26) Utilizando o mesmo enunciado da questao anterior, indique a resposta
correta:

a) Nao é possivel estimar nem a média nem a variancia com esses
dados.

b

c

d

e

A variancia é menor que 30.

A média estimada é 12,8.

Em apenas 35% dos casos, o nimero de vasos é maior que 10.
Nenhuma das anteriores.

)
)
)
)

27) Em dois estudos realizados com o objetivo de estimar o nivel médio de
colesterol total para uma populacao de individuos saudaveis observaram-
se os dados indicados na tabela seguinte:

Tabela 3.14: Medidas descritivas dos estudos A e B

Estudo n Média Desvio padrao
A 100 160 mg/dL 60 mg/dL
B 49 150 mg/dL 35 mg/dL

Indique a resposta correta:

a) Nao é possivel estimar o nivel médio de colesterol populacional
s6 com esses dados.
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b) Se os dois estudos foram realizados com amostras da mesma
populacdo nao deveria haver diferenca entre os desvios padroes
amostrais.

c¢) Com os dados do estudo B, o colesterol médio populacional pode
ser estimado com mais precisao do que com os dados do estudo

A.

d) Ambos os estudos sugerem que a distribuigdo do colesterol na
populagao é simétrica.

e) Nenhuma das respostas anteriores.
28) Considere um conjunto de dados {X1,...,X,}.

a) Obtenha a média e a variancia de Wy,..., W, em que W; =
X; + k com k denotando uma constante, em termos da média e
da variancia de X.

b) Calcule a média e a variancia de Vi,...,V,, em que V; = kX; com
k denotando uma constante, em termos da média e da variancia
de X.

29) Prove que S2, dado por (3.10) é um estimador ndo enviesado da
variancia populacional.

30) Considere os valores X1,..., X, de uma varidvel X, com média X e
desvio padrao S. Mostre que a varidvel Z, cujos valores sao Z; =
(X;—X)/S,i=1,...,n tem média 0 e desvio padrao 1.

31) Prove a relacdo (3.8). Como ficaria essa expressao para S2?

32) Considere uma amostra aleatéria simples X, ..., X, de uma varidvel
X que assume o valor 1 com probabilidade 0 < p < 1 e o valor 0 com
probabilidade 1 — p. Seja p=n""! Yo, Xi. Mostre que

i) E(X;) =p e Var(X;) = p(1 — p).
ii) E(p) = p e Var(p) = p(1 —p)/n.
iii) 0 < Var(X;) < 0,25.

Com base nesses resultados, utilize o Teorema Limite Central [ver Sen
et al. (2009), por exemplo| para construir um intervalo de confianga
aproximado conservador (i.e., com a maior amplitude possivel) para p.
Utilize o Teorema de Sverdrup [ver Sen et al. (2009), por exemplo] para
construir um intervalo de confianga aproximado para p com amplitude
menor que a do intervalo mencionado acima.

33) Com a finalidade de entender a diferenca entre “desvio padrao” e “erro
padrao”,
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a)

Simule 10000 dados de uma distribui¢ao normal com média 12 e
desvio padrao 4. Construa o histograma correspondente, calcule
a média e o desvio padrao amostrais e compare os valores obtidos
com aqueles utilizados na geracao dos dados.

Simule 500 amostras de tamanho n = 4 dessa populacao. Calcule
a média amostral de cada amostra, construa o histograma dessas
médias e estime o correspondente desvio padrao (que é o erro
padrao da média).

Repita os passos a) e b) com amostras de tamanhos n = 9 e
n = 100. Comente os resultados comparando-os com aqueles
preconizados pela teoria.

Repita os passos a) - ¢) simulando amostras de uma distribuigao
qui-quadrado com 3 graus de liberdade.
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CAPITULO 4

Analise de dados de duas

variaveils

Life is complicated, but not uninteresting.

Jerzy Neyman

4.1 Introducao

Neste capitulo trataremos da andlise descritiva da associagao entre duas
variaveis. De maneira geral, dizemos que existe associacao entre duas varidveis
se o conhecimento do valor de uma delas nos da alguma informacgao sobre
alguma caracteristica da distribui¢do (de frequéncias) da outra. Podemos
estar interessados, por exemplo, na associagao entre o grau de instrucao e o
salario de um conjunto de individuos. Diremos que existe associagao entre
essas duas varidaveis se o salario de individuos com maior nivel educacional
for maior (ou menor) que os saldrios de individuos com menor nivel edu-
cacional. Como na andlise de uma unica varidavel, também discutiremos o
emprego de tabelas e graficos para representar a distribuicao conjunta das
variaveis de interesse além de medidas resumo para avaliar o tipo e a mag-
nitude da associagao. Podemos destacar trés casos:

i) as duas varidveis sdo qualitativas;
ii) as duas varidveis sdo quantitativas;
iii) uma varidvel é qualitativa e a outra é quantitativa.

As técnicas para analisar dados nos trés casos acima sao distintas. No
primeiro caso, a andlise é baseada no niimero de unidades de investigacao
(amostrais ou populacionais) em cada cela de uma tabela de dupla entrada.
No segundo caso, as observagoes sao obtidas por mensuracoes, e técnicas
envolvendo graficos de dispersao ou de quantis sao apropriadas. Na terceira
situacao, podemos comparar as distribuigoes da varidvel quantitativa para
cada categoria da varidvel qualitativa.

Aqui, é importante considerar a classificagdo das varidveis segundo outra
caracteristica, intimamente ligada a forma de coleta dos dados. Variaveis
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explicativas (ou preditoras) sao aquelas cujas categorias ou valores sao
fixos, seja por planejamento, seja por condicionamento. Variaveis respos-
tas sao aquelas cujas categorias ou valores sao aleatorios.

Num estudo em que se deseja avaliar o efeito do tipo de aditivo adicio-
nado ao combustivel no consumo de automéveis, cada um de 3 conjuntos de
5 automoveis (de mesmo modelo) foi observado sob o tratamento com um de
4 tipos de aditivo. O consumo (em km/L) foi avaliado apés um determinado
periodo de tempo. Nesse contexto, a varidvel qualitativa “Tipo de aditivo”
(com 4 categorias) é considerada como explicativa e a varidvel quantitativa
“Consumo de combustivel” é classificada como resposta.

Num outro cenario, em que se deseja estudar a relagdo entre o nivel sérico
de colesterol (mg/dL) e o nivel de obstrucao coronariana (em %), cada pa-
ciente de um conjunto de 30 selecionados de um determinado hospital foi
submetido a exames de sangue e tomografico. Nesse caso, tanto a varidvel
“Nivel sérico de colesterol” quanto a varidvel “Nivel de obstrucao coronari-
ana” devem ser encaradas como respostas. Mesmo assim, sob um enfoque
condicional, em que se deseja avaliar o “Nivel de obstrucao coronariana”
para pacientes com um determinado “Nivel sérico de colesterol” a primeira
é encarada como variavel resposta e a segunda, como explicativa.

4.2 Duas variaveis qualitativas

Nessa situacao, as classes das duas varidveis podem ser organizadas numa
tabela de dupla entrada, em que as linhas correspondem aos niveis de uma
das varidveis e as colunas, aos niveis da outra.

Exemplo 4.1. Os dados disponiveis no arquivo coronarias contém da-
dos do projeto “Fatores de risco na doenga aterosclerdtica coronariana”,
coordenado pela Dra. Valéria Bezerra de Carvalho (INTERCOR). O ar-
quivo contém informacgoes sobre cerca de 70 varidveis observadas em 1500
individuos.

Para fins ilustrativos, consideramos apenas duas varidveis qualitativas
nominais, a saber, hipertensao arterial (X) e insuficiéncia cardiaca (Y') ob-
servadas em 50 pacientes, ambas codificadas com os atributos 0=nao tem e
1=tem. Nesse contexto, as duas varidveis sao classificadas como respostas.
A Tabela 4.1 contém a distribuicao de frequéncias conjunta das duas
variaveis.

Tabela 4.1: Distribuicao conjunta das varidveis X= hipertensao arterial e Y=
insuficiéncia cardiaca

Insuficiéncia Hipertensao arterial Total

cardiaca Tem Nao tem
Tem 12 4 16
Nao tem 20 14 34
Total 32 18 50
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Essa distribuicao indica, por exemplo, que 12 individuos tém hipertensao
arterial e insuficiéncia cardiaca, ao passo que 4 individuos nao tém hiper-
tensao e tém insuficiéncia cardiaca. Para efeito de comparacao com outros
estudos envolvendo as mesmas varidveis mas com numero de pacientes dife-
rentes, convém expressar os resultados na forma de porcentagens. Com esse
objetivo, podemos considerar porcentagens em relagao ao total da tabela,
em relacao ao total de suas linhas ou em relagao ao total de suas colunas.
Na Tabela 4.2 apresentamos as porcentagens correspondentes a Tabela 4.1
calculadas em relagao ao seu total.

Tabela 4.2: Porcentagens para os dados da Tabela 4.1 em relacao ao seu total

Insuficiéncia Hipertensao Total
cardiaca Tem Nao tem
Tem 24% 8% 32%
Nao tem 40% 28% 68%
Total 64% 36% 100%

Os dados da Tabela 4.2 permitem-nos concluir que 24% dos individuos ava-
liados tém hipertensao e insuficiéncia cardiaca, ao passo que 36% dos in-
dividuos avaliados nao sofrem de hipertensao.

Também podemos considerar porcentagens calculadas em relacao ao to-
tal das colunas como indicado na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Porcentagens com totais nas colunas

Insuficiéncia Hipertensao Total
cardiaca Tem Nao tem
Tem 37,5% 22,2% 32%

Nao tem 62,5% 77,8% 68%
Total 100,0%  100,0%  100,0%

Com base nessa tabela, podemos dizer que independentemente do status
desses individuos quanto & presenca de hipertensao, 32% tém insuficiéncia
cardiaca. Esse cédlculo de porcentagens é mais apropriado quando uma das
variaveis é considerada explicativa e a outra, considerada resposta.

No exemplo, apesar de o planejamento do estudo indicar que as duas
varidveis sao respostas (a frequéncia de cada uma delas nao foi fixada «a
priori), para efeito da anélise, uma delas (Hipertensao arterial) serd consi-
derada explicativa. Isso significa que ndo temos interesse na distribuicao de
frequéncias de hipertensos (ou nao) dentre os 50 pacientes avaliados apesar
de ainda querermos avaliar a associagao entre as duas varidveis. Nesse caso,
dizemos que a variavel “Hipertensao arterial” é considerada explicativa por
condicionamento. Se houvéssemos fixado a priori um certo niimero de hi-
pertensos e outro de nao hipertensos e entao observado quantos dentre cada
um desses dois grupos tinham ou nao insuficiéncia cardiaca, dirfamos que a
variavel “Hipertensao arterial” seria considerada explicativa por planeja-
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mento. Nesse contexto, apenas as porcentagens calculadas como na Tabela
4.3 fariam sentido. Um enfoque andlogo poderia ser adotado se fixdssemos
as frequéncias de “Insuficiéncia cardiaca” e considerassemos “Hipertensao
arterial” como varidvel resposta. Nesse cendrio, as porcentagens deveriam
ser calculadas em relacao ao total das linhas da tabela.

Num estudo idealizado para avaliar a preferéncia pela cor de um certo
produto, selecionaram-se 200 mulheres e 100 homens aos quais foi pergun-
tado se o preferiam nas cores vermelha ou preto. Os resultados estao dis-
postos na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Distribuigao conjunta das variaveis Sexo e Cor de preferéncia

Cor preferida Total

Sexo Vermelho Preto
Feminino 90 110 200
Masculino 30 70 100

Total 120 180 300

Neste caso, Sexo é uma variavel explicativa, pois as frequéncias foram
fixadas por planejamento e Cor preferida é a variavel resposta. Sé faz sentido
calcular as frequéncias relativas tendo como base o total das linhas, como
indicado na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Frequéncias relativas para a Tabela 4.4

Cor preferida Total

Sexo Vermelho Preto
Feminino 45% 55%  100%
Masculino 30% 70%  100%
Total 40% 60%  100%

A frequéncia relativa de mulheres (67%) e de homens (33%) no conjunto
de dados nao reflete a distribuigao de frequéncias de Sexo na populacgao.

Tabelas com a natureza daquelas descritas acima sao chamadas de ta-
belas de contingéncia ou tabelas de dupla entrada. Essas tabelas
sao classificadas como tabelas r X ¢ em que r é o ntimero de linhas e ¢ é o
numero de colunas. As tabelas apresentadas acima sdo, portanto, tabelas
2x 2. Se a varidavel X tiver 3 categorias e a varidvel Y, 4 categorias, a tabela
de contingéncia correspondente serd uma tabela 3 x 4.

Suponha, agora, que queiramos verificar se as varidaveis X e Y sao asso-
ciadas. No caso da Tabela 4.2 (em que as duas varidveis sdo consideradas
respostas), dizer que as varidveis nao sao associadas corresponde a dizer
que essas varidveis sdo (estatisticamente) independentes. No caso da
Tabela 4.3 (em que uma varidvel é considerada explicativa, por condicio-
namento e a outra é considerada resposta), dizer que as varidveis nao sao
associadas corresponde a dizer que as distribuigoes de frequéncias da varidvel
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resposta (“Insuficiéncia cardiaca”) para individuos classificados em cada ca-
tegoria da varidvel explicativa (“Hipertensao arterial”) sao homogéneas.
Esse também é o cendrio dos dados da Tabela 4.4, em que a variavel Sexo
é uma varidvel explicativa por planejamento e Cor preferida é a variavel
resposta.

Nas Tabelas 4.2 ou 4.3, por exemplo, ha diferengas, que parecem nao ser
“muito grandes”, o que nos leva a conjecturar que na populacao de onde
esses individuos foram extraidos, as duas varidveis nao sao associadas.
Para avaliar essa conjectura, pode-se construir um teste formal para essa
hipétese de inexisténcia de associacao (independéncia ou homogenei-
dade), ou seja, para a hipétese

H : X eY sao nao associadas.

Convém sempre lembrar que a hipdtese H refere-se a associacao entre as
variaveis X e Y na populacao (geralmente conceitual) de onde foi extraida
a amostra cujos dados estao dispostos na tabela. Nao ha duvidas de que na
tabela, as distribuicoes de frequéncias correspondentes as colunas rotuladas
por “Tem” e “Nao tem” hipertensao sao diferentes.

Se as duas varidveis nao fossem associadas, deveriamos ter porcentagens
iguais (ou aproximadamente iguais) nas colunas da Tabela 4.3 rotuladas
“Tem” e “Nao tem”. Podemos entao calcular as frequéncias esperadas
nas celas da tabela admitindo que a hipétese H seja verdadeira, ou
seja, admitindo que as frequéncias relativas de pacientes com ou sem hiper-
tensao fossem, respectivamente, 64% e 36%, independentemente de terem
ou nao insuficiéncia cardiaca. Por exemplo, o valor 10,2 corresponde a 64%
de 16, ou ainda, 10,2 = (32 x 16)/50. Observe que os valores foram arre-
dondados segundo a regra usual e que as somas de linhas e colunas sao as
mesmas da Tabela 4.1.

Tabela 4.6: Valores esperados das frequéncias na Tabela 4.3 sob H

Insuficiéncia Hipertensao Total
Cardiaca Tem Nao Tem
Tem 10,2 5,8 16
Nao Tem 21,8 12,2 34
Total 32 18 50

Denotando os valores observados por o; e os esperados por e;, @ =
1,2,3,4, podemos calcular os residuos r; = 0; — e; e verificar que ), r; = 0.
Uma medida da discrepancia entre o valores observados e aqueles esperados
sob a hipétese H é a chamada estatistica ou qui-quadrado de Pearson,

~ (01— &)’
2= 267 (4.1)
i=1 '

No nosso exemplo, x? = 1,3. Quanto maior esse valor, maior a evidéncia
de que a hipdtese H nao é verdadeira, ou seja de que as variaveis X e Y sao
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associadas (na populagao de onde foi extraida a amostra que serviu de base
para os calculos). Resta saber se o valor observado é suficientemente grande
para concluirmos que H nao é verdadeira. Com essa finalidade, terfamos que
fazer um teste formal, o que néo sera tratado nesse texto. Pode-se mostrar
que sob a hipétese H, a estatistica (4.1) segue uma distribui¢ao qui-quadrado
com numero de graus de liberdade igual a (r — 1)(c — 1) para tabelas r x ¢
de forma que a decisao de rejeitar ou nao a hipétese pode ser baseada nessa
distribuicdo. Para o exemplo, o valor x?> = 1,3 deve ser comparado com
quantis da distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Veja Bussab
e Morettin (2017), entre outros, para detalhes.

A prépria estatistica de Pearson poderia servir como medida da intensi-
dade da associagao mas o seu valor aumenta com o tamanho da amostra; uma
alternativa para corrigir esse problema é o coeficiente de contingéncia
de Pearson, dado por

(4.2)

Para o Exemplo 4.1, temos que C' = 1/1,3/(1,3 + 50) = 0,16, que é um
valor pequeno. Esse coeficiente tem interpretacao semelhante a do coefici-

ente de correlagao, a ser tratado na proxima secao. Mas enquanto esse
ultimo varia entre —1 e +1, o coeficiente C, como definido acima, nao va-
ria entre 0 e 1 (em mddulo). O valor méximo de C' depende do nimero
de linhas, r, e do niimero de colunas, ¢, da tabela de contingéncia. Uma
modificacao de C' é o coeficiente de Tschuprov,

_ X*/n
Vi =1)(c—1)

que atinge o valor méaximo igual a 1 quando » = ¢. No Exemplo 4.1, T =
0,16.

T (4.3)

Exemplo 4.2. A Tabela 4.7 contém dados sobre o tipo de escola cursada
por alunos aprovados no vestibular da USP em 2018.

Tabela 4.7: Frequéncias de alunos aprovados no vestibular de 2018 na USP

Tipo de escola Area do conhecimento
frequentada Biologicas Exatas Humanas Total
Publica 341 596 731 1668
Privada 1327 1957 2165 5449
Principalmente publica 100 158 178 436
Principalmente privada 118 194 196 508
Total 1886 2905 3270 8061

O valor da estatistica de Pearson (4.1) correspondente aos dados da
Tabela 4.7 é x? = 15; com base na distribuicio x? com 6 = (4 — 1)(3 — 1)
graus de liberdade obtemos p = 0,02 o que sugere uma associagao entre
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as duas varidveis (Tipo de escola e Area do conhecimento). No entanto,
essa conclusao nao tem significancia pratica, pois a estatistica de Pearson
tera um valor tanto maior quanto maior for o total da tabela, mesmo que
a associacdo entre as varidveis seja muito ténue'. Nesse contexto, convém
avaliar essa associagao por intermédio dos coeficientes de contingéncia de
Pearson (4.2) ou de Tschuprov (4.3), entre outros. Para o exemplo, seus
valores sao, respectivamente, 0,043 e 0,027, sugerindo uma associagao de

pequena intensidade.

Para comparar as preferéncias de formagao profissional entre alunos que
frequentaram diferentes tipos de escola, consideramos as frequéncias relati-
vas tomando como base os totais das linhas; os resultados estao dispostos
na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Frequéncias relativas de preferéncias por drea de conhecimento (por
tipo de escola)

Tipo de escola Area do conhecimento

frequentada Biolégicas Exatas Humanas  Total
Publica 20,5% 35,7% 43.8% 100,0%
Privada 24,4% 35,9% 39,7% 100,0%

Principalmente ptiblica 23,0% 36,2% 40,8% 100,0%
Principalmente privada 23,2% 38,2% 38,6%  100,0%
Total 23,4% 36,0% 40,6% 100,0%

Sem grande rigor, podemos dizer que cerca de 40% dos alunos que frequenta-
ram escolas publicas ou privadas, mesmo que parcialmente, matricularam-se
em cursos de Ciéncias Humanas, cerca de 36% de alunos com as mesmas
caracteristicas matricularam-se em cursos de Ciéncias Exatas e os demais
24% em cursos de Ciéncias Biolégicas. Note que foi necessario um ajuste em
algumas frequéncias relativas (por exemplo, o valor correspondente & cela
Escola Publica/Ciéncias Biolégicas deveria ser 20,4% e nao 20,5%) para que
o total somasse 100% mantendo os dados da tabela com apenas uma casa
decimal.

Se, por outro lado, o objetivo for avaliar o tipo de escola frequentado
por alunos matriculados em cada drea do conhecimento, devemos calcular
as frequéncias relativas tomando como base o total da colunas; os resultados
estao dispostos na Tabela 4.9 e sugerem que dentre os alunos que optaram
por qualquer das trés dreas, cerca de 21% sao oriundos de escolas piblicas,
cerca de 68% de escolas privadas com os demais 11% tendo cursado escolas
publicas ou privadas parcialmente.

!Essa caracteristica é conhecida como maldicéo (ou praga) da dimensionalidade.
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Tabela 4.9: Frequéncias relativas tipo de escola cursada (por drea do conheci-
mento)

Tipo de escola Area do conhecimento

frequentada Biolégicas Exatas Humanas  Total

Publica 18,1% 20,5% 22.4% 20,7%
Privada 70,3% 67,4% 66,2% 67,6%
Principalmente publica 5,3% 5,4% 5,4% 5,4%

Principalmente privada 6,3% 6,7% 6,0% 6,3%

Total 100,0%  100,0%  100,0%  100,0%

Em estudos que envolvem a mesma caracteristica observada sob duas
condigoes diferentes (gerando duas varidveis, X e Y, cada uma correspon-
dendo a observagao da caracteristica sob uma das condigdes), espera-se que
elas sejam associadas e o interesse recai sobre a avaliagao da concordancia
dos resultados em ambas as condicoes. Nesse contexto, consideremos um
exemplo em que as redagoes de 445 alunos sao classificadas por cada um de
dois professores (A e B) como “ruim”, “média” ou “boa” com os resultados
resumidos na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Frequéncias de redagoes classificadas por dois professores

Professor B
Professor A ruim média boa

ruim 192 1 5
média 2 146 5
boa 11 12 71

Se todas as frequéncias estivessem dispostas ao longo da diagonal principal
da tabela, dirfamos que a haveria completa concordancia entre os dois pro-
fessores com relagao ao critério de avaliagao das redacoes. Como em geral
isso nao acontece, é conveniente construir um indice para avaliar a magni-
tude da concordancia. Uma estimativa do indice denominado x de Cohen
(1960), construido com esse propdsito é

3 3
Z Dii — Z Di+P+i
i=1 i=1

3
1- ZPHPH
=1

Nessa expressao, p;; representa frequéncia relativa associada a cela corres-
pondente a linha i e coluna j da tabela e p;; e py; representam a soma
das frequéncias relativas associadas a linha i e coluna j, respectivamente.
O numerador corresponde a diferenca entre a soma das frequéncias relati-
vas correspondentes a diagonal principal da tabela e a soma das frequéncias
relativas que seriam esperadas se as avaliagoes dos dois professores fossem

R =

)
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independentes. Portanto, quando ha concordancia completa, Z?:l pii = 1,
o numerador é igual ao denominador e o valor da estimativa do indice de
Cohen é k = 1. Quando a concordancia entre as duas varidveis é menor do
que a esperada pelo acaso, ¥ < 0. Uma estimativa da varidncia de k obtida
por meio do método Delta é

o -l
(1 —>2pii) 2D pii 2 PivPvi — 2 Pii(Pit + P1i)]
(1- ZZ pitp+i)?
N (1= 325 pi)* (22 22 pi (Pt + p1j)® — 422 Pin D+l }
(1 =2 pirp+i)?

Para os dados da Tabela 4.10, em que ha forte evidéncia de associagao
entre as duas varidveis (x? = 444,02, gl = 4, p < 0,001) temos k = 0,87 suge-
rindo uma “boa” concordancia entre as avaliacoes dos dois professores®. Na
Tabela 4.11, por outro lado, temos k = —0,41, sugerindo uma concordancia
muito fraca entre as duas variaveis, embora também haja forte evidéncia de
associacao (x? = 652,44, gl = 4,p < 0,001).

2
+

Tabela 4.11: Frequéncias de redagoes classificadas por dois professores

Professor B
Professor A ruim média boa

ruim 1 146 12
média 5 5 71
boa 192 2 11

Embora o nivel de concordancia medido pelo indice x seja subjetivo e
dependa da area em que se realiza o estudo gerador dos dados, ha autores
que sugerem regras de classificagdo, como aquela proposta por Viera and
Garrett (2005) e reproduzida na Tabela 4.12

Tabela 4.12: Niveis de concordancia segundo o indice x de Cohen

k de Cohen Nivel de concordancia
<0 Menor do que por acaso
0,01-0,20  Leve
0,21-0,40  Razoavel
0,41-0,60  Moderado
0,61-0,80  Substancial
0,81-0,99  Quase perfeito

Para salientar discordancias mais extremas como no exemplo, um pro-
fessor classifica a redacdo como “ruim” e o outro como “boa”, pode-se con-

2Para uma interpretacdo ingénua sobre o significado do valor-p, consulte a Nota de
Capitulo 8.
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siderar o indice k ponderado, cuja estimativa é

3 3 3 3
Z Z WigPij — Z Z WijPi+D+j
~ i=1j=1 i=1 j=1
fp = 3 3 ’
I Z Z WijPitP+j
i=1 j=1

em que wjj;,4,j = 1,2,3 é um conjunto de pesos convenientes. Por exemplo,
wi =1, wij =1—(i—7)/(I —1) em que I é o nliimero de categorias em que
a caracteristica de interesse é classificada. Para o exemplo, wis = wo; =
w23:w32:1—1/2:1/2, w13:w31:1—2/2:0.

Risco atribuivel, risco relativo e razao de chances

Em muitas areas do conhecimento hé interesse em avaliar a associacao
entre um ou mais fatores de risco e uma variavel resposta. Num estudo
epidemiolégico, por exemplo, pode haver interesse em avaliar a associagao
entre o habito tabagista (fator de risco) e a ocorréncia de algum tipo de
cancer pulmonar (varidvel resposta). Um exemplo na area de Seguros pode
envolver a avaliacdo da associacao entre estado civil e sexo (considerados
como fatores de risco) e o envolvimento em acidente automobilistico (varidvel
resposta).

No primeiro caso, os dados (hipotéticos) obtidos de uma amostra de
50 fumantes e 100 nao fumantes, por exemplo, para os quais se observa
a ocorréncia de cancer pulmonar apds um determinado periodo podem ser
dispostos no formato da Tabela 4.13. Esse tipo de estudo em que se fixam os
niveis do fator de risco (hébito tabagista) e se observa a ocorréncia do evento
de interesse (cancer pulmonar) apés um determinado tempo é conhecido
como estudo prospectivo.

Tabela 4.13: Frequéncias de doentes observados num estudo prospectivo

Habito Cancer pulmonar Total
tabagista sem com
nao fumante 80 20 100
fumante 35 15 50

Para a populacao da qual essa amostra é considerada oriunda (e para a qual
se quer fazer inferéncia), a tabela correspondente pode ser esquematizada
como indicado na Tabela 4.14.

Tabela 4.14: Probabilidades de ocorréncia de doenga

Habito Cancer pulmonar Total
tabagista sem com
nao fumante 1 — mg o 1
fumante 1—m m 1
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O parametro my corresponde & probabilidade® de que individuos que sa-
bemos ser nao fumantes contrairem cancer pulmonar; analogamente,
corresponde a probabilidade de que individuos que sabemos ser fumantes
contrairem cancer pulmonar.

Nesse contexto podemos definir algumas medidas de associagao (entre o
fator de risco e a varidvel resposta).

i) Risco atribuivel: d = m; — 7, que corresponde & diferenga entre as
probabilidades (ou riscos) de ocorréncia do evento de interesse para
expostos e nao expostos ao fator de risco.

ii) Risco relativo: r = 71 /my, que corresponde ao quociente entre as
probabilidades de ocorréncia do evento de interesse para expostos e
nao expostos ao fator de risco.

iii) Razao de chances (odds ratio) : w = [r1/(1—m1)]/[m0/(1—mp)], que
corresponde ao quociente entre as chances de ocorréncia do evento de
interesse para expostos e ndo expostos ao fator de risco.?

No exemplo da Tabela 4.13 essas medidas de associagao podem ser esti-
madas como

i) Risco atribuivel: d = 0,30 — 0,20 = 0,10 (o risco de ocorréncia de
cancer pulmonar aumenta de 10% para fumantes relativamente aos
nao fumantes).

ii) Risco relativo: 7= 0,30/0,20 = 1,50 (o risco de ocorréncia de cancer
pulmonar para fumantes é 1,5 vezes o risco correspondente para nao
fumantes).

iii) Chances: a estimativa de chance de ocorréncia de cancer pulmonar
para fumantes é 0,429 = 0,30/0,70; a estimativa da chance de ocorréncia
de cancer pulmonar para nao fumantes é 0,250 = 0,20/0,80.

iiv) Razdo de chances: & = 0,429/0,250 = 1,72 (a chance de ocorréncia de
cancer pulmonar para fumantes é 1,72 vezes a chance correspondente
para nao fumantes).

FEm geral, embora a medida de associacao de maior interesse pratico pela
facilidade de interpretacao, seja o risco relativo, a razao de chances talvez
seja a mais utilizada na pratica. Primeiramente, observemos que

_ 71'1/(1—71’1) _Tl—ﬂ'o
_71'0/(1*71'0) - 1*7‘1’1

30 termo “frequéncia relativa” é substituido por “probabilidade” quando nos referimos
as caracteristicas populacionais (veja a Secao 3.5).

4Lembremos que probabilidade é uma medida de frequéncia de ocorréncia de um
evento (quanto maior a probabilidade de um evento, maior a frequéncia com que ele
ocorre) cujos valores variam entre 0 e 1 (ou entre 0% e 100%). Uma medida de frequéncia
equivalente mas com valores entre 0 e co é conhecida como chance (odds). Por exemplo,
se um evento ocorre com probabilidade 0.8 (80%), a chance de ocorréncia é 4 (= 80% /
20%) ou mais comumente de 4 para 1, indicando que em cinco casos, o evento ocorre em
4 e nao ocorre em 1.

— 71, quando mg e T, — 0
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ou seja, para eventos raros [cujas probabilidade 7 ou 7y s@o muito peque-
nas|, a razao de chances serve como uma boa aproximacao do risco relativo.

Em geral, estudos prospectivos com a natureza daquele que motivou a
discussao acima nao sao praticamente vidveis em funcao do tempo decorrido
até o diagnéstico da doenca. Uma alternativa é a condugao de estudos re-
trospectivos em que, por exemplo, sao selecionados 35 pacientes com e 115
pacientes sem cancer pulmonar e se determina (a posteriori) quais dentre
eles eram fumantes e nao fumantes. Nesse caso, os papéis das variaveis expli-
cativa e resposta se invertem, sendo o status relativo a presenca da moléstia
encarado como variavel explicativa e o hdbito tabagista, como varidvel res-
posta. A Tabela 4.15 contém dados hipotéticos de um estudo retrospectivo
planejado com o mesmo intuito do estudo prospectivo descrito acima, ou
seja, avaliar a associagao entre tabagismo e ocorréncia de cancer de pulmao.

Tabela 4.15: Frequéncias de fumantes observados num estudo retrospectivo

Habito Cancer pulmonar
tabagista sem com
nao fumante 80 20
fumante 35 15
Total 115 35

A Tabela 4.16 representa as probabilidades pertinentes.

Tabela 4.16: Probabilidades de hébito tabagista

Haébito Cancer pulmonar
tabagista sem com
nao fumante 1 — pg 1—p
fumante Do 1
Total 1 1

O parametro pg corresponde a probabilidade de que individuos que sabemos
nao ter cancer pulmonar serem fumantes; analogamente, p; corresponde a
probabilidade que individuos que sabemos ter cancer pulmonar serem nao
fumantes. Nesse caso, nao é possivel calcular nem o risco atribuivel nem o
risco relativo, pois nao se conseguem estimar as probabilidades de ocorréncia
de cancer pulmonar, m ou my para fumantes e nao fumantes, respectiva-
mente. No entanto, pode-se demonstrar (ver Nota de Capitulo 1) que a
razao de chances obtida por meio de um estudo retrospectivo é igual aquela
que seria obtida por intermédio de um estudo prospectivo correspondente
ou seja
oo P/ =p)  m/(L—m)
po/(1=po)  mo/(1—mo)

Num estudo retrospectivo, pode-se afirmar que a chance de ocorréncia do
evento de interesse (cancer pulmonar, por exemplo) para individuos expostos
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ao fator de risco é w vezes a chance correspondente para individuos nao
expostos, embora nao se possa estimar quanto valem essas chances.

Detalhes sobre estimativas e intervalos de confiancga para o risco relativo
e razao de chances sao apresentados na Nota de Capitulo 7.

A partir das frequéncias da Tabela 4.15 podemos estimar a chance de
um individuo ser fumante dado que tem cancer pulmonar como 0,751 =
0,429/0,571 e a chance de um individuo ser fumante dado que nao tem
cancer pulmonar como 0,437 = 0,304/0,696; a estimativa da razao de chan-
ces correspondente é w = 0,751/0,437 = 1,72. Essas chances nao sao aquelas
de interesse pois gostariamos de conhecer as chances de ter cancer pulmonar
para individuos fumantes e ndo fumantes. No entanto a razao de chances
tem o mesmo valor que aquela calculada por meio de um estudo prospectivo,
ou seja, a partir da anélise dos dados da Tabela 4.15, nao é possivel estimar
a chance de ocorréncia de cancer pulmonar nem para fumantes nem para
nao fumantes mas podemos concluir que a primeira é 1,72 vezes a segunda.

Avaliacao de testes diagndsticos

Dados provenientes de estudos planejados com o objetivo de avaliar a
capacidade de testes laboratoriais ou exames médicos para diagnostico de al-
guma doenca envolvem a classificacao de individuos segundo duas varidveis;
a primeira corresponde ao verdadeiro status relativamente & presenca da
moléstia (doente ou ndo doente) e a segunda ao resultado do teste (positivo
ou negativo). Dados correspondentes aos resultados de um determinado
teste aplicado a n individuos podem ser dispostos no formato da Tabela
4.17.

Tabela 4.17: Frequéncia de pacientes submetidos a um teste diagndstico

Verdadeiro Resultado do teste Total
status positivo (T+4) negativo (T-)
doente (D) nii ni12 ni+
nao doente (ND) N9l n99 Not
Total N4 N2 n

Aqui, n;; corresponde a frequéncia de individuos com o i-ésimo status
relativo & doenca (i = 1 para doentes e i = 2 para nao doentes) e j-ésimo
status relativo ao resultado do teste (j = 1 para resultado positivo e j = 2
para resultado negativo). Além disso, n;y = ni + no e nyj = nij + naj,
1,7 = 1,2. As seguintes caracteristicas associadas aos testes diagndstico sao
bastante utilizadas na pratica.

i) Sensibilidade: corresponde a probabilidade de resultado positivo
para pacientes doentes [S = P(T + |D)] e pode ser estimada por
5 =ni1/niy;

ii) Especificidade: corresponde a probabilidade de resultado negativo
para pacientes nao doentes [E = P(T — |[ND)] e pode ser estimada
por e = ngz/nay;
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iii) Falso positivo: corresponde & probabilidade de resultado positivo
para pacientes nao doentes [F'P = P(T + |ND)]| e pode ser estimada

por fp = nai/nay;

iv) Falso negativo: corresponde & probabilidade de resultado negativo
para pacientes doentes [FN = P(T — |D)] e pode ser estimada por
fn=mniz/niy;

v) Valor preditivo positivo: corresponde a probabilidade de que o
paciente seja doente dado que o resultado do teste é positivo [V PP =
P(D|T+)] e pode ser estimada por vpp = ni1/n4q;

vi) Valor preditivo negativo: corresponde a probabilidade de que o
paciente nao seja doente dado que o resultado do teste é negativo
[VPN = P(ND|T—)] e pode ser estimada por vpn = naa/na;

vii) Acurdcia: corresponde & probabilidade de resultados corretos [AC =
P{(DNT+)U(NDNT-)}] e pode ser estimada por ac = (n11+na2)/n.

Estimativas das varidncias dessas caracteristicas estao apresentadas na Nota
de Capitulo 7.

A sensibilidade de um teste corresponde & proporc¢ao de doentes identifi-
cados por seu intermédio, ou seja, é um indicativo da capacidade de o teste
detectar a doenca. Por outro lado, a especificidade de um teste corresponde
a sua capacidade de identificar individuos que nao tém a doenga.

Quanto maior a sensibilidade de um teste, menor ¢é a possibilidade de que
indique falsos positivos. Um teste com sensibilidade de 95%, por exemplo,
consegue identificar um grande numero de pacientes que realmente tém a
doenca e por esse motivo testes com alta sensibilidade sao utilizados em
triagens. Quanto maior a especificidade de um teste, maior é a probabilidade
de apresentar um resultado negativo para pacientes que nao tém a doenca.
Se, por exemplo, a especificidade de um teste for de 99% dificilmente um
paciente que nao tem a doenca terd um resultado positivo. Um bom teste é
aquele que apresenta alta sensibilidade e alta especificidade, mas nem sempre
isso é possivel.

O valor preditivo positivo indica a probabilidade de um individuo ter a
doenca dado que o resultado do teste é positivo e o valor preditivo negativo
indica a probabilidade de um individuo nao ter a doenc¢a dado um resultado
negativo no teste.

Sensibilidade e especificidade sdo caracteristicas do teste, mas tanto o va-
lor preditivo positivo quanto o valor preditivo negativo dependem da pre-
valéncia (porcentagem de individuos doentes na populacao) da doenca.
Consideremos um exemplo em que o mesmo teste diagnéstico é aplicado em
duas comunidades com diferentes prevaléncias de uma determinada doenca.
A Tabela 4.18 contém os dados (hipotéticos) da comunidade em que a doenca
é menos prevalente e a Tabela 4.19 contém os dados (hipotéticos) da comu-
nidade em que a doenga é mais prevalente.
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Tabela 4.18: Frequéncia de pacientes submetidos a um teste diagndstico (pre-
valéncia da doenca = 15%)

Verdadeiro Resultado do teste Total
status positivo (T+) negativo (T-)
doente (D) 20 10 30
nao doente (ND) 80 90 170
Total 100 100 200

Tabela 4.19: Frequéncia de pacientes submetidos a um teste diagndstico (pre-
valéncia da doenga = 30%)

Verdadeiro Resultado do teste Total
status positivo (T+4) negativo (T-)
doente (D) 40 20 60
nao doente (ND) 66 74 140
Total 106 94 200

Os valores estimados para a sensibilidade, especificidade, valores predi-
tivo positivo e negativo além da acurécia estao dispostos na Tabela 4.20

Tabela 4.20: Caracteristicas do teste aplicado aos dados das Tabelas 4.18 e 4.19

Populacao com doenca
Caracteristica menos prevalente mais prevalente

Sensibilidade 67% 67%
Especifidade 53% 53%
VPP 20% 38%
VPN 90% 79%
Acuricia 55% 57%

4.3 Duas variaveis quantitativas

Uma das principais ferramentas para avaliar a associagao entre duas varidveis
quantitativas é o grafico de dispersao. Consideremos um conjunto de n
pares de valores (x;,y;) de duas varidveis X e Y'; o grafico de dispersao cor-
respondente é um grafico cartesiano em que os valores de uma das variaveis
sao colocados no eixo das abscissas e os da outra, no eixo das ordenadas.

Exemplo 4.3 Os dados contidos na Tabela 4.21, disponiveis no arquivo
figado, correspondem a um estudo cujo objetivo principal era avaliar a as-
sociacdo entre o volume (em?) do lobo direito de figados humanos medido
ultrassonograficamente e o seu peso (g). Um objetivo secundério era avaliar
a concordancia de medidas ultrassonogréficas do volume (Volumel e Vo-
lume2) realizadas por dois observadores. O volume foi obtido por meio da
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média das duas medidas ultrassonograficas. Detalhes podem ser obtidos em
Zan (2005).

O gréfico de dispersao correspondente as varidveis Volume e Peso estd
apresentado na Figura 4.1. Nesse grafico pode-se notar que a valores menores
do volume correspondem valores menores do peso e a valores maiores do
volume correspondem valores maiores do peso, sugerindo uma associagao
positiva e possivelmente linear entre as duas varidveis. Além disso, o grafico
permite identificar um possivel ponto discrepante (outlier) correspondente a
unidade amostral em que o volume é 725¢m? e o peso é 944,7g. A utilizacdo
dessas constatagoes para a construcao de um modelo que permita estimar o
peso como funcao do volume é o objeto da técnica conhecida como Analise
de Regressao que serd considerada no Capitulo 6.

Tabela 4.21: Peso e volume do lobo direito de enxertos de figado

Volumel (¢cm?®)  Volume2 (cm?) Volume (cm?®) Peso (g)

672,3 640,4 656,3 630
636,6 697,8 692,2 745
583,1 592,4 587,7 690
850,1 7471 798,6 890
729,2 803,0 766,1 825
776,3 823.3 799.8 960
715,1 671,1 693,1 835
634,5 570,2 602,3 570
773.,8 701,0 737.4 705
928.3 913,6 920,9 955
916,1 929.5 922.8 990
983,2 906,2 944,7 725
750,5 881,7 816,1 840
571,3 596,9 584,1 640
646,8 637.4 642,1 740
1021,6 917.5 969,6 945
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Figura 4.1: Grafico de dispersao entre peso e volume do lobo direito de enxertos
de figado.

Dado um conjunto de n pares (z;,y;), a associacao (linear) entre as
variaveis quantitativas X e Y pode ser quantificada por meio do coeficiente
de correlacao (linear) de Pearson, definido por

> iz (zi —T)(yi — 7) '
i (=22 i (v — )2

Pode-se mostrar que —1 < rp < 1 e, na pratica, se o valor rp estiver
proximo de —1 ou +1, pode-se dizer que as varidaveis sao fortemente asso-
ciadas ou (linearmente) correlacionadas; por outro lado, se o valor de rp
estiver préximo de zero, dizemos que as varidveis sao nao correlacionadas.
Quanto mais proximos de uma reta estiverem os pontos (z;,y;), maior serd
a intensidade da correlagao (linear) entre elas.

Nao ¢ dificil mostrar que

rp = (4.4)

Yo XY —nTY

(Siya? - na?) (T, 2 — )]

Essa expressao é mais conveniente que (4.4), pois basta calcular: (a) as
médias amostrais T e 7; (b) a soma dos produtos x;y; e (c) a soma dos
quadrados dos z; e a soma dos quadrados dos y;.

Para os dados do Exemplo 4.3, o coeficiente de correlacao de Pearson é
0,76. Se excluirmos o dado discrepante identificado no grafico de dispersao,
o valor do coeficiente de correlagao de Pearson é 0,89, evidenciando a falta
de robustez desse coeficiente relativamente a observacoes com essa natureza.
Nesse contexto, uma medida de associagdo mais robusta é o coeficiente de
correlagao de Spearman, cuja expressao é similar & (4.4) com os valores das
varidveis X e Y substituidos pelos respectivos postos.® Mais especifica-

rp = (4.5)

50 posto de uma observacdo x; é o indice correspondente & sua posicio no conjunto
ordenado w1y < z(2) < ... < x(n). Por exemplo, dado o conjunto de observagoes z1 = 4,
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Figura 4.2: Grafico de dispersao entre valores de duas varidveis X e Y.

mente, o coeficiente de correlagao de Spearman é

rs = i (Ri — R)(Si = 5) )
T (R — B2 (S — S)21 2 :

em que R; corresponde ao posto da i-ésima observacao da variavel X entre
seus valores e R & média desses postos e S; e S tém interpretacio similar
para a varidvel Y. Para efeito de calculo pode-se mostrar que a expressao
(4.6) é equivalente a

rs = 1= 6 (R; = Si)*/In(n ~ 1) (4.7)

Os dados correspondentes a Figura 4.2 foram gerados a partir da ex-
pressao y; = 1+ 0,25z; 4+ e; com e; simulado a partir de uma distribuigao
normal padrao e com as trés ultimas observagoes acrescidas de 15. Para es-
ses dados obtemos rp = 0.768 e rg = 0.926. Eliminando as trés observagoes
com valores discrepantes, os coeficientes de correlacdo correspondentes sao
rp = 0.881 e rg = 0.882, indicando que o coeficiente de Spearman é mais
sensivel a associacoes nao lineares.

Em resumo, o coeficiente de correlacao de Spearman é mais apropriado
para avaliar associacoes nao lineares, desde que sejam monotodnicas, i.e.,
em que os valores de uma das varidveis s6 aumentam ou sé diminuem con-
forme a segunda varidvel aumenta (ou diminui). Os dados representados na
Figura 4.3 foram gerados a partir da expressao y; = exp(0.4x;),i = 1,...,20.

xo =7, x3 =5, za = 13, x5 = 6, x¢ = 5, 0 posto correspondente & x5 é 4. Quando ha
observagdes com o mesmo valor, o posto correspondente a cada uma delas é definido como
a média dos postos correspondentes. No exemplo, os postos das observagoes x3 e xg sao
iguais a 2,5 = (2+ 3)/2.
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Figura 4.3: Grafico de dispersdo entre valores de duas varidveis X e Y.

Nesse caso, os valores dos coeficientes de correlagao de Pearson e de
Spearman sao, respectivamente, rp = 0.742 e rg = 1 indicando que apenas
este ultimo é capaz de realcar a associacdo perfeita entre as duas variaveis.

Particao e janelamento

Um grafico de dispersao para as variaveis concentragao de mondxido de
carbono (CO) e temperatura temp disponiveis no arquivo poluicao estd apre-
sentado na Figura 4.4 e nao evidencia uma associacao linear entre as duas
variaveis. Para avaliar uma possivel associagdo nao linear é possivel consi-
derar diferentes medidas resumo de uma das varidveis (temp, por exemplo)
para diferentes intervalos de valores da segunda varidvel, (temp, por exem-
plo) com o mesmo nimero de pontos, como indicado na Tabela 4.22.
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Figura 4.4: Grafico de dispersao entre valores de duas varidveis X e Y.
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Tabela 4.22: Medidas resumo para CO em diferentes intervalos de temp

Medida Intervalo de temperatura
resumo (CO) 12,0-16,0 16,0-17,7 17,7-187 18,7-21,0
n; 29 31 31 29
Q1 6,3 6,5 6,4 6,3
Mediana 7,2 7,0 7.4 6,9
Qs 8,8 7,8 8,2 8,3
Média 7,6 7,2 7,6 7,5

Outra alternativa é considerar bozxplots para CO em cada intervalo de
temperatura como na Figura 4.5.

12

|

CO

T T T T
12.0-16.0 16.0-17.7 17.7-18.7 18.7-21.0
Intervalos de temperatura

Figura 4.5: Boxplots para CO em diferentes intervalos de temperatura.

Embora a mediana de CO varie entre os diferentes intervalos de tem-
peratura, nao ha uma indicacdo clara de que essa variagao indique uma
associagao clara entre as varidveis. Os bozplots da Figura 4.5 sugerem que
a variabilidade da concentracao de CO é maior para o intervalo de tempe-
raturas de 12 a 16 graus, atingindo aqui niveis maiores do que nos outros
intervalos. Além disso, essa andlise mostra que tanto o primeiro quartil
quanta a mediana de CO sao aproximadamente constantes ao longo dos in-
tervalos, o que nao acontece com o terceiro quartil.

Graficos de perfis individuais

Para dados longitudinais, i.e., aqueles em que a mesma varidvel resposta
é observada em cada unidade amostral mais do que uma vez ao longo do
tempo (ou de outra escala ordenada, como distancia de uma fonte poluidora,
por exemplo), uma das ferramentas descritivas mais importantes sao os cha-
mados graficos de perfis individuais. Eles sao essencialmente graficos
de dispersao (com o tempo na abscissa e a resposta na ordenada) em que os
pontos associados a uma mesma unidade amostral sdo unidos por segmen-
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tos de reta. Em geral, os perfis médios sao sobrepostos a eles. Esse tipo de
grafico pode ser utilizado para sugerir modelos de regressao (ver Capitulo 6)
construidos para modelar o comportamento temporal da resposta esperada
e também para identificar possiveis unidades ou observagoes discrepantes.

Exemplo 4.4. Os dados do arquivo lactato foram obtidos de um estudo
realizado na Escola de Educagao Fisica da Universiade de Sao Paulo com
o objetivo de comparar a evolucdo da concentracao sérica de lactato de
s6dio (mmol/L) como funcao da velocidade de dois grupos de atletas: 14
fundistas e 12 triatletas. A concentracao sérica de lactato de sédio tem sido
utilizada como um indicador da condicao fisica de atletas. Nesse estudo,
cada atleta correu durante certos periodos com velocidades pré-estabelecidas
e a concentracao de lactato de sédio foi registrada logo apds cada corrida.
A observacao repetida da resposta em cada atleta caracteriza a natureza
longitudinal dos dados. Por meio dos comandos

fundistas <- lactato[which(lactato$group == 0), ]
fundistasl <- fundistas[-1]
fundistas2 <- melt(fundistasl, id.vars = "ident")
fundistaslong <- group_by(fundistas2, ident)
gl <- ggplot(fundistaslong) +
+ geom_line(aes(variable, value, group = ident))
> g2 <- g1 + theme_bw() + annotate("text", x =5, y =5,
label = "atleta 9")

> g3 <- g2 + labs(x="velocidade",

y="Concentragio de lactato de sédio")
> g4 <- g3 + theme(text=element_text(size=18))
> g4

V V. V Vv V

obtemos o gréfico de perfis individuais para os fundistas que estd represen-
tado na Figura 4.6 e sugere que i) a relagao entre a concentracao esperada
de lactato de sédio pode ser representada por uma curva quadratica no in-
tervalo de velocidades considerado e ii) o perfil do atleta 9 é possivelmente
atipico outlier. Na realidade, verificou-se que esse atleta era velocista e nao
fundista.
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Figura 4.6: Gréfico de perfis individuais para os dados do Exemplo 4.4 (atletas
fundistas).

Graficos QQ para comparagao de duas distribuigoes amostrais

Uma ferramenta adequada para comparar as distribui¢oes de uma variavel
observada sob duas condigoes diferentes é o grafico QQ utilizado na Segao
3.7 para a comparacao de uma distribuicao empirica com uma distribuicao
tedrica. Um exemplo tipico é aquele referente ao objetivo secundario mencio-
nado na descrigao do Exemplo 4.3, em que se pretende avaliar a concordancia
entre as duas medidas ultrassonograficas do volume do lobo direito do figado.

Denotando por X uma das medidas e por Y, a outra, sejam Qx(p)
e Qy(p) os quantis de ordem p das duas distribuigdes que pretendemos
comparar. O gréfico QQ é um grafico cartesiano de Qx(p) em funcao de
Qv (p) (ou vice-versa) para diferentes valores de p. Se as distribuigoes de X
e Y forem iguais, os pontos nesse grafico devem estar sobre a reta x = y. Se
uma das varidveis for uma funcao linear da outra, os pontos também serao
dispostos sobre uma reta, porém com intercepto possivelmente diferente de
zero e com inclinagao possivelmente diferente de 1.

Quando os numeros de observacoes das duas varidveis forem iguais, o
grafico QQ é essencialmente um grafico dos dados ordenados de X, ou seja
zy < ... < I(y), versus os dados ordenados de Y, nomeadamente, y(;) <

Quando os nimeros de observagoes das duas variaveis forem diferentes,
digamos m > n, calculam-se os quantis amostrais referentes aquela variavel
com menos observagoes utilizando p; = (i—0,5)/n,i = 1,...,n e obtém-se os
quantis correspondentes a segunda varidvel por meio de interpolagoes como
aquelas indicadas em (3.5). Consideremos, por exemplo os conjuntos de
valores z(1) < ... < () € ya) < ... < Y. Primeiramente, determinemos
pi = (1 —0,5)/n, i = 1,...,n para obter os quantis Qx(p;); em seguida,
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devemos obter indices j tais que

j—05 i-05
m - n

ou seja j = @(z —0,5) +0,5.
n

Se j obtido dessa forma for inteiro, o ponto a ser disposto no grafico QQ sera
(i), Y(j)); em caso contrdrio, teremos j = [j]+ f; em que [;j] é o maior inteiro
contido em j e 0 < f; < 1 é a correspondente parte fracionaria (f; = j—[j]).
O quantil correspondente para a varidvel Y sera:

Qv (i) = (1 = )y + Fiv+-
Por exemplo, sejam m = 45 e n = 30; entao, para i = 1,...,30 temos
pi=(i—0,5)/30 e Qx(pi) = 2(;)

logo j = 45/30(i — 0,5) + 0,5 = 1,5¢ — 0,25 e [j] = [1,5¢ — 0,25]. Consequen-
temente, no grafico QQ, o quantil Qx(p;) deve ser pareado com o quantil
Qy (p;) conforme o seguinte esquema

i pi J Ul =l QxW®i) Qy (ps)

1 0,017 1,25 1 0,25 T(1) 0775];(1) + 0,25y(2)
2 0050 2,75 2 0,75 2(2) 0,25y(2) + 0,75y3)
3 0083 425 4 025 2(3) 0,75y(4) + 0,25y5)
4 0117 575 5 0,75 () 0,25y(5) + 0,75y6)
5 0,150 7,25 7 025 (s) 0,75y(7) + 0,25ys)
6 0183 875 8 0,75 (6) 0,25y(s) + 0,75y(0)
7 0216 10,25 10 025 zry  0,75y(10) + 0,25y 1)
8 0250 11,75 11 0,75 2  0,25ya1) + 0,25y
30 0983 44,75 44 0,75 w0y 0,25y(a) + 0,75y (s)

Suponha, por exemplo, que duas varidveis, X e Y, sejam tais que Y =
aX + b, indicando que suas distribuigoes sao iguais, exceto por uma trans-
formagao linear. Entao,

p=P[X <Qx(p)] = PlaX +b<aQx(p) +b)] =P[Y <Qy(p),

ou seja, Qy(p) = aQx(p) + b, indicando que o grafico QQ correspondente
mostrarda uma reta com inclinacao a e intercepto b.

Para a comparacao das distribuicoes do volume ultrassonografico do lobo
direito do figado medidas pelos dois observadores mencionados no Exemplo
4.3, o grafico QQ esta disposto na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Gréafico QQ para avaliacao da concordancia de duas medidas ultras-
sonograficas do lobo direito do figado.

Os pontos distribuem-se em torno da reta x = y sugerindo que as medi-
das realizadas pelos dois observadores tendem a ser similares. Em geral os
graficos QQ sdo mais sensiveis a diferencas nas caudas das distribuigoes, se
estas forem aproximadamente simétricas e com a aparéncia de uma distri-
buicao normal. Enquanto os diagramas de dispersao mostram uma relagao
sistematica global entre X e Y, os gréificos QQ relacionam valores peque-
nos de X com valores pequenos de Y, valores medianos de X com valores
medianos de Y e valores grandes de X com valores grandes de Y.

Uma ferramenta geralmente utilizada para avaliar concordancia entre as
distribui¢oes de duas varidveis continuas com o mesmo espirito da estatistica
k de Cohen é o grafico de médias/diferencas originalmente proposto por
Tukey e popularizado como grafico de Bland-Altman. Essencialmente,
essa ferramenta consiste num grafico das diferencas entre as duas observagoes
pareadas (X9; — X1;) em funcao das médias correspondentes [(X1; + Xo;)/2],
i =1,...,n. Esse procedimento transforma a reta com coeficiente angular
igual 1 apresentada no grafico QQ numa reta horizontal passando pelo ponto
zero no grafico de médias/diferencas de Tukey e facilita a percepcao das
diferencas entre as duas medidas da mesma variavel.

Note que enquanto graficos QQ sao construidos a partir dos quantis
amostrais, graficos de Bland-Altman baseiam-se no préprios valores das
varidveis em questao. Por esse motivo, para a construcao de graficos de
Bland-Altman as observagoes devem ser pareadas ao passo que graficos QQ
podem ser construidos a partir de conjuntos de dados desbalanceados (com
numero diferentes de observagoes para cada varidvel).

O gréfico de médias/diferencas de Tukey (Bland-Altman) correspondente
aos volumes do lobo direito do figado medidos pelos dois observadores e
indicados na Tabela 4.21 estd apresentado na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Grafico de médias/diferengas de Tukey (Bland-Altman) para avaliagdo
da concordancia de duas medidas ultrassonograficas do lobo direito do figado.

Os pontos no gréfico da Figura 4.8) distribuem-se de forma nao regular
em torno do valor zero e nao sugerem evidéncias de diferencas entre as
distribuicgoes correspondentes. Por essa razao, para diminuir a variabilidade,
decidiu-se adotar a média das medidas obtidas pelos dois observadores como
volume do lobo direito do figado para avaliar sua associacao com o peso
correspondente.

Exemplo 4.5 Os dados contidos na Tabela 4.23 foram extraidos de um
estudo para avaliacao de insuficiéncia cardiaca e correspondem a frequéncia
cardiaca em repouso e no limiar anaerébio de um exercicio em esteira para
20 pacientes. O conjunto de dados completos estd disponivel no arquivo
esforco.

Tabela 4.23: Frequéncia cardiaca em repouso (fcrep) e no limiar anaerébio (fclan)
de um exercicio em esteira

paciente fcrep fclan paciente fcrep fclan
1 89 110 11 106 157
2 69 100 12 83 127
3 82 112 13 90 104
4 89 104 14 75 82
5 82 120 15 100 117
6 75 112 16 97 122
7 89 101 17 76 140
8 91 135 18 7 97
9 101 131 19 85 101
10 120 129 20 113 150

Os graficos QQ e de médias/diferengas de Tukey correspondentes aos dados
da Tabela 4.23 estao apresentados nas Figuras 4.9 e 4.10.
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Figura 4.9: Grafico QQ para comparagao das distribuicoes de frequéncia cardiaca
em repouso e no limiar anaerébio.

Na Figura 4.9, a curva pontilhada corresponde a reta Qy (p) = 1.29Q x (p)
sugerindo que a frequéncia cardiaca no limiar anaerébio (Y) tende a ser
cerca de 30% maior do que aquela em repouso (X) em toda faixa de va-
riacao. Isso também pode ser observado, embora com menos evidéncia, no
grafico de Bland-Altman da Figura 4.10.
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Figura 4.10: Gréfico de médias/diferencas de Tukey (Bland-Altman) para com-
paracao das distribuigoes de frequéncia cardiaca em repouso e no limiar anaerdbio.

Exemplo 4.6. Considere o arquivo temperaturas, contendo dados de tem-
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peratura para Ubatuba e Cananéia. O grafico QQ correspondente esta apre-
sentado na Figura 4.11. Observamos que a maioria dos pontos estd acima
da reta y = x, mostrando que as temperaturas de Ubatuba sao em geral
maiores do que as de Cananeia para valores maiores do que 17 graus.
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Figura 4.11: Gréafico QQ para comparacao das distribui¢oes de temperaturas de
Ubatuba e Cananéia.

O gréafico de Bland-Altman correspondente, apresentado na Figura 4.12,
sugere que acima de 17 graus, em média Ubatuba tende a ser 1 grau mais
quente que Cananeia.

Morettin & Singer - agosto/2021



124 4.4 UMA VARIAVEL QUALITATIVA E OUTRA QUANTITATIVA

)
14T S . P T T ETEEEITES
% ™M Ooo o o ©
3 »%q ©
O o - o %5 %5 OO
I o7 o [e2A ° o 0% o o
© °8 8% o o ° OO o o
Q o ® © %o 0o0% ©° o
S [ttt Gt © ”’é@%”’@ro*”o@”cf’c”é’b’0””
T ° ° %00 © o
o o 0°4,0 04
S ©- ° ® ¥
o
= o
% o o
- | o o

GE.) | o o
= L
PN
o ]
@ o °
O
C o|° 1 ° o
g o
) o
?‘D: T T T T T T

16 18 20 22 24 26

Médias [Temp(Ubatuba+Cananéia)/2]

Figura 4.12: Gréfico de médias/diferencas de Tukey (Bland-Altman) para com-
paracao das distribuices de temperaturas de Ubatuba e Cananéia.

4.4 Uma variavel qualitativa e outra quantitativa

Um estudo da associagao entre uma variavel quantitativa e uma qualitativa
consiste essencialmente na comparacao das distribui¢coes da primeira nos
diversos niveis da segunda. Essa andlise pode ser conduzida por meio de
medidas resumo, histogramas, boxplots etc.

Exemplo 4.7. Num estudo coordenado pelo Laboratério de Poluicao At-
mosférica Experimental da USP, foram colhidos dados de concentracao de
varios elementos captados nas cascas de arvores em diversos pontos do centro
expandido do municipio de Sao Paulo com o intuito de avaliar sua associagao
com a poluigao atmosférica oriunda do trafego. Os dados disponiveis no ar-
quivo arvores foram extraidos desse estudo e contém a concentracao de Zn
(ppm) entre outros elementos em 497 4rvores classificadas segundo a espécie
(alfeneiro, sibipiruna e tipuana) e a localizagdo em termos da proximidade
do tipo de via (arterial, coletora, local I, local II, em ordem decrescente da
intensidade de trafego). Para efeito didatico, consideramos primeiramente
as 193 tipuanas. Medidas resumo para a concentracao de Zn segundo os
niveis de espécie e tipo de via estao indicadas na Tabela 4.24.
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Tabela 4.24: Medidas resumo para a concentracao de Zn (ppm) em cascas de
tipuanas

Tipo Desvio

de via  Média padrago Min Q1  Mediana Q3 Max n
Arterial 1994 110,9 29,2 122]1 1871 232,8 5958 59
Coletora  139,7 90,7 35,2 744 1274 164,7 385,5 52
Local 1 ~ 100,6 73,4 20,1 419 73,0 1394 2977 48
Local 11 59,1 421 11,0 31,7 45,7 79,0 2064 34
Min: minimo Max: maximo
Q1: primeiro quartil  Q3: terceiro quartil

Os resultados indicados na Tabela 4.24 mostram que tanto as concentragoes
média e mediana de Zn quanto o correspondente desvio padrao decrescem
a medida que a intensidade de trafego diminui, sugerindo que essa variavel
pode ser utilizada como um indicador da poluicao produzida por veiculos
automotores. Os boxplots apresentados na Figura 4.13 confirmam essas con-
clusoes e também indicam que as distribuigoes apresentam uma leve assime-
tria, especialmente para as vias coletoras e locais I além de alguns pontos
discrepantes.
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Figura 4.13: Bozxplots para comparagao das distribui¢oes da concentragao de Zn
nas cascas de tipuanas.

Outro tipo de grafico util para avaliar a associagao entre a variavel quan-
titativa (concentragao de Zn, no exemplo) e a varidvel qualitativa (tipo de
via, no exemplo) especialmente quando esta tem niveis ordinais (como no
exemplo) é o grafico de perfis médios. Nesse grafico cartesiano as médias
(e barras representando desvios padroes, erros padroes ou intervalos de con-
fianca - para detalhes, veja a Nota de Capitulo 6) da varidvel quantitativa
sao representadas no eixo das ordenadas e os niveis da varidavel quantitativa,
no eixo das abscissas. O gréfico de perfis médios para a concentracao de Zn
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medida nas cascas de Tipuanas esta apresentado na Figura 4.14 e reflete as
mesmas conclusoes obtidas com as andlises anteriores.
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Figura 4.14: Gréfico de perfis médios (com barras de desvios padrdes) para com-
paracao das distribuigoes da concentragao de Zn nas cascas de tipuanas.

No titulo do grafico, deve-se sempre indicar o que representam as bar-
ras; desvios padroes sao uteis para avaliar como a dispersao dos dados em
torno da média correspondente varia com os niveis da varidavel quantitativa
(e ndo dependem do nimero de observagoes utilizadas para o cdlculo da
média); erros padrdes sao indicados para avaliagdo da precisao das médias
(e dependem do numero de observagoes utilizadas para o célculo delas);
intervalos de confianga servem para comparacao das médias populacionais
correspondentes e dependem de suposicoes sobre a distribuicao da varidvel
quantitativa.

Os segmentos de reta (linhas pontilhadas) que unem os pontos repre-
sentando as médias nao tém interpretagdo e servem apenas para salientar
possiveis tendéncias de variagao dessas médias.

Para propésitos inferenciais, uma técnica apropriada para a andlise de
dados com essa natureza é a Andlise de Variancia (com um fator), co-
mumente cognominada ANOVA (ANalysis Of VAriance). O objetivo desse
tipo de andlise é avaliar diferencas entre as respostas esperadas das unidades
de investigacao na populacao da qual se supoe que os dados correspondem
a uma amostra.

Um modelo bastante empregado para representar as distribuicoes da
variavel resposta das unidades de investigagdo submetidas aos diferentes
tratamentos é

yij:ui—{—eij,izl,...,a,jzl,...,ni (48)

em que y;; representa a resposta da j-ésima unidade de investigacao sub-
metida ao i-ésimo tratamento, p; denota o valor esperado correspondente e
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os e;; representam erros aleatdrios independentes para os quais se supoem
distribuicdes normais com valores esperados iguais a zero e variancia o2,
constante, mas desconhecida. Uma representacao grafica desse modelo esta
disposta na Figura 4.15.

A hipétese a ser avaliada por meio da ANOVA é que os valores esperados

das respostas associados aos a tratamentos sao iguais, ou seja

H:p=...= g

Se a ANOVA indicar que nao existem evidéncias contrédrias a essa hipdtese,
dizemos que nao ha efeito de tratamentos. Em caso contrario, dizemos
que os dados sugerem que pelo menos uma das médias u; é diferente das
demais.

Variavel resposta (Y)

T T
i~ Normal(uz,

=1}

Tratamentos ()

1=3

A
i=2F A i
| -
A

1=4r

Figura 4.15: Representacdo de um modelo para ANOVA com um fator.

A concretizacao da ANOVA para a comparacao dos valores esperados da
concentracao de Zn referentes aos diferentes tipos de via pode ser realizada
por meio da fungdo aov() com os comandos

> tipovia <- as.factor(tipuana$tipovia)

> anovaZn <- aov(Zn ~ tipovia, data=tipuana)
> summary (anovaZn)

O resultado, disposto na forma de uma tabela de ANOVA ¢é

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
tipovia 3 4985625 166175 21.74 3.84e-12 *xx*
Residuals 189 1444384 7642
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e sugere uma diferenca altamente significativa (p < 0,001) entre os corres-
pondentes valores esperados, ou seja, que pelo menos um dos valores espe-
rados é diferente dos demais. O prosseguimento da anélise envolve alguma
técnica de comparagoes multiplas para identificar se as concentragoes
esperadas de Zn correspondentes aos diferentes tipos de via sao todas di-
ferentes entre si ou se existem algumas que podem ser consideradas iguais.
Para detalhes sobre esse tépico, o leitor pode consultar o excelente texto de
Kutner et al. (2004).

Uma analise similar para os 76 alfeneiros estd resumida na Tabela 4.25,
e Figuras 4.16 e 4.17.

Tabela 4.25: Medidas resumo para a concentracdo de Zn (ppm) em cascas de
alfeneiros

Tipo Desvio

de via  Média padrao Min Q1  Mediana Q3 Max n
Arterial 2442 1024 58,5 1874 244.5 283,5 526,0 19
Coletora 234,8 102,7 15,6 1724 231,6 311,0 468,6 31
Local I  256,3 1424 60,0 154,9 187,0 403,7 485,3 19
Local IT 1844 96,4 45,8 131,1 180,8 2476 3066 7
Min: minimo Max: méximo
Q1: primeiro quartil Q3: terceiro quartil
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Figura 4.16: Bozplots para comparagao das distribui¢oes da concentragao de Zn
nas cascas de alfeneiros.
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Figura 4.17: Gréfico de perfis médios (com barras de desvios padrdes) para com-
paragao das distribui¢oes da concentragao de Zn nas cascas de alfeneiros.

Os valores dispostos na Tabela 4.25 e as Figuras 4.16 e 4.17 indicam
que as concentracoes de Zn em alfeneiros tendem a ser maiores do que
aquelas encontradas em tipuanas porém sao menos sensiveis a variagoes na
intensidade de trafego com excecao de vias locais II; no entanto, convém
lembrar que apenas 7 alfeneiros foram avaliados nas proximidades desse
tipo de via.

A tabela de ANOVA correspondente é

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
tipovia 3 27482 9161 0.712 0.548
Residuals 72 925949 12860

e nao sugere que as concentracoes esperadas de Zn nas cascas de alfeneiros
sejam diferentes para arvores dessa espécie localizadas nas cercanias dos
diferentes tipos de via (p < 0,548).

Exemplo 4.8. Consideremos os dados do arquivo empresa, referentes a
informacoes sobre 36 funcionarios de uma certa empresa. Nosso objetivo é
avaliar a associacao entre as varidveis “Salario” (S) expressa em ntmero de
salarios minimos e “Grau de instrucao” (GI), com a classificacdo “funda-
mental”, “médio” ou “superior”.

Medidas resumo para “Saldrio” em fungao dos niveis de “Grau de ins-
trucao” sao apresentadas na Tabela 4.26.
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Tabela 4.26: Medidas resumo para a varidvel “Saldrio” (ndmero de saldrios
minimos)

Grau de Média Variancia
instrugao n S var(5) Min Q1 Q2 Q3 Max
Fundam 12 7,84 7,07 4,00 6,01 7,13 9,16 13,65

Médio 18 11,54 13,10 573 884 1091 14,48 19,40
Superior 6 1648 16,89 10,53 13,65 16,74 18,38 23,30

Todos 36 11,12 20,46 4,00 7,55 10,17 14,06 23,30

Min: minimo Max: maximo
Q1: primeiro quartil Q2: mediana Q3: terceiro quartil

A leitura desses resultados sugere associagdo entre salarios e grau de ins-
trugdo: o salario médio tende a aumentar conforme aumenta o grau de
instrugao. O saldrio médio dos 36 funcionarios é 11,12 saldrios minimos;
para funciondrios com curso superior, o saldrio médio é de 16,48 salarios
minimos, enquanto que funcionarios com primeiro grau completo recebem,
em média, 7,82 saldrios minimos.

Embora nos dois exemplos apresentados a varidvel qualitativa seja or-
dinal, o mesmo tipo de andlise pode ser empregado no caso de varidveis
qualitativas nominais, tendo o devido cuidado na interpretacao, pois nao se
poderd afirmar que a média da vardvel quantitativa aumenta com o aumento
dos niveis da varidvel quantitativa.

Como nos casos anteriores, é conveniente poder contar com uma medida
que quantifique o grau de associacao entre as duas variaveis. Com esse in-
tuito, convém observar que as variancias podem ser usadas como insumos
para construir essa medida. A variancia da varidvel quantitativa (Salario)
para todos os dados, i.e., calculada sem usar a informagao da varidvel qua-
litativa (Grau de instrugdo), mede a dispersao dos dados em torno da
média global (média salarial de todos os funcionérios). Se as variancias da
varidavel Salario calculadas dentro de cada categoria da varidvel qualita-
tiva forem pequenas (comparativamente a variancia global), essa varidvel
pode ser usada para melhorar o conhecimento da distribuicao da varidvel
quantitativa, sugerindo a existéncia de uma associacao entre ambas.

Na Tabela 4.26 pode-se observar que as variancias do saldrio dentro
das trés categorias sao menores do que a variancia global e além disso, que
aumentam com o grau de instrucao. Uma medida resumo da varidncia entre
as categorias da variavel qualitativa é a média das variancias ponderada pelo
ntmero de observacoes em cada categoria, ou seja,

Zle n; Var;(S)
25:1 Y

em que k é o nimero de categorias (k = 3 no exemplo) e Var;(S) denota
a variancia de S dentro da categoria i, ¢ = 1,...,k. Pode-se mostrar que

Var(S) < Var(S), em que Var(S) denota a variancia da varidvel Salario
obtida sem levar em conta Grau de instrug¢fo. Entao podemos definir o

Var(S) =

, (4.9)
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grau de associagao entre as duas variaveis como o ganho relativo na variancia
obtido pela introducao da varidvel qualitativa. Explicitamente,

»_ Var(S) — Var(S)

~

1 Var(S

Var(S) ~ Var(S) (4.10)

~—

Além disso, pode-se mostrar que 0 < R? < 1.

Quando as médias da varidvel resposta (saldrio, no exemplo) nas dife-
rentes categorias da varidvel explicativa forem iguais, Var(S) = Var(S) e
R? = 0, indicando a inexisténcia de associacio entre as duas varidveis re-
lativamente as suas médias. Esse é o principio que norteia a técnica de
Anélise de Variancia, cuja finalidade é comparar médias (populacionais) de
distribui¢oes normais independentes com mesma varidncia. A estatistica
R? também ¢ utilizada para avaliar a qualidade do ajuste de modelos de
regressao, o topicos abordado no Capitulo 6.

Para os dados do Exemplo 4.8, temos

_12x 7,77+ 18 x 13,10 + 6 x 16,89
- 12+ 1846

Como Var(S) = 20,46, obtemos R? = 1 — (11,96/20,46) = 0,415, sugerindo
que 41,5% da variacao total do saldrio é explicada pelo grau de instrucao.

Var(S) = 11,96.

4.5 Notas de capitulo

1) Probabilidade condicional e razoes de chances

Considere a seguinte tabela 2x2

Doente (D) Nao doentes (D) Total

Exposto (E) ni1 ni9 nig
Nao exposto (E) N9y n99 Not
Total N4l N2 Nyt

correspondente a um estudo em que o interesse é avaliar a associacao
entre a exposicao de individuos a um certo fator de risco e a ocorréncia
de uma determinada moléstia. Em estudos prospectivos (prospec-
tive, follow-up, cohort) o planejamento envolve a escolha de amostras
de tamanhos n14 e noy de individuos respectivamente expostos e nao
expostos ao fator de risco e a observacao da ocorréncia ou nao da
moléstia apés um certo intervalo de tempo. A razao de chances (de
doenga entre individuos expostos e nao expostos) é definida como:

_ P(D|E)P(DIE)
“'~ P(DIE)P(D|E)

em que P(D|E) denota a probabilidade da ocorréncia da moléstia para
individuos expostos ao fator de risco, com os demais termos dessa
expressao tendo interpretagao similar.
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Em estudos retrospectivos ou caso-controle, o planejamento en-
volve a escolha de amostras de tamanhos n4; e nyo de individuos nao
doentes (controles) e doentes (casos), respectivamente e a observacao
retrospectiva de sua exposi¢do ou nao ao fator de risco. Nesse caso, a
razao de chances é definida por:

_ P(E|D)P(E|D)
“*~ P(E|D)P(ED)’

com P(E|D) denotando a probabilidade de individuos com a moléstia
terem sido expostos ao fator de risco e com interpretacao similar para
os demais termos da expressao. Utilizando a definicao de probabilidade
condicional [ver Bussab e Morettin (2017), por exemplo], temos

[P(DNE)/P(E)[P(DNE)/P(E)] P(DNE)P(DNE)
“I' T [P(DNE)/PE)PDNE)/PE) PODNEPDNE)
_ [P(E|D)/P(D)][P(E|D)/P(D)] o
[P(E|D)/P(D)|[P(E|D)/P(D)]

Embora nao se possa calcular o risco relativo de doenca em estudos
retrospectivos, a razao de chances obtida por meio desse tipo de estudo
¢é igual aquela que seria obtida por intermédio de um estudo prospec-
tivo, que em muitas situagoes praticas nao pode ser realizado devido
ao custo.

Medidas de dependéncia entre duas variaveis

Dizemos que X e Y sdo comonotonicas se Y (ou X) for uma fungao
estritamente crescente de X (ou Y) e sdo contramonoténicas se a
fungao for estritamente decrescente.

Consideremos duas varidveis X e Y e seja 0(X,Y) uma medida de
dependéncia entre elas. As seguintes propriedades sao desejaveis para
9 (Embrechts et al., 2003):

(i) 6(X,Y) = 6(Y,X);

(i) —1 <o(X)Y) <1,

(iii) §(X,Y) =1se X e Y sado comonotonicas e 6(X,Y) = —1se X e
Y sao contramonotonicas;

(iv) Se T for uma transformacao mondtona,

I(X)Y), se T for crescente,

T(X)Y)=
(T(X),Y) {—5(X,Y), se T for decrescente.

(v) 6(X,Y) =0 se e somente se X e Y s@o independentes.
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O coeficiente de correlagao (linear) entre X e Y é definido por

_ Cov(X)Y)
- DP(X)DP(Y)

com Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), DP(X) = E{|X — E(X)J?}
e DP(Y) = E{[Y — E(Y)]?}. Pode-se provar que —1 < p < 1 e que
satisfaz as propriedades (i)-(ii). Além disso, p requer que as variancias
de X e Y sejam finitas e p = 0 néo implica independéncia entre X
e Y, a nao ser que (X,Y) tenha uma distribui¢do normal bivariada.
Também, mostra-se que p nao é invariante sob transformacoes nao
lineares estritamente crescentes.

(4.11)

Dependéncia linear entre duas variaveis

Convém reafirmar que p(X,Y) mede dependéncia linear entre X e
Y e nao outro tipo de dependéncia. De fato, suponha que uma das
varidveis possa ser expressa linearmente em termos da outra, por exem-
plo X =aY +b, e seja d = E(]X — aY — b?). Entdo, pode-se provar
(veja Exercicio 28) que o minimo de d ocorre quando

a=2XpXY), b=EX)-aBEY), (4.12)
oy

e é dado por
min d = o%[1 — p(X,Y)?]. (4.13)
Portanto, quanto maior o valor absoluto do coeficiente de correlacao
entre X e Y, melhor a acuracia com que uma das varidveis pode ser
representada como uma combinacao linear da outra. Obviamente, este
minimo se anula se e somente se p = 1 ou p = —1. Entao de (4.13)

temos
0% —ming, E(|X —aY — b}?)

2 b
Ox

ou seja, p(X,Y) mede a redugao relativa na variancia de X por meio
de uma regressao linear de X sobre Y.

p(X,Y) = (4.14)

Medidas de dependéncia robustas

O coeficiente de correlacao nao é uma medida robusta. Uma alterna-

tiva robusta para a associacao entre duas variaveis quantitativas pode

ser construida como indicamos na sequéncia. Considere as varidveis
padronizadas

By = &, e = yik,

Sz () Sy(a)

em que S2(a) e S () sdo as variancias a-aparadas para os dados z; e
i, . =1,...,n, respectivamente. Um coeficiente de correlacao robusto
é definido por

k=1,...,n,

8245(0) = 52_4(0)
(@) 52 5(a)’

T

(4.15)

r(a) =
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em que, por exemplo, S% +g(a) ¢é a variancia a-aparada da soma dos
valores padronizados de z; e y;, ¢ = 1,...,n. Pode-se mostrar que
r(a) = rp se @« = 0. Esse método é denominado de método de

somas e diferencas padronizadas.

Exemplo 4.9. Consideremos os dados (x;,y;), @ = 1,...,n apresenta-
dos na Tabela 4.27 e dispostos num diagrama de dispersao na Figura
4.18.

Tabela 4.27: Valores hipotéticos de duas varidveis X e Y

x Y x Y
20,2 24,0 19,3 185
50,8 388 19,3 185
12,0 11,5 19,3 18,5
25,6 258 10,2 11,1
20,2 24,0 12,0 129
72 72 72 72
72 72 135 12,9
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Figura 4.18: Grafico de dispersao para os dados do Exemplo 4.9.

Para a = 0,05, obtemos:
Z(a) = 14,86, y(a) =15,33, Sy(a) =587, Sy(a)=6,40,
(@ +§)(a) =493, (Z—7)(a) = 0,14,
S3,5(0) =393, SZ () =0,054.
Entao de (4.15) obtemos r(«) = 0,973, o que indica uma alta correlagao
entre as duas variaveis.
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5) Gréficos PP

Na Figura 4.19, observe que p.(¢) = P(X < q) = Fx(q) e que
py(q) = P(Y < q) = Fy(q). O gréfico cartesiano com os pares
[pz(q),py(q)], para qualquer g real, é chamado de gréafico de probabili-
dades ou grafico PP. O grafico cartesiano com os pares [Qx (p), Qy (p)],
para 0 < p < 1, é o gréfico de quantis versus quantis (grafico QQ).

PX(Q)| - /

(O e O |
Q QX(p)

Qy(p)

Figura 4.19: Quantis e probabilidades associados a duas distribuicoes.

Se as distribuicoes de X e Y forem iguais, entdao Fx = Fy e os pon-
tos dos graficos PP e QQ se situam sobre a reta x = y. Em geral
os graficos QQ sao mais sensiveis a diferencas nas caudas das distri-
buigoes se estas forem aproximadamente simétricas e com a aparéncia
de uma distribuicao normal. Suponha que Y = aX +b, ou seja, que as
distribuigoes de X e Y sdo as mesmas, exceto por uma transformacao
linear. Entao,

p=P[X <Qx(p)] =PlaX +b<aQx(p)+ b = P[Y < Qy(p)],

ou seja,

Qy(p) = aQx(p) +b.

O gréfico QQ correspondente serd representado por uma reta com
inclinagao a e intercepto b. Essa propriedade nao vale para graficos
PP.

Gréficos PP e QQ para a distribuicao da concentracao de Zn em cascas
de arvores da espécie Tipuana, disponiveis no arquivo arvores estao
dispostos na Figura 4.20 e salientam a maior capacidade dos ultimos
para detectar assimetrias em distribuicoes de frequéncia.
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Figura 4.20: Gréficos PP e QQ para concentracao de Zn em cascas de arvores da
espécie Tipuana.

6) Diferencas significativas

Consideremos a distribuicao de uma varidvel X (pressao arterial, por
exemplo) em duas populagoes, A e B e admitamos que os valores es-
perados de X sejam p4 e pp (desconhecidos), respectivamente. Além
disso, admitamos que ambas as distribuicoes tenham desvios padroes
iguais a ¢ = 10 (conhecido). Nosso objetivo é saber se existem
evidéncias de que 4 = pup com base em amostras aleatorias X a1, ..., X an
da populagdo A e Xpi,...,Xp, da populacio B. Admitamos que
n = 100 e que as correspondentes médias amostrais sejam X 4 = 13
e Xp = 10, respectivamente. Nesse caso dizemos que a diferenca
| X4 — Xp| = 3 é significativa com p < 0,05, concluindo que h4
evidéncias de que para acreditar que pa # pp. Consideremos agora
uma amostra de tamanho n = 25 de cada populagdo, com médias
X4 =15e Xp = 10. Nesse caso dizemos que a diferenca | X 4 — X g| =
5 nao é significativa com p > 0,05, concluindo que nao ha razao para
acreditar que ua # up, embora a diferenca entre as médias amostrais
X 4 e X g seja maior que no primeiro caso. Essencialmente, queremos
saber qual é a interpretagao da expressao “a diferenca entre as médias
é significativa”.

O cerne do problema é que nao queremos tirar conclusoes sobre as
médias amostrais, X 4 e X g (cuja diferenca é evidente, pois a conhe-
cemos) e sim sobre as médias populacionais 4 e pp, que desconhe-
cemos. Para associar as amostras as populacoes, precisamos de um
modelo probabilistico. No caso do exemplo, um modelo simples supoe
que as distribuigoes de frequéncias da variavel X nas populagoes A e
B sao normais, independentes com médias u4 e g, respectivamente
e desvio padrao comum o = 10.

No primeiro caso (n = 100), admitindo que as duas distribui¢oes tém
médias iguais (4 = pup), a probabilidade de que a diferenga (em valor

Morettin & Singer - agosto/2021



4. ANALISE DE DADOS DE DUAS VARIAVEIS 137

absoluto) entre as médias amostrais seja maior ou igual a 3 é
P(|Xa—Xp|>3)=P(Z] > 3/(v20/V100) = P(|Z| > 2,82) < 0,05

em que Z representa uma distribuicao normal padrao, i.e., com média
zero e variancia 1. Em outras palavras, se as médias populacionais
forem iguais, a probabilidade de se obter uma diferenca de magnitude
3 entre as médias de amostras de tamanho n = 100 é menor que
5% e entao dizemos que a diferenga (entre as médias amostrais) é
significativa (p < 0,05), indicando que a evidéncia de igualdade entre
as médias populacionais 14 e up é pequena.

No segundo caso (n = 25), temos
(X4 - Xp| > 5) = P(Z] > 5/(0/V25) = P(Z] > 1,76) > 0,05,

e entdo dizemos que a diferenga (entre as médias amostrais) nao é
significativa (p > 0,05), indicando que nao hé evidéncias fortes o sufi-
ciente para acreditarmos que as médias populacionais u4 e up sejam
diferentes.

Apesar de que no segundo caso, a diferenca amostral é maior do que
aquela do primeiro caso, concluimos que a evidéncia de diferenga entre
as médias populacionais é menor. Isso ocorre porque o tamanho amos-
tral desempenha um papel importante nesse processo; quanto maior o
tamanho amostral, mais facil sera detectar diferencas entre as médias
populacionais em questao.

De forma geral, afirmar que uma diferenca entre duas médias amos-
trais é significativa é dizer que as médias das populacoes de onde as
amostras foram extraidas nao devem ser iguais; por outro lado, dizer
que a diferenca entre as médias amostrais nao é significativa é dizer
que nao ha razoes para acreditar que exista diferenca entre as médias
populacionais correspondentes. A escolha do valor 0,05 para a decisao
sobre a significancia ou nao da diferenga é arbitraria embora seja muito
utilizada na pratica.

Intervalos de confianga para o risco relativo e razao de chan-
ces

Consideremos a seguinte tabela 2 x 2

Tabela 4.28: Frequéncia de pacientes

Fator  Status do paciente

de risco  doente sao Total

presente ni 19 ni4+

ausente na1 n22 not+
Total Ny Nyo n
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Estimativas dos riscos (populacionais) de doenga para pacientes expos-
tos e ndo expostos ao fator de risco sdo, respectivamente, p1 = ni1/ni+
e p2 = na1/na4. Sob a suposicao de que as distribuigoes de ni1 e ngp
sao binomiais, as variancias de p; e ps sao respectivamente estimadas
por Var(p1) = p1(1 — p1)/n14 e Var(pz) = p2(1 — p2)/n2+.

Em vez de estimar a variancia associada a estimativa do risco relativo,
rr = p1/p2, é mais conveniente estimar a variancia de log(rr). Com
essa finalidade, recorremos ao método Delta®, obtendo

Var[log(rr)] = Var[log(p1) — log(pz2)] = Var[log(p1)] + Var([log(p2)]
 p(l=p1)  p(l—p2) 1—-p1  1-—po
= . + =5 = +
pini+ panat piniy  p2no4
1-— 1-—
_ b1 T b2
n11 n21

1 1 1 1

ni ni+ n21 no+

Os limites inferior e superior de um intervalo de confianga com co-
eficiente de confianga aproximado de 95% para o logaritmo do risco
relativo (populacional) RR sao obtidos de

1 1 1 1
log(p1/p2) + 1.96 | — — — + — — —. (4.16)
ni1 N4+ N2 Ny

Os limites do intervalo de confianca correspondente para o risco re-
lativo (populacional) podem ser obtidos exponenciando-se os limites
indicados em 4.16.

A razado de chances RC de doenga entre individuos expostos e nao
expostos ao fator de risco é estimada por rc¢ = p1(1 — p2)/p2(1 — p1).
Como no caso do risco relativo é mais conveniente estimar a variancia
de log(rc), que é

1 1 1 1
Var[log(rc)] = — + — + — + —.
niy o M2 N2 N22
Os limites inferior e superior de um intervalo de confianca com coefi-
ciente de confianga aproximado de 95% para o logaritmo do razao de
chances (populacional) RC' sao obtidos de

1 1 1 1
lo 1-— 1- +£1.96) —+—+ —+—. (417
glp1(1 = p2)/pa(1 = o) b (41)

50 método Delta é utilizado para estimar a variancia de fungdes de varidveis aleatérias.
Essencialmente, se = é tal que E(X) = p e Var(X) = o2, entdo sob certas condicdes de

regularidade (em geral satisfeitas nos casos mais comuns), Var[g(X)] = [¢' ()

?0? em que

g é uma funcdo com derivada g'(z) no ponto z. Para detalhes, o leitor podera consultar
Sen et al. (2009).
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Assim como no caso do risco relativo, os limites do intervalo de con-
fianca aproximado correspondente para a razao de chances pode ser
obtido por meio da exponenciagao dos limites indicados em (4.17).

Tendo em conta a forma da estimativa da sensibilidade de um teste di-
agnostico, a saber, S = ny1/n14, uma estimativa sua variancia, obtida
por meio da apro/xiga(;éo da distribui¢do binomial por uma distri-
buicao normal é Var(z) = S(1—.5)/ni4 e os limites inferior e superior
de um intervalo de confianca com coeficiente de confianca aproximado
de 95% para a sensibilidade populacional sdo, respectivamente,

S —1,96/S(1—95)/ni+ e s+1,964/S(1—S)/ni1+ (4.18)

Intervalos de confianca aproximados para as demais caracteristicas de
testes diagnésticos podem ser construidos de maneira analoga, substi-
tuindo em (4.18), S e 0 denominador n1+ pelos valores correspondentes
nas definicoes de especificidade, falsos positivos etc.

Uma interpretacao ingénua sobre o valor-p

Embora haja controvérsias, uma medida de plausibilidade de uma
hipétese (nula) estatistica é o valor-p.

Considere a hipdtese de que a probabilidade de cara, digamos 6, num
langamento de uma moeda seja igual a 0,5 contra uma hipétese alter-
nativa de que essa probabilidade é maior do que 0,5 e admitamos que o
objetivo seja decidir se § = 0,5 ou 8 < 0,5 com base em 10 langamentos
dessa moeda. Suponhamos que 10 caras tenham sido observadas nesses
10 lancamentos. A probabilidade de que isso ocorra para moedas com
6 = 0,5 pode ser calculada por meio da distribuicao binomial e é igual
a 1/1024 ~ 0,001; esse é o valor-p associado ao resultado (10 caras em
10 langamentos) e indica que embora esse resultado seja possivel, ele é
pouco provavel. Se, com base nesse resultado, decidirmos que 6 deve
ser menor do 0,5, a probabilidade de termos decidido erroneamente é
esse valor-p.

Se, tivermos observado 8 em vez de 10 caras nos 10 lancamentos da
moeda, o valor-p correspondente é a probabilidade de que 8 ou mais
caras sejam observadas que também pode ser obtido por meio da distri-
buigao binomial e é igual a 56/1024 =~ 0,055. Neste caso, se optarmos
pela decisao de afirmar que € deve ser menor do 0,5, a probabilidade
de essa decisao esteja errada é 0,055 = 56,/1024.

A tomada da decisao depende das consequéncias de um possivel erro
mas é um problema extra estatistico. A conclusao estatistica limita-se
ao calculo da probabilidade de uma decisao errada. Se decidirmos que
a maior probabilidade de tomar a decisao errada for de 5% ou seja
se adotarmos um nivel de significAncia o = 0,05, optaremos por
dizer que 6 < 0,5 no primeiro caso (10 caras em 10 langamentos da
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moeda), mas nao o faremos no segundo caso (8 ou mais caras em 10
lancamentos da moeda).

Para detalhes técnicos e generalizagoes, o leitor pode consultar Bussab
e Morettin (2017), por exemplo.

4.6 Exercicios

1) Considere o conjunto de dados disponivel no arquivo empresa. Com-
pare as distribuicoes de frequéncias das varidveis Estado civil, Grau
de Instrugdo e Salario para individuos com diferentes procedéncias.

2) Considere o conjunto de dados disponivel no arquivo regioes. Avalie
a relagdo entre as varidveis Regifio e Densidade populacional.

3) Considere o conjunto de dados disponivel no arquivo salarios.

a) Compare as distribui¢oes das varidveis Salario de professor
secunddrio e Salario de administrador por meio de um grafico
QQ e interprete os resultados.

b) Calcule o coeficiente de correlagao de Pearson e o coeficiente de
correlagao robusto (4.15) com v = 0,10 entre essas duas varidveis.

4) Para os dados do arquivo salarios, considere a varidvel Regido, com
as classes América do Norte, América Latina, Europa e Outros e
a varidvel Salario de professor secundario. Avalie a associagao
entre essas duas variaveis.

5) Analise a varidvel Prego de veiculos segundo as categorias N (naci-
onal) e I (importado) para o conjunto de dados disponivel no arquivo
veiculos.

6) Considere o conjunto de dados disponivel no arquivo coronarias.

a) Construa graficos QQ para comparar a distribuicao da varidvel
COL de pacientes masculinos (=1) com aquela de femininos (=0).
Repita a andlise para a variavel IMC e discuta os resultados.

b) Calcule o coeficiente de correlagao de Pearson e o coeficiente de
correlagao de Spearman entre as varidaveis ALTURA e PESO.

c) Construa uma tabela de contingéncia para avaliar a distribui¢ao
conjunta das varidveis TABAG4 e ARTER e calcule a intensidade de
associagao entre elas utilizando a estatistica de Pearson, o coefi-
ciente de contingéncia de Pearson e o coeficiente de Tschuprov.

7) Considere os dados do arquivo endometriose. Construa um grafico
QQ para comparar as distribuicoes da variavel Idade de pacientes dos
grupos Controle e Doente.
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8)

10)

Considere os dados do arquivo neonatos contendo pesos de recém
nascidos medidos por via ultrassonografica (antes do parto) e ao nas-
cer. Construa gréficos QQ e graficos Bland-Altman para avaliar a
concordancia entre as duas distribuigoes. Comente os resultados.

Considere o conjunto de dados disponivel no arquivo esforco.

a) Compare as distribuigoes de frequéncias da varidvel V02 em re-
pouso e no pico do exercicio para pacientes classificados em cada
um dos niveis da variavel Etiologia por meio de graficos QQ e
de medidas resumo. Comente os resultados.

b) Repita o item a) utilizando graficos de Bland-Altman.

c) Utilize boxplots e graficos de perfis médios para comparar as dis-
tribuigoes da variavel FC correspondentes a pacientes nos diferen-
tes niveis da varidvel NYHA. Comente os resultados.

Os dados da Tabela 4.29 sao provenientes de um estudo em que um
dos objetivos era avaliar o efeito da dose de radiacdo gama (em centi-
grays) na formagao de multiplos microntcleos em células de individuos
normais. Analise os dados descritivamente, calculando o risco relativo
de ocorréncia de micronticleos para cada dose tomando como base a
dose nula. Repita a analise calculando as razoes de chances correspon-
dentes. Quais as conclusoes de suas analises?

Tabela 4.29: Numero de células

Dose de radiacao Frequéncia de células Total de células
gama (cGy) com multiplos microntcleos examinadas

0 1 2373

20 6 2662

50 25 1991
100 47 2047
200 82 2611
300 207 2442
400 254 2398
500 285 1746

11) Numa cidade A em que nao foi veiculada propaganda, a porcentagem

de clientes que desistem do plano de TV a cabo depois de um ano
é 14%. Numa cidade B, em que houve uma campanha publicitéria,
essa porcentagem é de 6%. Considerando uma aproximagao de 2 asas
decimais, indique qual é a razao de chances (rc) de desisténcia entre
as cidades A e B, justificando sua resposta

a) rc =233 b)rc=255 ¢)rc=2800 d)rc=17 e
Nenhuma das respostas anteriores estd correta.
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12)

13)

14)

15)

16)

De uma tabela construida para avaliar a associagao entre tratamento
(com niveis ativo e placebo) e cura (sim ou nao) de uma certa moléstia
obteve-se uma razao de chances igual a 2,0. Mostre que nao se pode
concluir dai que a probabilidade de cura para pacientes submetidos
ao tratamento ativo é 2 vezes a probabilidade de cura para pacientes
submetidos ao placebo.

Considere os dados do arquivo esquistossomose. Calcule a sensibili-
dade, especificidade, taxas de falsos positivos e falsos negativos, valores
preditivos positivos e negativos e acuracia correspondentes aos cinco
testes empregados para diagnéstico de esquistossomose.

Considere os dados do arquivo entrevista. Calcule estatisticas
sem e com ponderagao para quantificar a concordancia entre as duas
observadoras (G e P) para as varidveis Impacto e Independéncia e
comente os resultados.

Considere os dados do arquivo figadodiag. Calcule a sensibilidade,
especificidade, taxas de falsos positivos e falsos negativos, valores pre-
ditivos positivos e negativos e acurdcia das técnicas radiolégicas para
detecgao de alteragoes anatomicas na veia porta e na via biliar tendo
os resultados intraoperatérios como padrao ouro.

Um criminologista desejava estudar a relacao entre: X (densidade po-
pulacional = nimero de pessoas por unidade de drea) e Y (indice de
assaltos = numero de assaltos por 100000 pessoas) em grandes cida-
des. Para isto sorteou 10 cidades observando em cada uma delas os
valores de X e Y. Os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 4.30

Tabela 4.30: Densidade populacional e indice de assaltos em grandes cidades

Cidade 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 59 49 75 65 89 70 H4 78 56 60

Y 190 180 195 186 200 204 192 215 197 208

17)

a) Classifique as varidveis envolvidas.

b) Calcule a média, mediana, desvio-padrao e a distancia interquar-
tis para cada variavel.

c¢) Construa o diagrama de dispersao entre Y e X e faga comentérios
sobre a relacao entre as duas varidveis.

Considere a seguinte tabela.

9 11 14
7T 8 9

X 1 3 4 6 8
Y 1 2 4 4 5

Indique qual a afirmacgao abaixo sobre a relagdo entre as varidveis X e
Y é correta, justificando sua resposta.
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a
b

) Nao hé associagao entre X e Y.
) Ha4 relagao linear positiva.

c) H4 relacao linear negativa.
)

d) Ha relacao quadratica.

18) Em um teste de esfor¢o cardiopulmonar aplicado a 55 mulheres e 104
homens, foram medidas entre outras, as seguintes variaveis:

— Grupo: Normais, Cardiopatas ou DPOC (portadores de doenca
pulmonar obstrutiva cronica).

— VO2MAX: consumo méaximo de O2 (ml/min).

— VCO2MAX: consumo maximo de CO2 (ml/min).

Algumas medidas descritivas e graficos sao apresentados abaixo nas
Tabelas 4.31 e 4.32 e Figura 4.21

Tabela 4.31: VO2MAX

Grupo n Média Mediana Desvio Padrao
Normais 56 1845 1707 795
Cardiopatas 57 1065 984 434
DPOC 46 889 820 381

Tabela 4.32: VCO2MAX

Grupo n Média Mediana Desvio Padrao
Normais 56 2020 1847 918
Cardiopatas 57 1206 1081 479
DPOC 46 934 860 430

Coeficiente de correlagao entre VO2MAX e VCO2MAX = 0,92.

a) Que grupo tem a maior variabilidade?
b) Compare as médias e as medianas dos 3 grupos.

¢) Compare as distancias interquartis dos 3 grupos para cada varigvel.
Vocé acha razoavel usar a distribuicdo normal para esse conjunto

de dados?
d) O que representam os asteriscos nos boxplots?

e) Que tipo de fungao vocé ajustaria para modelar a relagao entre o
consumo maximo de CO2 e o consumo méaximo de O27 Por qué?

f) H4 informagoes que necessitam verificagdo quanto a possiveis er-
ros? Quais?
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19) Para avaliar a associacao entre a persisténcia do canal arterial (PCA)
em recém-nascidos pré-termo (RNPT) e ébito ou hemorragia intracra-
niana, um pesquisador obteve os dados dispostos na seguinte tabela
de frequéncias

PCA Obito Hemorragia intracraniana
Sim Nao Total Sim Nao Total
Presente 8 13 21 7 14 21
Ausente 1 39 40 7 33 40
Total 9 52 61 14 44 61

Um resumo das andlises para ébitos e hemorragia intracraniana esta
disposto na tabela seguinte

Razao de chances e
Intervalo de confianca (95%)

Variavel valor p Estimativa Lim inf Lim sup
Obito 0,001 24,0 2,7 210,5
Hemorragia intracraniana 0,162 2,4 0,7 8,0

a) Interprete as estimativas das razoes de chances, indicando clara-
mente a que pacientes elas se referem.

b) Analogamente, interprete os intervalos de confianca correspon-
dentes, indicando claramente a que pacientes eles se referem.

¢) Com base nos resultados anteriores, o que vocé pode concluir
sobre a associacao entre persisténcia do canal arterial e Obito
para RNPT em geral? E sobre a associagdo entre a persisténcia
do canal arterial e a ocorréncia de hemorragia interna? Justifique
suas respostas.

d) Qual a hipdtese nula testada em cada caso?

e) Qual a interpretacao dos valores p em cada caso?

Detalhes podem ser obtidos em Afiune (2000).

20) Em um estudo realizado para avaliar o efeito do tabagismo nos padroes
de sono foram consideradas amostras de tamanhos 12 e 15 de duas
populactes: Fumantes e Nao Fumantes, respectivamente. A varidavel
observada foi o tempo, em minutos, que se leva para dormir. Os
correspondentes bozplots e graficos de probabilidade normal sao apre-
sentados nas Figuras 4.22 e 4.23.
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Figura 4.22: Boxplots do tempo até dormir nas populagoes Fumantes e Nao

Fumantes.
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Figura 4.23: Grafico QQ para as populagdes Fumantes e Nao Fumantes.

Esses graficos sugerem que:

a)

a variabilidade do tempo é a mesma nas duas populagoes estuda-
das;

as suposicoes para a aplicacdo do teste t-Student para comparar
as médias dos tempos nas duas populacoes estao vélidas;

os fumantes tendem a apresentar um tempo maior para dormir
do que os nao fumantes;

as informagoes fornecidas permitem concluir que o estudo foi bem
planejado;

nenhuma das respostas anteriores esta correta.
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21) Em um estudo comparativo de duas drogas para hipertensao os re-
sultados indicados nas Tabelas 4.33, 4.34 e 4.35 e Figura 4.24 foram
usados para descrever a eficicia e a tolerabilidade das drogas ao longo
de 5 meses de tratamento.

Tabela 4.33: Frequéncias absoluta e relativa do efeito colateral para as duas
drogas

Droga 1 Droga 2

Efeito Colateral n % n %
nao 131 61,22 144 65,45
sim 83 3879 76 34,54

Tabela 4.34: Distribuicao de frequéncias para as drogas 1 e 2

Variagao Droga 1 Droga 2
Pressao  n % n %
0F5 9 420561 5 @ 2,27273
5F 10 35 16,3551 29 13,1818
1020 115 53,7383 125 56,8181
2030 54 25,2336 56 25,4545
30 40 1 046729 5 227273

Tabela 4.35: Medidas resumo das drogas 1 e 2

Droga Média DP Mediana
1 15,58 6,09 15,49
2 16,82 6,37 17,43

gdroga 1 mdroga 2

60.0

50.0 4
40.0 4

oo

200 4

10.0 4

0.0 ; I ]

0]--5 S|--10 10 }-20 20)--30 30 |-- 40 0|5 Sk-10 10 -20 20-30 30]--40

variagdo de pressdo arterial (mmHg)

Figura 4.24: Histogramas para a variacao de pressao arterial.

a) Com a finalidade de melhorar a apresentagao dos resultados, faga
as alteracoes que voceé julgar necessarias em cada uma das tabelas
e figura.
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4.5 Exercicios

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

b) Calcule a média, o desvio padrao e a mediana da variagao de
pressao arterial para cada uma das duas drogas por meio do his-
tograma.

c) Compare os resultados obtidos no item b) com aqueles obtidos
diretamente dos dados da amostra (Tabela 4.35).

Considere duas amostras de uma variavel X com n unidades amostrais
cada. Utilize a defini¢ao (4.9) para mostrar que Var(X) = Var(X)
quando as médias das duas amostras sao iguais.

Utilize o método Delta para calcular uma estimativa da variancia da
razao de chances (ver Nota de Capitulo 7).

Utilizando a definicao da Nota de Capitulo 4, prove que se a = 0,
entao r(a) = r.

Mostre que para a hipdtese de inexisténcia de associacao numa tabela
r X 8, a estatistica (4.1) pode ser escrita como

" S~ (nij — nigng/n)?
2 ij = Mit Ny
=22 :

NitNyj/n

i=1 j=1

em que n;; ¢ a frequéncia absoluta observada na linha ¢ e coluna j e
ni4+ € n4j sao, respectivamente, os totais das linhas e colunas.

Prove que a expressao da estatistica de Pearson do Exercicio 10 pode
ser escrita como )
T S *
3y (fij = 135)
X =n * 9
i=1 j=1 i

em que (fi; e ;; tepresentam, respectivamente, as frequéncias relativas
observada e esperada (sob a hipétese de inexisténcia de associacao)
correspondentes a cela 1,5

Prove que (4.4) e (4.5) sao equivalentes.

Prove as relagoes (4.12)-(4.14).
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CAPITULO 5

Analise de dados de varias
variaveils

Nothing would be done at all if a man waited ’til he could do it
so well that no one could find fault with it.

John Henry Newman

5.1 Introducao

Em vérias situacoes praticas, os valores de mais de duas varidveis sao obser-
vados em cada unidade amostral (ou populacional). Por exemplo, o conjunto
de dados disponivel no arquivo veiculos corresponde a uma amostra de 30
veiculos, em cada qual foram observadas 4 varidveis: preco (preco), com-
primento (comp), poténcia do motor (motor) e procedéncia (proc). As trés
primeiras sao variaveis quantitativas continuas e a quarta é uma variavel
qualitativa nominal. O conjunto de dados disponivel no arquivo poluicao
contém 4 varidveis quantitativas continuas, nomeadamente, concentragoes
atmosféricas de monéxido de carbono (CO) e ozoénio (03), além de tempera-
tura (temp) e umidade do ar (umid) observadas ao longo de 120 dias.
Embora seja possivel considerar cada varidavel separadamente e aplicar
as técnicas do Capitulo 3, a andlise da relacao entre elas precisa ser avaliada
de forma conjunta, pois os modelos probabilisticos apropriados para esse
tipo de dados envolvem distribui¢oes conjuntas para as p variaveis, digamos

X1,...,Xp, sob investigacao. No caso discreto, eles sao especificados por
funcoes de probabilidade P(X; = z1,...,X, = xp), e no caso continuo,
por funcoes densidade de probabilidade, f(z1,...,2p), que levam em consi-

deracao a provavel correlacao entre as varidaveis observadas na mesma uni-
dade amostral. Em geral, as observagoes realizadas em duas unidades amos-
trais diferentes nao sao correlacionadas embora haja excecoes. No exemplo
de dados de poluicao, as unidades amostrais sao os n diferentes dias e o
conjunto das n observacoes de cada varidvel corresponde a uma série tem-
poral. Nesse contexto, também se esperam correlagoes entre as observagoes
realizadas em unidades amostrais diferentes.
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150 5.2 GRAFICOS PARA TRES VARIAVEIS

Quando todas as p variaveis sao observadas em cada uma de n unidades
amostrais, podemos dispo-las em uma matriz com dimensao n X p, chamada
matriz de dados. No exemplo dos veiculos, essa matriz tem dimensao
30 X 4 e nem todos os seus elementos sao numéricos. No conjunto de dados
de poluicao, a matriz de dados correspondente tem dimensao 120 x 4.

Recursos gréficos para representar as relagoes entre as varidveis sao mais
complicados quando temos mais de duas varidveis. Neste livro trataremos
apenas de alguns casos, com énfase em trés variaveis. Mais opgoes e detalhes
podem ser encontrados em Chambers et al. (1983).

Muitas andlises de dados multivariados i.e., dados de vérias variaveis,
consistem na redugao de sua dimensionalidade considerando algum tipo de
transformacao que reduza o ntimero de varidveis mas conserve a maior parte
da informagado do conjunto original. Com essa finalidade, uma técnica bas-
tante utilizada é a Analise de Componentes Principais, também co-
nhecida por Anélise de Fungoes Empiricas Ortogonais em muitas ciéncias
fisicas. Esse topico serd discutido no Capitulo 13.

5.2 Graficos para trés variaveis

Grafico do desenhista (Draftsman’s display)

Esse tipo de gréfico consiste de uma matriz (ou dos componentes situados
abaixo ou acima da diagonal principal) cujos elementos sao painéis com
graficos de dispersao para cada par de varidveis. Muitas vezes incluem-se
coeficientes de correlagao entre os diferentes pares de varidveis nos painéis
situados acima ou abaixo da diagonal.

Exemplo 5.1. O grafico do desenhista para as variaveis preco, comp e
motor do arquivo veiculos, apresentado na Figura 5.1 pode ser gerado por
meio dos comandos

> pairs(“preco + comp + motor, data=dados, upper.panel=panel.cor,
cex=1.2, pch=19, cex.labels=3, cex.axis = 1.5)

Os coeficientes de correlagao indicados nos painéis superiores podem ser
calculados com a utilizacao da funcao

> panel.cor <- function(x, y, digits = 2, cex.cor, ...){
usr <- par("usr"); on.exit(par(usr))

par(usr = c(0, 1, 0, 1))

# correlation coefficient

r <- cor(x, y)

txt <- format(c(r, 0.123456789), digits = digits) [1]

txt <- paste("r= ", txt, sep = "")

text (0.5, 0.5, txt, cex=1.8)}
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Figura 5.1: Grafico do desenhista para os dados do arquivo veiculos.

Observam-se associacOes positivas tanto entre poténcia do motor e com-
primento quanto entre poténcia do motor e preco: maiores poténcias do
motor estao associadas tanto com maiores comprimentos quanto com pregos
maiores. Esse tipo de relagao nao é tao aparente quando consideramos as
variaveis prego e comprimento: veiculos com precos até 15000 apresentam
comprimentos variando entre 3,5m e 4,0m, enquanto veiculos com pregos
maiores que 15000, tém comprimento em torno de 4,5m.

A Figura 5.2 contém o mesmo tipo de grafico para as varidveis CO,
03 e temp do arquivo poluicao e nao mostra evidéncias consideravel de
associacao entre cada par dessas varidveis.
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5.2 GRAFICOS PARA TRES VARIAVEIS
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Figura 5.2: Grafico do desenhista para os dados do arquivo poluicao.

Grafico de dispersao simbdlico

Gréficos de dispersao simbdlicos ou estéticos (aesthetic) sao essen-
cialmente graficos de dispersao em que mais do que duas varidveis sao re-
presentadas. Para distingui-las usam-se diferentes simbolos, cores ou forma
dos pontos.

Exemplo 5.2. Consideremos novamente os dados do arquivo veiculos,
concentrando a atencao em duas varidveis quantitativas preco e comp e em
uma terceira varidvel qualitativa, proc (categorias nacional ou importado).
Para cada par (preco, comp) usamos o simbolo A\, para representar a ca-
tegoria nacional e o simbolo o, para indicar a categoria importado. O
grafico de dispersao disposto na Figura 5.3, em que se pode notar que os
precos maiores correspondem, de modo geral, a carros importados, pode ser
construido por meio dos comandos

> gl <- ggplot(veiculos, aes(comp, preco)) +
geom_point (aes(shape=proc, color=proc), size=3) + theme_bw() +
scale_color_manual (values=c("red", "blue")) +
theme (axis.title = element_text(size=23)) +
theme (legend.position="bottom", legend.direction="horizontal",

legend.text=element_text(size=20))
theme (axis.text.x = element_text(face="plain",
axis.text.y = element_text(face="plain",

size=13),
size=13))
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Figura 5.3: Grafico de dispersao simbdlico para as varidveis preco, comp e proc

(Exemplo 5.2).

Uma alternativa para a representagao grafica das associacoes entre trés
varidveis quantitativas desse conjunto de dados consiste de um gréfico de
dispersao com simbolos de diferentes tamanhos para representar uma delas.
Por exemplo, na Figura 5.4, apresentamos o grafico de dispersao de preco
versus comp, com a variavel motor representada por circulos com tamanhos
variando conforme a poténcia: circulos menores para poténcias entre 40 e
70, circulos médios para poténcias entre 70 e 100 e circulos maiores para
poténcias entre 100 e 130. O gréafico permite evidenciar que carros com
maior poténcia do motor sao em geral mais caros e tém maior comprimento.
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Figura 5.4: Gréafico de dispersao simbdlico para as variaveis preco, comp e motor

(Exemplo 5.2).
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Os comandos do pacote ggplot2 utilizados para a construcao do grafico
disposto na Figura 5.4 sao

> categ_motor=rep(NA,length(motor))

> categ_motor[motor>=40 & motor<70]="Baixa Potencia"

> categ_motor[motor>=70 & motor<100]="Media Potencia"

> categ_motor[motor>=100 & motor<=130]="Alta Potencia"

> categ_motor=factor(categ_motor)

> potencia = 2*c(categ_motor == "Baixa Potencia")+
4xc(categ_motor == "Media Potencia")+
8*c(categ_motor== "Alta Potencia")

> ggplot(veiculos, aes(comp,preco))
+ geom_point (aes(size = factor(potencia)))
> gl <- ggplot(veiculos,aes(comp,preco))
+ geom_point(aes(size = factor(potencia))) + theme_bw()
> g2 <- gl + theme(axis.title = element_text(size=23))
> g3 <- g2 + theme(legend.position="bottom",
legend.direction="horizontal",
legend.text=element_text(size=15))
> g4 <- g3 + theme(axis.text.x = element_text(face="plain",
size=13), axis.text.y = element_text(face="plain", size=13))
> gb <- g4 + scale_size_manual(labels = c("Baixa", "Media",
"Alta"), values = c(2, 4, 8))

Exemplo 5.3. No pacote ggplot2 encontramos o conjunto de dados mpg,
que consiste de observagoes de 38 modelos de carros americanos, com varias
varidveis, dentre as quais destacamos: displ = poténcia do motor, hwy =
eficiéncia do carro em termos de gasto de combustivel, class = tipo do carro
(duas portas, compacto, SUV etc.) e drv = tipo de tragao (4 rodas, rodas
dianteiras e rodas traseiras). Um grafico de dispersao para as varidveis hwy
versus displ, categorizado pela varidvel drv pode ser construido por meio
dos comandos

> gl <- ggplot(data=mpg) +

geom_point (mapping=aes(x=displ, y=hwy, color=drv)) +

geom_smooth (mapping=aes (x=displ, y=hwy, color=drv), se=FALSE) +

theme_bw() +

theme (legend.position="bottom", legend.direction="horizontal",

legend.text=element_text(size=20)) +

theme (axis.text.x = element_text(face="plain", size=18),
axis.text.y = element_text(face="plain", size=18)) +

theme(axis.title = element_text(size=23))

Incluimos a op¢ao geom_smooth para ajustar curvas suaves aos dados (usando
o procedimento de suavizacao lowess) de cada conjunto de pontos da variavel
drv, ou seja uma curva para os pontos com o valor 4 (four-wheel drive), ou-
tra para os pontos com o valor f (front-wheel drive) e uma curva para os
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pontos com valor r (rear-wheel drive). O resultado estd apresentado na Fi-
gura 5.5. As curvas lowess s@o lteis para identificar possiveis modelos de
regressao que serao discutidos no Capitulo 6. Detalhes sobre curvas lowess
podem ser obtidos na Nota de Capitulo 2.

40

20 -
2 3 4 5 6 7
displ
dv = 4 = f = r

Figura 5.5: Grafico de dispersao simbdlico das varidveis hwy versus displ, cate-
gorizado pela varidvel drv com pontos e curvas lowess.

Particao e Janelamento

Uma abordagem alternativa aos graficos de dispersao simbdlicos consiste
em dividir as n observacoes disponiveis em subconjuntos de acordo com os
valores de uma das varidveis e construir um grafico de dispersao envolvendo
as outras duas varidveis para cada subconjunto.

Por exemplo, para os dados do arquivo veiculos, podemos construir
graficos de dispersao para as variaveis motor e comp de acordo com a faixa
de prego (baixo, entre 5000 e 7000, médio, entre 5000 e 7000 ou alto, entre
12000 e 40000), como na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Janelamento para as variaveis preco versus comprimento, categorizado
pela varidvel Poténcia do motor.

Esse grafico sugere uma associagao positiva entre comprimento e (poténcia)
motor, independentemente da faixa de prego, com menos intensidade para
veiculos mais baratos.

Grafico de perfis médios

Os graficos de perfis médios considerados no Capitulo 4 para duas varidveis
podem ser facilmente estendidos para acomodar situacoes com duas varidveis
explicativas categorizadas, usualmente denominadas fatores e uma varidvel
resposta. Como ilustracao, consideremos os dados do arquivo arvores com
o objetivo de comparar as concentracoes médias de Mg obtidas nas cascas de
trés espécies de arvores localizadas nas proximidades de vias com diferentes
intensidades de trafego. Nesse contexto, estamos diante de um problema
com dois fatores, nomeadamente, Espécie de arvores e Tipo de via e
uma varidvel resposta continua, Concentragdo de Mg. O grafico de per-
fis médios correspondente, apresentado na Figura 5.7 pode ser obtido por
intermédio dos seguintes comandos

> resumo <- ddply(arvores, c("especie", "tipovia"), summarise,
+ N = sum(!is.na(Mg)), mean = mean(Mg, na.rm=TRUE),
+ sd sd(Mg, na.rm=TRUE), se = sd / sqrt(N))
> pd <- position_dodge(0.1)
> ggplot(resumo, aes(x=tipovia, y=mean, colour=especie)) +
+ geom_errorbar(aes(ymin=mean-se, ymax=meant+se), width=.1,
position=pd) +
+ geom_line(aes(group = especie)) + geom_point(position=pd) +
+ theme_bw() + labs(x="Tipo de via", y="Concentragdo de Mg") +
+ theme (text=element_text (size=18))

O gréfico permite concluir que as concentragoes médias de Mg nas tipua-
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nas sao mais elevadas que aquelas obtidas em alfeneiros, cujas concentracoes
médias de Mg s@o mais elevadas que aquelas obtidas em sibipirunas. Além
disso, nota-se que a variacao das concentracoes médias de Mg é similar para
tipuanas e alfeneiros localizadas nas proximidades dos quatro tipos de vias
considerados. As concentragoes médias de Mg em sibipirunas, por outro
lado, seguem um padrao diferente.

2500

2000

Concentracao de Mg
&
3

1000

Arterial Collector Local | Local Il
Tipo de via

especie Alfeneiro -+ Sibipiruna Tipuana

Figura 5.7: Gréfico de perfis médios para a concentracao de Mg em cascas de
arvores (as barras correspondem a erros padroes).

Quando as observagoes sao independentes e a distribuigao (populacional)
da variavel resposta é normal com a mesma variancia para todas as com-
binagoes dos niveis dos fatores, as comparagoes de interesse restringem-se
aos correspondentes valores esperados. Esse é o tipico figurino dos proble-
mas analisados por meio da técnica conhecida como Analise de Variancia
(com dois fatores). Nesse tipo de estudo, o objetivo inferencial é avaliar o
“efeito” de cada fator e da “interacao” entre eles em alguma caracteristica
da distribuicdo de uma variavel resposta quantitativa continua. Os termos
“efeito” e “interacao” estao entre aspas porque precisam ser definidos.

Com o objetivo de definir os “efeitos” dos fatores e de sua “interagao”,
consideremos um exemplo simples em que cada um dos dois fatores tem dois
niveis. Um dos fatores, que representamos por A, por exemplo, pode ser o
tipo de droga (com niveis ativa e placebo) e o outro, digamos B, pode ser
faixa etdria (com niveis < 60 anos e > 60 anos) e a variavel resposta poderia
ser pressao diastdlica.

De uma forma geral, admitamos que m unidades amostrais tenham sido
observadas sob cada tratamento, i.e., sob cada combinagao dos a niveis do
fator A e dos b niveis do fator B e que a varidvel resposta seja denotada
por y. A estrutura de dados coletados sob esse esquema estd apresentada
na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Estrutura de dados para ANOVA com dois fatores

Droga Idade Paciente PDiast Droga Idade Paciente PDiast
Ativa < 60 1 Y111 Placebo < 60 1 Y211

Ativa <60 2 Y112 Placebo < 60 2 Y212
Ativa <60 3 Y113 Placebo < 60 3 Y213
Ativa > 60 1 Y121 Placebo > 60 1 Y221
Ativa > 60 2 Y122 Placebo > 60 2 Y292
Ativa > 60 3 Y123 Placebo > 60 3 Y223

Os “efeitos” de cada um dos fatores e da “interagao” entre eles podem
ser definidos em termos dos valores esperados das distribuicoes da resposta
sob os diferentes tratamentos (combinagoes dos niveis dos dois fatores).

Para casos em que o fator A tem a niveis e o fator B tem b niveis, um
modelo comumente considerado para andlise inferencial de dados com essa
estrutura é

Yijk = Hij + €ijk, (5.1)
i=1,...,a, j=1,...,b, k=1,...,m, em que E(e;jx) = 0, Var(e;jx) = o>
e E(ejjrerjy) = 0,1 # i ou j # j' ou k # k', ou seja, os e;j, sao erros
nao correlacionados. Aqui, y;j denota a resposta observada para a k-ésima
unidade amostral submetida ao tratamento definido pela combinacao do
nivel i do fator A e nivel j do fator B.

Esta é a parametrizagao conhecida como de parametrizagao de
médias de celas, pois o parametro de localizagao p;; corresponde ao
valor esperado da resposta de unidades amostrais submetidas ao tratamento
correspondente a combinacao do nivel 7 do fator A e nivel j do fator B. Ou-
tra parametrizacao bastante utilizada estd discutida na Nota de Capitulo
3.

Fazendo a = b = 2 para facilidade de exposigdo, o efeito do fator
A (droga) para unidades submetidas ao nivel j do fator B (faixa
etaria) pode ser definido como a diferenga p1; — p125, que, no exemplo,
corresponde a diferenca entre o valor esperado da pressao diastélica de in-
dividuos com faixa etaria j submetidos a droga 1 (ativa) e o valor esperado
da pressao diastélica de individuos com essa mesma faixa etdria submetidos
a droga 2 (placebo). Analogamente, o efeito do fator B (faixa etaria)
para individuos submetidos ao nivel i do fator A (droga) pode ser
definido como a diferenca ;1 — p0.

A interagao entre os fatores A e B pode ser definida como a diferenca
entre o efeito do fator A para individuos submetidos ao nivel 1 do fator B
e o efeito do fator A para individuos submetidos ao nivel 2 do fator B,
nomeadamente, (p11 — po1) — (12 — p22). Outras definigoes equivalentes,
como (pg2 — p12) — (21 — pi11), também podem ser utilizadas. A escolha
entre as alternativas deve ser feita em funcao dos detalhes do problema; por
exemplo, se a droga 1 for uma droga padrao e a faixa etaria 1 corresponder
a individuos mais jovens, esta tltima proposta pode ser mais conveniente.
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Quando a interacdo é nula, o efeito do fator A é o mesmo para uni-
dades submetidas a qualquer um dos niveis do fator B e pode-se definir
o efeito principal do fator A como (u11 + pi12)/2 — (o1 + p22)/2, que
corresponde a diferenca entre o valor esperado da resposta para unidades
submetidas ao nivel 1 do fator A e o valor esperado da resposta para uni-
dades submetidas ao nivel 2 do fator A (independentemente do nivel do
fator B). Similarmente, o efeito principal do fator B pode ser definido como

(H11 + p21)/2 = (p12 + p22) /2.

Em muitos casos, essas defini¢oes de efeitos principais podem ser consi-
deradas mesmo na presenca de interagao, desde que ela seja nao essencial.
A interacdo entre os fatores A e B é nao essencial quando as diferencas
11 — Mo1 € f12 — Moo tém o mesmo sinal, mas magnitudes diferentes. Por
exemplo, se 11 — po1 = K1 > 0 e g — pog = Ko > 0 com K 75 Ky, a
resposta esperada sob o nivel 1 do fator A é maior que a resposta esperada
sob o nivel 2 do fator A tanto no nivel 1 quanto no nivel 2 do fator B,
embora as magnitudes das diferencas nao sejam iguais. Se essas magnitu-
des tiverem sinais diferentes, a interacao é essencial. Por outro lado, se
K1 = K, nao hé interacdo. O leitor pode consultar Kutner et al. (2004)
para uma discussao sobre a consideracao de efeitos principais em situagoes
com interacao nao essencial. Na Figura 5.8 apresentamos gréaficos de perfis
médios (populacionais) com interagoes essencial e nao essencial entre dois
fatores, A e B, cada um com dois niveis.

Na prética, tanto a interacao entre os fatores bem como seus efeitos (que
sao parametros populacionais sao estimados pelas correspondentes fungoes
das médias amostrais y;; = m~! > it Yijk- Os correspondentes gréficos de
perfis médios sao construidos com essas médias amostrais e desvios padroes
(ou erros padroes) associados e servem para sugerir uma possivel interacao
entre os fatores envolvidos ou os seus efeitos.
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Figura 5.8: Gréfico de perfis médios (populacionais) com diferentes tipos de in-
teragao.

Exemplo 5.4. Consideremos um estudo cujo objetivo é avaliar o efeito de
dois fatores, a saber, tipo de adesivo odontolégico e instante em que foi apli-
cada uma carga ciclica na resisténcia a tracao (variavel resposta) de corpos
de prova odontoldgicos . O fator Adesivo tem trés niveis (CB, RX e RXQ)
e o fator Instante tem trés niveis (inicio, apés 15 minutos e apds 2 horas)
para os adesivos CB e RXQ e quatro niveis (ap6s fotoativacao além de inicio,
ap6s 15 minutos e apds 2 horas) para o adesivo RX. Os dados, disponiveis no
arquivo adesivo estao dispostos na Tabela 5.2 e contém omissoes causadas
pela quebra acidental dos corpos de prova. Detalhes sobre o estudo podem
ser encontrados em Witzel et al. (2000).
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Tabela 5.2: Resisténcia a tracao de corpos de prova de um estudo sobre cimentos
odontoldgicos

Instante Instante

Adesivo carga Repet Resist  Adesivo carga Repet Resist
CB inic 1 8,56 RX 2h 1 16,76
CB inic 2 5,01 RX 2h 2 16,80
CB inic 3 2,12 RX 2h 3 13,07
CB inic 4 1,70 RX 2h 4 11,47
CB inic 5 4,78 RX 2h 5 15,86
CB 15min 1 5,67 RX fativ 1 13,42
CB 15min 2 4,07 RX fativ 2 13,82
CB 15min 3 5,99 RX fativ 3 19,63
CB 15min 4 5,52 RX fativ 4 15,60
CB 15min 5 RX fativ 5 17,87
CB 2h 1 8,57 RXQ inic 1 3,95
CB 2h 2 6,94 RXQ inic 2 6,49
CB 2h 3 RXQ inic 3 4,60
CB 2h 4 RXQ inic 4 6,59
CB 2h 5 RXQ inic 5 4,78
RX inic 1 20,81 RXQ  15min 1 8,14
RX inic 2 12,14 RXQ 15min 2 3,70
RX inic 3 9,96 RXQ 15min 3
RX inic 4 15,95 RXQ 15min 4
RX inic 5 19,27 RXQ 15min 5
RX 15min 1 14,25  RXQ 2h 1 4,39
RX 15min 2 14,21 RXQ 2h 2 6,76
RX 15min 3 13,60 RXQ 2h 3 4,81
RX 15min 4 11,04 RXQ 2h 4 10,68
RX 15min 5 21,08 RXQ 2h 5

Médias e desvios padroes da resisténcia a tragao para as observacoes
realizadas sob cada tratamento (correspondentes ao cruzamento dos niveis
de cada fator) estdo apresentados na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Medidas resumo para os dados da Tabela 5.2

Adesivo Instante n Média Desvio Padrao

0 min 5 443 2,75

CB 15min 4 5,31 0,85
120 min 2 7,76 1,15

0 min 5 5,28 1,19

RXQ 15min 2 5,92 3,14
120 min 4 6,66 2,87

0 min 5 15,63 4,60

RX 15min 5 14,84 3,73
120 min 5 14,79 2,40

fativ 5 16,07 2,66

O grafico de perfis médios correspondente estd apresentado na Figura
5.9.

Resistencia (MPa)

o

0 min 15 min 120 min fativ

Instante de aplicacédo da carga
Adesivo -O- CB -0 RX © RXQ

Figura 5.9: Graéfico de perfis de médias (com barras de desvios padroes) para os
dados da Tabela 5.2.

Esse grafico sugere que nao existe interacao entre os dois fatores, pois os
perfis sdo “paralelos” (lembremos que os perfis apresentados sdo amostrais
e que servem apenas para sugerir o comportamento dos perfis populacionais
correspondentes). Além disso, a variabilidade dos dados (aqui representada
pelas barras de desvios padroes) deve ser levada em conta para avaliar as
possiveis diferencas entre os valores esperados populacionais. Nesse con-
texto, podemos esperar um efeito principal do fator Adesivo, segundo o
qual, os adesivos CB e RXQ tém respostas esperadas iguais, mas menores
que a resposta esperada do adesivo RX. Também é razoavel esperar que nao
exista um efeito principal de Instante de aplicagao, dado que os trés perfis
sao “paralelos” ao eixo das abscissas. Finalmente, convém reafirmar que
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as conclusoes acima sao apenas exploratérias precisam ser confirmadas por
técnicas de ANOVA para efeitos inferenciais. Os seguintes comandos geram
a tabela ANOVA apresentada em seguida.

> adesivo.anova <- aov(resistencia ~ adesivo + instante +
adesivox*instante, data=adesivo)
> summary (adesivo.anova)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

adesivo 2 987.8 493.9 59.526 1.65e-11 *x*x
instante 3 9.3 3.1 0.373 0.773
adesivo:instante 4 16.5 4.1 0.498 0.737
Residuals 32 265.5 8.3

O resultado nao sugere evidéncias nem de interagao entre Adesivo e Instante
de aplicacao (p = 0,737) nem de efeito principal de Instante de aplicagao
(p = 0,773), mas sugere forte evidéncia de efeito de Adesivo (p < 0,001).

Comparacoes multiplas entre os niveis de Adesivo realizadas por meio
da técnica de Tukey a partir do comando

> TukeyHSD(adesivo.anova, which = "adesivo")

corroboram a sugestao de que os efeitos dos adesivos CB e RXQ sao iguais
(p < 0,899), porém diferentes do efeito do adesivo RXQ (p < 0,001).

diff lwr upr p adj
RX-CB  9.9732273 7.316138 12.630317 0.0000000
RXQ-CB 0.5418182 -2.476433 3.560069 0.8986306
RXQ-RX -9.4314091 -12.088499 -6.774319 0.0000000

5.3 Graficos para quatro ou mais variaveis

Os mesmos tipos de graficos examinados na se¢do anterior podem ser con-
siderados para a andlise conjunta de quatro ou mais varidveis. Como ilus-
tracao, consideremos dados de concentracao de elementos quimicos obser-
vados em cascas de diferentes espécies de arvores na cidade de Sao Paulo,
utilizados para avaliar os niveis de poluicdo. Os dados estao disponiveis no
arquivo arvores.

Exemplo 5.5. Na Figura 5.10 apresentamos um grafico do desenhista com
(3) = 6 painéis correspondentes aos elementos Mn, Fe, Cu e Zn observa-
dos em arvores da espécie tipuana localizadas junto a vias coletoras. Aqui
também observam-se evidéncias de correlacoes moderadas entre as varidveis.
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Figura 5.10: Grafico do desenhista para os dados da concentracao de elementos
quimicos em cascas de arvores.

Outros tipos de gréficos podem ser encontrados em Cleveland (1979) e
Chambers et al. (1983), por exemplo.

5.4 Medidas resumo multivariadas

Consideremos valores de p varidveis Xi,...,X,, medidas em n unidades
amostrais dispostos na forma de uma matriz de dados X, de ordem n X p,
i.€.,

Tl T2 T1y T1p
Tl T2 T2 Z2p
X (5.2)
Tii T2 Ty Zip
L Tnl Tn2 Tnv Tnp |

Para cada variavel X; podemos considerar as medidas resumo ja estudadas
no Capitulo 3 (média, mediana, quantis, varidncia etc.). Para cada par de
varidveis, X; e X;, também podemos considerar as medidas de correlacao
(linear) j4 estudadas no Capitulo 4, a saber, covariancia e coeficiente de
correlacao. O vetor de dimensao p x 1 contendo as p médias é chamado de
vetor de médias. Similarmente, a matriz simétrica com dimensao p X p
contendo as variancias ao longo da diagonal principal e as covariancias dis-
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postas acima e abaixo dessa diagonal é chamada de matriz de covariancias
de X1,...,X, ou, equivalentemente, do vetor X = (Xy,... ,Xp)T. Tanto o
vetor de médias quanto a matriz de covariancias (ou de correlagoes) corres-
pondentes ao vetor de varidveis podem ser facilmente calculados por meio
de operagoes matriciais como detalhado na Nota de Capitulo 1.

Exemplo 5.6 Consideremos as variaveis CO, O3, Temp e Umid do arquivo
poluicao. A matriz de covaridncias correspondente é

co 03 Temp Umid
co 2.38 -14.01 -0.14 1.46
03 -14.01 2511.79 9.43 -239.02
Temp -0.14 9.43 3.10 0.14
Umid 1.46 -239.02 0.14 153.63

Note que Cov(CO,03)= -14,01 = Cov(03,CO) etc. Para obter a correspon-
dente matriz de correlagoes, basta usar a definicao (4.11) para cada par
de varidveis, obtendo-se a matriz

co 03 Temp Umid
co 1.00 -0.18 -0.05 0.08
03 -0.18 1.00 0.11 -0.38
Temp -0.05 0.11 1.00 0.01
Umid 0.08 -0.38 0.01 1.00

As correlactes entre as varidveis sao muito pequenas, exceto para O3 e
Umid.

5.5 Tabelas de contingéncia de multiplas entradas

A anélise de dados de trés ou mais varidveis qualitativas (ou quantitativas
categorizadas) pode ser realizada nos moldes daquela abordada na Secao 4.2
para duas varidveis. A distribuicdo de frequéncias conjunta correspondente
pode ser representada por meio de tabelas de contingéncia de multiplas
entradas. Nesse contexto, as frequéncias de um conjunto de dados com trés
varidveis qualitativas com 3, 3 e 2 niveis, respectivamente, sdo representadas
numa tabela 3 x 3 x2. Como ilustracao, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.7. A tabela de frequéncias para a distribuicao conjunta das
varidveis dismenorreia, esterilidade e endometriose apresentadas no
arquivo endometriose2 pode ser obtida por meio dos seguintes comandos

> endometl <-read.xls("/home/jmsinger/Desktop/endometriose2.x1ls",
sheet=’dados’, method="tab")
> endometi$dismenorreia <- reorder (endometi$dismenorreia,
new.order=c("nao", "leve", "moderada",
"intensa", "incapacitante"))
> attach(endomet1)
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> tab <- ftable(dismenorreia, esterilidade, endometriose)
endometriose nao sim
dismenorreia esterelidade

nao nao 482 36
sim 100 27
leve nao 259 31
sim 7 14
moderada nao 84 71
sim 31 45
intensa nao 160 134
sim 52 67
incapacitante nao 106 43
sim 28 24

Quando o objetivo é estudar as relagoes de dependéncia entre as trés variaveis
encaradas como respostas, as frequéncias relativas calculadas em relacao ao
total de pacientes sao obtidas por meio do comandos

> tabprop <- prop.table(tab)
> tabprop <- round(tabprop, 2)

cujo resultado é

endometriose mnao sim
dismenorreia esterilidade

nao nao 0.26 0.02
sim 0.05 0.01
leve nao 0.14 0.02
sim 0.04 0.01
moderada nao 0.04 0.04
sim 0.02 0.02
intensa nao 0.09 0.07
sim 0.03 0.04
incapacitante nao 0.06 0.02
sim 0.01 0.01

Nesse caso, as andlises de interesse geralmente envolvem hipdteses de inde-
pendéncia conjunta, independéncia marginal e independéncia condicional e
podem ser estudadas com técnicas de analise de dados categorizados,
por meio de modelos log-lineares. Detalhes podem ser obtidos em Paulino
e Singer (2006), por exemplo.

Alternativamente, o interesse pode recair na avaliacao do efeito de duas
das varidveis (encaradas como fatores) e de sua interagao na distribuigao
da outra varidvel, encarada como varidvel resposta, como o mesmo espirito
daquele envolvendo problemas de ANOVA. As frequéncias relativas corres-
pondentes devem ser calculadas em relagcdo ao total das linhas da tabela.
Com essa finalidade, consideremos os comandos
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> tabpropl2 <- prop.table(tab,1)
> tabpropl2 <- round(tabpropl2,2)

cujo resultado é

endometriose mnao sim
dismenorreia esterilidade

nao nao 0.93 0.07
sim 0.79 0.21
leve nao 0.89 0.11
sim 0.85 0.15
moderada nao 0.54 0.46
sim 0.41 0.59
intensa nao 0.54 0.46
sim 0.44 0.56
incapacitante nao 0.71 0.29
sim 0.54 0.46

Medidas de associagao entre esterilidade e endometriose podem ser ob-
tidas para cada nivel de dismenorreia por meio das tabelas marginais; para
dismenorreia=nao, os comandos do pacote vcd sao

> nao <- subset(endometl, dismenorreia =="nao", na.rm=TRUE)
> attach(nao)
> tabl <- ftable(esterilidade, endometriose)

com o seguinte resultado

endometriose nao sim

esterilidade
nao 482 36
sim 100 27

assocstats(tabl)
X~2 df P> X"2)
Likelihood Ratio 19.889 1 8.2064e-06

Pearson 23.698 1 1.1270e-06
Phi-Coefficient : 0.192
Contingency Coeff.: 0.188
Cramer’s V : 0.192

Razbes de chances (e intervalos de confianga) correspondentes as varidveis
esterilidade e endometriose podem ser obtidas para cada nivel da varidvel
dismenorreia por meio dos seguintes comandos do pacote epiDisplay

> endometl %$% mhor(esterilidade, endometriose, dismenorreia,
graph = F)
Stratified analysis by dismenorreia
OR lower lim. upper lim. P value
dismenorreia nao 3.61 2.008 6.42 7.73e-06
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dismenorreia leve 1.52 0.708 3.12 2.63e-01
dismenorreia moderada 1.71 0.950 3.12 6.86e-02
dismenorreia intensa 1.54 0.980 2.42 5.11e-02
dismenorreia incapacitante 2.10 1.042 4.25 2.69e-02
M-H combined 1.91 1.496 2.45 1.36e-07

M-H Chi2(1) = 27.77 , P value = 0
Homogeneity test, chi-squared 4 d.f. = 6.9 , P value = 0.141

O resultado obtido por meio da razao de chances combinada pelo método
de Mantel-Haenszel sugere que a chance de endometriose para pacientes
com sintomas de esterilidade é 1,91 (IC95%: 1,5 - 2,45) vezes a chance de
endometriose para pacientes sem esses sintomas, independentemente da in-
tensidade da dismenorreia. Detalhes sobre a técnica de Mantel-Haenszel sao
apresentados na Nota de Capitulo 4.

5.6 Notas de capitulo

1) Notacao matricial para varidveis multivariadas

Nesta secao iremos formalizar a notacao matricial usualmente empre-
gada para representar medidas resumo multivariadas.

Denotemos cada coluna da matriz de dados X por x;, 7 = 1,...,p,
com elementos x;j, i = 1,...,n. Entdo, definindo T; = n=1 3" | @5,
o vetor de médias é expresso como X = (T1,...,Tp) |

Se denotarmos por 1,, o vetor coluna de ordem n x 1 contendo todos

os elementos iguais a um, podemos escrever o vetor de médias como
X = 217X = (@1, 7). (5.3)

n

A matriz de desvios de cada observacdo em relacdo & média corres-

pondente é

Y=X-1,x" (5.4)
de forma que a matriz de covariancias pode ser expressa como
1
S = Y'Y. 5.5
— (5.5)

Na diagonal principal de S constam as variancias amostrais Sj;, j =

1,...,p e nas demais diagonais encontram-se as covariancias amostrais
1 n
Suv = n—1 E (xiu_fu)(-rw_fv)a uv=1,...,p,
i=1
em que Sy, = Syu, para todo u,v. Ou seja,
St Sz - S
So1 Sa2 -+ Sy
S= . . .
Spr Sp2 - Spp
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O desvio padrao amostral da j-ésima componente é S; = (Sjj)l/ 2 j=
1,...,p. Denotando por D a matriz diagonal de ordem p x p com
o j-ésimo elemento da diagonal principal igual a S;, a matriz de
correlagoes é definida por

R =D7!'SD™! = [r,,]. (5.6)

em que ryy, =7, =1, v=1,...,pery, > ry para todo u # v.
O coeficiente de correlagao amostral entre as varidaveis X, e X, é

Suv
uv — 5 5.7
r S (5.7)

com —1 < 7y < 1 e ryy = ryy para todo u,v.
Em muitas situacoes também sao de interesse as somas de quadrados
de desvios, nomeadamente

n

Wep = Z(azw —-Z,)% wv=1,...,p (5.8)
i=1
e as somas dos produtos de desvios, a saber,

n

Wy = Z(xzu = Tu) (T — Ty), uwv=1,...p. (5.9)

=1

Exemplo 5.9. Os dados dispostos na Tabela 5.4 correspondem a
cinco agentes de seguros para os quais foram observados os valores das
varidaveis X1 = numero de anos de servico e Xo = ntimero de clientes.

Tabela 5.4: Numero de anos de servigo (X1) e nimero de clientes (X5) para cinco
agentes de seguros

Agente X; Xy

A 2 48
B 4 56
C 5 64
D 6 60
E 8 72

A matriz de dados é

xT_[2 4 5 6 8
~ |48 56 64 60 72|’

de modo que

5
1 1
T = — i1=-(2+4+5+6+8)=5,
T 5;:1;“ 5(+ +5+6+8)
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5
1 1
T — 0 = —(48 + 56 4+ 64 + 60 + 72) = 60
To 5;:1@2 5( + 56 + 64 + 60 + 72)

[2)-[a]

A matriz de desvios em relacao as médias é

e o vetor de médias é

2 48 1 2-5 48-60 -3 -12
4 56 1 4-5 56-60 -1 4
Y=|564|—-|1]|[>5 60]=| 55 6460 | =| 0 4
6 60 1 6-5 60-60 1 0
8 72 1 8-5 72-60 3 12
e as correspondentes matrizes de covariancias e correlagoes sao, res-
pectivamente,
1 T 5 19 1 095
S_5—1YY_[19 80] ¢ R_[o,% 1 ]

As variancias e covariancias amostrais sao respectivamente,

5 5
1 1
Su= 7 Z(:m ~71)° =5, Sp= 4 Z(m —T2)” = 80,
i=1 i=1
1 5
512 = SQ]_ = i Z(l‘ll _fl)(ﬂgi2 _EQ) = 19

i=1
ao passo que as correlagoes amostrais sao dadas por

 Se 19
VS8 V/5x80

rin=ry=1ce ra=ry 0,95.

Lowess

Muitas vezes, gréficos de dispersao (simbdlicos ou nao) sao utilizados
para a identificagao de curvas que possam representar a relacdo entre
as varidveis sob avaliacao. Por exemplo, pode haver interesse em saber
se uma variavel resposta é uma funcao linear ou quadratica de uma
varidvel explicativa (preditora). O ajuste de uma curva suave aos
dados pode ser realizado or meio da técnica conhecida como lowess
(locally weighted regression scatterplot smoothing). Essa técnica de
suavizagao ¢ realizada por meio de sucessivos ajustes de retas por
minimos quadrados ponderados (ver Capitulo 6) a subconjuntos dos
dados.
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Consideremos, as coordenadas (x;,v;), 7 = 1,...,n dos elementos de
um conjunto de dados, por exemplo, correspondentes aos pontos asso-
ciados aos veiculos drv=4 na Figura 5.5. O ajuste de uma curva suave
a esses pontos por meio da técnica lowess é baseado na substituicao da
coordenada y; por um valor suavizado y; obtido segundo os seguintes
passos:

i) Escolha uma faixa vertical centrada em (z;,y;) contendo ¢ pontos
conforme ilustrado na Figura 5.11 (em que ¢ = 9). Em geral,
escolhemos ¢ = n x p em que 0 < p < 1, tendo em conta que
quanto maior for p, maior serd o grau de suavizacao.

° d;
[ ]
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/(?6%) *

Yj fommmmm e e

|
!
!
|
|
|
1
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Figura 5.11: Faixa centrada em (z;,y;) para suavizagdo por lowess.

ii) Use uma funcao simétrica em torno de x; para atribuir pesos aos
pontos na vizinhanca de (x;,y;). Essa fungao é escolhida de forma
que o maior peso seja atribuido a (z;,y;) e que os demais pesos
diminuam a medida que x se afasta de x;. Com essa finalidade,
utiliza-se, por exemplo, a fungao tricibica

(- uP), se ful <1

h(u) = .
0, em caso contrario.

O peso atribuido a (zk,yx) é hl(x; — zx)/d;] em que d; é a
distancia entre x; e seu vizinho mais afastado dentro da faixa
selecionada em i) conforme ilustrado na Figura 5.12.
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Figura 5.12: Atribuicdo de pesos para suavizacao por lowess.

iii)

iv)

vi)

Ajuste uma reta y = a 4+ Bz + e aos g pontos da faixa centrada
em x;, por meio da minimizacao de

q
D (k) (ye — o — Ba)?,
k=1

~

obtendo os estimadores ae B O valor suavizado de yi é Yy, =
a—+ Brg, k=1,...,q.

Calcule os residuos €, = yr — Yx, k = 1,...,q e por meio de um
grafico de dispersao, por exemplo, identifique possiveis pontos
atipicos (outliers). Quando existirem, refaga os célculos, atri-
buindo pesos menores aos maiores residuos, por exemplo, por
meio da funcao biquadratica

(1—[ul?)?, se |ul<1
g9(u) = i
0, em caso contrario.
O peso atribuido ao ponto (zk,yr) é g(zr) = g(€r/6m) em que
m ¢é a mediana dos valores absolutos dos residuos (|eg|). Se o
valor absoluto do residuo €y, for muito menor do que 6m, o peso a
ele atribuido serd préximo de 1; em caso contrario, serd préximo
de zero. A razao pela qual utilizamos o denominador 6m é que
se os residuos tiverem uma distribuicdo normal com variancia
o2, entdo m ~ 2/3 e 6m ~ 4o. Isso implica que para residuos
normais, raramente teremos pesos pequenos.

Finalmente, ajuste uma nova reta aos pontos (zj,yx) com pesos
h(z)g(zy). Se (zk,yr) corresponder a um ponto discrepante, o
residuo ey, serd grande, mas o peso atribuido a ele serd pequeno.

Repita o procedimento duas ou mais vezes, observando que a pre-
senca de pontos discrepantes exige um maior nimero de iteracoes.
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Gréficos das fungoes trictibica [h(u)] e biquadratica [g(u)] estao exibi-
dos na Figura 5.13.
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Figura 5.13: Graficos das fungoes tricibica [h(u)] e biquadratica [g(u)].

Para mais detalhes sobre o método lowess bem como sobre outros
métodos de suavizagao o leitor podera consultar Morettin e Toldi
(2018), por exemplo.

O gréfico da Figura 5.14 contém curvas lowess (com dois niveis de
suavizacao) ajustadas aos pontos do conjunto de dados rotarod ob-
tidos de um estudo cujo objetivo era propor um modelo para avaliar
a evolucao de uma variavel ao longo do tempo. O grafico sugere um
modelo de regressao segmentada, i.e. em que a resposta média as-
sume um valor constante até um ponto de mudanca, a partir do qual
a uma curva quadratica pode representar a sua variagao temporal. Os
comandos utilizados para a construgao da figura sao

> par(mar=c(5.1,5.1,4.1,2.1))
> plot(rotarod$tempo, rotarod$rotarod, type=’p’,
xlab = "Tempo", ylab ="Rotarod",
cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.6)
> lines(lowess(rotarod$rotarod ~ rotarod$tempo, £=0.1),
col=1, lty=2, lwd =2)
> lines(lowess(rotarod$rotarod ~ rotarod$tempo, £=0.4),
col=2, lty=1, lwd =2)
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Figura 5.14: Curvas lowess com diferentes parametros de suavizagdo ajustadas a
um conjunto de dados.

3) Parametrizagao de desvios médios

Com a finalidade de explicitar efeitos principais e interacdo no modelo
em que se deseja avaliar o efeito de dois fatores no valor esperado
de uma variavel resposta, é comum considerar-se a reparametrizagao
pij = p+ a; + B + afB;j, que implica o modelo

Yijk = 1+ o + B + aBij + eijk, (5.10)

i=1,...,a, j=1,...,b, k=1,...,m. Muitos autores, como Nelder
et al. (1988), interpretam incorretamente os parametros p, a;, f3;,
af3;j, respectivamente, como “média geral”, “efeito principal do nivel
do fator A”, “efeito principal do nivel j do fator B”e “interagao entre
os niveis i do fator A e j do fator B”. Esse modelo é inidentificavel'
e seus parametros nao tém interpretagdo nem sao estimaveis. Para
torna-los interpretdveis e estiméveis, é preciso acrescentar restricoes
de identificabilidade, dentre as quais as mais frequentemente uti-
lizadas sao aquelas correspondentes a parametrizacao de desvios
de médias e a parametrizagao de cela de referéncia, respectiva-

'Um modelo F(6), dependendo do pardmetro § C ©, é identificdvel se para todo
01,02 C ©, 61 # 02 temos F(61) # F(02). Em caso contrario, o modelo é dito inidenti-
ficdvel. Por exemplo, consideremos o modelo y; ~ N(u + ai,0%), 5 = 1,2 em que 41 e y2
sdo independentes. Tomando 6 = (u, a1, ag)T como parametro, o modelo é inidentificdvel,
pois tanto para ; = (5,1,0)7 quanto para 82 = (4,2,1)7 # 6, a distribuigio conjunta
de (y1,12) é N2[(6,6)7,0°Is]. O leitor poderd consultar Bickel e Doksum (2015), entre
outros, para detalhes.
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mente definidas por

a b a b
Zai:ZBJ‘ :Z&ﬁij :Zaﬁij =0 (5.11)
=1 7=1 =1 7=1
e
ar=p=afn=...=afp=afn=...=aBau=0 (512

Sob as restrigoes (5.11), pode-se mostrar que

a b b a
p= (b)Y N w0 =0Ty gy B =aty
j=1 i=1

i=1 j=1

e que

b a
aBij=pi = b1 g —a”t Y e
i=1

j=1

E nesse contexto que o parametro p pode ser interpretado como média
geral e representa a média dos valores esperados da resposta sob as
diversas combinagdes dos niveis dos fatores A e B. O parametro «;,
chamado de efeito do nivel i do fator A corresponde a diferenca entre
o valor esperado da resposta sob o nivel i do do fator A e a média geral
p. O pardmetro ; tem ma interpretacao andloga e o parametro a/3;;
corresponde & interacdo entre entre os niveis ¢ do do fator A e j do
fator B e pode ser interpretado como a diferenca entre o valor esperado
da resposta sob a combinacao desses niveis dos fatores A e B e aquela
que seria esperada quando nao existe interacao entre os dois fatores.

Sob as restrigoes (5.12), temos

W= pan, Q= g — f1g, 0= 2,00, B = pig — pi, J=2,...,b,

(§]
@/BZJZMZJ_(M11+@Z+BJ)? Z‘:27-"7a7.j:27"'7ba

de forma que o parametro u é interpretado como referéncia, os parametros
i, 1 = 2,...,a sao interpretados como diferencas entre as respostas
esperadas das unidades submetidas ao nivel ¢ do fator A relativamente
aquelas obtidas por unidades submetidas ao tratamento associado ao
nivel 1 do mesmo fator, mantido fixo o nivel correspondente ao fator
B. Analogamente, os parametros 3;, j = 2,...,b podem ser inter-
pretados como diferencas entre as respostas esperadas das unidades
submetidas ao nivel j do fator B relativamente aquelas obtidas por
unidades submetidas ao tratamento associado ao nivel 1 do mesmo
fator, mantido fixo o nivel correspondente do fator A. Os parametros
aBij, © = 2,...,a, j = 2,...b podem ser interpretados como dife-
rencas entre as respostas esperadas das unidades submetidas ao tra-
tamento correspondente a cela (i,j) e aquela esperada sob um modelo
sem interacao.
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Em resumo, as definigoes do efeito de um fator e da interacao
entre dois fatores dependem da parametrizacao utilizada e sao im-
portantes para a interpretacao dos resultados da analise, embora a
conclusao seja a mesma qualquer que seja a alternativa adotada.

A estatistica de Mantel-Haenszel

A estatistica de Mantel-Haenszel é utilizada para avaliar a associagao
em conjuntos de tabelas 2 x 2 obtidas de forma estratificada segundo
o paradigma indicado na Tabela 5.5, em que consideramos apenas dois
estratos para efeito didatico.

Tabela 5.5: Frequéncia de pacientes

Fator Status do paciente

Estrato de risco doente sa0 Total
1 presente n111 n112 ni1+
ausente n1921 n122 ni2+

Total n141 n142 N4+

2 presente n911 n9212 N1+
ausente 1921 1922 1224

Total no2+1 n2+2 no4++

Uma estimativa da razao de chances para o estrato h é

_ Mp11MA22
Np12MK21
A estimativa da razao de chances comum proposta por Mantel e Ha-

enszel (1959) é uma média ponderada das razoes de chances de cada
um dos H (H = 2 no exemplo) estratos com pesos

H
Np12M K21 Np12M K21
wy = />

)

Mht+ 3 Mht+

ou seja
H H H
e Z hrch_znhmnhﬂ Nh11MRp22 Znh12nh21
he1 1 thtt Mh12Mh21 3= Tht+
H H
_ Z hllnh22/z Nh121K21
n
el thtt 1 h++

Consideremos, por exemplo, os dados hipotéticos dispostos na Tabela
5.6 provenientes de um estudo cujo objetivo é avaliar a associacao
entre um fator de risco e a ocorréncia de uma determinada moléstia
com dados obtidos em trés clinicas diferentes.
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Tabela 5.6: Frequéncias de pacientes em um estudo com trés estratos

Fator Doenca Razao
Clinica derisco sim mnao Total de chances

A presente 5 7 12 2,86
ausente 2 8 10

B presente 3 9 12 2,00
ausente 1 6 7

C presente 3 4 7 2,63
ausente 2 7 9

A estimativa da razao de chances de Mantel-Haenszel é

~ (5x8)/22+(3x6)/19+(3x7)/16
C(Tx2)/22+(9x1)/19+ (4 x 2)/16

TCMH 2,53.

Uma das vantagens da razao de chances de Mantel-Haenszel é que
ela permite calcular a razao de chances comum mesmo quando ha
frequéncias nulas. Vamos admitir que uma das frequéncias da Tabela
5.6, fosse nula, como indicado na Tabela 5.7

Tabela 5.7: Tabela com frequéncia nula

Fator Doenca Razao
Clinica derisco sim mnao Total de chances

A presente 5 7 12 00
ausente 0 10 10

B presente 3 9 12 2,00
ausente 1 6 7

C presente 3 4 7 2,63
ausente 2 7 9

Embora a razdo de chances para o estrato A seja “infinita”, a razao
de chances de Mantel-Haenszel pode ser calculada e é

(5% 10)/22 + (3 x 6)/19 + (3 x 8)/16
(7x0)/224+(9x1)/19+ (4 x2)/16

rcyrg — = 6,56.

Outra vantagem da estatistica de Mantel-Haenszel é que ela nao é
afetada pelo Paradoxo de Simpson, que ilustramos por meio de um
exemplo. Com o objetivo de avaliar a associagdo entre a divulgagao
de propaganda e a intencao de compra de um certo produto, uma
pesquisa foi conduzida em duas regides. Os dados (hipotéticos) estao
dispostos na Tabela 5.8.
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Tabela 5.8: Frequéncias relacionadas a intencao de compra de um certo produto

Intengao de compra Razao
Regiao Propaganda sim nao Total de chances

1 nao 50 950 1000 0,47
sim 1000 9000 10000
Total 1050 9950 10000

2 nao 5000 5000 10000 0,05

sim 95 5 100

Total 5095 5005 10100

Segundo a Tabela 5.8, em ambas as regides, a chance de intengao
de compra com a divulgacdo de propaganda é pelo menos o dobro
da chance de intencao de compra sem divulgacao de propaganda. Se
agruparmos os dados somando os resultados de ambas as regioes, ob-
teremos as frequéncias dispostas na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Frequéncias agrupadas correspondentes a Tabela 5.8

Intengao de compra Razao
Propaganda sim nao Total de chances
nao 5050 5950 11000 6,98
sim 1095 9005 10100
Total 6145 9950 21100

A razao de chances obtida com os dados agrupados indica que a chance
de intencao de compra quando nao ha divulgagao de propaganda é
cerca de 7 vezes aquela em que ha divulgacao de propaganda, in-
vertendo a direcao da associagao encontrada nas duas regioes. Essa
aparente incongruéncia é conhecida como o Paradoxo de Simpson e
pode ser explicada por uma forte associagdo (com rc¢ = 0,001) entre as
variaveis Regiao e Divulgacao de propaganda como indicado na Tabela
5.10.

Tabela 5.10: Frequéncias de divulgacao de propaganda

Regiao Razao
Propaganda 1 2 Total de chances
nao 1000 10000 11000 0,001
sim 10000 100 10100

Total 11000 10100 21100
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A estatistica de Mantel-Haenszel correspondente é

(50 x 9000)/11000 + (5000 x 5)/10100
950 x 1000)/11000 + (5000 x 95)/10100

rcpg = ( = 0,33

preservando a associacao entre as duas varidveis de interesse obtida
nas duas regioes, em que a divulgagao de propaganda estd positiva-
mente associada com a intencao de compra. Detalhes sobre o Paradoxo
de Simpson podem ser encontrados em Paulino e Singer (2006), por
exemplo.

5.7 Exercicios

1) Considere os dados do arquivo tipofacial.

a) Construa um gréfico de dispersao simbdlico para avaliar a relagao
entre as varidveis altfac, proffac e grupo e comente os resul-
tados.

b) Construa um gréfico do desenhista para avaliar a relagdo entre as
variaveis nsba, ns e sba e comente os resultados.

2) Considere os dados do arquivo antracose.

a) Categorize a varidvel antracose em trés niveis (baixo, médio e
alto).

b) Construa um gréfico de dispersao simbdélico para avaliar a relagao
entre as varidveis htransp, ses e antracose utilizando simbolos
de tamanhos diferentes para os trés niveis de antracose obtidos
no item a). Comente os resultados.

3) Os dados dispostos na Figura 5.15 foram extraidos do arquivo esforco
com a finalidade de avaliar a associacao entre as varidveis vo2rep e
vo2pico para pacientes chagasicos (CH) e controles (C). Comente as
seguintes afirmacoes:

a) Ha pontos atipicos em ambos os casos.

b) As varidveis sdo positivamente correlacionadas nos dois grupos
de pacientes.

¢) Cada uma das varidveis tém dispersao semelhante nos dois grupos
de pacientes.
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Figura 5.15: Gréfico de Pressao sistélica versus Idade para imigrantes.

4) Um experimento foi realizado em dois laboratérios de modo indepen-
dente com o objetivo de verificar o efeito de trés tratamentos (A1, A2 e
A3) na concentragao de uma substéncia no sangue de animais (dados
hipotéticos). As concentragoes observadas nos dois laboratérios sao
apresentas na Tabela 5.11.

Tabela 5.11: Concentragao de uma substancia no sangue de animais

Laboratério 1 Laboratério 2
Al A2 A3 Al A2 A3
8 4 3 4 6 5
3 8 2 5 7 4
1 10 8 3 7 6
4 6 7 5 8 5

Total 16 28 20 Total 16 28 20

a) Compare, descritivamente, as médias dos trés tratamentos nos
dois laboratorios.

b) Sem nenhum célculo, apenas olhando os dados, em qual dos dois
laboratorios sera observado o maior valor da estatistica F numa
analise de variancia? Justifique sua resposta.

5) Um laboratério de pesquisa desenvolveu uma nova droga para febre
tiféide com a mistura de duas substancias quimicas (A e B). Foi re-
alizado um ensaio clinico com o objetivo de estabelecer as dosagens
adequadas (baixa ou alta, para a substancia A, e baixa, média ou
alta, para a substancia B) na fabricagdo da droga. Vinte e quatro
voluntarios foram aleatoriamente distribuidos em 6 grupos de 4 in-
dividuos e cada grupo foi submetido a um dos 6 tratamentos. A res-
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posta observada foi o tempo para o desaparecimento dos sintomas (em
dias). Os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 5.12

Tabela 5.12: Tempo para o desaparecimento dos sintomas (dias)

Dose da Dose da substancia B
substancia A baixa média alta
baixa 10,4 8,9 4.8
baixa 12,8 9,1 4.5
baixa 14,6 8,5 44
baixa, 10,5 9,0 4.6
alta 5,8 8,9 9,1
alta 5,2 9,1 9,3
alta 5,5 8,7 8,7
alta 5,3 9,0 9,4

a) Faga uma andlise descritiva dos dados com o objetivo de avaliar
qual a combinagao de dosagens das substancias faz com que os
sintomas desaparecam em menos tempo.

b) Especifique o modelo para a comparacao dos 6 tratamentos quanto
ao tempo esperado para o desaparecimento dos sintomas. Iden-

tifique os fatores e seus niveis.

c¢) Construa o grafico dos perfis médios e interprete-o. Com base
nesse grafico, vocé acha que existe interagéo entre os fatores?

Justifique sua resposta.

d) Confirme suas conclusoes do item c¢) por meio de uma ANOVA

com dois fatores.

6) Um estudo foi realizado com o objetivo de avaliar a influéncia da
exposi¢gdo ao material particulado fino (MP2,5) na capacidade vital
forgada (% do predito) em individuos que trabalham em ambiente ex-
terno. Deseja-se verificar se o efeito da exposicao depende da ocorréncia
de hipertensao ou diabetes. Os 101 trabalhadores na amostra foram
classificados quanto & exposicao ao material particulado fino e presenga
de diabetes ou hipertensao. As médias da capacidade vital forcada
para cada combinacao das categorias de diabetes ou hipertensao e ex-
posicao ao MP2.5 estao representadas na Figura 5.16.
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Figura 5.16: Capacidade vital forcada (% do predito).

a) Comente descritivamente os resultados obtidos, discutindo a possivel

interagao entre diabetes/hipertensao e exposigao ao material par-
ticulado.

b) Que comparagoes vocé faria para explicar essa possivel interagao?
Justifique sua resposta.

7) Um novo tipo de bateria estd sendo desenvolvido. Sabe-se que o tipo

de material da placa e a temperatura podem afetar o tempo de vida
da bateria. H& trés materiais possiveis a testar em trés temperaturas
escolhidas de forma a serem consistentes com o ambiente de uso do
produto: -9 °C, 21 °C e 50 °C. Quatro baterias foram testadas em cada
combinacao de material e temperatura em ordem aleatéria. As médias
observadas do tempo de vida (h) e intervalos de confianga de 95%
para as médias populacionais em cada combinacao de temperatura e
material estao representados no grafico da Figura 5.17 .

Com base nesse grafico comente as seguintes afirmacoes

a) a escolha do material com o qual é obtida a maior média do tempo
de vida independe da temperatura;

b) as menores médias de tempo de vida foram observadas quando
foi utilizado o material 1;

c) a temperatura em que foram observadas as maiores médias do
tempo de vida é a de 21 °C;

d) hé interagao entre Temperatura e Tempo de vida.
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Figura 5.17: Grafico das médias observadas do tempo de vida (h) e intervalos de
confianca de 95% para as médias populacionais em cada combinagao de temperatura

e material.

8) Considere os dados do arquivo esforco.

a)

d)

Construa gréficos do desenhista (draftman’s plots) separadamente
para cada etiologia (CH, ID e IS) com a finalidade de avaliar a
associagao entre os consumos de oxigénio (VO2) medidos nos trés
momentos de exercicio (LAN, PCR e Pico) e indique os coefici-
entes de correlagao de Pearson e de Spearman correspondentes.

Para cada etiologia (CH, ID e IS), construa um grafico de dis-
persao simbdlico para representar a relacao entre carga e VO2 no
no momento PCR do exercicio, e sobreponha curvas lowess. Que
tipo de funcéo vocé utilizaria para representar a relagao entre as
duas varidveis?

Para cada um dos quatro momentos de exercicio (Repouso, LAN,
PCR e Pico), construa gréaficos de perfis médios da frequéncia
cardiaca para as diferentes combinagoes dos niveis de etiologia
(CH, ID e IS) e gravidade da doenca avaliada pelo critério NYHA.
FEm cada caso, avalie descritivamente as evidéncias de efeitos dos
fatores Etiologia e Gravidade da doenga e de sua interagao.

Utilize ANOVA para avaliar se as conclusoes descritivas podem
ser extrapoladas para a populacao de onde a amostra foi obtida.

9) Considere os dados do arquivo arvores. Obtenha os vetores de médias
e matrizes de covaridncias e correlagbes entre as concentragoes dos
elementos Mn, Fe, Cu, Zn para cada combinagao dos niveis de espécie
e tipo de via. De uma forma geral, qual a relagao entre os vetores de
médias e matrizes de covariancias para os diferentes niveis de espécie
e tipo de via?
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10)

11)

12)

Considere os dados do arquivo arvores. Construa graficos de perfis

médios (com barras de desvios padrdes) para avaliar o efeito de espécie
de arvores e tipo de via na concentragao de Fe. Utilize uma ANOVA
com dois fatores para avaliar a possivel interacao e efeitos dos fato-
res na variavel resposta. Traduza os resultados sem utilizar o jargao
estatistico.

Os dados do arquivo palato provém de um estudo realizado no Labo-

ratorio Experimental de Poluicdo Atmosférica da Faculdade de Medi-

cina da Universidade de Sao Paulo para avaliar os efeitos de agentes
oxidantes no sistema respiratorio. Espera-se que a exposicao a maiores
concentracoes de agentes oxidantes possa causar danos crescentes as
células ciliares e excretoras de muco, que constituem a principal de-
fesa do sistema respiratorio contra agentes externos. Cinquenta e seis
palatos de sapos foram equitativamente e aleatoriamente alocados a
um de seis grupos; cada grupo de 8 palatos foi imerso por 35 minutos
numa solugao de peréxido de hidrogénio numa concentragao especi-
ficada, nomeadamente 0, 1, 8, 16, 32 ou 64 uM. A varidvel resposta
de interesse é a velocidade de transporte mucociliar relativa (mm/s),
definida como o quociente entre a velocidade de transporte mucociliar
num determinado instante e aquela obtida antes da intervencao ex-
perimental. Essa varidvel foi observada a cada cinco minutos apds a
imersao.

a) Obtenha os vetores de médias e matrizes de covariancias/correlacoes
para os dados correspondentes aos diferentes niveis do fator inte-
runidades amostrais (concentracao de peréxido de hidrogénio).

b) Construa graficos de perfis individuais com perfis médios e curvas
lowess sobrepostas para os diferentes niveis da concentracao de
perdxido de hidrogénio.

¢) Compare os resultados obtidos sob os diferentes niveis do fator
interunidades amostrais.

Os dados abaixo reportam-se a uma avaliacao do desempenho de um
conjunto de 203 estudantes universitarios em uma disciplina intro-
dutéria de Algebra e Célculo. Os estudantes, agrupados segundo os
quatro cursos em que estavam matriculados, foram ainda aleatoria-
mente divididos em dois grupos por curso, a cada um dos quais foi
atribuido um de dois professores que lecionaram a mesma matéria. O
desempenho de cada aluno foi avaliado por meio da mesma prova.

Frequéncias de aprovagao/reprovacao de estudantes.
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Desempenho

Curso Professor Aprovado Reprovado
Ciéncias Quimicas A 8 11
B 11 13
Ciéncias Farmaceéuticas A 10 14
B 13 9
Ciéncias Biologicas A 19 25
B 20 18
Bioquimica A 14 2
B 12 4

a) Para valiar a associagao entre Professor e Desempenho, calcule a
razao de chances em cada estrato.

b) Calcule a razao de chances de Mantel-Haenszel correspondente.

c¢) Expresse suas conclusoes de forma nao técnica.

13) Com base nos dados do arquivo coronarias, construa uma tabela
de contingéncia 2x2x2x2 envolvendo of fatores sexo (SEX0), idade
(IDA5B5) e hipertensao arterial (HA) e a varidvel resposta lesao obstru-
tiva coronariana > 50% (L03). Obtenha as razdes de chances entre
cada fator e a varidvel resposta por meio das correspondentes distri-
buicoes marginais. Comente os resultados, indicando possiveis proble-
mas com essa estratégia.
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CAPITULO 6

Analise de Regressao

Models are, for the most part, caricatures of reality, but if they
are good, like good caricatures, they portray, though perhaps in
a disturbed manner, some features of the real world.

Mark Kac

6.1 Introducao

Neste capitulo avaliamos, de modo exploratério, um dos modelos estatisticos
mais utilizados na prética, conhecido como modelo de regressao. O exem-
plo mais simples serve para a andlise de dados pareados (x1,91), ..., (Tn,Yn)
de duas varidveis continuas X e Y num contexto em que sabemos a priori
que a distribuicdo de frequéncias de Y pode depender de X, ou seja, na
linguagem introduzida no Capitulo 4, em que X é a varidvel explicativa
(preditora) e Y é a varidvel resposta.

Exemplo 6.1': Para efeito de ilustracio, considere os dados apresentados
na Tabela 6.1 (disponiveis no arquivo distancia), oriundos de um estudo
cujo objetivo é avaliar como a distancia com que motoristas conseguem
distinguir um determinado objeto (doravante indicada simplesmente como
distancia) varia com a idade.

Exemplo adaptado de https: //courses.lumenlearning.com/wmopen-concepts-statistics
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188 6.1 INTRODUCAO

Tabela 6.1: Distancia com que motoristas conseguem distinguir certo objeto

Idade Distancia Idade Distéancia
Ident (anos) (m) Ident (anos) (m)
1 18 170 16 55 140
2 20 197 17 63 117
3 22 187 18 65 140
4 23 170 19 66 100
5 23 153 20 67 137
6 25 163 21 68 100
7 27 187 22 70 130
8 28 170 23 71 107
9 29 153 24 72 123
10 32 137 25 73 93
11 37 140 26 74 140
12 41 153 27 75 153
13 46 150 28 7 120
14 49 127 29 79 103
15 53 153 30 82 120

Aqui, a varidvel resposta é a distancia e a varidvel explicativa é a idade. O
grafico de dispersao correspondente esta apresentado na Figura 6.1 e mostra
uma tendéncia decrescente da distancia com a idade.

1801

Distancia (m)
5

1204

90+

20 40 60 80
Idade (anos)

Figura 6.1: Grafico de dispersao para os dados da Tabela 6.1 com reta de minimos
quadrados.

O objetivo da andlise de regressao é quantificar essa tendéncia. Como a
resposta para motoristas com a mesma idade (ou com idades bem préximas)
varia, o foco da anélise é a estimagao de uma tendéncia média (representada
pela reta sobreposta aos dados na Figura 6.1).

No caso geral em que temos n pares de dados, o modelo de regressao
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6. ANALISE DE REGRESSAO 189

utilizado para essa quantificacao é
yi=a+pBr;+e, i=1,...,n, (6.1)

em que « e (3 sdo coeficientes (usualmente chamados de parametros) des-
conhecidos (e que se pretende estimar com base nos dados) e e; sao erros
aleatérios que representam desvios entre as observagoes da varidvel resposta
y; e os pontos a+ Sx;, que correspondem aos valores esperados sob o modelo
(6.1) para valores da varidvel explicativa iguais a z;.2 Em geral, supoe-se
que a média (ou valor esperado) dos erros é nula, o que significa, de modo
genérico, que existe uma compensacao entre erros positivos e negativos e
que, consequentemente, o objetivo da andlise € modelar o valor esperado da
variavel resposta
E(yi) = o+ Bu;.

Uma representacao grafica desse modelo estd apresentada na Figura 6.2.

E(ylz = x3)

. E(yle = x2)

E(yle = z1)

y: resposta

E(y) = Bo + prx [yl=]
o m

x: preditora

Figura 6.2: Representacao grafica do modelo (6.1).

No contexto do Exemplo 6.1, podemos interpretar o parametro o como
a distancia esperada com que um recém-nascido, i.e., um motorista com
idade = = 0, consegue distinguir o determinado objeto e o parametro
como a diminuicao esperada nessa distancia para cada aumento de um ano
na idade. Como a interpretacao de a nao faz muito sentido nesse caso, um
modelo mais adequado é

yi=a+PB(x; —18)+e;, i=1,...,n. (6.2)

2Uma notacio mais elucidativa para (6.1) é y;|z; = o + Bz; + e, cuja leitura como
“valor observado y; da varidvel resposta Y para um dado valor x; da varidvel explicativa
X” deixa claro que o interesse da anélise estd centrado na distribuicao de Y e nao naquela
de X.
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190 6.2 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Para esse modelo, o parametro « corresponde a distancia esperada com que
um motorista com idade x = 18 anos consegue distinguir o determinado
objeto e o parametro § tem a mesma interpretacao apresentada para o
modelo (6.1).

O modelo (6.1) é chamado de regressao linear simples e o adjetivo
linear refere-se ao fato de os parametros o e 8 serem incluidos de forma
linear. Nesse sentido, o modelo

yi = a+exp(fz;)+e, i=1,...,n (6.3)
seria um modelo nao linear. Por outro lado, o modelo
yi:a+6$i+7x?+ei, i=1,...,n, (6.4)

é também um modelo linear, pois embora a variavel explicativa = esteja
elevada ao quadrado, os parametros «, 8 e v aparecem de forma linear. Mo-
delos como esse, que envolvem funcoes polinomiais da varidvel explicativa,
sao conhecidos como modelos de regressao polinomial e serao analisados
na Secao 6.3.

Nosso principal objetivo nao é discutir em detalhes o problema da es-
timacao dos parametros desses modelos, mas considerar métodos graficos
que permitam avaliar se eles sao ou nao adequados para descrever conjuntos
de dados com a estrutura descrita. No entanto, nao poderemos prescindir
de apresentar alguns detalhes técnicos. Um tratamento mais aprofundado
sobre o ajuste de modelos lineares e nao lineares pode ser encontrado em
intmeros textos, dentre o quais destacamos Kutner et al. (2004) para uma
primeira abordagem.

Varios pacotes computacionais dispoem de cédigos que permitem ajustar
esses modelos. Em particular, mencionamos a funcdo 1m(). Na Secao 6.2,
discutiremos, com algum pormenor, o ajuste de modelos da forma (6.1) e
depois indicaremos como o caso geral de uma regressao linear multipla
(com mais de duas varidveis explicativas) pode ser abordado.

6.2 Regressao linear simples

Consideramos o modelo (6.1), supondo que os erros e; sao nao correlacio-
nados, tenham média 0 e varidncia o?. Nosso primeiro objetivo é estimar
os parametros o e 5. Um po/s\sivel método para obtencao dos estimadores
consiste em determinar @ e 8 que minimizem a distdncia entre cada ob-
servagao o valor esperado definido por E(y;) = a+ Bz;. Com esse objetivo,
consideremos a soma dos quadrados dos erros e;,

Qe ) =) ef =) (yi—a—B;)’. (6.5)
i=1 i=1

Os estimadores de minimos quadrados sao obtidos minimizando-se
(6.5) com relacao a o e . Com essa finalidade, derivamos Q(«, /) em relacao
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6. ANALISE DE REGRESSAO 191

a esses parametros e igualando as expressoes resultantes a zero, obtemos as
equacgoes de estimagao. A solugéo dessas equagoes sao os estimadores de
minimos quadrados,

(6.6)

a=y-pz, (6.7)
emqueZ =n"1Y" 2, ey=n"1Y" y. Um estimador nio enviesado
de 02 ¢

n n

S Q@B = —-S @=L S (-a-Bu)?  (68)
=1

n—2 n—24 n—24
= =1

~

em que Q(a,3) = > | €? é a soma dos quadrados dos residuos, abre-

viadamente, SQ Res. Os residuos sao definidos como

gl:yl_gl:yl_(a+ﬁxz)7 221)7”

Num contexto inferencial, ou seja, em que os dados correspondem a uma

amostra de uma populagao (geralmente conceitual), os valores dos parametros
@, 3 e 0 ndo podem ser conhecidos, a menos que toda a populacio seja ava-

liada. Consequentemente, os erros e; nao sao conhecidos, mas os residuos ¢;

podem ser calculados e correspondem a “estimativas” desses erros.

Note que no denominador de (6.8) temos n — 2, pois perdemos dois graus
de liberdade em funcao da estimacao de dois parametros (« e f3).

A proposta de um modelo de regressao linear simples pode ser baseada
em argumentos tedricos, como no caso em que dados sao coletados para a
avaliacdo do espago percorrido num movimento uniforme (s = sg + vt) ou
num grafico de dispersao entre a varidvel resposta e a varidavel explicativa
como aquele da Figura 6.1 em que parece razoavel representar a variagao da
distancia esperada com a idade por meio de uma reta.

Uma vez ajustado o modelo, convém avaliar a qualidade do ajuste e
um dos indicadores mais utilizados para essa finalidade é o coeficiente de
determinacao definido como

R2 _ SQTot — SQRes  SQReg _ SQRes
N SQTot - SQTot SQTot’

em que a soma de quadrados total é SQTot = Y " | (y; — 7)%, a soma
de quadrados dos residuos ¢ SQRes = > I, (y; — i) e a soma de
quadrados da regressao é SQReg = > " | (yi — 7)%. Para mais detalhes,
veja a Nota de Capitulo 3. Em esséncia, esse coeficiente mede a porcentagem
da variacao total dos valores da varidvel resposta (y;) em relagao a sua média
(y) explicada pelo modelo de regressao.

O coeficiente de determinacao deve ser acompanhado de outras ferra-
mentas para a avaliacao do ajuste, pois nao estd direcionado para identificar
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192 6.2 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

se todas as suposi¢oes do modelo sao compativeis com os dados sob inves-
tigacdo. Em particular, mencionamos os graficos de residuos, graficos
de Cook e graficos de influéncia local. Tratamos dos dois primeiros na
sequéncia e remetemos os ultimos para as Notas de Capitulo 4 e 5.

Resultados do ajuste do modelo de regressao linear simples distancia; =
a + f(idade; — 18) +e;, i = 1,...,n aos dados da Tabela 6.1 por meio da
funcao 1m() do pacote MASS estao apresentados abaixo. Note que a varidvel
preditora esta especificada como id= idade - 18.

> Im(formula = distancia ~ id, data = distancia)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-26.041 -13.529 2.388 11.478 35.994
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 174.2296 5.5686 31.288 < 2e-16 *xx*
id -1.0039 0.1416 -7.092 1.03e-07 *x*x*

Residual standard error: 16.6 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6424,Adjusted R-squared: 0.6296
F-statistic: 50.29 on 1 and 28 DF, p-value: 1.026e-07

As estimativas dos parametros « (distancia esperada para motoristas
com 18 anos) e § (diminuigao da distancia esperada para cada ano adicional
na idade) com erros padroes entre parénteses sdo, respectivamente, @ =

174,2 (5,6) e B = —1,004 (0,14).

A estimativa do desvio padrao dos erros (o) é S = 16,6, com 30 —2 = 28
graus de liberdade e o coeficiente de determinacio é R? = 0,63. Detalhes
sobre o coeficiente de determinacao ajustado serdao apresentados na Nota de
Capitulo 3. Se usdssemos o modelo (6.1), a estimativa de a seria 192,3 (7,8)
e a de [ seria a mesma.

Uma das ferramentas mais 1teis para a avaliagdo da qualidade do ajuste
de modelos de regressao é o grafico de residuos em que os residuos (€;)
sao dispostos no eixo das ordenadas e os correspondentes valores da variavel
explicativa (z;), no eixo das abscissas.

O gréfico de residuos correspondente ao modelo ajustado aos dados da
Tabela 6.1 esta apresentado na Figura 6.3.

Morettin & Singer - agosto/2021



6. ANALISE DE REGRESSAO 193

o
o
™
o
o | o o
E° o
~ o o
0w 9 - © o
o o o
2 . o o °
) 0o
0 o o
e — o o
°© o
o ° ¢ °
~ -
| ° °
[e] [e]
T T T T T T I
20 30 40 50 60 70 80

Idade (anos)

Figura 6.3: Grafico de residuos para o ajuste do modelo de regressao linear simples
aos dados da Tabela 6.1.

Para facilitar a visualizagao em relacao a dispersao dos residuos e para
efeito de comparacao entre ajustes de modelos em que as varidveis respostas
tém unidades de medida diferentes, convém padroniza-los, i.e., dividi-los
pelo respectivo desvio padrao para que tenham variancia igual a 1. Como os
residuos (ao contrario dos erros) sdo correlacionados, pode-se mostrar que
seu desvio padrao é

2

- 1 (w—7)
DP(@Z):O'\/?M com hll:i‘kﬁ,
no (@ —T)?

de forma que os residuos padronizados, também chamados de residuos
estudentizados, sao definidos por

€ =€/(SV1—hi). (6.9)

Os residuos padronizados sdo adimensionais e tém variancia igual a 1, in-
dependentemente da variancia dos erros (¢2). Além disso, para erros com
distribui¢ao normal, cerca de 99% dos residuos padronizados tém valor entre
-3 e +3.

O grafico de residuos padronizados correspondente aquele da Figura 6.3
estd apresentado na Figura 6.4.
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Figura 6.4: Grafico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de regressao
linear simples aos dados da Tabela 6.1.

Na Figura 6.4, nota-se que residuos positivos e negativos estao dis-
tribuidos sem algum padrao sistematico e que sua variabilidade é razoa-
velmente uniforme ao longo dos diferentes valores da varidvel explicativa,
sugerindo que relativamente a suposi¢ao de homocedasticidade (variancia
constante) o modelo adotado é (pelo menos, aproximadamente) adequado.

Exemplo 6.2: O ajuste de um modelo de regressao linear simples CO; =
a+ B tempo; +e;, i = 1,...,n em que CO representa a concentragao
atmosférica de mondxido de carbono no dia (tempo) i contado a partir de
1 de janeiro de 1991 aos dados do arquivo poluicao) pode ser obtido por
meio da funcao 1lm():

> Im(formula = CO ~ tempo, data = dados)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 6.264608  0.254847 24.582 < 2e-16 **x*
tempo 0.019827 0.003656  5.424 3.15e-07 *xx
Residual standard error: 1.387 on 118 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1996,Adjusted R-squared: 0.1928
F-statistic: 29.42 on 1 and 118 DF, p-value: 3.148e-07

O coeficiente de determinacao correspondente ¢é 0,19, sugerindo que o mo-
delo de regressao linear simples explica apenas uma pequena parcela da
variabilidade dos dados.

Os gréficos de dispersao e de residuos padronizados correspondentes ao
ajuste desse modelo estdo apresentados nas Figuras 6.5 e 6.6. Ambos su-
gerem uma deficiéncia no ajuste: no primeiro, observa-se uma curvatura
nao compativel com o ajuste de uma reta; no segundo, nota-se um padrao
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6. ANALISE DE REGRESSAO 195

na distribuicao dos residuos, que sao positivos nos primeiros dias, negati-
vos em seguida e espalhados ao final das observagoes diarias. Além disso, a
dispersao dos residuos varia com o tempo.

12

Concentragao de CO

T I
0 20 40 60 80 100 120

Tempo (dias)

Figura 6.5: Grafico de dispersao para os dados de monoéxido de carbono.
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Figura 6.6: Gréfico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de regressao
linear simples aos dados da concentragao de CO.

Um modelo (linear) de regressao polinomial alternativo em que termos
quadréatico e ctibico sao inclufdos, i.e., CO; = a + B8 tempo; + v tempo? +
1) tempo?—i—ei, 1 =1,...,n tem um melhor ajuste, como se pode notar tanto
pelo acréscimo no coeficiente de determinacao, cujo valor é 0,35, quanto pelo
grafico de residuos padronizados disposto na Figura 6.7. Detalhes sobre o
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ajuste de modelos de regressao polinomial como esse, serao apresentados
na Secao 6.3. Ainda assim, esse modelo polinomial ndo é o mais adequado
em virtude da presenca de heteroscedasticidade, ou seja, de variancias
que nao sao constantes ao longo do tempo. H& modelos que incorporam
heterogeneidade de variancias, mas estao fora do objetivo deste texto. Para
detalhes, pode-se consultar Kutner et al. (2004), por exemplo.
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Figura 6.7: Gréfico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de regressao
polinomial aos dados da concentragao de CO.

Exemplo 6.3: Os dados da Tabela 6.2 sao provenientes da mensuracao
da velocidade do vento no aeroporto de Philadelphia (EUA), sempre & uma
hora da manha, para os primeiros 15 dias de dezembro de 1974 (Graedel e
Kleiner, 1985). Esses dados estao disponiveis no arquivo vento.

Tabela 6.2: Velocidade do vento no aeroporto de Philadelphia (v;)

t V¢ t (%
1 222 9 204
2 61,1 10 204
3 13,0 11 204
4 278 12 11,1
5222 13 13,0
6 74 14 74
774 15 148
8 74

O diagrama de dispersao dos dados no qual estd indicada a reta obtida
pelo ajuste de um modelo linear simples, nomeadamente,

By = 30,034 — 1,454t

t=1,...

.15
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e o correspondente grafico de residuos padronizados estao apresentados nas
Figuras 6.8 e 6.9.

60 - *

Figura 6.8: Grafico de dispersao para os dados da Tabela 6.2 com reta de minimos
quadrados sobreposta.
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Figura 6.9: Gréfico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de regressao
linear simples aos dados da Tabela 6.2.

Nesses graficos pode-se notar que tanto a observagao associada ao se-
gundo dia (¢ = 2, com v; = 61,1) quanto o residuo correspondente destoam
dos demais, gerando estimativas dos coeficientes da reta diferentes daque-
les que se espera. Essa é uma observagao atipica (outlier). Na Nota
de Capitulo 8, apresentamos um modelo alternativo com a finalidade de
obtencao de estimativas resistentes (também chamadas de robustas) a
pontos desse tipo.

Exemplo 6.4: Consideremos agora os dados (hipotéticos) dispostos na Ta-
bela 6.3 aos quais ajustamos um modelo de regressao linear simples.
O gréfico de dispersao (com os dados representados por circulos e com a
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reta de regressao representada pela linha sélida) e o correspondente grafico
de residuos padronizados estao apresentados nas Figuras 6.10 e 6.11.

Tabela 6.3: Dados hipotéticos

X 10 8 13 9 11 14 6 1 12 7 5 18
Y 804 695 7,58 88l 833 996 7,24 426 10,84 4,82 568 6,31

10

4 8 12 16
X
Figura 6.10: Gréfico de dispersdo (com retas de regressdo sobrepostas) para os

dados da Tabela 6.3; curva sélida para dados completos e curva interrompida para
dados com ponto influente eliminado.

Residuos padronizados
-1 0
[ ]

-2

-3

X

Figura 6.11: Grafico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de re-
gressao linear simples aos dados da Tabela 6.3.

Os dois gréaficos contém indicacoes de que o ponto associado aos valores
(X = 18,Y = 6.31) pode ser um ponto atipico. Isso fica mais evidente
quando consideramos outra ferramenta diagnéstica conhecida como grafico
de Cook apresentado na Figura 6.12.
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Figura 6.12: Grafico de Cook correspondente ao ajuste do modelo de regressao
linear simples aos dados da Tabela 6.3.

Esse grafico é baseado na chamada distancia de Cook (veja a Nota de
Capitulo 4) que serve para indicar as observagoes que tém grande influéncia
em alguma caracteristica do ajuste do modelo. Em particular, salienta os
pontos [chamados de pontos influentes ou pontos alavanca (high leverage
points)] que podem alterar de forma relevante as estimativas dos paradmetros.
Em geral, como no caso estudado aqui, esses pontos apresentam valores das
respectivas abscissas afastadas daquelas dos demais pontos do conjunto de
dados. Para detalhes, consulte a Nota de Capitulo 5.

Neste exemplo, a eliminacao do ponto mencionado altera as estimativas
do intercepto [de 5,01 (1,37) para 3,00 (1,12)] e da inclinacao [de 0,25 (0,13)
para 0,50 (0,12)] da reta ajustada. A reta correspondente ao ajuste quando
o ponto influente (X = 18,Y = 6.31) é eliminado do conjunto de dados estéd
representada na Figura 6.10 pela curva interrompida.

Nos casos em que se supoe que os erros tém distribuicdo normal, pode-se
utilizar graficos QQ com o objetivo de avaliar se os dados sd@o compativeis
com essa suposicao. E importante lembrar que esses graficos QQ devem ser
construidos com os quantis amostrais baseados nos residuos e nao com as
observagoes da variavel resposta, pois apesar de suas distribuigoes também
serem normais, suas médias variam com os valores associados da variavel
explicativa, ou seja, a média da varidvel resposta correspondente a x; é
a + Bx;.

Convém observar que sob normalidade dos erros, os residuos padroni-
zados seguem uma distribuicao ¢t com n — 2 graus de liberdade e é dessa
distribuicao que se deveriam obter os quantis tedricos para a construcao do
grafico QQ. No entanto, para valores de n maiores que 20 ou 30, os quantis
da distribuicao ¢ se aproximam daqueles da distribuicao normal, tornando-as
intercambidveis para a construgao do correspondente grafico QQ. Na pratica,

Morettin & Singer - agosto/2021



200

6.2 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

mesmo com valores de n menores, é comum construir esses graficos baseados

na distribuicao normal.

Gréficos QQ (com bandas de confianga) correspondentes aos ajustes de
modelos de regressao linear simples aos dados das Tabelas 6.1 e 6.3 (com e
sem a eliminagao da observagao influente) estao respectivamente apresenta-
dos nas Figuras 6.13, 6.14 e 6.15.

Quantis dos residuos
padronizados

1 2

Quantis da distribuicdo Normal

Figura 6.13: Grafico QQ correspondente ajuste do modelo de regressao linear

simples aos dados da Tabela 6.1.

Quantis dos residuos
padronizados

0

1 2

Quantis da distribuicéo t (gl=10)

Figura 6.14: Grafico QQ correspondente ajuste do modelo de regressao linear
simples aos dados da Tabela 6.3 (com todas as observagoes).
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Quantis dos residuos
padronizados

-2 -1 0 1 2
Quantis da distribuicao t (gl=9)

Figura 6.15: Grafico QQ correspondente ajuste do modelo de regressao linear
simples aos dados da Tabela 6.3 (sem a observacao influente).

Nos trés casos, nao hé evidéncias fortes contra a suposi¢ado de normali-
dade dos erros (apesar do ponto fora da banda de confianga salientado na
Figura 6.14). Especialmente com poucos dados, ¢é dificil observar casos em
que essa suposicao nao parece razoavel.

Convém lembrar que se o objetivo for avaliar a inclinagao da reta de
regressao (), ou seja, avaliar a taxa com que a resposta esperada muda
por unidade de variacao da varidvel explicativa, essa suposicao de norma-
lidade da varidvel resposta tem efeito marginal na distribui¢ao do estima-
dor de minimos quadrados desse parametro (3). Pode-se mostrar que esse
estimador segue uma distribuicdo aproximadamente Normal quando o
tamanho da amostra é suficientemente grande, por exemplo, 30 ou mais,
mesmo quando a suposi¢ao de normalidade para a varidvel resposta nao for
verdadeira. Mais detalhes e uma referéncia estao apresentados na Nota de
Capitulo 1.

Em geral, a suposicao de que os erros do modelo linear sao nao correla-
cionados deve ser questionada com base no procedimento de coleta de dados.
Como ilustracao, consideramos dois exemplos nos quais essa caracteristica
justifica a duvida. O primeiro exemplo é um caso simples dos problemas
abordados pelas técnicas de andlise de séries temporais; o segundo exem-
plo € o caso tipico de andlise de dados longitudinais e sera apresentado na
Secao 6.4. Ambos sao apresentados aqui com a finalidade de mostrar como as
técnicas de andlise de regressao podem ser empregadas para analisar mode-
los mais gerais do que aqueles governados pelo paradigma de Gauss-Markov
(veja a Nota de Capitulo 1).

Exemplo 6.5: Na Tabela 6.4 apresentamos valores do peso de um bezerro
observado a cada duas semanas ap6s 0 nascimento com o objetivo de avaliar
seu crescimento nesse periodo. O grafico de dispersao correspondente estd
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disposto na Figura 6.16.

Tabela 6.4: Peso (kg) de um bezerro nas primeiras 26 semanas apés o nascimento

Semana Peso Semana Peso
0 32,0 14 81,1
2 35,5 16 84,6
4 39,2 18 89,8
6 43,7 20 97,4
8 51,8 22 111,0
10 63,4 24 120,2
12 76,1 26 134,2
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Figura 6.16: Grafico de dispersao para os dados da Tabela 6.4

Tendo em vista o grafico apresentado na Figura 6.16, um possivel modelo
para representar o valor esperado do peso em funcao do tempo é

Y = o+ Bt + 9% + ey, (6.10)

t=1,...,14 em que y; representa o peso do bezerro no instante ¢, & denota
o valor esperado de seu peso ao nascer, e 7y representam os coeficientes
dos termos linear e quadratico da curva que rege a variacao temporal do
peso esperado no intervalo de tempo estudado e e; denota um erro aleatério
com média 0 e variancia 2. Utilizamos ¢ como indice para salientar que as
observacoes sao colhidas sequencialmente ao longo do tempo.

O coeficiente de determinagao ajustado, jo = 0,987 indica que o ajuste
(por minimos quadrados) do modelo com a = 29,9 (2,6), B =27 (2,5)
e 7 = 0,05 (0,02) é excelente (sob essa dtica, obviamente). Por outro
lado, o grafico de residuos apresentado na Figura 6.17 mostra sequéncias de
residuos positivos seguidas de sequéncias de residuos negativos, sugerindo
uma possivel correlagdo positiva entre eles (autocorrelagao).
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Figura 6.17: Residuos estudentizados obtidos do ajuste do modelo (6.10)

Uma maneira de contornar esse problema, é modificar os componentes
aleatérios do modelo para incorporar essa possivel autocorrelacao nos erros.
Nesse contexto, podemos considerar o modelo (6.10) com

ep =pe—1+u, t=1,....n (6.11)

em que u; ~ N(0,0%), t = 1,...,n sdo varidveis aleatérias independentes
e eg é uma constante (geralmente igual a zero). Essas suposigoes implicam
que Var(e;) = 02/(1 — p?) e que Cov(et, e;—s) = p°[o?/(1 — p?)]. O termo p
é conhecido como coeficiente de autocorrelagao.

Para testar a hipdtese de que os erros sao nao correlacionados pode-se
utilizar a estatistica de Durbin-Watson:

n n
D= Z(gt - 51571)2/2557 (6.12)
t=2 t=1

em que €, t = 1,...,n sdo os residuos obtidos do ajuste do modelo (6.10)
por minimos quadrados. Expandindo (6.12) obtemos
D — >iaCi I te2 €11 22?:2 €t€t—1

DA DY Y et
Z?:Q gtgt—l

Y €

Se os residuos nao forem correlacionados, entao >, , €61 ~ 0 e conse-
quentemente, D =~ 2; se, por outro lado, os residuos tiverem uma forte

~ oy n A~ A~ ~ n ~2 ~ ~ .
correlacao positiva, esperamos que y | ,€6;_1 = ). ,€; e entdao D ~ 0;
finalmente, se os residuos tiverem uma grande correlacdo negativa, espera-

noos ~ _\\1 52 ~ 1

mos que » " 5 €1 & —» 5 € e nesse caso, D ~ 4. Durbin e Watson
(1950, 1951, 1971) produziram tabelas da distribuigao da estatistica D que

A~ 2-2 (6.13)
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podem ser utilizadas para avaliar a suposicao de que os erros nao sao corre-
lacionados.

O valor da estatistica de Durbin-Watson para os dados do Exemplo 6.5
sob o modelo (6.10) é D = 0,91 (p < 0,0001), sugerindo um alto grau
de autocorrelagao dos residuos. Uma estimativa do coeficiente de autocor-
relagao p é 0,50. Nesse caso, o modelo (6.10) - (6.11) podera ser ajustado
pelo método de minimos quadrados generalizados ou por métodos
de Séries Temporais. Para detalhes sobre essas técnicas o leitor pode
consultar Kutner et al. (2004) ou Morettin e Toldi (2018), respectivamente.

Exemplo 6.6: Os dados dispostos na Tabela 6.5 sao extraidos de um es-
tudo conduzido na Faculdade de Odontologia da Universidade de Sao Paulo
e correspondem a medidas de um indice de placa bacteriana obtidas de 26
criangas em idade pré-escolar, antes e depois do uso de uma escova de dentes
experimental (Hugger) e de uma escova convencional (dados disponiveis no
arquivo placa). O objetivo do estudo era comparar os dois tipos de esco-
vas com respeito a eficicia na remocao da placa bacteriana. Os dados do
estudo foram analisados por Singer e Andrade (1997) e s@ao apresentados
aqui apenas com intuito didatico para mostrar a flexibilidade dos modelos
de regressdo. Analisamos somente os dados referentes a escova experimental
e nao incluimos a variavel sexo, porque a analise dos dados completos nao
indicou diferencas entre meninas e meninos com relacao a remocao da placa
bacteriana.

Tabela 6.5: Indices de placa bacteriana antes e depois da escovacao com uma
escova de dentes experimental

ident antes depois ident antes depois

1 218 043 14 1,40 0,24
2 205 008 15 090 0,15
3 105 0,18 16 058 0,10
4 195 0,78 17 250 0,33
5 028 003 18 225 0,33
6 263 023 19 153 0,53
7 150 020 20 143 0,43
8 045 000 21 348 0,65
9 070 005 22 180 020
10 1,30 030 23 150 0,25
11 125 033 24 255 0,15
12 0,18 000 25 1,30 0,05
13 330 090 26 265 025

Embora as duas varidveis (indices de placa bacteriana antes e depois
da escovagao) correspondam essencialmente a varidveis respostas, é possivel
considerar uma analise condicional, tomando o indice pré escovagao como
variavel explicativa (z;) e o indice pds escovacao como varidvel resposta
(yi). Nesse contexto, a pergunta que se deseja responder é “qual é o valor
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esperado do indice pds escovacao dado um determinado valor do indice pré
escovacao?”.

O gréafico de dispersao dos dados da Tabela 6.5 estd apresentado na
Figura 6.18 (a linha tracejada corresponde ao modelo de regressao linear
simples ajustado aos dados originais) em que se pode notar um aumento
da dispersao do indice de placa observado pés escovacao com o aumento do
indice pré escovacao. Isso invalida a adogao de um modelo como (6.1) cujo
ajuste exige homocedasticidade (variancia constante).

©
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Indice de placa bacteriana

0.00

1 2 3
indice de placa bacteriana pré—escovagio

Figura 6.18: Grafico de dispersdo para os dados da Tabela 6.5; curva sélida para
o modelo de regressao linear simples sem intercepto e curva interrompida para o
modelo linearizado (6.20).

Singer e Andrade (1997) analisaram os dados do estudo completo por
meio de um modelo nao linear da forma

yi = Baje;, i=1,...,26, (6.14)

em que 8 > 0 e y s@o parametros desconhecidos e e; sdo erros (multiplica-
tivos) positivos, justificando-o por meio das seguintes constatagoes:

i) os indices de placa bacteriana sdo positivos ou nulos;

ii) a relacdo entre X e Y deve ser modelada por uma func¢ao que passa
pela origem (uma medida nula de X implica uma medida nula de Y');

iii) espera-se que a variabilidade de Y seja menor para valores menores
de X, pois o indice de placa pds escovagao deve ser menor ou igual ao
indice pré escovacao.
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Note que y/x denota a taxa de redugao do indice de placa e E(y)/z
denota a taxa esperada de redugao do indice de placa. Por (6.14), temos

E(yi) _ Bl E(e;)

T T

= B‘T;Y_IE(GZ')?

lembrando que E(e;) > 0. Logo, se 7 = 1, essa taxa de redugao esperada
é constante; se v > 1 a taxa de reducao esperada aumenta e se v < 1, ela
diminui com o aumento do indice de placa z;. Por outro lado, quanto menor
for 5 (0 < 8 < 1), maior seréd a redugao do indice de placa.

Na Figura 6.19 apresentamos o histograma de X e o respectivo bozplot,
mostrando que a distribuicao do indice de placa pré escovagao é moderada-
mente assimétrica a direita. Embora nao faga sentido construir o histograma
e o boxplot correspondente ao indice de placa bacteriana pés escovacao Y
(pois sob o modelo, sua média depende de X)), é razodvel supor que a dis-
tribui¢ao condicional de Y dado X também seja assimétrica.

10
|
3.0

2.0

e—escovacao

Fequéncia
1.5

Indice pr
1.0

0.5
|

T T T T 1
0 1 2 3 4

indice pré-escovacéo

Figura 6.19: Histograma e boxplot para o indice de placa bacteriana pré escovacao.

Esses resultados sugerem que uma transformacao da forma 2z, com

0 < 0 < 1, pode ser adequada para tornar os dados mais simétricos e estabi-
lizar a variancia (consulte a Segao 3.10 para detalhes sobre transformagoes
de variaveis). Poderfamos considerar, por exemplo, os casos 6 = 0, ou seja,
a transformagao logaritmica, § = 1/3 (raiz ctbica) ou § = 1/2 (raiz qua-
drada). A transformagao logaritmica é mais conveniente, pois permite a
linearizagao do modelo, deixando-o no formato de um modelo de regressao
linear simples para o qual dispomos de técnicas de ajuste amplamente co-
nhecidas. Esse modelo, no entanto, exige que eliminemos os dois pares de
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casos para os quais Y = 0, reduzindo para 24 o nimero de observagoes. O
modelo resultante obtido com a transformacao logaritmica é

vi= B el e, i=1,...2, (6.15)

em que y = log(y;), 7 = log(z;), * = log B e ef = log(e;) sao erros, que

supomos ter média 0 e variancia 2. Se, adicionalmente, supusermos que e;
tem distribui¢ao normal, os erros originais, e; terao distribuicao log-normal,
definida apenas para valores positivos, o que é compativel com as suposigoes
adotadas para o modelo (6.14).

Na Figura 6.20 apresentamos o diagrama de dispersao entre logx; e
log y;, sugerindo que a transformagao induz uma menor dispersao dos dados,
embora ainda haja um maior acimulo de pontos para valores “grandes” de
X.

log(indice p6s—escovacao)

-3.5

T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
log(indice pré—escovacao)

Figura 6.20: Gréafico de dispersao para os dados da Tabela 6.5 sob transformacao
logaritimica.

Usando o método de minimos quadrados, a reta ajustada é
y; = —1,960 + 1,042z . (6.16)

que corresponde a
Ji = 0,141z 0% (6.17)

na concepgao original, ja que E = exp(g*) = exp(—1,960) = 0.141. Note
que E < 1 e ¥ tem valor muito préximo de 1. Podemos testar a hipdtese
v = 1, para avaliar se esse resultado traz evidéncia suficiente para concluir
que a taxa de reducao do indice de placa bacteriana na populagao para a
qual se deseja fazer inferéncia é constante. Para testar Hy : v = 1 contra
a alternativa H4 : v > 1 usamos a estatistica

51
S/ (@ —7%)?

t =
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cuja distribuigao sob Hy é t com n — 2 graus de liberdade (veja a Secao 5.2 e
Bussab e Morettin, 2017, por exemplo). O valor-p correspondente ao valor
observado da estatistica t é

~ 1,042 — 1 —
p=PFH>1042) =P [tm > > (af - m?] .
Como Y, zf = 10,246, z* = 0,427, >, yF = —36,361, y* = —1,515, > (2} —
z¥)? = 3 (xF)? — 24(2%)% = 12,149 — 24 x 0,182) = 7,773, obtemos S? =
7,773/22 = 0,353 ¢ S = 0,594. Entdo

p = Pltys > 0,42 x 2,788/0,594] = Plto; > 1,971] ~ 0,06

indicando que nao ha evidéncias fortes para rejeitar Hy. Como consequéncia,
podemos dizer que a taxa esperada de reducao da placa,

E(yi)/zi = BE(ei),

é constante. Como concluimos que v = 1, o modelo linear nos logaritmos
das varidveis (6.15) fica reduzido a

yi =B +xi +ei, (6.18)
e para estimar §* basta considerar a soma de quadrados dos erros

QB = (yr — B —a})%,

(2

deriva-la em relacao a 5* e obter o estimador de minimos quadrados de 5*
como

B\* :g* _f*.

No nosso caso, E* = —1,515— 0,427 = —1,942, e o modelo ajustado é
yr = —1,942 + z} (6.19)
que em termos das varidveis originais corresponde a
g = 0,1434x;, i=1,...,24. (6.20)

Esse modelo corresponde a uma reta que passa pela origem e esta represen-
tada por meio de uma linha sélida na Figura 6.18.

Os residuos dos modelos (6.14) e (6.15) estao representados nas Figuras
6.21 e 6.22, respectivamente. Esses graficos sugerem que os residuos dos
dois modelos estao aleatoriamente distribuidos em torno de zero, mas nao
sao totalmente compativeis com a distribuicao adotada, pois sua variabili-
dade nao é constante. Para uma andlise do conjunto de dados do qual este
exemplo foi extraido e em que a suposicao de heterocedasticidade é levada
em conta, o leitor deve consultar Singer e Andrade (1997).

Morettin & Singer - agosto/2021



6. ANALISE DE REGRESSAO

209

m7
°

8
S N
] °
N
c 4
= % ° °
o b e ® ° °
8 o * *
S 1 o 0
S o
0 .
(&) o
x

(‘lo,

T T T T
0.5 1.0 15 2.0 25
indice de placa pré—escovacéo

3.0

3.5

Figura 6.21: Gréfico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de re-

gressao linear aos dados da Tabela 6.5.
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Figura 6.22: Gréfico de residuos padronizados para o ajuste do modelo de re-

gressao linear aos dados logaritmizados da Tabela 6.5.

6.3 Regressao linear multipla

Com p varidveis explicativas X1,..., X, e uma varidvel resposta ¥, o mo-

delo de regressao linear multipla é expresso como

Yi = Bo + Brxi + Poxiz + ...+ Bpxip + €5,

i=1,...

(6.21)
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O coeficiente [y é o chamado intercepto e a variavel explicativa associada
a ele, x;0, tem valor constante igual a 1. Para completar a especificacao do
modelo, supoe-se que os erros e; sao nao correlacionados, tenham média zero
e variancia comum (desconhecida) .

Se quisermos testar hipdteses a respeito dos coeficientes do modelo ou
construir intervalos de confianca para eles por meio de estatisticas com dis-
tribuicoes exatas, a suposicao de que a distribuicao de frequéncias dos erros
é normal deve ser adicionada. O modelo (6.21) tem p + 2 parametros des-

conhecidos, a saber, o, 81 ...,0p € o2, que precisam que ser estimados com
base nos dados observados.
Definindo zjp = 1, i = 1,...,n, podemos escrever (6.21) na forma

p
Y; = E ﬁjxij—i—ei, 1=1,....n.
Jj=0

Minimizando a soma dos quadrados do erros e;, i.e.,
n n p
2 2
QB Bp) =D et => lyi— > _ Bzl
i=1 i=1 j=0

em relacao a o, ..., 3, obtemos os estimadores de minimos quadrados
Bj, 3=1,...,p, de modo que

p ~
J=0

sao os valores estimados (sob o modelo). Os termos

@i:yi—gi, 1= 1,...,77, (6.22)
sao os residuos, cuja andlise é fundamental para avaliar se modelos da
forma (6.21) se ajustam bem aos dados.

Para efeitos computacionais os dados correspondentes a problemas de
regressao linear multipla devem ser dispostos como indicado na Tabela 6.6.

Tabela 6.6: Matriz de dados apropriada para ajuste de modelos de regressao

Y Xi Xo - X,
Yyr Ti1 T12 - Tip
Y2 X21 T2 o X
Yn Tpl Tp2 - Tpp

Em geral, a varidvel correspondente ao intercepto (que é constante e igual a
um) nao precisa ser incluida na matriz de dados; os pacotes computacionais
incluem-na naturalmente no modelo a nao ser que se indique o contrario.
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Para facilitar o desenvolvimento metodoldgico, convém expressar o mo-
delo na forma matricial

y=XB+e. (6.23)

em = Té jos el a lores da varidvel

quey = (y1,...,Yn) €0 vetor cujos elementos sao os valores da varidve

resposta Y, X = (1,x1,...,%p) é a matriz cujos elementos sdo os valores

das varidveis explicativas, com x; = (xlj,...,xnj)T contendo os valores

da variavel X;, B8 = (Bo, b1 ..., ﬁp)T contém os respectivos coeficientes e
e=(e1,...,e,)! éo vetor de erros aleatérios.

Exemplo 6.7: Os dados da Tabela 6.7 (disponiveis no arquivo esteira)
foram extraidos de um estudo em que um dos objetivos era avaliar o efeito
do indice de massa corpérea (IMC) e da carga aplicada numa esteira er-
gométrica no consumo de oxigénio (VO2) numa determinada fase do exercicio.

Tabela 6.7: VO2, IMC e carga na esteira ergométrica para 28 individuos

VO2 IMC carga VO2 IMC carga

ident (mL/kg/min) (kg/m?) (W) ident (mL/kg/min) (kg/m?) (W)
1 14,1 24,32 71 15 22,0 22,45 142
2 16,3 27,68 91 16 13,2 30,86 62
3 9,9 23,93 37 17 16,2 25,79 86
4 9,5 17,50 32 18 13,4 33,56 86
5 16,8 24,46 95 19 11,3 22,79 40
6 20,4 26,41 115 20 18,7 25,65 105
7 11,8 24,04 56 21 20,1 24,24 105
8 29,0 20,95 104 22 24,6 21,36 123
9 20,3 19,03 115 23 20,5 24,48 136
10 14,3 27,12 110 24 29,4 23,67 189
11 18,0 22,71 105 25 22,9 21,60 135
12 18,7 20,33 113 26 26,3 25,80 189
13 9,5 25,34 69 27 20,3 23,92 95
14 17,5 29,93 145 28 31,0 24,24 151

Para associar a distribuicdo do consumo de oxigénio (Y) com as in-
formagoes sobre IMC (X) e carga na esteira ergométrica (X2), consideramos
o seguinte modelo de regressao linear multipla:

yi = Bo + Brz1i + Pawai + €, (6.24)

i=1,...,28 com as suposigoes usuais sobre os erros (média zero, variancia
constante o2 e nao correlacionados). Aqui, o parametro (31 representa a va-
riacao esperada no VO2 por unidade do IMC para individuos com a mesma
carga na esteira. O parametro o tem interpretacao semelhante com a subs-
tituicdo de IMC por carga na esteira e carga na esteira por IMC. Como
nao temos dados para individuos com IMC menor que 17,50 e carga menor
que 32, o parametro Sy deve ser interpretado como um fator de ajuste do
plano que aproxima a verdadeira funcao que relaciona o valor esperado da
variavel resposta com as variaveis explicativas na regiao em que ha dados
disponiveis. Se substituissemos X; por X1 —17,50 e X5 por X2 —32, o termo
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Bo corresponderia ao VO2 esperado para um individuo com IMC = 17,50
submetido a uma carga igual a 32 na esteira ergométrica.
O modelo (6.24) pode ser expresso na forma matricial (6.23) com

14,1 1 2432 71 el
16,3 1 27,68 91 Bo e
Yy = : ) = : : . 7/8: /81 , €= .
. . . . /82 .
31,0 1 2434 151 eos

Para problemas com diferentes tamanhos de amostra (n) e diferentes
numeros de varidveis explicativas (p), basta alterar o nimero de elementos
do vetor de respostas y e do vetor de coeficientes 3 e modificar a matriz
com os valores das varidveis explicativas, alterando o ntmero de linhas e
colunas convenientemente. Note que o modelo de regressao linear simples
também pode ser expresso em notagao matricial; nesse caso, a matriz X tera
2 colunas e o vetor 3, dois elementos (« e 3).

Uma das vantagens da expressao do modelo de regressao linear miltipla
em notacao matricial é que o método de minimos quadrados utilizado para
estimar o vetor de paradmetros 3 no modelo (6.23) pode ser desenvolvido de
maneira universal e corresponde a minimizacao da forma quadrética

QB)=e'e=(y—XB) (y—XB)=> €l (6.25)
=1

Por meio da utilizagdo de operagoes matriciais, obtém-se a seguinte ex-
pressao para os estimadores de minimos quadrados

B=X"X)"'X"y. (6.26)

Sob a suposigao de que E(e) = 0 e Var(e) = o°I,, em que I, denota a
matriz identidade de dimensao n, pode-se demonstrar que

~

i) E(B)=28,
i) Var(8) = o2(XTX)"L.

Além disso, se adicionarmos a suposigao de que os erros tém distribui¢ao nor-
mal, pode-se mostrar que o estimador (6.26) tem uma distribuigdo mormal
multivariada, o que permite a construcao de intervalos de confianga para ou
testes de hipdteses sobre os elementos (ou combinagoes lineares deles) de 3
por meio de estatisticas com distribuicoes exatas. Mesmo sem a suposi¢ao
de normalidade para os erros, um recurso ao Teorema Limite Central
(veja a Nota de Capitulo 1) permite mostrar que a distribuicao aproxi-
mada do estimador (6.26) é normal, com média B e matriz de covariancias
o?(XTX)~L
Um estimador néo enviesado de o2 é

2 = n-(p+1)] y-XB) (v - XB)
= n-@E+D] My, - XXTX)"' X y.
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Com duas varidveis explicativas, o grafico de dispersao precisa ser cons-
truido num espaco tridimensional, que ainda pode ser representado em duas
dimensoes; para mais do que 2 varidveis explicativas, o grafico de dispersao
requer um espago com mais do que trés dimensoes que nao pode ser repre-
sentado no plano. Por isso, uma alternativa é construir graficos de dispersao
entre a varidvel resposta e cada uma das varidveis explicativas, e também
dos valores ajustados.

Para os dados da Tabela 6.7, o grafico de dispersao com trés dimensoes
incluindo o plano correspondente ao modelo de regressao multipla ajustado
estd disposto na Figura 6.23. Os gréaficos de dispersao correspondentes a
cada uma das duas varidveis explicativas estao dispostos na Figura 6.24
e indicam que a distribuicao do VO2 varia positivamente com a carga na
esteira e negativamente com o IMC.

50 100 150 10 15 20 25 30
Carga IMC

Figura 6.24: Graficos de dispersao para os dados da Tabela 6.7.
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Por meio da fungao 1m(), podemos ajustar o modelo, obtendo os seguin-
tes resultados

> lm(formula = V02 ~ IMC + carga, data = esteira)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 15.44726 4.45431  3.468 0.00191 x*x
IMC -0.41317 0.17177 -2.405 0.02389 *
carga 0.12617 0.01465 8.614 5.95e-09 **x*
Residual standard error: 3.057 on 25 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.759,Adjusted R-squared: 0.7397
F-statistic: 39.36 on 2 and 25 DF, p-value: 1.887e-08

Esses resultados indicam que os coeficientes e erros padroes (entre parénteses)
correspondentes ao ajuste do modelo (6.24) aos dados da Tabela 6.7 sdo
Bo = 15,45 (4,45), B = 0,13 (0,01) e B = —0,41 (0,17). Entdo, segundo o
modelo, o valor esperado do VO2 para individuos com o mesmo IMC au-
menta de 0,13 unidades para cada aumento de uma unidade da carga na
esteira; similarmente, o valor esperado do VO2 para individuos submetidos
a mesma carga na esteira diminui de 0,41 unidades com o aumento de uma
unidade no IMC.

Embora o coeficiente de determinacao ajustado, sz = 0,74, sugira a
adequacao do modelo, convém avalid-la por meio de outras ferramentas di-
agnoésticas. No caso de regressao linear multipla, graficos de residuos podem
ter cada uma das variaveis explicativas ou os valores ajustados no eixo das
abscissas. Para o exemplo, esses gréaficos estdao dispostos na Figura 6.25
juntamente com o grafico contendo as distancias de Cook.
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Figura 6.25: Graficos de residuos padronizados e distancias de Cook para o ajuste
do modelo (6.24) aos dados da Tabela 6.7.

Os graficos de residuos padronizados nao indicam um comprometimento da
hipotese de homocedasticidade embora seja possivel suspeitar de dois ou
trés pontos atipicos (correspondentes aos individuos com identificagao 4, 8
e 28) que também sdo salientados no grafico das distancias de Cook. A
identificacao desses pontos estd baseada num critério bastante utilizado na
literatura (ndo sem controvérsias), em que residuos associados a distancias
de Cook maiores que 4/n [ou 4/(n—p)| sdo considerados residuos associados a
pontos influentes. Em todo o caso, convém lembrar que o propdsito dessas
ferramentas é essencialmente exploratério e que as decisodes sobre a exclusao
de pontos atipicos ou a escolha do modelo dependem de outras consideragoes.
Esses pontos também fazem com que a suposicao de normalidade possa ser
posta em causa como se observa pelo painel esquerdo da Figura 6.26.
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Quantis dos residuos padronizados
Quantis dos residuos padronizados

Quantis normais Quantis normais

Figura 6.26: Graficos QQ correspondentes ao ajuste do modelo (6.24) aos dados
da Tabela 6.7 com (painel esquerdo) e sem (painel direito) os pontos com rétulos
4, 8 e 28.

O ajuste do modelo aos 25 dados obtidos com a exclusao dos pontos
rotulados 4, 8 e 28 pode ser realizado por meio dos comandos

> esteirasem <- subset(dados, (dados$ident!=4 & dados$ident!=8 &
dados$ident !=28))

> esteirasem.fit <- Im(VO2 ~ IMC + carga, data = esteirasem)
> summary(esteirasem.fit)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 14.89307 3.47071  4.291 0.000296 ***
IMC -0.35631 0.12606 -2.827 0.009823 *x
carga 0.11304 0.01052 10.743 3.23e-10 ***
Residual standard error: 1.987 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8581,Adjusted R-squared: 0.8452

O coeficiente de determinacao ajustado é jo = 0,85. Os gréficos de dis-
persao, residuos padronizados e de distancias de Cook correspondentes estao
dispostos na Figura 6.27 e também sugerem um ajuste melhor.
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Figura 6.27: Gréficos de dispersao, residuos padronizados e de distdncia de Cook
correspondentes ao ajuste do modelo (6.24) aos dados da Tabela 6.7 sem os pontos

com roétulos 4, 8 e 28.

Sob o modelo ajustado aos dados com as trés observagoes excluidas,
uma estimativa do valor esperado do VO2 para individuos com IMC = 25
submetido a uma carga na esteira igual a 100 e o correspondente intervalo

de confianca podem ser obtidos por meio dos

beta0 <- esteirasem.fit$coefficients
betal <- esteirasem.fit$coefficients
beta2 <- esteirasem.fit$coefficients
yestim <- betal0 + betal*25 + beta2xl
round(yestim, 2)

17.29
> s <- summary(esteirasem.fit)$sigma
> xtxinv <-summary(esteirasem.fit)$cov
> s
[1] 1.987053

V V V V V

> xtxinv

(Intercept) IMC
(Intercept) 3.050826884 -1.044085e-01
IMC -0.104408474 4.024411e-03
carga -0.003970913 4.174432e-05

> xval <- c(1, 25, 100)
> varyestim <-s”2*xval*¥%xtxinvi*jxval

comandos

(1]
[2]
(3]
00

.unscaled

carga
-3.970913e-03
4.174432e-05
2.804206e-05

> 1liminfic95 <- yestim - 1.96%*sqrt(varyestim)
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> limsupic95 <- yestim + 1.96%*sqrt(varyestim)
> round(liminfic95, 2)

15.98
> round (limsupic95, 2)

18.6

A previsao para o valor do VO2 para um um individuo genérico é a
mesma que aquela obtida para a estimacao do correspondente valor espe-
rado, ou seja 17,29. No entanto ao intervalo de previsao associado, deve ser
acrescentada a variabilidade da resposta relativamente a sua média (veja a
Nota de Capitulo 2). Esse intervalo é obtido com os comandos

> liminfip95 <- yestim - 1.96*sqrt(varyestim + s72)
> limsupip95 <- yestim + 1.96*sqrt(varyestim + s°2)
> round (1iminfip95, 2)

[,1]
[1,] 13.32
> round(limsupip95, 2)

[,1]
[1,] 21.26

Exemplo 6.8: Os dados dispostos na Tabela 6.8 (disponiveis no arquivo
producao) contém informagoes sobre a producao (ton), poténcia instalada
(1000 kW) e drea construida (m?) de 10 empresas de uma certa inddstria.
O objetivo é avaliar como a produgao esperada varia em funcao da poténcia
instalada e da area construida. Os gréaficos de dispersao entre a variavel
resposta (produgao) e cada uma das varidveis explicativas estao dispostos
na Figura 6.28 e sugerem que essas duas variaveis sao linear e positivamente
associadas com a producao.

Tabela 6.8: Produgdo (ton), poténcia instalada (1000 kW) e drea construida (100
m?) de empresas de uma certa industria

Producao 4,5 59 42 52 81 97 10,7 119 12,0 123
Poténcia 09 25 13 1.8 31 46 6,1 60 59 6,1
Area 71 104 7,2 82 85 11,9 121 125 120 11,3
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Figura 6.28: Gréficos de dispersao correspondentes aos dados da Tabela 6.8.

Estimativas dos coeficientes (com erros padroes entre parénteses) corres-
pondentes ao intercepto, poténcia instalada e area construida de um mo-
delo de regressao linear multipla ajustado aos dados sao, respectivamente,
Bo = 4,41 (1,74), p1 = 1,75 (0,26) e B2 = —0,26 (0,26). O coeficiente de
determinacio associado é R? = 0,972. Chama a atencdo, o valor negativo
do coeficiente relativo a area construida, pois o grafico de dispersao da Fi-
gura 6.28 sugere uma associagdo positiva. A justificativa estd no fato de as
duas varidveis explicativas serem altamente correlacionadas (coeficiente de
correlagao de Pearson = 0,93) de forma que a contribuigao de uma delas nao
acrescenta poder de explicacao da produgao esperada na presenca da outra.
O valor-p associado ao teste da hipétese de que B2 = 0 é p = 0,34 e su-
gere que esse coeficiente pode ser considerado nulo. Em resumo, a poténcia
instalada é suficiente para explicar a variacao da producao média.

O ajuste de um modelo de regressao linear simples tendo unicamente
a poténcia instalada como variavel explicativa indica que o intercepto e o
(Peﬁciente associado_a essa varidvel sao estimados, respectivamente, por
Bo = 2,68 (0,42) e B1 = 1,50 (0,10) com um coeficiente de determinagao
R? = 0,9681. Gréficos de residuos padronizados correspondentes aos dois
modelos estao apresentados na Figura 6.29 e corroboram a conclusao de
que apenas a varidvel poténcia instalada é suficiente para a explicagao da
variacao da producgao esperada.
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Figura 6.29: Gréficos de residuos padronizados correspondentes aos modelos ajus-
tados aos dados da Tabela 6.8 com duas (painel esquerdo) ou uma (painel direito)
varidvel explicativa (poténcia).

Note que o valor do coeficiente de determinagao do modelo com duas
varidveis explicativas, R? = 0,9723, é maior do que aquele correspondente
ao modelo que inclui apenas uma delas, R?> = 0,9681. Pela definicio desse
coeficiente, quanto mais varidveis forem acrescentadas ao modelo, maior
serd ele. Por esse motivo, convém utilizar o coeficiente de determinacao
ajustado que inclui uma penalidade pelo acréscimo de varidveis explicati-
vas. Para o exemplo, temos jo = 0,9644 quando duas varidveis explicativas
sao consideradas e sz = 0,9641 quando apenas uma delas é incluida no mo-
delo (veja a Nota de Capitulo 3 para detalhes).

Uma outra ferramenta util para avaliar a importancia marginal de uma
variavel explicativa na presenca de outras é o grafico da variavel adicio-
nada. Consideremos o modelo de regressao linear multipla

yi = Bo+ Pix1i + Pexoi +ei, i =1,...,n

com as suposigoes usuais. Para avaliar a importancia marginal da varidvel
X5 na presenga da variavel X7, o grafico da varidvel adicionada é construido
por meio dos seguintes passos

i) Obtenha os residuos ey; do modelo y; = By + f1x1i + €1i-
ii) Obtenha os residuos c?u do modelo z9; = v9 + 1121 + d1;-
iii) Construa o grafico de dispersao de e1; em fungao de cfh

Uma tendéncia “relevante” nesse gréfico indica que a varidvel X5 contri-
bui para explicar a variacao na média da varidvel resposta. Na realidade,
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a inclinacdo de uma reta ajustada aos valores de €1; em funcao de dy; é
exatamente o coeficiente de X9 no modelo original com duas variaveis.

Para o exemplo da Tabela 6.8 o grafico da varidvel adicionada esta apre-
sentado na Figura 6.30. O coeficiente da reta ajustada (—0,26) nao é signifi-
cativo, sugerindo que a varidavel X, nao precisa ser utilizada para explicar a
variagao esperada da varidvel resposta. Compare a inclinagao (negativa) da
reta representada nessa figura com aquela (positiva) da reta representada
no painel direito da Figura 6.28.

Residuos (area—potencia)
0
[}
o

-3 -2 -1 0 1 2 3
Residuos (producao~potencia)

Figura 6.30: Gréfico da varidvel adicionada correspondente ao modelo ajustado
aos dados da Tabela 6.8.

6.4 Regressao para dados longitudinais

Consideremos os dados do Exemplo 2.3 (disponiveis no arquivo bezerros
e dispostos na Tabela 2.2) correspondentes a um estudo cujo objetivo é
avaliar a variagao de peso de bezerros entre a 12a e a 26a semanas apds o
nascimento. Como cada animal ¢ avaliado em 8 instantes (semanas 12, 14,
16, 18, 20, 22, 24 e 26), convém dispor os dados no formato da Planilha
2.3 em que ficam caracterizadas tanto a varidvel resposta (peso) quanto a
varidvel explicativa (tempo). O grafico de dispers@ao correspondente estd
apresentado na Figura 6.31.
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Figura 6.31: Grafico de dispersao para os dados da Tabela 2.2.

Esse gréfico sugere que o crescimento dos animais poderia ser represen-
tado pelo seguinte modelo de regressao:

Yij = o+ ﬁ(ibj — 12) + €5, (6.27)

em que y;; corresponde ao peso do i-ésimo animal no j-ésimo instante de ob-
servacao, x; corresponde ao nimero de semanas pdés nascimento no j-ésimo
instante de observacao e os erros e;; tém média zero, variancia constante o2
e s&0 nao correlacionados. Aqui o parametro « denota o peso esperado para
animais na 12a semana pds nascimento e 3 corresponde ao ganho esperado
de peso por semana.

Como cada animal é pesado varias vezes, a suposicao de que os erros e;;
nao sao correlacionados pode nao ser adequada, pois animais com peso acima
ou abaixo da média na 12a semana tendem a manter esse padrao ao longo
das observagoes. Para avaliar esse comportamento, convém construir um
gréfico de perfis em que as observagoes realizadas num mesmo animal sao
ligadas por segmentos de reta, como indicado na Figura 6.32. A correlagao
entre as observagoes realizadas no mesmo animal fica evidenciada no grafico
do desenhista disposto na Figura 6.33.

Pode-se notar que no grafico de perfis, a variabilidade da resposta é si-
milar em todos os instantes de observacao e que os perfis individuais tém
aproximadamente as mesmas inclinagbes. Além disso, no grafico do de-
senhista podem-se notar correlacoes lineares com magnitudes semelhantes
entre as medidas realizadas em cada par de instantes de observacao. Um
modelo alternativo que incorpora essas caracteristicas é um modelo linear
misto expresso por

Yij = a+ Bzj —12) + ai + €4, (6.28)
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Figura 6.32: Grafico de perfis para os dados da Tabela 2.2.
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Figura 6.33: Grafico do desenhista para os dados da Tabela 2.2.
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em que 0s termos Yij, £j, @, 3 e e;; sao definidos como no modelo (6.27) e
a; ¢ um efeito aleatério com média zero e variancia o2, independente de
ejj. Esse modelo é homocedastico, com variancia de y;; igual a o2 +o%e
covariancia entre y;; e y;x, j # k igual a o2.

Essencialmente, esse modelo considera que o crescimento de cada be-
zerro pode ser modelado por uma reta com a mesma inclinagdo 3, porém
com intercepto a + a; que varia de bezerro para bezerro. O intercepto tem
um componente aleatério (a;) porque admitimos que os animais constituem
uma amostra de uma populagao para a qual se quer fazer inferéncia. Os
parametros « e [ constituem as caracteristicas populacionais de interesse.
Se o foco da andlise se restringisse apenas aos 15 animais observados, um
modelo de regressao linear simples expresso como

Yij = o + B(zj —12) + ey

com as suposi¢oes usuais para os erros e;; seria adequado. Nesse caso, o
parametro «; corresponderia ao valor esperado do peso do i-ésimo animal
na semana 12 e nao haveria elementos para se fazer inferéncia sobre o cor-
respondente valor esperado populacional.

As estimativas dos parametros « e [ obtidas do ajuste dos modelos
(6.27) e (6.28) sao iguais (@ = 69,9 e E = 4,7), porém os erros padroes
correspondentes sao menores sob 0 modelo (6.28), nomeadamente, 5,6 versus
7.8 para @ e 0,1 versus 0,4 para 3.

Como existem trés tipos de residuos para essa classe de modelos, nomea-
damente, residuos condicionais (associados a variabilidade intraunidades
amostrais), residuos dos efeitos aleatdrios (associados a variabilidade
interunidades amostrais), e residuos marginais (associados a variabili-
dade de cada observacao em relagao aos valores populacionais), ferramentas
diagnésticas sdo bem mais complexas do que aquelas apropriadas para os
modelos lineares usais. Detalhes sobre a andlise de modelos mistos podem
ser obtidos em Singer et al. (2018).

6.5 Regressao logistica

Exemplo 6.9. O conjunto de dados apresentado na Tabela 6.9 (disponivel
no arquivo inibina) foi obtido de um estudo cuja finalidade era avaliar
a utilizagao da inibina B como marcador da reserva ovariana de pacientes
submetidas & fertilizacao in vitro. A variavel explicativa é a diferenca entre
a concentragao sérica de inibina B apds estimulo com o hormoénio FSH e
sua concentragao sérica pré estimulo e a variavel resposta é a classificacao
das pacientes como boas ou mas respondedoras com base na quantidade de
o6citos recuperados. Detalhes podem ser obtidos em Dzik et al. (2000).
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Tabela 6.9: Concentragao de inibina B antes e apds estimulo hormonal em paci-
entes submetidas a fertilizagao in vitro

ident resposta inibpre inibpos ident resposta inibpre inibpos

1 pos 54,03 65,93 17 pos 128,16 228,48
2 pos 159,13 281,09 18 pos 152,92 312,34
3 pos 98,34 305,37 19 pos 148,75 406,11
4 pos 85,30 434,41 20 neg 81,00 201,40
5 pos 127,93 229,30 21 neg 24,74 45,17
6 pos 143,60 353,82 22 neg 3,02 6,03

7 pos 110,58 254,07 23 neg 4,27 17,80
8 pos 47,52 199,29 24 neg 99,30 127,93
9 pos 122,62 327,87 25 neg 108,29 129,39
10 pos 165,95 339,46 26 neg 7,36 21,27
11 pos 145,28 377,26 27 neg 161,28 319,65
12 pos 186,38 1055,19 28 neg 184,46 311,44
13 pos 149,45 353,89 29 neg 23,13 45,64
14 pos 33,29 100,09 30 neg 111,18 192,22
15 pos 181,57 358,45 31 neg 105,82 130,61
16 pos 58,43 168,14 32 neg 3,98 6,46

pos: resposta positiva
neg: resposta negativa

A diferenga entre esse problema e aqueles estudados nas se¢oes anteri-
ores estd no fato de a varidvel resposta ser dicotomica e nao continua. Se
definirmos a varidavel resposta Y com valor igual a 1 no caso de resposta po-
sitiva e igual a zero no caso de resposta negativa, a resposta esperada sera
igual a probabilidade p = E(Y') de que pacientes tenham resposta positiva.
Assim como no caso de modelos de regressdao linear, o objetivo da analise
¢ modelar a resposta esperada, que neste caso é uma probabilidade, como
funcao da varidvel explicativa. Por razoes técnicas e de interpretacao, em
vez de modelar essa resposta esperada, convém modelar uma funcao dela,
a saber, o logaritmo da chance de resposta positiva (consulte a Secao 4.2)
para evitar estimativas de probabilidades com valores fora do intervalo (0,
1). O modelo correspondente pode ser escrito como

PY; = 1|X = ;)

1
P = 0|X = 1)

=a+fx,i=1,...,n. (6.29)

ou equivalentemente (veja o Exercicio 20), como

P(Y; = 1|X = a) — (@ + i)

= L =1,...,n. .
T+ expla 1 B27)° i=1,...,n (6.30)

Neste contexto, o pardmetro « é interpretado como o logaritmo da chance
de resposta positiva para pacientes com x; = 0 (concentragoes de inibina pré
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e pos estimulo iguais) e o parametro 8 corresponde ao logaritmo da razao
as chances de resposta positiva para pacientes em que a variavel explicativa
difere por uma unidade (veja o Exercicio 21).

O ajuste desse modelo é realizado pelo método de maxima verossi-
milhanca?®.

Dada uma amostra {x,y} = {(z1,v1),..., (Zn,yn)}, a fungdo de veros-
similhanga a ser maximizada é

n

o, BI{x.y}) = [ [Ip()]“[1 = pla:)] '

=1

com

exp(a + fz;)
p(xi) = :
1+ exp(a + fz)
Sua maximizacao pode ser concretizada por meio da maximizacao de seu

logaritmo

n

Lio B1{x,y}) = Y {wiloglp(@i)] + (1 — ) log[1 — p(a.)]}.

i=1

Os estimadores de maxima verossimilhanga de « e 3 correspondem a solugao
das equagoes de estimacao

i{yi_ exp(a—i-gﬂci))}:() o i%{yz— exp(a+3xi))}:0.

= 1+ exp(a + Bz; P 1+ exp(a + Bz;

Como esse sistema de equagoes nao tem solugdo explicita, deve-se recorrer
a métodos iterativos como os métodos Newton-Raphson ou Fisher sco-
ring. Para detalhes, o leitor poderd consultar Paulino e Singer (2006), por
exemplo.

O ajuste do modelo de regressao logistica aos dados do Exemplo 6.9 por
meio da funcao glm() produz os resultados a seguir:

> modelol <- glm(formula = resposta ~ difinib, family = binomial,
data = dados)
Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -2.310455 0.947438 -2.439 0.01474 *
inib 0.025965 0.008561  3.033 0.00242 *x*
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 43.230 on 31 degrees of freedom
Residual deviance: 24.758 on 30 degrees of freedom
AIC: 28.758
Number of Fisher Scoring iterations: 6

3Para detalhes sobre o método de maxima verossimilhanca, o leitor poderd consultar
Bussab e Morettin (2017) ou Bickel e Doksum (2015), entre outros.
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As estimativas dos parametros « e 8 (com erro padrao entre parénteses)
correspondentes ao modelo ajustado aos dados da Tabela 6.9 sao, respecti-
vamente, & = —2,310 (0,947) e 5 = 0,026 (0,009). Consequentemente, uma
estimativa da chance de resposta positiva para pacientes com mesmo nivel
de inibina B pré e pés estimulo hormonal é exp(a) = 0,099 (0,094). Essa
chance fica multiplicada por exp(f) = 1,026 (0,009) para cada aumento de
uma unidade na diferenca entre os niveis de inibina B pré e pds estimulo
hormonal.*

Dada a natureza nao linear do modelo adotado, intervalos de confianca
para essa chance e para essa razao de chances devem ser calculados a par-
tir da exponenciacao dos limites dos intervalos de confianca associados aos
parametros « e 3. Para os dados do exemplo em andlise, esses intervalos de
confianca podem ser obtidos por intermédio dos comandos

> ic95chance0 <- exp(modelol$coefficients[1] +

c(-1, 1) * 1.96*sqrt(summary(modelol)$cov.scaled[1,1]))
> ic9bchance0
[1] 0.01549197 0.63541545
> ic9brazaochances <- exp(modelol$coefficients[2] +

c(-1, 1) * 1.96*sqrt(summary(modelol)$cov.scaled[2,2]))
> ic9brazaochances
[1] 1.009228 1.043671

A funcgao predict.glm() pode ser usada para estimar a probabilidade
de resposta positiva, dado algum valor da varidvel explicativa. Os dados
da Tabela 6.10 indicam diferentes niveis da diferenca inibina B pré e pds
estimulo hormonal e as correspondentes probabilidades de resposta positiva
previstas pelo modelo.

Tabela 6.10: Diferengas entre os niveis de inibina B pré e pés estimulo hormonal
e probabilidades de resposta positiva previstas

Difinib 10 50 100 200 300 400 500
Prob 0,11 027 0,557 095 0,99 1,00 1,00

Por exemplo, o valor 0,57 correspondente a uma diferenca inibina B pré
e pds igual a 100 foi obtido calculando-se

exp{—2,310455 + (0,025965)(100)}
1 + exp{—2,310455 + (0,025965)(100)} "

P(X =1|X = 100) = (6.31)
Para classificar a resposta como positiva ou negativa, é preciso converter
essas probabilidades previstas em rétulos de classes, “positiva” ou “nega-
tiva”. Considerando respostas positivas como aquelas cuja probabilidade
seja maior do que 0,7, digamos, podemos utilizar a funcdo table() para
obter a seguinte tabela:

40s erros padrdes de exp(@) e exp(a) sdo calculados por meio do método Delta. Veja
a Nota de Capitulo 6.
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resposta
glm.pred negativa positiva
negativa 11 5
positiva 2 14

Os elementos da diagonal dessa tabela indicam os niimeros de observagoes
corretamente classificadas pelo modelo. Ou seja, a proporcao de respostas
corretas serd (11+14)/32= 78%. Esse valor depende do limiar fixado, igual
a 0,7, no caso. Um default usualmente fixado é 0,5, e nesse cendrio, a
proporgao de respostas corretas pode diminuir. A utilizacdo de Regressao
Logistica nesse contexto de classificacao serd detalhada no Capitulo 9.

Uma das vantagens do modelo de regressao logistica é que, com excecao
do intercepto, os coeficientes podem ser interpretados como razoes de chan-
ces e suas estimativas sao as mesmas independentemente de os dados terem
sido obtidos prospectiva ou retrospectivamente (veja a Secao 4.2).

Quando todas as variaveis envolvidas sdo categorizadas, é comum apre-
sentar os dados na forma de uma tabela de contingéncia e nesse caso, as
estimativas também podem ser obtidas pelo método de minimos quadra-
dos generalizados [para detalhes, consulte Paulino e Singer (2006), por
exemplo].

Exemplo 6.10: Num estudo epidemioldgico, 1448 pacientes com problemas
cardiacos foram classificados segundo o sexo (feminino ou masculino), idade
(< 55 anos ou > 55 anos) e status relativo a hipertensdo arterial (sem ou
com). Por meio de um procedimento de cineangiocoronariografia, o grau de
lesao das artérias coronarianas foi classificado como < 50% ou > 50%. Os
dados estao resumidos na Tabela 6.11.

Tabela 6.11: Frequéncia de pacientes avaliados em um estudo epidemiolégico

Hipertensao  Grau de lesao
Sexo Idade arterial <50% > 50%

Feminino < 55 sem 31 17
Feminino < 55 com 42 27
Feminino > 55 sem 55 42
Feminino > 55 com 94 104
Masculino < 55 sem 80 112
Masculino < 55 com 70 130
Masculino > 55 sem 74 188
Masculino > 55 com 68 314

Fonte: Singer, J.M. e Ikeda, K. (1996).

Nesse caso, um modelo de regressao logistica apropriado (escrito de
forma geral) para a andlise é

log{P(Yijr =1)/[1 = P(Yir, = 1)]} = a + Bz; + yv; + dwy, (6.32)
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i=1,....1, j=1,...,J, k=1,..., K, em que Y;;; = 1 se um paciente
do sexo i (i = 1: feminino, i = 2: masculino), idade j (j = 1: < 55 ,
j = 2: > 55) e status relativo a hipertensao k (k = 1: sem, k = 2: com)
tiver lesao coronariana > 50% e Yjj, = 0 em caso contrario. Aqui, I, J e
K sadoiguais a 2 e 1 = 0 e 9 = 1 para pacientes femininos ou masculinos,
respectivamente, v1 = 0 e v9 = 1 para pacientes com idades < 55 ou > 55,
respectivamente e w; = 0 e we = 1 para pacientes sem ou com hipertensao,
respectivamente.

a) O parametro « corresponde ao logaritmo da chance de lesdo corona-
riana > 50% para mulheres nao hipertensas com menos de 55 anos
(consideradas como referéncia).

b) O parametro § corresponde ao logaritmo da razao entre a chance de
lesdao coronariana > 50% para homens nao hipertensos com menos
de 55 anos e a chance correspondente para mulheres com as mesmas
caracteristicas (de idade e de hipertensao).

¢) O parametro v corresponde ao logaritmo da razao entre a chance de
lesao coronariana > 50% para pacientes com 55 anos ou mais e a
chance correspondente para pacientes com as mesmas caracteristicas
(de sexo e de hipertensao) e menos de 55 anos.

d) O pardmetro § corresponde ao logaritmo da razao entre a chance de
lesao coronariana > 50% para pacientes hipertensos e a chance corres-
pondente para pacientes com as mesmas caracteristicas (de sexo e de
idade) nao hipertensos.

Com o recurso ao pacote ACD e a fungao loglinWLS(), as estimativas
dos parametros obtidas pelo método de minimos quadrados generalizados
(com erros padrdes entre parénteses) sio: a = —0,91 (0,15), 8 = 1,23 (0,13),
~ =0,67(0,12), 6 = 0,41 (0,12). Um intervalo de confian¢a aproximado com
coeficiente de confianca de 95% correspondente & chance de lesdo coronariana
> 50% para mulheres nao hipertensas com menos de 55 anos pode ser obtido
por meio da exponenciagao dos limites de um intervalo de confianca para o
parametro «; o mesmo procedimento pode ser empregado para a obtengao
de intervalos de confianca para as razoes de chances associadas ao sexo,
idade e status de hipertensao. Esses intervalos estao dispostos na Tabela

6.12.
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Tabela 6.12: Estimativas (e intervalos de confianga de 95%) para a chance e razoes
de chances associadas aos dados da Tabela 6.11

Limite  Limite
Estimativa inferior superior

Chance de lesao > 50% 0,40 0,30 0,54
mulheres < 55 nao hipertensas
Razao de chances para 3,43 2,69 4,38
sexo masculino

Razao de chances para 1,95 1,55 2,48
idade > 55

Razao de chances para 1,51 1,20 1,89
hipertensao

Se os 1448 pacientes avaliados no estudo puderem ser considerados como
uma amostra aleatéria de uma populagao de interesse, a chance de lesao co-
ronariana > 50% para uma mulher n&o hipertensa com idade < 55 é de 0,40
[IC(95%) = 0,30 a 0,54]. Independentemente dessa suposicao, i.e., mesmo
que essa chance nao possa ser estimada (como em estudos retrospectivos),
ela fica multiplicada por 3,43 [IC(95%) = 2,69 a 4,38] para homens nao hi-
pertensos e de mesma idade, por 1,95 [IC(95%) = 1,55 a 2,48| para mulheres
nao hipertensas com idade > 55 ou por 1,51 [IC(95%) = 1,20 a 1,89] para
mulheres hipertensas com idade < 55. O modelo ainda permite estimar
as chances para pacientes com diferentes niveis dos trés fatores, conforme
indicado na Tabela 6.13.

Tabela 6.13: Estimativas das chances de lesdo coronariana para > 50% para
pacientes com diferentes niveis dos fatores de risco obtidas com os dados da Tabela
6.11

Chance
Sexo Idade Hipertensao (lesao > 50%)/(lesao < 50%)
Fem <55 sem R
Fem <55 com Rx1,51
Fem > 55 sem Rx1,95
Fem > 55 com Rx1,51x1,95
Masc < bb sem Rx3,43
Masc < 55 com Rx3,43x1,51
Masc > 55 sem Rx3,43x1,95
Masc > 55 com Rx3,43x1,95%x1,51

Quando o estudo nao permite estimar a chance de lesao coronariana
> 50% para o grupo de referéncia (neste caso, mulheres nao hipertensas com
idade < 55) como em estudos retrospectivos, as razoes de chances estimadas

Morettin & Singer - agosto/2021



6. ANALISE DE REGRESSAO 231

continuam validas. Nesse contexto, por exemplo, a chance de lesao corona-
riana > 50% para homens hipertensos com idade > 55 é 2,94(= 1,95 x 1,51)
vezes a chance correspondente para homens nao hipertensos com idade < 55.
O célculo do erro padrao dessa razao de chances depende de uma estimativa
da matriz de covariancias dos estimadores dos parametros do modelo e esta
fora do escopo deste texto. O leitor pode consultar Paulino e Singer (2006)
para detalhes.

A avaliagao da qualidade do ajuste de modelos de regressao é baseada
em residuos da forma y; —¥; em que y; é a resposta observada para a i-ésima
unidade amostral e 7; é o correspondente valor ajustado, i.e., predito pelo
modelo. Para regressao logistica a avaliacao do ajuste é mais complexa,
pois os residuos podem ser definidos de diferentes maneiras. Apresentamos
alguns detalhes na Nota de Capitulo 7.

O modelo de regressao logistica pode ser generalizado para o caso em que
a variavel resposta tem mais do que dois possiveis valores. Por exemplo, num
estudo em que se quer avaliar a associagao entre textura, cor, gosto de um
alimento e o seu destino comercial, a varidvel resposta pode ter as catego-
rias “descarte”, “varejo nacional” ou “exportagao”. Nesse caso, o modelo é
conhecido como regressao logistica politdmica ou regressao logistica
multinomial e nao serd abordado neste texto. O leitor podera consultar
Paulino e Singer (2006) para detalhes. Para efeito de classificagao, técnicas
alternativas e mais empregadas na pratica serdo abordadas no Capitulo 9.

6.6 Notas de capitulo

1) Inferéncia baseada em modelos de regressao linear simples.

Para o modelo (6.1) fizemos a suposigao de que os erros sao nao cor-
relacionados, tém média 0 e variancia constante o2. Se quisermos
testar hipdteses sobre os parametros o e S ou construir intervalos de
confianga para eles por meio de estatisticas com distribuigoes exatas,
devemos fazer alguma suposicao adicional sobre a distribuicao dos er-
ros. Usualmente, supoe-se que os e; tém uma distribui¢do normal. Se
a distribui¢do dos erros tiver caudas mais longas (pesadas) do que as
da distribuicao normal, os estimadores de minimos quadrados podem
se comportar de forma inadequada e estimadores robustos devem ser

usados.

Como

3

dic (i —T

com w; = (x; —T)/ > i, (z; — %)%, o estimador 3 é uma fungao linear
das observagoes y;. O mesmo vale para a. Utilizando esse resultado,
pode-se demonstrar (veja a segao de exercicios) que

n — n
~ R €Ti — T)Y;
B = Lz (7 ))lél = E WiYi,
i=1

~

a) E(a) = a e E(f) = f, ou seja, os estimadores de minimos qua-
drados sao nao enviesados.
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a)=o* Y 2} /In 3o (x — )7,
B) = 0%/ YL (a; — 7).
d) Cov(a,B) = —02z/ Y1y (zi — 7).
Com a suposicao adicional de normalidade, pode-se mostrar que

e) yi ~ N(a+ Bxi,0?).

f) As estatisticas

tE = % Z(w, —f)2

tém distribuicdo ¢ de Student com (n — 2) graus de liberdade.
Nesse cendrio, os residuos padronizados, definidos em (6.9) também
seguem uma distribuigdo ¢ de Student com (n — 2) graus de li-
berdade. Dai a denominagao alternativa de residuos estuden-
tizados.

Com esses resultados é possivel testar as hipoteses Hy : a = ag e
Hy : B = Po, em que o e [y sdo constantes conhecidas (usualmente
iguais a zero), bem como construir intervalos de confianga para esses
parametros.

Um teorema importante conhecido como Teorema de Gauss-Markov
(e que nao inclui a suposigao de normalidade dos erros) afirma que os os
estimadores de minimos quadrados tém variancia minima na classe dos
estimadores nao enviesados que sejam funcoes lineares das observacoes
Yi-

Quando os erros nao seguem uma distribui¢cao normal, mas o tamanho
da amostra é suficientemente grande, pode-se mostrar com o auxilio
do Teorema Limite Central que sob certas condicoes de regulari-
dade (usualmente satisfeitas na pratica), os estimadores de minimos
quadrados, a e B, tém distribuicoes aproximadamente normais com
variancias que podem ser estimadas pelas expressoes apresentadas nos

itens b) e ¢) indicados anteriormente. Detalhes podem ser obtidos em
Sen et al. (2009).

2) Estimacao e previsao sob modelos de regressao linear simples.

Um dos objetivos da andlise de regressao é fazer previsoes sobre a
varidvel resposta com base em valores das varidveis explicativas. Por
simplicidade trataremos do caso de regressao linear simples. Uma
estimativa para o valor esperado E(Y|X = z¢) da varidvel resposta Y’
dado um valor zg da varidvel explicativa é ¥ = &+ Sz e com base nos
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resultados apresentados na Nota de Capitulo 1 pode-se mostrar que a
variancia de y é

R 1 (CEQ — f)Q

Var () = o* —+—7].

D=t S -y
Entao, os limites superior e inferior para um intervalo de confianga
aproximado com coeficiente de confianga de 95% para o valor es-
perado de Y dado X = zg sao

(z0 — 7)?

1
’ 7965\/" i > i1 (@i = @)

com S? denotando uma estimativa de o2. Sem muito rigor, podemos
dizer que esse intervalo deve conter o verdadeiro valor esperado de
E(Y|X = xg), i.e., o valor esperado de Y para todas as observacoes em
que X = xg. Isso nao significa que esperamos que o intervalo contenha
o verdadeiro valor de Y, digamos Y{ associado a uma determinada
unidade de investigacao para a qual X = xg. Nesse caso precisamos
levar em conta a variabilidade de Y|X = zy em torno de seu valor
esperado E(Y|X = xp).

Como Yy =y + eq, sua variancia é

xo —T)2
Var(Yp) = Var(3) + Var(eg) = o2 [% + M

Entao, os limites superior e inferior de um intervalo de previsao
(aproximado) para Yp sao

}+02.

G 1065, 14 L4 @7

no i (@ —T)?
Note que se aumentarmos indefinidamente o tamanho da amostra, a
amplitude do intervalo de confianga para o valor esperado tendera
para zero, porém a amplitude do intervalo de previsao correspondente
a uma unidade de investigacao especifica tendera para 2 x 1,96 x o.

Coeficiente de determinacgao.

Consideremos um conjunto de dados pareados {(z1,91), .., (Tn,Yn)}
de duas varidveis continuas X e Y. Se nao levarmos em conta a variavel
X para explicar a variabilidade da varidvel Y como no modelo de
regressao linear simples, a melhor previsao para Y é § e uma estimativa
da variancia de Y ¢ S? = Y | (y; —¥)?/(n — 1). Para relacionar esse
resultado com aquele obtido por meio de um modelo de regressao linear
para os mesmos dados, podemos escrever

vi—y =y — i)+ @i 7). (6.33)
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Uma representacao grafica dessa relagao estd apresentada na Figura
6.34.

Y

Yi = o+ P + e

Yi —

<

Figura 6.34: Representagio grafica da decomposigio (6.33).

Pode-se mostrar (veja o Exercicio 17) que

n n n
DW= &+ G-’
i=1 i=1 i=1

ou, de forma abreviada,
SQTot = SQRes + SQReg.

Esse resultado indica que a soma de quadrados total (SQT ot) pode ser
escrita como a soma de um termo correspondente a variabilidade dos
residuos (SQRes) com outro correspondente a variabilidade explicada
pela regressao (SQReg). Quanto maior for esse ultimo termo, maior é
a evidéncia de que a varidavel X é 1util para explicar a variabilidade da
variavel Y. Tendo em vista a expressao (6.6), pode-se calcular a soma
de quadrados devida a regressao por meio de

n
SQReg = BQ Z(ml -7)%
i=1
Nesse contexto, a estatistica R? = SQReg/SQTot corresponde & por-

centagem da variabilidade de Y explicada pelo modelo, ou seja, pela
introducao da variavel X no modelo mais simples, y; = p + e;.

Como a soma de quadrados SQReg (e consequentemente, o coeficiente
R?) sempre aumenta quando mais varidveis explicativas sdo introduzi-
das no modelo, convém considerar uma penalidade correspondente ao
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numero de varidveis explicativas. Nesse sentido, para comparacao de
modelos com numeros diferentes de varidveis explicativas, costuma-se
utilizar o coeficiente de determinagao ajustado

n—1 SQRes/(n—p—1)
n—p—1 —  SQTot/(n—1)

2 2
R, =1—(1—R?

em que p é o ntimero de varidveis explicativas do modelo. Lembrando
que
SQRes/n

SQRes _ | SQRes/n
SQTot/n’

2 = — =
=1 SQTot

o coeficiente jo ¢é obtido por meio de um aumento maior no numera-
dor do que no denominador de R?, com mais intensidade quanto maior
for o nuimero de variaveis explicativas.

Distancia de Cook.

A distancia de Cook é uma estatistica que mede a mudanca nos va-
lores preditos pelo modelo de regressao quando eliminamos uma das
observagoes. Denotando por y o vetor (de dimensao n) com os valo-
res preditos obtidos do ajuste do modelo baseado nas n observacoes e
por y(=9 o correspondente vetor (de dimensio n) com valores preditos
obtido do ajuste do modelo baseado nas n — 1 observagoes restantes
apos a eliminacao da i-ésima, a distancia de Cook é definida como

¥ -3"N"F -5

D; =
(p+1)S

em que p é o nimero de coeficientes de regressao e S é uma estimativa
do desvio padrao. E possivel mostrar que a distancia de Cook pode
ser calculada sem a necessidade de ajustar o modelo com a omissao da
i-ésima observagao por meio da expressao

I S S
CopH 1 (= ha)

lembrando que

B — 1 (i — 7)°
om0 a2 —na?

Para o modelo de regressao linear simples, p = 2. Detalhes podem ser

obtidos em Kutner et al. (2004).

Influéncia local e alavancagem.

Influéncia local é o efeito de uma pequena variagao no valor da varidvel
resposta nas estimativas dos parametros do modelo. Consideremos
uma observacao (x;,y;) e quantifiquemos o efeito de uma mudanca de
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y;j para y; + Ay, nos valores de & e B . Com esse propésito, observando
que
>izj(@i — )y + (z; — T)(y; + Ayj)

S (@ -7 ’

B+ AB(y;) =
podemos concluir que

AB(y;) = EW

Este resultado indica que, fixado Ay;, a variacao em B ¢é diretamente
proporcional a z; — T e inversamente proporcional a (n — 1)S?. Por-
tanto, o efeito da variacao no valor de y; serd grande se x; estiver
bastante afastado da média dos z; e se a variabilidade dos z; for pe-
quena.

(6.34)

Lembrando que a estimativa do intercepto é
G-y fr=2iY% _ 3y
n

quando y; é substituido por y; + Ay;, teremos

SR >iz Yi T (Y + Ay;)

G+ Ady) = - —(B+ 2P,
e portanto A
Ad(y;) = =7 - (AB)z.
ou ainda
AG( )—[E—M§9112L7A4 (6.35)
IR TR HCT e e |

Se x; = T, entdo AB =0, mas Aa = Ay;/n, ou seja, Ay; ndo afeta a
inclinagao mas afeta o intercepto. Gréficos de (6.34) e (6.35) em fungao
dos indices de cada observacao indicam para que pontos a variagao nos
valores da varidvel resposta tem maior influéncia nas estimativas dos
parametros.

Alavancagem (leverage) mede o efeito de uma variagao na ordenada
de um ponto particular (x;,y;) sobre o valor ajustado y;. Observe que

~

yj—@=a+51’j—(a+ﬁf) :5(xj—f>
e portanto

SR = ]

e quando y; ¢ alterado para y; + Ay;, temos

~ ~ Zz"‘A (& —T i + (25 — T)Ay; _
yj+ij:Zyn Ui 2l )yi + (; )yg(xj_x)

2i(zi =)

&)
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e, entao,
1 (z; —T)?
= | = J R N .
Ay]_ +Z( . —\2 Ay]_hJJAy]'
n [z —7)
O fator h;; é chamado repercussao e depende, basicamente, da distancia
entre ; e T. Se x; for muito menor ou muito maior que ¥, um
acréscimo no valor de y; vai “empurrar” a ordenada do ponto, y;,
correspondente para baixo ou para cima, respectivamente.

6) Método Delta.

Considere um parametro § para o qual se dispoe de um estimador (8
cuja variancia é U% e suponha que haja interesse em obter a variancia

-~

de uma fungao g(3). Por meio de uma expansao de Taylor, pode-se
mostrar que sob certas condi¢oes usualmente validas na pratica,

~

Varlg(8)] = [¢'(B)]*o%,

~ o~

em que ¢'(f) denota a primeira derivada de g calculada no ponto §.

No caso multivariado, em que B é um estimador de dimensao p X
1 com matriz de covariancias Var(B3) = V(8) sob certas condigoes
usualmente satisfeitas na pratica, a variancia de uma funcao g(3) pode

ser aproximada por
Varlg(B)] ~ [09(8)/98) "V (8)[9g(8) /08

em que [09(8)/0B] = [99(B)/05, ., 09(B) /05,] -
Detalhes podem ser obtidos em Sen et al. (2009).

7) Anélise do ajuste de modelos de regressao logistica.

Nos casos em que todas as varidveis explicativas utilizadas num modelo
de regressao logistica sao categorizadas, podemos agrupar as respos-
tas y; segundo os diferentes padroes definidos pelas combinagoes dos
niveis dessas variaveis. Quando o modelo envolve apenas uma varidvel
explicativa dicotomica (Sexo, por exemplo), ha apenas dois padroes,
nomeadamente, M e F. Se o modelo envolver duas variaveis explicati-
vas dicotomicas (Sexo e Faixa etdria com dois niveis, < 40 anos e > 40
anos, por exemplo), estaremos diante de uma situagdo com quatro
padroes, a saber, (F e < 40), (F e > 40), (M e <40) e (M e > 40). A
introducao de uma ou mais variaveis explicativas continuas no modelo,
pode gerar um ntmero de padroes igual ao ntimero de observacoes.

Para contornar esse problema, consideremos um caso com p variaveis
explicativas x = (1, ... ,mp)T e seja M o nimero de padroes (corres-
pondente ao nimero de valores distintos de x) e m;, j =1,...,M, o
numero de observagoes com o mesmo valor x; de x. Note que no caso
mais comum, em que existe pelo menos uma varidvel continua, m; ~ 1
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e M ~ n. Além disso, seja y; o nimero de respostas Y = 1 observadas
entre as m; unidades amostrais com o mesmo valor x;. A frequéncia
esperada correspondente a frequéncia observada 7; ¢

exp(x] B)

mypy = my— o
T exp(x] B)

em que 3 é o estimador do vetor de parametros de modelo.
O residuo de Pearson é definido como
~ Yj — m;p;

€; =
’ m;pi(1—Dpj)

e uma medida resumo para a avaliacdo do ajuste do modelo é a es-
tatistica de Pearson
M
_ =2
Q=>_7
j=1

Para M suficientemente grande, a estatistica QQp tem distribuicao
aproximada x? com M — (p + 1) graus de liberdade quando o mo-
delo estd bem ajustado.

Para evitar problemas com a distribui¢ao aproximada de Qp quando
M =~ n, convém agrupar os dados de alguma forma. Hosmer e Le-
meshow (1980, 2013) sugerem que os dados sejam agrupados segundo
percentis das probabilidades p;, 7 = 1,...,n estimadas sob o modelo.
Por exemplo, podem-se considerar g = 10 grupos, sendo o primeiro for-
mado pelas unidades amostrais com os 10% menores valores das pro-
babilidades estimadas (ou seja, aquelas para as quais p; sejam menores
os iguais ao primeiro decil; o segundo grupo deve conter as unidades
amostrais para as quais p; estejam entre o primeiro e o segundo decil
etc. O dltimo grupo conterd as unidades amostrais cujas probabilida-
des estimadas sejam maiores que o nono decil. Com esse procedimento,
cada grupo devera conter n' = n/10 unidades amostrais. A estatistica

J
proposta por esses autores é

com 0; = Z:J:I y; denotando o numero de respostas ¥ = 1 dentre
as unidades amostrais incluidas no j-ésimo grupo (c; representa o
nimero de padroes de covaridveis encontrados no j-ésimo grupo) e
p; = Z?: 1 mipi/n; denota a média das probabilidades estimadas no
j-ésimo grupo. A estatistica C tem distribuicio aproximada x? com
g — 2 graus de liberdade quando o modelo esta correto.

Os chamados residuos da desviancia (deviance residuals) sao defi-
nidos a partir da logaritmo da funcao de verossimilhanca e também
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podem ser utilizados com o propdsito de avaliar a qualidade do ajuste
de modelos de regressao logistica. O leitor podera consultar Hosmer
and Lemeshow (2000) para detalhes.

Regressao resistente.

Os estimadores @ e 3 em (6.7) e (6.6) considerados para o ajuste do mo-
delo (6.1) a um conjunto de dados (z;,y;),i = 1,...,n sdo baseados em
T,y e nos desvios em relagao a essas médias. Esses estimadores podem
ser severamente afetados pela presenga de observagoes atipicas (outli-
ers). Como alternativa, podemos considerar modelos de regressao
resistente, em que os estimadores sao baseados em medianas.

Para o ajuste de um desses modelos, inicialmente, dividimos o conjunto
de n pontos em trés grupos de tamanhos aproximadamente iguais.
Chamemos esses grupos de E, C e D (de esquerdo, central e direito).
Se n = 3k, cada grupo terd k pontos. Se n = 3k + 1, colocamos k
pontos nos grupos E e D e k + 1 pontos no grupo C. Finalmente, se
n = 3k + 2, colocamos k + 1 pontos nos grupos E e D e k pontos no
grupo C.

Para cada grupo, obtemos um ponto resumo, cujas coordenadas sao
a mediana dos z; e a mediana dos y; naquele grupo. Denotemos esses

pOIltOS por (l’E, yE)) (1"07 yC)7 (J:D) yD)

Os estimadores resistentes de 8 e a sao dados respectivamente, por

b — YD —YE
0 — ’
D —TE

ap = 7 [(ye — bowg) + (yc — boxc) + (yp — boxp)] .

Wl

Convém notar as diferencas entre by e (6.6) e entre ag e (6.7). A
correspondente reta resistente ajustada é

yi=ao+bozr;, i=1,...,n.

Exemplo 6.11 Consideremos novamente os dados da Tabela 6.2 aos
quais um modelo de regressao linear simples foi ajustado; tanto o
grafico de dispersao apresentado na Figura 6.8 quanto o grafico de
residuos (Figura 6.9) revelam um ponto discrepante, (2;61,1) que afeta
as estimativas dos parametros do modelo. O grafico de dispersao com
a reta de minimos quadrados e com a reta resistente esta disposto na
Figura 6.35.
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60 4

40

Vento

Dia

Figura 6.35: Gréfico de dispersao com retas de minimos quadrados (linha cheia) e
resistente (linha tracejada) correspondentes ao ajuste do modelo de regressio linear
simples aos dados da Tabela 6.2.

Como nesse caso n = 3 x 5, consideramos os grupos E, C e D com 5
pontos cada. Os pontos resumo sao (zg,yr) = (3,0;22,2), (xc,yc) =
(8,0;7,4) e (zp,yp) = (13,0;13,0) e as correspondentes estimativas
resistentes sao by = —0,92 e a9 = 21,56. Portanto, a reta resistente
estimada ou ajustada é

T = 21,56 — 0,92¢.

Esta reta nao é tao afetada pelo ponto discrepante (que nao foi elimi-
nado da anélise).

Formulacao geral do modelo de regressao

O modelo de regressao multipla (6.21) pode ser escrito na forma
yi = f(xi,8) + e, i=1,...,n, (6.36)

em que
f(xi,8) = Bo + Brxin + Paziz + ... + Bpxip,

com x; = (x1,...,2i) " e B=(Bo,B1,-..,8)" . Esse modelo pode ser
generalizado como

M—-1
f(X,B) = Z /8j¢j(x)’
=0

em que ¢;(-), 7 =0,...,M—1 com ¢g(x) = 1 sao funcoes pertencentes
a uma base de fungoes. Essa formulacao é 1til no contexto das redes
neurais apresentadas no Capitulo 14.

Em notacao matricial, temos

f(x,8) = B ¢(x),
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6.7

com ¢(x) = [po(x), ..., dar—1(x)]T.

O caso ¢(x) = x corresponde ao modelo de regressao linear miltipla.
Outras bases comumente usadas sao:

£)

polindmios [¢;(z) = 27];
splines;

gaussiana [¢;j(z) = exp{[—(z — p;)/(25)]?}], com p; denotando
parametros de posicao e s denotando o parametro de dispersao;

sigmoide [¢;(x) = o{(x —p;)/s}] em que, o(a) pode ser qualquer
uma das fungoes a)-d) da Segao 10.5.

Fourier, em que [¢;(x)] é uma cossenoide [ver Morettin (2014)].

ondaletas, em que [¢;(x)] é uma ondaleta [ver Morettin (2014)].

Tanto a técnica de minimos quadrados quanto as técnicas de regula-
rizacao apresentadas no Capitulo 8 podem ser aplicadas a essa for-
mulacao mais geral.

Exercicios

Num estudo realizado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sao
Paulo foram colhidos dados de 16 pacientes submetidos a transplante inter-
vivos e em cada um deles obtiveram-se medidas tanto do peso (g) real do lobo
direito do figado quanto de seu volume (cm?) previsto pré operatoriamente
por métodos ultrassonograficos. O objetivo é estimar o peso real por meio
do volume previsto. Os dados estao dispostos na Tabela 6.14.

ii)

iii)

iv)

vi)

Proponha um modelo de regressao linear simples para analisar os dados
e interprete seus parametros.

Construa um grafico de dispersao apropriado.

Ajuste o modelo e utilize ferramentas de diagndstico para avaliar a
qualidade do ajuste.

Construa intervalos de confianga para seus parametros.

Construa uma tabela com intervalos de confianca para o peso espe-
rado do lobo direito do figado correspondentes a volumes (estimados
ultrassonograficamente) de 600, 700, 800, 900 e 1000 cm?.

Repita os itens anteriores considerando um modelo linear simples sem
intercepto. Qual dos dois modelos vocé acha mais conveniente? Justi-
fique a sua resposta.
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Tabela 6.14: Peso real e volume obtido ultrassonograficamente do lobo direito do
figado de pacientes submetidos a transplante

Volume USG  Peso real Volume USG  Peso real

(cm?) (9) (cm?) (9)
656 630 737 705
692 745 921 955
588 690 923 990
799 890 945 725
766 825 816 840
800 960 584 640
693 835 642 740
602 570 970 945

2) Para investigar a associagdo entre tipo de escola (particular ou publica),
cursada por calouros de uma universidade e a média no curso de Célculo I,
obtiveram-se os seguintes dados:

Escola Média no curso de Calculo 1
Particular 86 86 78 65 72 6,6 56 55 82
Publica 58 76 80 62 76 65 56 57 538

Seja y; a nota obtida pelo i-ésimo aluno, z; = 1 se o aluno cursou escola
particular e x; = —1 se o aluno cursou escola publica, i = 1,...,18. Considere
omodelo y; = a+ Bx; +¢e;, i=1,...,18, em que os e; sao erros aleatorios

nao correlacionados com E(e;) = 0 e Var(e;) = o=.

i)
iii)

iv)

vi)

vii)

2

Interprete os parametros a e 3.

Estime a e 8 pelo método de minimos quadrados. Obtenha também
uma estimativa de o2.

Avalie a qualidade do ajuste do modelo por meio de técnicas de di-
agnostico.

Construa intervalos de confianga para « e .

Com base nas estimativas obtidas no item ii), construa intervalos de

confianca para os valores esperados das notas dos alunos das escolas
particulares e publicas.

Ainda utilizando o modelo proposto, especifique e teste a hipétese de
que ambos os valores esperados sao iguais.

Repita os itens i)-vi) definindo x; = 1 se o aluno cursou escola particular
e x; = 0 se o aluno cursou escola publica, i = 1,...,18.

3) Os dados da Tabela 6.15 sdo provenientes de uma pesquisa cujo objetivo é
propor um modelo para a relagao entre a area construida de um determinado
tipo de imovel e o seu prego.
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Tabela 6.15: Area e Preco de imoéveis

Imével  Area (m?) Preco (R$)

1 128 10.000
2 125 9.000
3 200 17.000
4 4.000 200.000
) 258 25.000
6 360 40.000
7 896 70.000
8 400 25.000
9 352 35.000
10 250 27.000
11 135 11.000
12 6.492 120.000
13 1.040 35.000
14 3.000 300.000

i) Construa um grifico de dispersao apropriado para o problema.

ii) Ajuste um modelo de regressao linear simples e avalie a qualidade do
ajuste (obtenha estimativas dos pardmetros e de seus erros padroes,
calcule o coeficiente de determinacao e construa graficos de residuos e
um gréfico do tipo QQ).

iii) Ajuste o modelo linearizdvel (por meio de uma transformagao logaritmica)

y = pPz7e

em que y representa o preco e x representa a area e avalie a quali-
dade do ajuste comparativamente ao modelo linear ajustado no item
ii); construa um grafico de dispersao com os dados transformados.

iv) Utilizando o modelo com o melhor ajuste, construa intervalos de con-
fianga com coeficiente de confianca (aproximado) de 95% para os pregos
esperados de iméveis com 200m?, 500m? e 1000m>2.

4) Os dados abaixo correspondem ao faturamento de empresas similares de um
mesmo setor industrial nos ultimos 15 meses.

més jan fev mar abr mai jun jul ago
vendas 10 16 1,8 20 18 22 36 34

més set out nov dez jan fev ~mar
vendas 3,3 3,7 40 64 57 6,0 6,8

Utilize técnicas de andlise de regressao para quantificar o crescimento do
faturamento de empresas desse setor ao longo do periodo observado. Com
essa finalidade:

a) Proponha um modelo adequado, interpretando todos os pardmetros e
especificando as suposigoes.

b) Estime os parametros do modelo e apresente os resultados numa lin-
guagem nao técnica.
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)

Utilize técnicas de diagnéstico para avaliar o ajuste do modelo.

5) A Tabela 6.16 contém dados obtidos de diferentes institutos de pesquisa cole-
tados entre fevereiro de 2008 e margo de 2010 e correspondem as porcentagens
de eleitores favoraveis a cada um dos dois principais candidatos a presidéncia
do Brasil.

a)

Construa um diagrama de dispersao apropriado, evidenciando os pontos
correspondentes a cada um dos candidatos.

Especifique um modelo polinomial de segundo grau, homocedastico,
que represente a variacao da preferéncia eleitoral de cada candidato ao
longo do tempo.

Ajuste o modelo especificado no item anterior.

Avalie o ajuste do modelo e verifique, por meio de testes de hipéteses
adequadas, se ele pode ser simplificado; em caso afirmativo, ajuste o
modelo mais simples.

Com base no modelo escolhido, estime a porcentagem esperada de elei-
tores favoraveis a cada um dos candidatos em 3 de outubro de 2010 e
construa um intervalo de confianga para a diferenca entre essas porcen-
tagens esperadas.

Faca uma critica da anélise e indique o que poderia ser feito para me-
lhora-la (mesmo que nao saiba implementar suas sugestoes).

Tabela 6.16: Porcentagem de eleitores favordveis

Fonte Data Dilma  Serra | Fonte Data Dilma  Serra
sensus  16/02/2008 4,5 38,2 | sensus 13/08/2009 19 39,5
dataf  27/03/2008 3 38 ibope  04/09/2009 14 34
sensus  25/04/2008 6,2 36,4 | sensus 14/09/2009 21,7 31,8
sensus  19/09/2008 8,4 38,1 | ibope 20/11/2009 17 38
dataf  28/11/2008 8 41 VOxX 30/11/2009 17 39
sensus  30/11/2008 104 46,5 vox  07/12/2009 18 39
ibope  12/12/2008 5 42 dataf  14/12/2009 23 37
sensus 14/12/2008 13,3 428 vox  18/12/2009 27 34

dataf  30/01,/2009 11 41 sensus  17/01/2010 27 33,2
sensus  19/03/2009 16,3 45,7 | ibope  29/01/2010 25 36
dataf  27/03/2009 16 38 dataf  06/02/2010 28 32
sensus  28/05/2009 23,5 40,4 | ibope 25/02/2010 30 35
ibobe  29/05/2009 18 38 dataf  27/03/2010 27 36
dataf  01/06/2009 17 36 VOxX 31/03/2010 31 34

6) Uma fabrica de cadeiras dispde dos seguintes dados sobre sua produgao men-

sal:

Numero de cadeiras produzidas 105 130 141 159 160 172
Custos fixos e varidveis (R$) 1700 1850 1872 1922 1951 1970

a)

Proponha um modelo de regressao linear simples para a relacao entre
o custo e o nimero de cadeiras produzidas e interprete os parametros.
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7)

b) Utilize um intervalo de confianga com coeficiente de confianca de 95%
para estimar o custo esperado de producao para 200 cadeiras. Observe
que o modelo proposto tem respaldo estatistico para valores do niimero
de cadeiras variando entre 105 e 172; inferéncia para valores fora desse
intervalo dependem da suposicao de que o modelo também é vélido
nesse caso.

¢) Admitindo que o prego de venda é de R$ 20,00 por unidade, qual a
menor quantidade de cadeiras que deve ser produzida para que o lucro
seja positivo?

Os dados disponiveis no arquivo profilaxia sdo provenientes de um estudo
realizado na Faculdade de Odontologia da Universidade de Sao Paulo para
avaliar o efeito do uso continuo de uma solugao para bochecho no pH da placa
bacteriana dentaria. O pH da placa dentéria retirada de 21 voluntarios antes
e depois de um periodo de uso de uma solugao para bochecho foi avaliado ao
longo de 60 minutos apés a adigao de sacarose ao meio em que as unidades
experimentais foram colocadas.

a) Construa um grafico de perfis para os dados obtidos antes do perfodo
de uso da solugao para bochecho. Obtenha a matriz de covaridncias
bem como o grafico do desenhista correspondente.

b) Concretize as solicitagbes do item a) para os dados obtidos apés a uti-
lizacao da solugao para bochecho.

c¢) Construa graficos de perfis médios para os dados obtidos antes e depois
da utilizacao da solucao para bochecho colocando-os no mesmo painel.

d) Com base nos resultados dos itens a)-c), proponha um modelo de re-
gressao polinomial que permita a comparacao dos parametros corres-
pondentes.

Os dados disponiveis no arquivo esforco sdo oriundos de um estudo reali-
zado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sao Paulo para avaliar
pacientes com insuficiéncia cardiaca. Foram estudados 87 pacientes com al-
gum nivel de insuficiéncia cardiaca avaliada pelo critério NYHA, além de 40
pacientes controle (coluna K). Para cada paciente foram registradas algumas
caracteristicas fisicas (altura, peso, superficie corporal, idade, sexo). Eles
foram submetidos a um teste de esforgo cardiopulmonar em cicloergéometro
em que foram medidos a frequéncia cardiaca, o consumo de oxigénio, o equi-
valente ventilatério de oxigénio, o equivalente ventilatorio de diéxido de car-
bono, o pulso de oxigénio e a pressao parcial de diéxido de carbono ao final
da expiragao, em trés momentos diferentes: no limiar anaerébio, no ponto de
compensacao respiratoria e no pico do exercicio.

Ajuste um modelo linear tendo como variavel resposta o consumo de oxigénio
no pico do exercicio (coluna AW) e como varidveis explicativas a carga na
esteira ergométrica (coluna AU), a classificagdo NYHA (coluna K) além de
frequéncia cardiaca (coluna AV), razdo de troca respiratdria (coluna AX),
peso (coluna H), sexo (coluna D) e idade (coluna F). Com essa finalidade,
vocé deve:

a) Construir graficos de dispersao convenientes.

b) Interpretar os diferentes pardametros do modelo.

¢) Estimar os pardmetros do modelo e apresentar os respectivos erros
padroes.
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9)

10)

11)

d) Avaliar a qualidade do ajuste do modelo por meio de graficos de di-
agndstico (residuos, QQ, distancia de Cook, etc).

e) Identificar as varidveis significativas.

f) Reajustar o modelo com base nas conclusoes do item (e) e avaliar o seu
ajuste.

g) Apresentar conclusées evitando jargéo técnico.

Considere a seguinte reta de regressao ajustada a um conjunto de dados em
que se pretendia estimar o volume de certos recipientes (V' )a partir de seus
didmetros (D): E(V) = 7,68 + 0,185D

Verifique se as afirmagGes abaixo estao corretas, justificando sua resposta:

a) O volume esperado nao pode ser estimado a partir do didmetro.

b) O coeficiente de correlagao linear entre as duas varidveis é nulo.

¢) H&4 um aumento médio de 0,185 unidades no volume com o aumento de
uma unidade de diametro.

d) O valor estimado do volume é 7,68 unidades para didmetros iguais a 1
unidade.

Os dados abaixo sdo provenientes de uma pesquisa cujo objetivo é avaliar o
efeito da dosagem de uma certa droga (X) na redugéo de pressao arterial (V)
de pacientes hipertensos.

Homens Mulheres
Redugao Reducgao
Dose de pressao Dose de pressao
1 3 2 4
3 5 3 7
4 9 5 11
6 15 6 14
6 13

O pesquisador sugeriu o seguinte modelo para a andlise dos dados
Yij = o + B(zij — T) + €35

i =12, j =1,...,n; em que os erros e;; seguem distribuigoes N(0,0?)
independentes e  denota a dose média empregada no estudo.

a) Interprete os parametros do modelo.
b) Escreva o modelo na forma matricial.

Para avaliar o efeito da dose (D) de uma certa droga na redugéo da pressio
arterial (RedPA) controlando o sexo (S) do paciente, o seguinte modelo de
regressao foi ajustado a um conjunto de dados:

E(RedPA) = 2+ 0,35 +1,2(D — 10)

em que S = 0 (Masculino) e S = 1 (Feminino). Verifique se as afirmagcoes
abaixo estao corretas, justificando sua resposta:

a) A reducdo esperada da PA (mmHg) para uma dose de 20 mg ¢ igual
para homens e mulheres.

b) Com dose de 10 mg, a redugdo de PA esperada para mulheres é menor
do que para homens.
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¢) O coeficiente da varidvel Sexo nao poderia ser igual a 0,3.

d) Uma dose de 20 mg reduz a PA esperada para homens de 12 mmHg

12) O gréfico QQ da Figura 6.36 corresponde ao ajuste de um modelo de regressao
linear multipla.

Standardized marginal residuals

T T

3 2 -1 0 1 2 3
N(0,1) quantiles

Figura 6.36: Grafico QQ correspondente ajuste de um modelo de regressao linear
multipla.

Pode-se afirmar que:

a) H4& indicagdes de que a distribuigdo dos erros é Normal.

b) H4 evidéncias de que a distribuigdo dos erros é assimétrica.

¢) H4& evidéncias de que a distribui¢ao dos erros tem caudas mais leves do
que aquelas da distribuicao Normal.

d) Ha evidéncias de que a distribuigao dos erros tem caudas mais pesadas
que aquelas da distribuicao Normal.

e) Nenhuma das anteriores.

13) Os dados da tabela abaixo foram obtidos de um estudo cujo objetivo era
avaliar a relacdo entre a quantidade de um certo aditivo (X) e o tempo de
vida (V') de um determinado alimento. Os valores substituidos por ? ficaram
ilegiveis depois que o responsavel pelo estudo derramou café sobre eles.

X (g/kg) 5 10 15 20 30
Y (dias) 32 ? 7 7 7

Um modelo de regressao linear simples (com a suposi¢do de normalidade e
independéncia dos erros) foi ajustado aos dados gerando os seguintes resul-
tados:

Tabela de ANOVA
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14)

15)

16)

17)

Fonte de variagao gl SQ QM F Valorp
Regressao 1 42,30 42,30 156,53 0,001
Residuo 3 081 0,27

Total 4 43,11

Intervalos de confianga (95%)

Parametro  Limite inferior  Limite superior

Intercepto -0,19 2,93
X 0,25 0,42
Residuos

Observacao  Residuos

1 0,14

2 -0,55

3 0,66

4 -0,23

5 -0,01

tor_1 [ 0.892 —0.043
(XX) _<—0.043 0.003

a) Escreva o modelo na forma matricial e interprete seus parametros.

b) Construa um intervalo de confianga para o valor esperado do tempo de
vida do produto quando a quantidade de aditivo utilizada é de 25 g/kg.

c¢) Construa um intervalo de previsdo para o valor do tempo de vida do
produto quando a quantidade de aditivo utilizada é de 25 g/kg.

d) Reconstrua a tabela dos dados, i.e., calcule os valores de Y substituidos
por 7.

Observagao: O quantil de ordem 97,5% da distribuigao ¢ com 3 graus de
liberdade ¢é 3,182.

Considere o modelo ajustado para o Exemplo 6.3 e avalie a qualidade do
ajuste utilizando todas as técnicas de diagndstico discutidas neste capitulo.

Considere o modelo
yizﬁxi+eia i=1,...,n
em que E(e;) = 0 e Var(e;) = 02 sdo erros aleatérios nao correlacionados.

a) Obtenha o estimador de minimos quadrados de 5 e proponha um esti-

mador ndo enviesado para o2.

b) Especifique a distribuigdo aproximada do estimador de 3.

¢) Especifique um intervalo de confianga aproximado para o pardmetro
com coeficiente de confianga v, 0 < v < 1.

Considere o modelo especificado no Exercicio 14 e mostre que o pardmetro
corresponde a variagao esperada para a variavel Y por unidade de variagao
da variavel X.

Sugestao: Subtraia E(y;|z;) de E(y;|z; + 1).
Mostre que SQT ot = SQRes + SQReg.
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18) Para estudar a associagao entre género (1=Masc, 0=Fem) e idade (anos) e

19)

20)

21)

a preferéncia (1=sim, 0=néao) pelo refrigerante Kcola, o seguinte modelo de
regressao logistica foi ajustado aos dados de 50 criangas escolhidas ao acaso:

i (T4, Wy

log{w} — a+ Bu; +(w; - 5),
1 — mi(2i, w;)

em que z; (w;) representa o género (idade) da i-ésima crianga e m;(x;,w;)

a probabilidade de uma crianga do género z; e idade w; preferir Kcola. As

seguintes estimativas para os parametros foram obtidas:

Parametro Estimativa Erro padrao Valor p

o 0,69 0,12 < 0,01
B 0,33 0,10 < 0,01
~y 0,03 0,005 < 0,01

a) Interprete os pardmetros do modelo por intermédio de chances e razoes
de chances.

b) Com as informagoes acima, estime a razdo de chances de preferéncia
por Kcola correspondente a comparacao de criancas do mesmo género
com 10 e 15 anos.

¢) Construa intervalos de confianga (com coeficiente de confianga aproxi-
mado de 95%) para exp(3) e exp(7y) e traduza o resultado em linguagem
nao técnica.

d) Estime a probabilidade de meninos com 15 anos preferirem Kcola.

Mostre que as expressoes (6.29) e (6.30) sdo equivalentes e que garantem que
a probabilidade de que Y = 1 estard no intervalo (0, 1) independentemente
dos valores de «, 3 e z;.

Mostre que o parametro $ no modelo (6.29) corresponde ao logaritmo da
razao de chances de resposta positiva para pacientes com diferenca de uma
unidade na variavel explicativa.

A Tabela 6.17 contém dados de uma investigacao cujo objetivo era estudar
a relagdo entre a duracdo de diabete e a ocorréncia de retinopatia (uma
moléstia dos olhos). Ajuste um modelo de regressao logistica para avaliar a
intensidade dessa relagao.

Sugestao: Considere o ponto médio de cada intervalo como valor da varidvel
explicativa.

Tabela 6.17: Frequéncias de retinopatia

Duragao da  Retinopatia
Diabete (anos) Sim Nao

0-2 17 215
3-5 26 218
6-38 39 137
9-11 27 62
12-14 35 36
15 - 17 37 16
18 - 20 26 13
21 - 23 23 15
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22) Considere os dados do arquivo endometriose2. Com objetivo inferencial,
ajuste um modelo de regressao logistica, tendo endometriose como variavel
resposta e idade, dormenstrual, dismenorreiae tipoesteril como varidveis
explicativas. Interprete os coeficientes do modelo em termos de chances e
razoes de chances.
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CApiTULO 7

Analise de Sobrevivéncia

All models are wrong, but some are useful.

George Box

7.1 Introducao

Analise de Sobrevivéncia lida com situagoes em que o objetivo é avaliar o tempo
decorrido até a ocorréncia de um ou mais eventos, como a morte ou cura de pacientes
submetidos a um certo tratamento, a quebra de um equipamento mecanico ou
o fechamento de uma conta bancaria. Em Engenharia, esse tipo de problema é
conhecido sob a denominagao de Analise de Confiabilidade.

Nesse dominio, duas caracteristicas sao importantes: as definicoes do tempo
de sobrevivéncia e do evento, também chamado de falha!. Nosso objetivo aqui é
apresentar os principais conceitos envolvidos nesse tipo de andlise. O leitor pode
consultar Colosimo e Giolo (2006) ou Lee e Wang (2003), entre outros, para uma
exposi¢ao mais detalhada.

Um dos problemas encontrados em estudos de sobrevivéncia é que nem sempre
o instante de ocorréncia do evento e consequentemente, o tempo exato de sobre-
vivéncia, sdo conhecidos. Essa caracteristica é conhecida como censura (a direita).
No entanto, sabe-se que o tempo é maior que um determinado valor chamado de
tempo de censura (veja a Nota de Capitulo 1). No caso de estudos na drea de
saude, possiveis razoes para censura sao

i) o evento nao ocorre antes do fim do estudo;
ii) ha perda de contacto com o paciente durante o estudo;

iii) o paciente sai do estudo por outros motivos (morte por outra razao/fim do
tratamento devido a efeitos colaterais etc.)

Por esse motivo, em estudos de sobrevivéncia, a varidvel resposta é definida pelo
par (T,0) em que T é o tempo associado & unidade amostral, que pode corresponder
a uma falha se o indicador de censura J tiver valor 1, ou a uma censura se o
indicador ¢ tiver valor 0. Um exemplo de organizagdo de dados dessa natureza estd
apresentado na Tabela 7.1.

!Apesar dessa terminologia, falha pode ter tanto uma conotacio negativa, como a
morte de um paciente, quanto positiva, como a sua cura.
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Tabela 7.1: Modelo para organizagao de dados censurados

Unidade amostral Tempo Censura
5,0 1
12,0 0
3,5 0
8,0 0
0
1

6,0
3,5

HEHgQm >

Na Tabela 7.1, ha indicagdo de que a unidade amostral A falhou no tempo 5,0 e de
que a unidade amostral B nao falhou até o tempo 12,0 e que foi censurada nesse
instante.

Um esquema indicando a estrutura de dados de sobrevivéncia esta disposto na
Figura 7.1 em que ¢ty e t. indicam, respectivamente, os instantes de inicio e término
do estudo. Os casos com § = 1 indicam falhas e aqueles com § = 0 indicam censuras.

I o Ti=lll I
I 8,=1 |
| |
| o T.=68 |
| i1 |
| 1 T,=17,0
| T s5.=0
| |
| o T.=140
8,=1
| o
| J T,=17,0
I ] 8=0
| |
e T30 |
l - l > lempo
2 4 6 8 10 12 14 16
v v
t, 1, (=17,0)

Figura 7.1: Representacao esquemaética de dados de sobrevivéncia.

Para caracterizar a varidvel resposta (que é positiva) usualmente emprega-se a
funcao de sobrevivéncia definida como

St =P(T>t)=1-P(T <t)=1—F(t)

em que F(t) é a fungdo distribuicdo acumulada da varidvel T. Essencialmente, a
fungao de sobrevivéncia calculada no instante ¢ é a probabilidade de sobrevivéncia
por mais do que t. Uma representagao gréafica da funcao de sobrevivéncia esta
apresentada na Figura 7.2.
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1.0

0.4

0.2

Probabilidade de sobrevivéncia

0.0
!

0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo

Figura 7.2: Funcao de sobrevivéncia tedrica.

Na prética, como os tempos em que ocorrem falhas sao medidos como varidveis
discretas, a funcao de sobrevivéncia tem o aspecto indicado na Figura 7.3. Os
“saltos” ocorrem nos instantes em que ha falhas. Em muitos casos, as censuras
também sao representadas nesse tipo de grafico, como veremos adiante.

1.0

0.8

0.4

0.2

Probabilidade de sobrevivencia

0.0
!

T T T T
0 200 400 600 800 1000
Dias

Figura 7.3: Funcao de sobrevivéncia observada.

Outra funcao de interesse na andlise de dados de sobrevivéncia é a fungao
de risco (hazard function) também conhecida como fun¢do de taxa de falhas,
definida como

L PU<T<t+dT>t) P(T=t)
dt—0 dt T P(T>t)
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Essa funcao corresponde ao “potencial instantaneo de ocorréncia do evento de in-
teresse por unidade de tempo, dado que a falha nao ocorreu até o instante t”, ou
seja, “ao risco de ocorréncia do evento de interesse no instante ¢ para uma unidade
amostral ainda néo sujeita ao evento”. Note que h(t) > 0 e ndo tem um valor
maximo. Na pratica, essa funcao dia uma ideia do comportamento da taxa condi-
cional de falha e fornece informagao para a escolha de um modelo probabilistico
adequado ao fenémeno estudado.

Exemplos de funcoes de risco com diferentes padroes estao apresentados na Fi-
gura 7.4. No painel a), o risco de falha é constante e corresponde ao risco para
pessoas sadias, por exemplo; nesse caso, um modelo probabilistico adequado é o
modelo exponencial. No painel b), o risco de falha decresce com o tempo e
usualmente é empregado para representar riscos poés cirurgicos; um modelo pro-
babilistico adequado nesse caso é um modelo modelo Weibull. No painel c¢), o
risco de falha cresce com o tempo e usualmente é empregado para representar o
risco para pacientes com alguma doenga grave; um modelo probabilistico adequado
também é um modelo Weibull. No painel d), inicialmente o risco de falha cresce e
posteriormente decresce, sendo adequado para situacoes em que um tratamento tem
um certo tempo para fazer efeito, por exemplo; um modelo probabilistico adequado
nesse caso, ¢ o modelo log normal.

a) Exponencial b) Weibull (0.995; 4)

<N
0w - %) _
© ©
< A <
© © <
o S o N
° - T O |
© ©
3 3 o
F o F S

o T T T T T T o T T T T T T

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo Tempo
c) Weibull (1.5; 1.5) d) Lognormal (0; 0.5)

% o % |
£ o7 £ -
8 i 8 o
(] O |
T O | o°
g - g 2
& A g ©
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo Tempo

Figura 7.4: Exemplos de fungoes de risco

As fungoes de sobrevivéncia e de risco contém a mesma informagao e cada uma
delas pode ser obtida a partir da outra por meio das relagoes

h(t) :-*Z((:)) e S(t) = exp|— /0 h(s)ds]

em que S’(t) indica a derivada de S calculada no instante t.
A funcgao de risco acumulado (ou de taxa de falhas acumuladas) é defi-
nida como

H(t):/o h(s)ds.
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Os objetivos operacionais da Andlise de Sobrevivéncia sao:

a) estimar e interpretar a funcao de sobrevivéncia,

=3

) interpretar fungoes de risco;
¢) comparar fungoes de sobrevivéncia (ou fungdes de risco);

[N

averiguar a contribuigao de fatores de interesse (varidveis explicativas) para
a ocorréncia de falhas.

7.2 Estimacao da funcao de sobrevivéncia

Para dados nao censurados, a fungao distribuigao empirica da varidavel T é

~ numero de observagoes < t

Ft) =

nimero de observagoes

e consequentemente, um estimador da funcdo de sobrevivéncia é S(t) = 1 — F(t).
Para dados censurados, o estimador de Kaplan-Meier também conhecido como
estimador do limite de produtos (product limit estimator) é o mais utilizado
na pratica e é baseado na representagao da sobrevivéncia num instante ¢ como
um produto de probabilidades condicionais de sobrevivéncia a intervalos de tempo
disjuntos anteriores a t. Consideremos um exemplo em que o tempo até a cura de
uma moléstia é medido em dias e que ocorreram falhas nos instantes t = 2, t = 5
e t = 8; a fungdo de sobrevivéncia calculada no dia 10 (aqui interpretada como a
probabilidade de cura apés o décimo dia) pode ser calculada a partir de

S(10) = PT>10)=P(T>10NT >8)=P(T > 10|/T > 8)P(T > 8)

P(T > 10|T > 8)P(T > 8|T > 5)P(T > 5)
P(T > 10|T > 8)P(T > 8|T > 5)P(T > 5|T > 2)P(T > 2).

Considerando os instantes de falha ordenados, ty < t(1) < ... < £(y), definindo
ty = to = 0 como o inicio do estudo, e que S(0) = P(T" > 0) = 1, podemos
generalizar esse resultado, obtendo

J
Sty = [[ PIT > to)| P(T > ti—y))-

i=1

Na prética, para a estimacdo da funcao de sobrevivéncia, os instantes ordenados
t(;) de interesse sdo aqueles em que ocorreram falhas ou censuras. Definindo Rt ;]
como o nimero de unidades em risco no instante £(;, i.e., para as quais o evento de
interesse nao ocorreu ou que nao foram censuradas até o instante imediatamente
anterior a t(;) e M; como o nimero de falhas ocorridas exatamente nesse instante,
uma estimativa da probabilidade de que uma unidade sobreviva ao instante #(;) é

P(T > ty)) = {Rlt@s)] — Mi}/Rt)] = 1 — M;/R[t ;).

Nesse contexto, o estimador de Kaplan-Meier para a curva de sobrevivéncia é defi-
nido como
S(t)=1 se t <tq)

S@t)= [ {1 - Mi/Rlt)]} se t <t.

176) <t
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A variancia desse estimador pode ser estimada pela férmula de Greenwood

Var[S(t)] = [S()]” > ‘ :
iy Blto HRlto)] — Mi}

Para detalhes, consulte Lee e Wang (2003), entre outros. O tempo médio de
acompanhamento limitado & duracao do estudo (7') é definido como

T
jr = / S(t)dt
0
e pode ser estimado pela area sob a curva baseada no estimador de Kaplan-Meier,

pr = Z §(t(kfl))[t(k) —tg-1)l:
t(k,)ST

O tempo médio de acompanhamento, ji7, corresponde & soma das areas dos retangulos
cujas bases s@o os plateauz definidos pelas falhas consecutivas no grafico de S(t)
(veja a Nota de Capitulo 2 e a Figura 7.3). Um estimador da varidncia de fir é

D

D
Var(iir) = 3~ D I8 (tw) sy — )

j=1 | i=j

M.

J

R [R(j) — M;]

em que R[t;)] representa o nimero de unidades em risco, M; é o ntimero de falhas
ocorridas exatamente nesse instante e D representa o niimero de instantes distintos
em que ocorreram eventos.

Além disso, um estimador do tempo mediano de sobrevivéncia é
finea = {inf ¢ : S(t) < 0.5}

ou seja, é o menor valor de t para o qual o valor da fun¢@o de sobrevivéncia S (t) é
menor ou igual a 0,5. De uma forma mais geral, um estimador do p-ésimo quantil
(0 < p < 1) do tempo de sobrevivéncia é t, = {inf t : S(t) < 1 — p}. Expressoes
para as correspondentes variancias sao bastante complicadas e nao sao indicadas
neste texto. Em geral, os pacotes computacionais calculam intervalos de confianga
para os quantis.

Exemplo 7.1: Consideremos um conjunto de n = 21 unidades para as quais os
tempos de falhas ou censuras (representadas por +) sao 6, 6, 6, 7, 10, 13, 16, 22,
23, 64, 9+, 10+, 11+, 17+, 194, 20+, 25+, 32+, 32+, 34+, 35+. O formato usual
para apresentacao desses dados é aquele apresentado na Tabela 7.2
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Tabela 7.2: Formato usual para apresentacao dos dados do Exemplo 7.1

ident tempo evento | ident tempo evento

1 6 1 12 17 0
2 6 1 13 19 0
3 6 1 14 20 0
4 6 0 15 22 1
5 7 1 16 23 1
6 9 0 17 25 0
7 10 1 18 32 0
8 10 0 19 32 0
9 11 0 20 34 0
10 13 1 21 35 0
11 16 1

Para efeito do cédlculo do estimador de Kaplan-Meier, convém dispor os dados

com o formato das quatro primeiras colunas da Tabela 7.3.

Tabela 7.3: Formato apropriado para calculo do estimador de Kaplan-Meier

(Exemplo 7.1)

Tempo Falhas Censuras em  Unidades em
g tgy  emtyy  (fGon.tg) risco (Rlt)) Sl
0 0 0 0 21 1
1 6 3 0 21 1x18/21 = 0,86
2 7 1 1 17 =21-(3+1) 0,86 x 16/17 = 0,81
3 10 1 1 15 =17-(1+1) 0,81 x 14/15 = 0,75
4 13 1 2 12 = 15-(1+42) 0,75 x 11/12 = 0,69
5 16 1 0 11 = 12-(1+0) 0,69 x 10/11 = 0,63
6 22 1 3 7 =11-(1+3) 0,63 x6/7=0,54
7 23 1 0 6 = 7-(140) 0,54 x 5/6 = 0,45

Para os dados da Tabela 7.3, o grafico da funcao de sobrevivéncia estimada pelo
método de Kaplan-Meier esta apresentado na Figura 7.5. Os “saltos” representam
as falhas e as cruzes representam as censuras.
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Figura 7.5: Curva de sobrevivéncia estimada para o Exemplo 7.1.

Esse grafico, bem com medidas resumo para os dados podem ser obtido por meio
das fungoes Surv (), survfit () e ggsurvplot () dos pacotes survival e survminer
conforme os comandos.

> surv_object <- Surv(time = dados$tempo, event = dados$evento)
> modl <- survfit(surv_object ~ 1, data = dados)
> print(modl, rmean = 35)

n events xrmean *se(rmean) median
21.00 9.00 23.29 2.83 23.00
* restricted mean with upper limit = 35
summary (mod1)
time n.risk n.event survival std.err lower 95} CI upper 95} CI
6 21 3 0.857 0.0764 0.720 1.000
7 17 1 0.807 0.0869 0.653 0.996
10 15 1 0.753 0.0963 0.586 0.968
13 12 1 0.690 0.1068 0.510 0.935
16 11 1 0.627 0.1141 0.439 0.896
22 7 1 0.538 0.1282 0.337 0.858
23 6 1 0.448 0.1346 0.249 0.807

> km <- ggsurvplot(modl, data = dados, xlab = "Tempo",
ylab = "Probabilidade de Sobrevivéncia",
legend = ’none’ , conf.int = F, palette = ’black’,
ggtheme = theme_bw() + theme(aspect.ratio = 0.5),
font.x = c(18), font.y = c(18), font.tickslab = c(16))

Os resultados indicam que o tempo médio de sobrevivéncia (limitado a tempo =
35) é 23,3 (com erro padrao 2,8) e o tempo mediano de sobrevivéncia é 23,0.

Exemplo 7.2: Num estudo realizado no Instituto de Ciéncias Biol6gicas (ICB) da
Universidade de Sdo Paulo, o objetivo era verificar se lesdes em &reas do sistema
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nervoso de ratos influenciam o padrao de memoéria. Com essa finalidade, trés grupos
de ratos foram submetidos a diferentes tipos de cirurgias, a saber,

GRUPO 1: em que lesoes pequenas foram induzidas no giro denteado dorsal
(regiao supostamente envolvida com memodria espacial);

GRUPO 2: em que lesoes pequenas foram induzidas no giro denteado ventral;

GRUPO 3: (controle) em que apenas o trauma cirdrgico (sem lesoes induzi-
das) foi aplicado.

Apos a recuperagao da cirurgia, os ratos foram submetidos a um treinamento em
que eram deixados em uma piscina de dgua turva contendo uma plataforma fixa. Se
nao encontrasse a plataforma em até 2 minutos, o rato era conduzido até ela. Apds
uma semana, mediu-se o tempo até o rato encontrar a plataforma. Nesse estudo,
a varidvel resposta é o tempo até o encontro da plataforma (evento ou falha). A
origem do tempo € o instante em que o animal é colocado na piscina. A censura
ocorreu para os animais que nao encontraram a plataforma em até 2 minutos. Os
dados estao disponiveis no arquivo piscina.

Estimativas para as curvas de sobrevivéncia referentes ao Exemplo 7.2 estao
dispostas na Figura 7.6 e estatisticas dai decorrentes, na Tabela 7.4. Os comandos
utilizados para a obtengao desses resultados sao

surv_object <- Surv(time = ratos$Tempo, event = ratos$Delta)
modl <- survfit(surv_object ~ ratos$Grupo, data = ratos)
summary (mod1)
print(survfit(surv_object ~ ratos$Grupo, data = ratos), print.rmean=TRUE)
quant <- quantile(modl, probs = c(0.25, 0.5, 0.75))
km <- ggsurvplot(modl, data = ratos, xlab = "Segundos",
ylab = "Probabilidade de Sobrevivéncia",
conf.int = F, palette = ’colors’, legend = c(0.7, 0.7),
legend.title = "Grupo",
legend.labs = c("Giro denteado dorsal", "Giro denteado ventral",
"Controle"), break.x.by = 10,
ggtheme = theme_bw() + theme(aspect.ratio = 0.6),
font.x = c(20), font.y = c(20), font.tickslab = c(18),
font.legend = c(18))

V V V V V V
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Figura 7.6: Curvas de sobrevivéncias estimadas para os dados do Exemplo 7.2.

Tabela 7.4: Medidas resumo com erros padroes ou intervalos de confianga apro-
ximados (95%) entre parénteses (Exemplo 7.2)

Tempo Primeiro Tempo Terceiro

Tratamento Censuras Médio Quartil Mediano Quartil
Grupo 1 10,0% 39,5 (3,5) 11 26 (17-33) 49
Grupo 2 7,6% 33,3 (2.8) 11 18 (15-25) 48
Grupo 3 5,5% 28,6 (3,0) 9 14 (11-19) 38

Em muitos casos, os arquivos com dados de sobrevivéncia contém as datas de
inicio do estudo e ocorréncia do evento de interesse ou de censura e essas datas
precisam ser transformadas em intervalos de tempo.

Exemplo 7.3: Os dados disponiveis no arquivo hiv foram obtidos de um estudo
cujo objetivo era avaliar o efeito do uso de drogas intravenosas no tempo de sobre-
vivéncia de pacientes HIV positivos e tém o formato indicado na Tabela 7.5.
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Tabela 7.5: Formato dos dados correspondentes ao Exemplo 7.3

ident datainicio datafim idade droga delta
1 15mai90  140ut90 46 0 1
2 19set89  20mar90 35 1 0
3 21abr91  20dez91 30 1 1
4 03jan91  04abr91 30 1 1
98 02abr90  01abr9s 29 0 0
99 01lmai9l  30jun9l 35 1 0
100 11mai89  10jun89 34 1 1

Nesse exemplo, a varidvel delta =1 indica a ocorréncia do evento (Gbito) e
delta = 0, uma censura. A primeira dificuldade é ler as datas no formato indicado
utilizando alguma fun¢do do R. Uma sugestdo é utilizar o comando find/replace
ou equivalente na proépria planilha em que os dados estao disponiveis e substituir
jan por /01/, por exemplo. Em seguida pode-se utilizar a fungio as.Date() para
transformar as datas exibidas no formato dd/mm/aa no nimero de dias desde
01 de janeiro de 1970, com datas anteriores assumindo valores negativos, deixando
os dados no formato indicado na Tabela 7.1. Consequentemente, o intervalo de
tempo entre as datas de inicio do estudo e aquela de ocorréncia do evento ou de
censura pode ser calculado por diferenca. A partir dai podem-se utilizar as mesmas
fungbes empregadas para andlise do dados do Exemplo 7.2 para gerar as curvas de
Kaplan-Meier dispostas na Figura 7.7.
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Figura 7.7: Curvas de sobrevivéncia estimadas para o Exemplo 7.3.
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Tabela 7.6: Estatisticas descritivas com erros padroes ou intervalos de confianca
entre parénteses para os dados do Exemplo 7.3

Tempo Primeiro Tempo Terceiro

Tratamento Censuras Médio Quartil Mediano Quartil
Droga A 17,6% 20,3 (2,9) 5,1 11,1 (8,1 - 30,4) 34,5
Droga B 22.4% 8,4 (2,6) 3,0 5,1 (3,0-7,1) 8,1

7.3 Comparagao de curvas de sobrevivéncia

Um dos problemas oriundos de estudos como aquele descrito nos Exemplos 7.2 e 7.3
é a comparacao das curvas de sobrevivéncia associadas aos tratamentos. Para efeito
didético, simplifiquemos o problema, restringindo-nos a comparagao das curvas
de sobrevivéncia de dois grupos. Essencialmente, queremos saber se, com base
nas curvas de Kaplan-Meier, S;(t) e Sa(t), obtidas de duas amostras podemos
concluir que as curvas de sobrevivéncia S;(t) e Sa(t), associadas as populagoes de
onde as amostras foram selecionadas, sao iguais. Uma alternativa disponivel para
esse propdsito é o teste log rank, baseado na comparagao de valores esperados e
observados.

Sejam t(;), j = 1,...,J os tempos ordenados em que ocorreram falhas em qual-
quer dos dois grupos. Para cada um desses tempos, sejam R;; e Ry; os nimeros
de unidades em risco nos grupos 1 e 2, respectivamente e seja R; = Ry; + Raj.
Similarmente, sejam O1; e O, respectivamente, os nimeros de falhas nos grupos
1 e 2 no tempo t(; e seja O; = O1j + Og;. Dado o niimero de falhas (em ambos
os grupos) ocorridas no tempo ;) ¢ O;, a estatistica O1; tem uma distribuicao
hipergeométrica quando a hipdtese de igualdade das fungoes de sobrevivéncia é
verdadeira. Sob essas condicoes, o valor esperado e a variancia de O;; sao, respec-
tivamente,

_ Oj(R1y/R;)(R; — O;)

O
E(Ol) = El‘ = 01‘7] € Var(Ol») =V. = .
J J ]R] J J Rj—l

A estatistica log rank de teste,

> _1[01; — Eyy?
J
Zj:l V7

tem uma distribui¢ao aproximada x3 (qui quadrado com um grau de liberdade) sob
a hipétese nula.

A comparacao das curvas de sobrevivéncia correspondentes aos efeitos das duas
drogas consideradas no Exemplo 7.3 pode ser concretizada por meio do comando

LR =

b

> survdiff (Surv(hiv$tempomeses,hiv$delta) ~ hiv$droga)
cujo resultado é

N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V
hiv$droga=0 51 42 54.9 3.02 11.9
hiv$droga=1 49 38 25.1 6.60 11.9
Chisq= 11.9 on 1 degrees of freedom, p= 6e-04

sugerindo uma diferenga significativa (p < 0,001) entre as curvas (populacionais)
associadas.
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Extensoes desse teste para a comparacao de trés ou mais curvas de sobre-
vivéncia assim como outros testes construidos para os mesmos propésitos podem
ser encontrados nas referéncias citadas no inicio deste capitulo. Para o Exemplo
7.2, a estatistica de teste obtida com essa generalizagao tem valor 6,4 que compa-
rado com uma distribuicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade sugere que as
curvas de sobrevivéncia (populacionais) associadas aos trés grupos sao diferentes
(p =0,041).

7.4 Regressao para dados de sobrevivéncia

Problemas em que o objetivo é avaliar o efeito de variaveis explicativas na dis-
tribuicdo do tempo de falhas (sobrevivéncia) sdo similares aqueles tratados no
Capitulo 6 com a diferenga de que a varidvel resposta (tempo) s6 pode assumir
valores positivos. A distribuicdo adotada deve ser escolhida entre aquelas que
tém essa caracteristica como as distribuigoes exponencial, Weibull, log normal ou
Birnbaum-Saunders. Modelos nessa classe sao chamados modelos paramétricos
e geralmente sao expressos na forma do modelo de tempo de falha acelerado
(accelerated failure time models),

log(T) = a+x' B+ oe,

em que « e B sao parametros, x é um vetor com valores de varidveis explicativas,
o > 0 é uma constante conhecida e e é um erro aleatério com distribuicao de forma
conhecida. Com uma tunica varidvel explicativa dicotomica x, com valores 0 ou 1,
o modelo é

log(T) = a + Bz + oe.

O tempo de falha para uma unidade com z = 0 é Ty = exp(« + oe); para uma
unidade com z = 1, o tempo de falha é T7 = exp(a + § + oe). Entao, se § > 0,
teremos 17 > Ty; por outro lado, se § < 0, teremos T7 < Ty o que implica que
a covariavel z acelera ou desacelera o tempo de falha. A relagao entre algumas
distribuigoes para T' e log(T') estd indicada na Tabela 7.7.

Tabela 7.7: Relagdo entre algumas distribui¢oes para T e log(T")

Distribuicao de

T log(T)
exponencial Valores extremos
Weibull Valores extremos
log logistica logistica
log normal normal

Esses modelos podem ser ajustados por meio do método da maxima verossimilhanga
e a funcao survreg() pode ser utilizada com esse propésito. Detalhes podem ser
obtidos nas referéncias citadas no inicio do capitulo.

Os comandos e o resultado do ajuste de um modelo de tempo de falha acelerado
Weibull aos dados do Exemplo 7.2 sao

> survreg(formula = Surv(ratos$Tempo, ratos$Delta) ~ factor(ratos$Grupo),

data = ratos, dist = "weibull", scale = 1)
Value Std. Error z P
(Intercept) 3.783 0.101 37.64 <2e-16
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factor(ratos$Grupo)2 -0.199 0.135 -1.47 0.1407
factor(ratos$Grupo)3 -0.373 0.140 -2.66 0.0078
Scale fixed at 1

Weibull distribution

Loglik(model)= -1491.2 Loglik(intercept only)= -1494.7
Chisg= 7.1 on 2 degrees of freedom, p= 0.029

Number of Newton-Raphson Iterations: 4

Esses resultados sugerem que animais do Grupo 2 tém o tempo de falha retardado
por um fator exp(—0.199) = 0,82 (IC95%: 0,79 - 0,85) relativamente aos animais do
Grupo 1; para os animais do Grupo 3, esse fator de desaceleragéo é = exp(—0.373) =
0,69 (1C95%: 0,66 - 0,72) relativamente aos animais do Grupo 1.

Uma alternativa sdo os modelos semipraramétricos em que se destaca o
modelo de riscos proporcionais (proportional hazards model) também conhecido
como modelo de regressao de Cox e expresso como

B(tX = x) = ho(t) exp(87x),

em que hg(t) representa uma fungao de risco basal, arbitraria, mas nao negativa,
i.€., é o risco para unidades com X =0 e exp(ﬁTx) é a fungao de risco relativo
com parametro 3 e cujo valor no ponto x corresponde ao quociente entre o risco
de falha para uma unidade com varidveis explicativas iguais a x e o o risco de falha
para uma unidade com variaveis explicativas iguais a 0.

Essa classe de modelos é uma das mais utilizadas na analise de dados de sobre-
vivéncia e tem as seguintes vantagens:

i) nao requer a especificagdo da forma da funcao de risco;

ii) os resultados obtidos por meio da formulac¢ao mais simples (com apenas dois
grupos) sao equivalentes aqueles obtidos com o teste log rank;

ili) permite a avaliacdo de vdrias varidveis explicativas simultaneamente.

Consideremos um estudo em que pacientes com as mesmas caracteristicas sao
submetidos de forma aleatéria a dois tratamentos: placebo (x = 0) e ativo (z = 1).
Entao, sob o modelo de Cox temos:

h(tlz = 1) _ ho(t) exp(a + 8)
h(t|z = 0) ho(t) exp(a)

= exp(f),

indicando que para qualquer valor de ¢ o risco relativo de falha é constante. Dai
a denominacao de riscos proporcionais. Por essa razao, o modelo de Cox s6 deve
ser considerado nessa situagao (veja a Nota de Capitulo 3). Uma ferramenta til
para avaliacdo dessa suposicao é o gréafico das curvas de sobrevivéncia obtido por
intermédio do estimador de Kaplan-Meier. Anadlise de residuos também pode ser
utilizada com esse propésito.

O ajuste de modelos de riscos proporcionais pode ser realizado por meio das
funcoes coxph() e cox.zph(). Para os dados do Exemplo 7.3, esses comandos e
resultados correspondentes sao

> coxmodl <- coxph(formula = Surv(hiv$tempomeses, hiv$delta) ~ hiv$droga)
coef exp(coef) se(coef) z P

hiv$droga 0.8309 2.2953  0.2418 3.436 0.00059

Likelihood ratio test=11.6 on 1 df, p=0.0006593

n= 100, number of events= 80

> summary (coxmodl)
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exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
hiv$droga 2.295 0.4357 1.429 3.687
cox.zph(coxmodl)

chisq df P
hiv$droga 0.555 1 0.46
GLOBAL 0.555 1 0.46

e sugerem que a hipdtese de riscos proporcionais é aceitdvel (p = 0,46). Além
disso, o fator droga é signifcativamente (p < 0,001) importante para o padrao de
sobrevivéncia dos pacientes, indicando que o risco de 6bito para pacientes tratados
com a Droga B é 2,30 (IC95%: 1,43 - 3,68) vezes o risco de 6bito para pacientes
tratados com a Droga A.

7.5 Notas de capitulo

1) Tipos de censura

Trés tipos de censura podem ser consideradas em estudos de sobrevivéncia:

a) censura a direita, para a qual se conhece o instante em que uma ca-
racteristica de interesse (por exemplo, contaminacdo pelos virus HIV)
ocorreu porém a falha (por exemplo, morte do paciente) ndo foi ober-
vada apds a inclusdo da unidade no estudo.

b) censura & esquerda, para a qual ndo se conhece o instante de ocorréncia
da caracteristica de interesse porém a falha foi observada apés a inclusao
da unidade no estudo.

¢) censura intervalar, para a qual nao se conhece o instante em que a
falha ocorreu, mas sabe-se que ocorreu num intervalo de tempo conhe-
cido.

2) Tempo médio de sobrevivéncia

Para calculo do tempo médio de sobrevivéncia seria necessario acompanhar
todas as unidades investigadas até que todas falhassem. Como em geral esse
nao é o caso, calcula-se o tempo médio de sobrevivéncia restrito a duragao
do estudo em questao, digamos 7. Entao

oy = / L (1)t

em que f é a fungdo densidade da varidvel de interesse, T' (tempo). Fazendo
t=wue f(t)dt = dv de forma que v = F(t), a fungao distribui¢ao de T, e
integrando essa expressao por partes, temos

i = tF(1)[] —/TF(t)dt:T—/OTF(t)dt - /OT[1 ()]t = /0 S(t)dt.

0

3) Riscos nao proporcionais

Para situagdes em que os riscos nao sao proporcionais, algumas alternativas
podem ser consideradas para o modelo de Cox, lembrando que nao sao isentas
de dificuldades de interpretacao. Entre elas, destacamos

a) Determinacao dos instantes de tempo em que ocorrem mudangas no
padrao da sobrevivéncia.
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7.6 EXERCICIOS

7.6
)

b) Ajuste de modelos diferentes para intervalos de tempo distintos.

¢) Refinamento do modelo com a incluséo de varidveis explicativas depen-
dentes do tempo.

d) Introdugao de estratos.

Exercicios

Suponha que 6 ratos foram expostos a um material cancerigeno. O tempo
até o desenvolvimento de um tumor com certas caracteristicas foi registrado
para cada um dos animais. Os ratos A, B e C desenvolvem o tumor em 10,
15 e 25 semanas, respectivamente. O rato D morreu sem tumor na vigésima
semana de observagao. O estudo terminou apds 30 semanas, sem que os ratos
E e F apresentassem o tumor.

a) Defina cuidadosamente a resposta do estudo.

b) Identifique o tipo de resposta (falha ou censura) para cada um dos ratos
do estudo.

c¢) Construa uma planilha de dados adequada para a andlise por meio de
alguma funcao do pacote R.

Os dados do arquivo freios sdo tempos de vida (em quilémetros) de pas-
tilhas de freios de uma amostra de 40 carros do mesmo modelo selecionada
aleatoriamente. Cada veiculo foi monitorado para avaliar a influéncia dos
seguintes fatores na duragéo das pastilhas: Ano do modelo (1 ou 2), Regido
de uso do carro (N: Norte ou S: Sul, Condigées de dirigibilidade (A: pre-
dominantemente na cidade, B: predominantemente em estrada ou C: Uso
misto).

a) Construa as curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier considerando
cada um dos fatores separadamente.

b) Teste a hipdtese de que os niveis de cada fator (individualmente) nao
alteram a durabilidade das pastilhas (use o teste log-rank ou outro teste
mais conveniente).

¢) Considere apenas os fatores significativamente associados ao tempo de
falha, construa as curvas de Kaplan-Meier correspondentes e calcule os
tempos médios e medianos de sobrevivéncia das pastilhas de freios.

Num estudo realizado no Instituto do Coracao da FMUSP, candidatos a
transplante foram acompanhados durante o periodo de espera por um coragao.
O tempo até o evento de interesse (aqui chamado de tempo de sobrevivéncia)
foi definido como o nuimero de dias decorridos entre a primeira consulta de
avaliacado e o procedimento cirirgico. Para detalhes, consulte Pedroso de
Lima et al. (2000). Entre possiveis fatores que poderiam influenciar o tempo
até o transplante estd a presenca de insuficiéncia tricuspide. Para avaliar
a importancia desse fator, foram construidas curvas de sobrevivéncia pelo
método de Kaplan-Meier e realizada uma andlise baseada no modelo de riscos
proporcionais de Cox, com ajuste por sexo, idade e etiologia. Os resultados
estao indicados na Figura 7.8 e na Tabela 7.8.
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Figura 7.8: Curva de sobrevivéncia estimada para o estudo de transplante cardiaco

Tabela 7.8: Resultados para a varidvel explicativa Insuficiéncia tricuspide

obtidos por meio do modelo de Cox para o estudo de transplante cardiaco.

Ntmero Risco  Intervalo de confianca (95%)
de casos Valor p relativo lim inferior lim superior
868 0,039 1,25 1,01 1,54

a) Estime descritivamente a proporgao de pacientes com e sem insuficiéncia
tricispide cujo tempo até a ocorréncia do transplante é de 1500 dias.

b) Existem evidéncias de que a presenca de insuficiéncia trictispide contri-
bui para um pior prognéstico? Justifique sua resposta.

¢) Interprete o risco relativo apresentado na Tabela 7.8.

d) Qual a razdo para se incluir um intervalo de confianga na andlise?

4) Os dados da Tabela 7.9 foram extraidos de um estudo cuja finalidade era ava-

liar o efeito da contaminagao de um estuario por derramamento de petréleo
na fauna local. Cada um de oito grupos de 32 siris (Calinectes danae) foi
submetido a um tratamento obtido da classificagao cruzada dos niveis de dois
factores, a saber, Contaminagao por petréleo (sim ou nao) e Salinidade de
aclimatacao (0.8%, 1.4%, 2.4%, 3.4%). Os animais foram observados por se-
tenta e duas horas e o niimero de sobreviventes foi registado a cada 12 horas.
Detalhes podem ser encontrados em Paulino e Singer (2006).
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Tabela 7.9: Dados de sobrevivéncia de siris

Tempo (horas)
Grupo Salinidade 12 24 36 48 60 72

Petroleo 0.8% 30 26 20 17 16 15
1.4% 32 31 31 29 27 22
2.4% 32 30 29 26 26 21
3.4% 32 30 29 27 27 21
Controle 0.8% 31 27 25 19 18 18
1.4% 32 31 31 31 31 30
2.4% 32 31 31 28 27  26*
3.4% 32 32 30 30 29* 28

*+ = um animal foi retirado do estudo

a) Para cada um dos oito tratamentos, construa tabelas com o formato da
Tabela 7.10.

Tabela 7.10: Dados de sobrevivéncia de siris do grupo Controle submetido a
salinidade 3,4% no formato de tabela atuarial

Sobre- Retirados

Intervalo Em risco viventes Mortos do estudo
0-12 32 32 0 0
12 - 24 32 32 0 0
24 - 36 32 30 2 0
36 - 48 30 30 0 0
48 - 60 30 29 0 1
60 -72 29 28 1 0

b) Construa curvas de sobrevivéncia obtidas por meio do estimador de
Kaplan-Meier.

¢) Utilize testes log-rank para avaliar o efeito da contaminagao por petréleo
e da salinidade na sobrevivéncia dos siris.

5) O arquivo sondas contém dados de pacientes com cancer que recebem um de
dois tipos de sondas (protpla e WST) para facilitar o fluxo de fluidos do érgéo.
Uma possivel complicagao do uso dessas sondas é que apos algum tempo pode
ocorrer obstrugao. O ntmero de dias até a obstrugdo (ou censura devido ao
término do estudo/ébito) é apresentado na coluna rotulada “evento”.

a) Construa curvas de sobrevivéncia para pacientes submetidos a cada um
dos tipos de sonda. Coloque as curvas em um mesmo grafico e, a partir
delas, obtenha o tempo médio e o tempo mediano para obstrucao em
cada tipo de sonda. Comente os resultados.

b) Utilize o teste log-rank para comparar as duas curvas.

¢) Defina dois grupos de pacientes com base na idade mediana denotando-
os “jovens” e “idosos”. Construa 4 estratos, formados pela combinagao

Morettin & Singer - agosto/2021



7. ANALISE DE SOBREVIVENCIA 269

dos niveis de idade e tipo de sonda e obtenha as curvas de sobrevivéncia
correspondentes.

6) O arquivo rehabcardio contém dados de um estudo cujo objetivo era avaliar
a sobrevivéncia de pacientes infartados submetidos ou a tratamento clinico
ou a um programa de exercicios. Com essa finalidade, considere que

i) o evento de interesse é definido como revasculariza¢ao miocérdica, ocorréncia
de um segundo infarto ou 6bito pés admissao no estudo;
ii) os pacientes foram acompanhados até 31/12/2000;
iii) datas incompativeis com a data de nascimento devem ser descartadas.
Construa curvas de Kaplan-Meier para comparar o padrao de sobrevivéncia

dos pacientes submetidos a cada grupo e com base nelas, estime o primeiro
quartil e o tempo médio de sobrevivéncia correspondentes.
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PARTE II: APRENDIZADO
SUPERVISIONADO

A ideia fundamental do aprendizado supervisionado é utilizar preditores (dados de
entrada ou inputs) para prever uma ou mais respostas (dados de saida ou outputs),
que podem ser quantitativas ou qualitativas (categorias, atributos ou fatores). O
caso de respostas qualitativas corresponde a problemas de classificagao e aquele
de respostas quantitativas, a problemas de previsao. Nos Capitulos 8, 9 e 10,
consideramos métodos utilizados para a classificacao de unidades de investigagao em
dois ou mais grupos (cujos elementos sao de alguma forma parecidos entre si) com
base em preditores. Por exemplo, pode-se querer classificar clientes de um banco
como bons ou maus pagadores de um empréstimo com base nos saldrios, idades,
classe social etc. Esses métodos envolvem tanto técnicas classicas de regressao
logistica, funcao discriminante linear, método do vizinho mais préximo, quanto
aqueles baseados em arvores e em algoritmos de suporte vetorial (support vector
machines). O Capitulo 11 é dedicado a problemas de previsao, ou seja, em que se
pretende prever o valor esperado de uma variavel resposta ou o valor especifico
para uma unidade de investigacao. Por exemplo, pode haver interesse em prever
o saldo médio de clientes de um banco com base em salarios, idades, classe social
etc. A previsao pode ser concretizada seja por meio de técnicas de regressao seja
por meio de métodos baseados em arvores e em algoritmos de suporte vetorial.

Uma fronteira de decisdo linear (FDL) pode ser uma reta, no caso de duas
variaveis, ou, em geral, um hiperplano.

H4 diversas maneiras pelas quais FDL podem ser obtidas, dentre as quais des-
tacamos:

i) Ajuste de modelos de regressao linear para as varidveis indicadoras de gru-
pos. Esta abordagem faz parte de uma classe de métodos que modelam
funcgoes discriminantes J(z) para cada classe e classifica x na classe com
o maior valor de sua fungdo discriminante. Uma dessas fungdes é a fun¢do
discriminante linear de Fisher. Veja a Secao 8.3.

ii) Métodos que modelam a probabilidade a posteriori P(G = k|X = x), em que
G(z) é um preditor com valores num conjunto discreto G. Se essa probabili-
dade for uma fungao linear, obteremos uma FDL.

iii) Outro método popular usa regressao logistica, estudado na no Capitulo 6.
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CAPITULO 8

Regularizacao e Modelos
Aditivos (Generalizados

It is better to solve the right problem approximately than to solve the
wrong problem exactly.

John Tukey

8.1 Introducao

O objetivo das técnicas abordadas neste capitulo é selecionar modelos de regressao
que, segundo algum critério, sejam eficientes para prever valores de varidveis respos-
tas continuas ou discretas. Neste contexto, a estratégia do aprendizado estatistico
consiste em ajustar varios modelos a um conjunto de dados de treinamento e esco-
lher aquele que gere as melhores previsoes com dados de um conjunto de dados de
validagao. Em geral, esse processo é concretizado por meio de validagao cruzada
(veja a Nota de Capitulo 1).

Como alternativas aos modelos de regressao linear multipla empregados com
objetivo de previsao, abordaremos modelos de regularizacao e modelos aditi-
vos generalizados.

Se a associac@o entre as varidveis preditoras e a varidvel resposta for linear,
os modelos de regressao ajustados por minimos quadrados gerarao previsores nao
enviesados mas com variincia grande a néo ser que o nimero de dados (n) seja
bem maior que o ndmero de varidveis preditoras (p). Nos casos em que n nao é
muito maior que p, os modelos de regularizacao podem gerar previsoes com me-
nor variancia sem alterar o viés consideravelmente. Quando hé varidveis preditoras
que nao sao associadas a varidvel resposta, os modelos de regressao ajustados por
minimos quadrados poderao ser mais complexos do que o desejado, pois os coefi-
cientes associados a essas varidveis nao serao anulados. Modelos de regularizacao
Lasso por outro lado, tém a caracteristica de anular os coeficientes das variaveis
preditoras cuja associagao com a variavel resposta seja irrelevante. Quando o obje-
tivo é inferencial, a eliminagao de variaveis preditoras deve ser avaliada com cautela,
pois mesmo que a associagao entre elas e a varidvel resposta nao seja evidenciada
pelos dados, é importante manté-las no modelo por razoes subjacentes ao problema
investigado. Esse é o caso da varidavel “Idade” em problemas da area médica, pois
em muitos casos, sabe-se que independentemente de seu coeficiente nao ser signifi-
cativo, ela pode estar associada com a resposta.

273



274 8.1 REGULARIZACAO

Os modelos aditivos generalizados, por sua vez, permitem avaliar associagoes
néo lineares com forma nao especificada entre as varidveis preditoras e a varidvel
resposta e podem servir como sugestao para a inclusao de termos nao lineares em
modelos de regressao ajustados por minimos quadrados.

Os critérios mais usados para a escolha do melhor modelo s@o o erro quadratico
médio (MSE), sua raiz quadrada (RMSE), o coeficiente de determinacao (R?)
cujas defini¢goes estao nas Segoes 1.6 e 6.2 para varidveis respostas continuas ou a
taxa de erros no caso de varidveis respostas discretas.

8.2 Regularizacao

Consideremos um exemplo proposto em Bishop (2006), cujo objetivo é ajustar um
modelo de regressao polinomial a um conjunto de 10 pontos gerados por meio da
expressao y; = sen(2wz;) + €;, em que e; segue um distribui¢do normal com média
nula e varidncia 02. Os dados estdo representados na Figura 8.1 por pontos em azul.
A curva verde corresponde a y; = sen(2mx;); em vermelho estdo representados os
ajustes baseados em regressoes polinomiais de graus, 0, 1, 3 e 9. Claramente,
a curva baseada no polindmio do terceiro grau consegue reproduzir o padrao da
curva geradora dos dados sem, no entanto, predizer os valores observados com total
precisao. A curva baseada no polinomio de grau 9, por outro lado, tem um ajuste
perfeito, mas nao reproduz o padrao da curva utilizada para gerar os dados. Esse
fenémeno é conhecido como sobreajuste (overfitting).

O termo regularizacao refere-se a um conjunto de técnicas utilizadas para
especificar modelos que se ajustem a um conjunto de dados evitando o sobreajuste.
Em termos gerais, essas técnicas servem para ajustar modelos de regressao base-
ados em uma fungao de perda que contém um termo de penalizagao. Esse termo
tem a finalidade de reduzir a influéncia de coeficientes responsaveis por flutuagoes
excessivas.

Embora haja varias técnicas de regularizagao, consideraremos apenas trés: a
regularizacdo Lo, ou Ridge, a regularizacdo L; ou Lasso (least absolute shrin-
kage and selection operator) e uma mistura dessas duas, chamada de regularizagao
Elastic Net.
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—

Figura 8.1: Ajuste de modelos polinomiais a um conjunto de dados hipotéticos
(M indica o grau do polinémio ajustado).

O componente de regularizagdo da técnica Lasso usa uma soma de valores abso-
lutos dos parametros e um coeficiente de penalizagao que os encolhe para zero.
Essa técnica serve para selegdo de modelos porque associa pesos nulos a parametros
que tém contribuig¢ao limitada para efeito de previsao. Isso pode implicar uma
solucido esparsa.! Na regularizacio Ridge, por outro lado, o termo de regula-
rizagao usa uma soma de quadrados dos parametros e um termo de penalizagao
que forga alguns pesos a serem pequenos, mas nao os anula e, consequentemente,
nao conduz a solugoes esparsas. Essa técnica de regularizacao nao é robusta com
relagao a valores atipicos, pois pode conduzir a valores muito grandes do termo de
penalizagao.

Neste capitulo seguimos as ideias apresentadas em Hastie et al. (2017), James
et al. (2017) e Medeiros (2019).

8.2.1 Regularizagao L, (Ridge)

A técnica de regressao Ridge foi introduzida por Hoerl e Kennard (1970) para tratar
do problema da multicolinearidade mas também pode ser utilizada para corrigir
problemas ligados ao sobreajuste. Consideremos o modelo de regressao

yt:ﬂ0+/81x1t+-'-+ﬂpmpt+etv t:1,2,...,’ﬂ, (81)

!'Dizemos que um modelo é esparso se a maioria dos elementos do correspondente vetor
de parametros é nula ou desprezavel.

Morettin & Singer - agosto/2021



276 8.1 REGULARIZACAO

com as p varidveis preditoras reunidas no vetor x; = (@1¢,...,%pt) ', Y represen-
tando a varidvel resposta, e; indicando erros de média zero e 3 = (5y,01, - . - ,5p)T
denotando os parametros a serem estimados. Os estimadores de minimos qua-
drados penalizados correspondem a solucao de

p
(h— B %)+ 2> 87, (8.2)

t=1 j=1

NIE

BRidge()‘) =arg ngn

em que A > 0 é o coeficiente de regularizagao, que controla a importancia
relativa entre a minimizagéo da soma de quadrados dos erros [o primeiro termo do
segundo membro de (8.2)] e o termo de penalizagio, AY_7_, 7. Se A = oo, ndo
hé variaveis a serem incluidas no modelo e se A = 0, obtemos os estimadores de
minimos quadrados. A escolha de A deve ser um dos componentes da estratégia para
a determinacao de estimadores regularizados. Convém lembrar que o intercepto nao
é considerado no termo de penalizacao, dado que o interesse esta na associagao entre
as variaveis preditoras e a varidvel resposta.
Algumas propriedades dessa classe de estimadores sdo:

i) O estimador Ridge ndo é consistente; no entanto, pode-se mostrar que é
assintoticamente consistente sob condigoes sobre A, p e n.

ii) O estimador Ridge é enviesado para os pardmetros nao nulos.
iii) A técnica de regularizacdo Ridge nado serve para a selegao de modelos.

iv) A escolha do coeficiente de regularizacdo, A, pode ser feita via validagao cru-
zada ou por meio de algum critério de informacao. Detalhes sao apresentados
na Nota de Capitulo 3.

Obter o minimo em (8.2) é equivalente a minimizar a soma de quadrados nao
regularizada [3)_ (y: — B x;)?] sujeita & restrigio

> B <m, (8.3)

j=1

para algum valor apropriado m, ou seja, é um problema de otimizacao com multi-
plicadores de Lagrange. O estimador Ridge pode ser expresso como

-~ -1

BRidge) = (XX + A1) Xy, (8.4)
emque X = (x,...,x])"
é o vetor de respostas.

é a matriz de especificacio do modeloey = (y1,...,yn) "

8.2.2 Regularizagao L, (Lasso)
Consideremos, agora, o estimador Lasso, obtido de

n P
BLassoN) = argrrgn Z(yt —B'x)? + )\Z 1Bl (8.5)
j

t=1 =1

Neste caso, a restri¢do (8.3) é substituida por
P
> 18] <m. (8.6)
j=1

Algumas propriedades estatisticas do estimador Lasso sdo:
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i) Parametros que correspondem a preditores redundantes sao encolhidos para
Zero.

ii) O estimador Lasso é enviesado para pardmetros nao nulos.

ili) Sob certas condigoes, o estimador Lasso descarta as varidveis irrelevantes do
modelo atribuindo pesos nulos aos respectivos coeficientes.

iv) Quando p = n, ou seja, quando o nimero de varidveis preditoras é igual
ao namero de observagoes, a técnica Lasso corresponde a aplicagao de um
limiar brando (soft threshold) a Z; = ijy/n, ou seja,

Bi(A) = sinal(Z;) (1Z;] — A/2), (8.7)
em que (z)4 = max{z,0}.
Para outras propriedades, veja Medeiros (2019) e Biithlmann e van de Geer
(2011).

A caracteristica de geracao de solucoes esparsas pode ser esquematizada por
meio da Figura 8.2.

Ba B2

B A

AR

Ridge Lasso

Figura 8.2: Esparsidade dos modelos Ridge e Lasso.

No painel esquerdo, representamos o estimador de minimos quadrados 8 e o
. N , .
estimador 3 Ridge (representado por 3). Os circulos concéntricos representam

curvas cujos pontos correspondem a somas de quadrados de residuos [> .| (y;i—7i)?]
constantes. Quanto mais afastados esses circulos estiverem de 3, maior sera o valor

da soma de quadrados de residuos correspondente. A regiao colorida representa
a restricao Z§:1 BJZ < m em que m depende do coeficiente de penalizacao A\. O

estimador 3 Ridge corresponde ao ponto em que um dos circulos tangencia a regiao

de restricao. Note que ambos os componentes de 8% sdo diferentes de zero. No

painel direito, a regiao colorida corresponde a restrigao Z§:1 |81 < m e nesse caso,

a regularizacao Lasso pode gerar uma solugao esparsa, ou seja, com algum elemento
N

do vitor Bl.asso (representado por 3%) igual a zero. Na figura, o componente

de 3" é nulo.
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8.2.3 Outras propostas
O estimador Elastic Net (EN) ¢é definido por

n

BEN(Amz)zargmén S =BT+ MY _B+XD 1B, (88)

t=1 i=1 i=1

em que A\; > 0 e A2 > 0 sdo coeficientes de regularizacao. Para este estimador, a
restricdo de penalizacdo (8.3) é substituida por

p

p
MDD B+ XY 1B < m. (8.9)

j=1 =1

Pode-se mostrar que sob determinadas condicoes, o estimador Elastic Net é consis-
tente.
Na Figura 8.3 apresentamos esquematicamente uma regiao delimitada pela res-
tricao
P

JB) = (1)} B7+a} |8l <m

Jj=1

para algum m, com a = A\o/(A; + Ag), além daquelas delimitadas pelas restrigoes
Ridge e Lasso.

e

Figura 8.3: Geometria das restrigdes FElastic Net (curva continua), Ridge (curva
tracejada) e Lasso (curva pontilhada)

O estimador Lasso adaptativo (AL) é definido por

n P
Bar(\) =argmin | Y (e — B x)? + A wilBil| | (8.10)
B i i=1
em que wi,...,W, Sa0 pesos nao negativos pré definidos e Ei, i =1,...,p sao

estimadores iniciais (por exemplo, estimadores Lasso). Usualmente, toma-se w; =
|B;]~7, para 0 < 7 < 1.
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O estimador Lasso adaptativo é consistente sob condi¢oes nao muito fortes.

A fungdo adalasso() do pacote parcor pode ser usada para calcular esse es-
timador. O pacote glmnet pode ser usado para obter estimadores Lasso e Flastic
Net sob modelos de regressao linear, regressao logistica e multinomial, regressao
Poisson além de modelos de Cox. Para detalhes, veja Friedman et al. (2010).

Exemplo 8.1: Consideremos os dados do arquivo antracose?2, extraidos de um
estudo cuja finalidade era avaliar o efeito da idade (idade), tempo vivendo em Sao
Paulo (tmunic), horas didrias em transito (htransp), carga tabégica (cargatabag),
classificacao sécio-econdmica (ses), densidade de trifego na regido onde habitou
(densid) e distancia minima entre a residéncia a vias com alta intensidade de
trafego (distmin) num indice de antracose (antracose), que é uma medida de
fuligem (black carbon) depositada no pulmao. Detalhes sobre esse estudo podem
ser obtidos em Takano et al. (2019).
Como o indice de antracose indice varia entre 0 e 1, consideramos

logre = log[indice de antracose/(1 — indice de antracose)]

como variavel resposta.
O conjunto de dados para a andlise pode ser preparado por meio dos comandos

> pulmaoO <- read.xls("/home/julio/Desktop/antracose2.xls",
sheet="dados’, method="tab")

> pulmaol <- na.omit(pulmao0)

> pulmao <- pulmaol[which(pulmaol$antracose != 0),]

> pulmao$logrc <- log(pulmao$antracose/(1-pulmao$antracose))

Os estimadores de minimos quadrados dos coeficientes de um modelo linear
podem ser obtidos por meio dos comandos

> pulmao_lm <- Im(logrc ~ idade + tmunic + htransp + cargatabag +
ses + densid + distmin, data=pulmao)
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) -3.977e+00 2.459e-01 -16.169 < 2e-16 ***

idade 2.554e-02 2.979e-03 8.574 < 2e-16 *xx
tmunic 2.436e-04 2.191e-03 0.111 0.911485
htransp 7.505e-02 1.634e-02 4.592 5.35e-06 **x
cargatabag 6.464e-03 1.055e-03 6.128 1.61e-09 *x*x*
ses -4.120e-01 1.238e-01 -3.329 0.000926 x*x*x
densid 7.570e+00 6.349e+00 1.192 0.233582
distmin 3.014e-05 2.396e-04 0.126 0.899950

Residual standard error: 1.014 on 598 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1965,Adjusted R-squared: 0.1871
F-statistic: 20.89 on 7 and 598 DF, p-value: < 2.2e-16

Utilizando o pacote glmnet, ajustamos um modelo de regressao Ridge por meio
de validacao cruzada com os comandos

y <- pulmao$logrc

X <- pulmao[,-c(5,9)]

X <- data.matrix(X)

regridgecv = cv.glmnet(X, y, alpha = 0)
plot(regridgecv)

V V V V V
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O parametro o = 0 indica regressao Ridge e o comando plot gera o grafico da
Figura 8.4. Nesse gréfico, a curva em vermelho representa a variacdo do erro
quadratico médio (MSE) em funcdo do logaritmo do coeficiente de regularizagao
A, juntamente com a indicacao dos desvios padroes correspondentes. Uma das li-
nhas verticais pontilhadas indica o valor de log()) correspondente ao menor erro
quadratico médio obtido no ajuste e a outra correspondente ao valor de log(A) asso-
ciado ao modelo com a maior regularizagao em que o erro quadratico médio obtido
por validacao cruzada nao seja maior do que o correspondente erro minimo mais
um desvio padrao.

v 7777777777777 7777707777777

13

Mean-Squared Error
1.1
l
.0

00
hnooo»uon»o00““"‘.

1.0

Log(A)

Figura 8.4: Gréfico para avaliacao do efeito do coeficiente de regularizagdo Ridge
aos dados do Exemplo 8.1.

Os coeficientes do ajuste correspondente ao valor minimo do coeficiente A jun-
tamente com esse valor sao obtidos com os comandos

>

coef (regridgecv, s = "lambda.min")

8 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
(Intercept) -3.905299e+00

idade 2.456715e-02
tmunic 4.905597e-04
htransp 7.251095e-02
cargatabag 6.265919e-03
ses -3.953787e-01
densid 7.368120e+00
distmin 3.401372e-05

> regridgecv$lambda.min
[1] 0.03410028

Note que a abscissa da linha pontilhada situada a esquerda na Figura 8.4 corres-
ponde a log(0,03410028) = —3,37845. Segundo o modelo, todas as 7 varidveis sao
mantidas e algumas (idade, htransp, cargatabag, ses e densid) tém coeficien-
tes “encolhidos” em diregao a zero quando comparadas com aquelas obtidas por
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minimos quadrados. Os valores preditos para os elementos do conjunto de dados
e a correspondente raiz quadrada do MSE (RMSE) sao obtidos por meio dos
comandos

> predict(regridgecv, X, s = "lambda.min")
> sqrt(regridgecv$cvm[regridgecv$lambda == regridgecv$lambda.min])
[1] 1.050218

Para o modelo de regressao Ridge, a RMSE = 1,050218 é ligeiramente maior do que
aquela obtido por meio do modelo de regressao linear multipla, RMSE = 1,014.

O ajuste do modelo de regressao Lasso (a = 1) juntamente com o gréfico para
a escolha do coeficiente A, disposto na Figura 8.5, sao obtidos com

> reglassocv = cv.glmnet(X, y, alpha = 1)
> plot(reglassocv)
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Figura 8.5: Grafico para avaliacao do efeito do coeficiente de regularizacao Lasso
aos dados do Exemplo 8.1.

As duas linhas pontilhadas que indicam os limites para valores log(\) sugerem que
o modelo associado ao menor erro quadratico médio é obtido com 5 das 7 varidveis
disponiveis. Os coeficientes correspondentes a regularizacao Lasso, o valor minimo
do coeficiente A e 0 RMSFE sao gerados por intermédio dos comandos

> coef (reglassocv, s = "lambda.min")
8 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
(Intercept) -3.820975473

idade 0.024549358
tmunic .

htransp 0.069750435
cargatabag 0.006177662
ses -0.365713282
densid 5.166969594
distmin
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> reglassocv$lambda.min

[1] 0.01314064

> sqrt(reglassocv$cvm[reglassocv$lambda == reglassocv$lambda.min])
[1] 1.018408

Neste caso, todos os coeficientes foram encolhidos em direcao ao zero e aqueles
correspondentes as varidveis tmunic e distmin foram anulados.
Para o modelo Flastic Net com a = 0,5, os resultados sao

> regelncv = cv.glmnet(X, y, alpha = 0.5)
> regelncv$lambda.min

[1] 0.02884367

> coef(regelncv, s = "lambda.min")

8 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
(Intercept) -3.776354935

idade 0.024089256

tmunic .

htransp 0.068289153

cargatabag  0.006070319

ses -0.354080190

densid 4.889074555

distmin .

> sqrt(regelncv$cvm[regelncv$lambda == regelncv$lambda.min])
[1] 1.0183

Quando avaliados com relagao aos valores preditos para os elementos do con-
junto de dados, os 3 procedimentos de regularizacao produzem erros quadraticos
médios similares, com pequena vantagem para aquele obtido por meio de Elastic
Net.

Exemplo 8.2: Consideremos os dados do arquivo coronarias, selecionando os
1032 elementos sem observagoes omissas para as seguintes varidveis: LO3 (resposta)
¢ IDADE1, IMC, HA, PDR, PSR, COLS, TRIGS e GLICS (preditoras). Um modelo de
regressao logistica pode ser ajustado com os seguintes comandos

> glm(formula = LO3 ~ IDADE1 + IMC + HA + PDR + PSR + COLS + TRIGS +

GLICS, family = "binomial", data = coronarias)
Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.0265 -1.2950 0.7234 0.8983 1.5563
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) 0.1712877 0.8172749 0.210 0.83399

IDADE1 0.0362321 0.0070450 5.143 2.7e-07 **x*

IMC -0.0075693 0.0175103 -0.432 0.66554

HA 0.4767869 0.1545457  3.085 0.00203 **

PDR -0.0016821 0.0808568 -0.021 0.98340

PSR -0.0737184 0.0436001 -1.691 0.09088 .

COLS -0.0019213 0.0010348 -1.857 0.06336 .

TRIGS 0.0009716 0.0008296 1.171 0.24153

GLICS -0.0038084 0.0017947 -2.122 0.03384 *

Signif. codes: 0 ‘*x**’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*x’> 0.056 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
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Null deviance: 1295.0 on 1031 degrees of freedom
Residual deviance: 1242.6 on 1023 degrees of freedom
AIC: 1260.6
Number of Fisher Scoring iterations: 4

Para avaliar o desempenho do modelo relativamente & previsao para os elementos
do conjunto de dados, podemos construir uma tabela de confusdo (em que a classe
predita é aquela com maior valor da probabilidade predita pelo modelo) por meio
dos comandos

> yhat <- ifelse(modreglog$fitted.values > 0.5, 1, 0)
> table(coronarias$L03, yhat)

yhat

o 1
0 32 299
1 30 671

A taxa de classificagdes erradas correspondente é de 31,9% = [(299 + 30)/1032].

Utilizaremos técnicas de regularizacao para ajuste de um modelo com as mes-
mas varidveis, dividindo o conjunto de dados num conjunto de treinamento e num
conjunto de validagdo. Com essa finalidade, consideramos os comandos

> y <- coronarias$L03

> X <- coronarias[, c("IDADE1", "IMC", "HA", "PDR", "PSR", "COLS",
"TRIGS", "GLICS")]

> X <- data.matrix(X)

cor.rows <- sample(1:1032, .67%1034)

cor.train <- X[cor.rows, ]

cor.valid <- X[-cor.rows, ]

y.train <- y[cor.rows]

y.valid <- y[-cor.rows]

V V V V V

Os comandos para o ajuste do modelo de regressao Ridge aos dados de treina-
mento com escolha do pardmetro A por meio de validagao cruzada e construcao do
grafico correspondente juntamente com os resultados sao

> regridgecv = cv.glmnet(cor.train, y.train, alpha = 0, family="binomial",
type.measure = "class")

> plot(regridgecv)

> coef(regridgecv, s = "lambda.min")

9 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

(Intercept) 0.4293387897

IDADE1 0.0323811126
IMC -0.0022071010
HA 0.4674088493
PDR -0.0294993531
PSR -0.0727593423
COLS -0.0021478285
TRIGS 0.0007545016
GLICS -0.0026381393

> regridgecv$lambda.min
[1] 0.01557885
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Figura 8.6: Grafico para avaliagao do efeito do coeficiente de regularizacao Ridge
aos dados do Exemplo 8.2.

O comando para obtencao de medidas de desempenho do modelo Ridge para os
dados de validacao obtidos com o valor minimo do parametro A é

> assess.glmnet(regridgecv, newx = cor.valid, newy = y.valid,
type.measure="class")

Dentre as medidas de desempenho produzidas esta a taxa de erros de classificagao,
que no caso ¢ 0,3117647. Comandos similares podem ser considerados para produzir
taxas de erros de classificacdo para os dados de treinamento (0,316474) e para os
dados do conjunto completo (0,3149225).

Uma tabela de confusao para comparagao entre as classes observadas e preditas
pelo modelo Ridge no conjunto completo é obtida com o comando

> confusion.glmnet (regridgecv, newx = X, newy = y, s = "lambda.min",
type.measure="class")
True

Predicted 0 1 Total

0 35 29 64

1 296 672 968

Total 331 701 1032
Percent Correct: 0.6851

Os comandos glmnet para uma andlise similar envolvendo o ajuste de um mo-
delo de regressao Lasso, juntamente com os resultados produzidos sao

> reglassocv = cv.glmnet(cor.train, y.train, alpha = 1, family="binomial",
type.measure="class")

> coef (reglassocv, s = "lambda.min")

9 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

(Intercept) -0.3550130628

IDADE1 0.0263456404

IMC
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HA 0.2655187474
PDR .
PSR -0.0254148108
COLS -0.0008159609
TRIGS .
GLICS -0.0011471304

> reglassocv$lambda.min
[1] 0.01670469

Aqui vale notar a natureza esparsa da solucdo, em que os coeficientes das varidaveis
IMC, PDR e TRIGS foram zerados. As taxas de erros de classificacao obtidas por meio
desse modelo para os dados dos conjuntos de validagao, de treinamento e completo
sao, respectivamente, 0,3058824, 0,316474 e 0,3129845.

Os resultados do ajuste com regularizagao Flastic Net sao

> regelncv = cv.glmnet(cor.train, y.train, alpha = 0.5, family="binomial",
type.measure="class")

> coef (regelncv, s = "lambda.min")

9 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

(Intercept) 0.1006473735

IDADE1 0.0310848999
IMC .

HA 0.4100168033
PDR -0.0107214867
PSR -0.0631703734
COLS -0.0016021300
TRIGS 0.0003340047
GLICS -0.0021747061

> regelncv$lambda.min
[1] 0.01200671

Neste caso, hd um compromisso entre a regularizacao Ridge, em que nenhum dos
coeficientes é zerado e a regularizacao Lasso, em que trés coeficientes sao zerados.
As taxas de erros de classificagao obtidas por meio do modelo de regularizacao
Elastic Net para os dados dos conjuntos de validacao, de treinamento e completo
sao, respectivamente, 0,3088235, 0,316474 e 0,3139535.

8.3 Modelos aditivos generalizados (GAM)

Modelos lineares tém um papel muito importante na analise de dados, tanto pela
facilidade de ajuste quanto de interpretacao. De uma forma geral, os modelos
lineares podem ser expressos como

yi = Bo + Bifi(mi) + ...+ Bpfp(wip) + € (8.11)

1 =1,...,n em que as fungoes f; sao conhecidas. No modelo de regressao polinomial
de segundo grau, por exemplo, f1(x;1) = x;1 e fa(z;1) = 27, Em casos mais gerais,
poderfamos ter fi(x;1) = 241 e fa(xi1) = exp(a;1). Em muitos problemas reais, no
entanto, nem sempre é facil especificar a forma das fungoes f; e uma alternativa
proposta por Hastie e Tibshirani (1996) envolve os chamados Modelos Aditivos
Generalizados (Generalized Additive Modelos - GAM) que sdo expressos como
(8.11) sem a especificacdo da forma das fungdes f;.
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Quando a distribuicao da varidvel resposta y; pertence a familia exponen-
cial, o modelo pode ser considerado como uma extensao dos Modelos Lineares
Generalizados (Generalized Linear Models - GLM) e é expresso como

g(pi) = Bo + Prfi(xin) + ...+ Bpfp(Tip) (8.12)

em que g é uma funcao de ligacdo e u; = E(y;) (veja a Nota de Capitulo 4).

Existem diversas propostas para a representacao das funcoes f; que incluem o
uso de splines naturais, splines suavizados e regressoes locais. A suavidade dessas
funcoes é controlada por parametros de suavizacao, que devem ser determinados a
priori. Curvas muito suaves podem ser muito restritivas, enquanto curvas muito
rugosas podem causar sobreajuste.

O procedimento de ajuste dos modelos aditivos generalizados depende da forma
escolhida para as fungdes f;. A utilizacdo de splines naturais, por exemplo, permite
a aplicacao direta do método de minimos quadrados, gragas a sua construgao a
partir de funcoes base. Para splines penalizados, o processo de estimagao envolve
algoritmos um pouco mais complexos, como aqueles conhecidos sob a denominagao
de retroajustamento (backfitting). Para detalhes sobre o ajuste dos modelos
aditivos generalizados, consulte Hastie e Tibshirani (1990) e Hastie et al. (2008).

Para entender o conceito de splines, consideremos o seguinte modelo linear com
apenas uma variavel explicativa

yi:/80+,31$i+€ia t=1,...,n. (813)

A ideia subjacente aos modelos aditivos generalizados consiste na substituicao do
termo S1x; em (8.13) por um conjunto de transformagoes conhecidas, by (z;), . . ., bs(x;),
gerando o modelo

yi = ag+arby(x;) + ..o+ agbe(z;) +e;, i=1,...,n. (8.14)

O modelo de regressao polinomial de grau ¢ ¢ um caso particular de (8.14) com
b](xz) :{Eg, j: 17...,t.

Uma proposta para aumentar a flexibilidade da curva ajustada consiste em
segmentar o dominio da varidvel preditora e ajustar diferentes polindmios de grau
d aos dados de cada um dos intervalos gerados pela segmentacao. Cada ponto
de segmentacao é chamado de né e uma segmentagao com k nds envolve k + 1
polinémios. Na Figura 8.7, apresentamos um exemplo com 5 polinémios de terceiro
grau e 4 nés. Nesse exemplo, o modelo aditivo generalizado é expresso como

Qo1 + o1 + O[gll‘? + aglm? +e;, sex; < —0,5,
Qo2 + Q12T + a20? + azox? +e;, se — 0,5 <x; <0,
Yi = Qo2 + 13T + O[nglz + C¥33(E? +e;, se 0< Z; < 0,5, (815)
oo + o + a24xl2 + a34x§’ +e;, selb<ax; <1,
Qo5 + Q15T + 01251‘? + 043531‘;3 +e;, sex; >1,

com as fungoes base, by(x),bs(x),...,br(z), construidas com a ajuda de fungoes
indicadoras. Esse modelo é conhecido como modelo polinomial cibico seg-
mentado.
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Figura 8.7: Polinémios de terceiro grau ajustados aos dados de cada regiao seg-
mentada da varidavel X. Os nds sao os pontos z = —05, =0,z =05ex=1.

A curva formada pela juncdo de cada um dos polinémios na Figura 8.7 nao
é continua, apresentando “saltos” nos nés. Essa caracteristica nao é desejavel,
pois essas descontinuidades nao sao interpretdaveis. Para contornar esse problema,
podemos definir um spline de grau d como um polindémio segmentado de grau d
com as d — 1 primeiras derivadas continuas em cada né. Essa restricao garante a
continuidade e suavidade (auséncia de vértices) da curva obtida.

Utilizando a representacao por bases (8.14), um spline cibico com k nds pode
Ser expresso como

Yi = ap + a1by (l‘,) + Oégbz(.%‘i) + ...+ ak+3bk+3(xi) +e, i1=1,..,n, (816)

com as fungoes by (x),ba(x),...,br+3(x) escolhidas apropriadamente. Usualmente,
essas funcoes envolvem trés termos polinomiais, a saber, =, 2 e x> e k termos
h(z,c1),...,h(z,cx) da forma

3
N (=), sex <y,
h(z,cj) = (z —¢;)5 = { 0, em caso contrario,

com ¢y, ..., c indicando os nés. Com a inclusao do termo «yg, o ajuste de um spline
cubico com k nés envolve a estimagao de k + 4 parametros e, portanto, utiliza k + 4
graus de liberdade. Mais detalhes sobre a construgao desses modelos podem ser
encontrados em Hastie (2008) e James et al. (2017).

Além das restrigoes sobre as derivadas, podemos adicionar restri¢coes de fron-
teira, exigindo que a fungao seja linear nas regides em que = < ¢ e * > ¢j. Essas
restricoes diminuem a variancia dos valores extremos gerados pela varidvel predi-
tora, produzindo estimativas mais estdveis. Um spline clibico com restrigoes de
fronteira é chamado de spline natural.

No ajuste de splines ciibicos ou naturais, o nimero de nés determina o grau de
suavidade da curva e a sua escolha pode ser feita por validagao cruzada conforme
indicado em James et al. (2017). De uma forma geral, a maior parte dos nds
é posicionada nas regides em que ha mais informacao sobre a varidvel preditora,
isto é, com mais observagoes. Por pragmatismo, para modelos com mais de uma
varidvel preditora, costuma-se adotar o mesmo ntimero de nds para todas.
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Os splines suavizados constituem uma classe de fungoes suavizadoras que nao
utilizam a abordagem por funcoes bases. De maneira resumida, um spline suavizado
é uma funcgao f que minimiza

Z[yi — fla))? +/\/f”(u)2du (8.17)

i=1

em que f” corresponde & segunda derivada da funcdo f e indica sua curvatura;
quanto maior for a curvatura maior a penalizagdo. O primeiro termo dessa ex-
pressao garante que f se ajustard bem aos dados, enquanto o segundo penaliza a
sua variabilidade, isto é, controla a suavidade de f, que é regulada pelo parametro
A > 0. A funcdo f se torna mais suave conforme A aumenta. A escolha desse
parametro é geralmente feita por validagao cruzada.

Outro método bastante utilizado no ajuste fungoes nao lineares para a relagao
entre a variavel preditora X e a varidvel resposta Y é conhecido como regressao
local. Esse método consiste em ajustar modelos de regressao simples em regides em
torno de cada observacao xy da varidvel preditora X. Essas regides sao formadas
pelos k pontos mais préximos de z, sendo que o pardmetro s = k/n determina o
quao suave ou rugosa serd a curva ajustada. O ajuste é feito por meio de minimos
quadrados ponderados, com pesos inversamente proporcionais a distancia entre cada
ponto da regido centrada em xg e zg. Aos pontos dessas regides mais afastados de
xo sao atribuidos pesos menores. Um exemplo é o lowess, discutido na Nota de
Capitulo 2 do Capitulo 5.

Para uma excelente exposicao sobre splines e penalizagao o leitor pode consultar
Eilers e Marx (1996, 2021).

Modelos aditivos generalizados podem ser ajustados utilizando-se a fungao
gam() do pacote mgcv. Essa fungao permite a utilizacao de splines como fungoes
suavizadoras. Para regressao local, é necessédrio usar a funcao gam() do pacote gam.
Também é possivel utilizar o pacote caret, a partir da funcao train() e method
= llgamll.

Exemplo 8.3: Consideremos os dados do arquivo esforco com o objetivo de
prever os valores da varidvel vo2fcpico (VO2/FC no pico do exercicio) a partir
das varidveis NYHA, idade, altura, peso, fcrep (frequéncia cardiaca em repouso) e
vo2rep (VO2 em repouso). Um modelo inicial de regresséo linear multipla também
pode ser ajustado por meio dos seguintes comandos da fungao gam()

> mod0 <- gam(vo2fcpico ~ NYHA + idade + altura + peso + fcrep
+ vo2rep, data=esforco)

Como nao especificamos nem a distribuicao da resposta, nem a funcao de ligacao,
a funcdo gam() utiliza a distribuicdo normal com fungao de ligacdo identidade,
conforme indica o resultado

Family: gaussian
Link function: identity
Formula:
vo2fcpico © NYHA + idade + altura + peso + fcrep + vo2rep
Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -4.80229 4.43061 -1.084 0.280642
NYHA1 -0.45757 0.50032 -0.915 0.362303
NYHA2 -1.78625 0.52629 -3.394 0.000941 x*x*x
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NYHA3 -2
NYHA4 -2
idade -0
altura 0
peso 0
fcrep -0
vo2rep 0.
R-sq.(adj) =
GCV =

.64609
.43352
.05670
.09794
.08614
.07096
35564

0.607
4.075 Scale est.

O O O O O O o

.56128
.70532
.01515
.02654
.01739
.01318
.24606

= 3.7542

.714
.450
. 742
.690
.953
.382
.445

n

O WNOOOO

.75e-06
.000780
.000284
.000342
.48e-06
.84e-07
.151033

Deviance explained = 63.5%

127

* kK
* ok k
* ok k
* ok k
ok ok
* %ok

Para avaliar a qualidade do ajuste, produzimos graficos de dispersao entre os
residuos do ajuste do modelo e cada uma das varidveis preditoras. Esses graficos
estao dispostos na Figura 8.8 e sugerem relagoes possivelmente nao lineares, pelo
menos em alguns casos.

modO0$residuals

modO$residuals

100 120

fcrep

modO0$residuals

40 50 60 70 80 90

peso

modO0$residuals

modO0$residuals

150 160 170

altura

Figura 8.8: Graficos de dispersdo (com curva lowess) entre vo2fcpico e cada
varidvel preditora continua considerada no Exemplo 8.3.

Uma alternativa é considerar modelos GAM do tipo (8.11) em que as fungoes f;
sdo expressas em termos de splines. Em particular, um modelo GAM com splines
cubicos para todas as varidveis preditoras continuas pode ser ajustado por meio do

comando

> modl <- gam(vo2fcpico ~ NYHA + s(idade) + s(altura) + s(peso) +
s(fcrep) + s(vo2rep), data=esforco)

gerando os seguintes resultados:
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Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
vo2fcpico ~ NYHA + s(idade) + s(altura) + s(peso) + s(fcrep) +
s(vo2rep)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 10.2101 0.3207 31.841 < 2e-16 **x*
NYHA1 -0.5498 0.4987 -1.103 0.272614

NYHA2 -1.8513 0.5181 -3.573 0.000522 **x
NYHA3 -2.8420 0.5664 -5.018 1.99e-06 **x
NYHA4 -2.5616 0.7031 -3.643 0.000410 *x*x*

Approximate significance of smooth terms:
edf Ref.df F  p-value

s(idade) 1.000 1.000 15.860 0.00012 **x
s(altura) 5.362 6.476 3.751 0.00142 **

s (peso) 1.000 1.000 22.364 6.32e-06 ***
s(fcrep) 1.742 2.185 16.236 3.95e-07 **x
s(vo2rep) 1.344 1.615 0.906 0.47319
R-sq.(adj) = 0.64 Deviance explained = 68.2}
GCV = 3.9107 Scale est. = 3.435 n = 127

O painel superior contém estimativas dos componentes paramétricos do modelo e o
painel inferior, os resultados referentes aos termos suavizados. Neste caso, apenas
a variavel categorizada NYHA n&o foi suavizada, dada sua natureza categorizada.

A coluna rotulada edf contém os graus de liberdade efetivos associados a cada
variavel preditora. Para cada varidvel preditora continua nao suavizada, perde-se
um grau de liberdade; para as variaveis suavizadas a atribuicao de graus de li-
berdade é mais complexa em virtude do nimero de fungoes base e do nimero de
nos utilizados no processo de suavizagao. Varidveis com edf=1 tém efeito linear e
poderiam ser incluidas sem suavizagao no modelo. A coluna rotulada Ref .df cor-
responde a graus de liberdade aproximados utilizados para o cdlculo da estatistica
F. A suavizacao é irrelevante apenas para a varidvel vo2rep e dado que ela também
nao apresentou contribuicdo significativa no modelo de regressao linear multipla,
pode-se considerar um novo modelo GAM obtido com a sua eliminagao.

Os graficos dispostos na Figura 8.9, produzidos por meio do comando plot (mod1
se=TRUE) evidenciam esse fato; além disso mostram a natureza “mais nao linear”
da varidvel altura (com edf= 5.362).
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Figura 8.9: Fungdes suavizadas (com bandas de confianga) obtidas por meio do
modelo GAM (mod1) para os dados do Exemplo 8.3.

Um modelo que incorpora essas conclusoes pode ser ajustado por meio do co-

mando

mod2 <- gam(vo2fcpico ~ NYHA + idade + s(altura) + peso + s(fcrep),
data=esforco)
summary (mod2)

O resultado correspondente, apresentado a seguir, sugere que todas as varidveis
) b

preditoras contribuem significativamente para explicar sua relagdo com a varidvel

resposta.

Family: gaussian

Link function: identity

Formula:
vo2fcpico ~ NYHA + idade + s(altura) + peso + s(fcrep)

Parametric coefficients:

Estimate Std.
(Intercept) 7.90755

NYHA1 -0.58181
NYHA2 -1.83849
NYHA3 -2.96692
NYHA4 -2.48232
idade -0.06152
peso 0.07656
Approximate

O O O O O O =

Error t value Pr(>|t])

.31397  6.018 2.24e-08 **x
.49853 -1.167 0.245650

.51605 -3.563 0.000539 x*x*x*
.556123 -5.382 4.04e-07 **x*
.69802 -3.556 0.000551 x*x*x*
.01523 -4.040 9.79e-05 **x
.01623 4.718 6.88e-06 **x

significance of smooth terms:
edf Ref.df

F  p-value
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s(altura) 5.311 6.426 3.857 0.00119 **
s(fcrep) 1.856 2.337 14.865 1.28e-06 **x
R-sq.(adj) = 0.64 Deviance explained = 67.8%
GCV = 3.8663 Scale est. = 3.435 n = 127

A qualidade do ajuste avaliada pelo coeficiente de determinagdo ajustado RZ]- =
0,64 ¢ ligeiramente superior ao valor obtido do ajuste do modelo de regressao linear
miltipla, R?Lj = 0,61 Uma avaliacao adicional pode ser realizada por meio de uma
analise de residuos e de comparacao dos valores observados e preditos. Para essa
finalidade, o comando gam.check(mod2) gera os graficos apresentados na Figura
8.10 que nao evidenciam problemas no ajuste.

Resids vs. linear pred.
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Figura 8.10: Gréficos diagndsticos para o ajuste do modelo GAM aos dados do
Exemplo 8.3.

Além disso, é possivel comparar os modelos por meio de uma analise de
desviancia, que pode ser obtida com o comando anova(mod0, modl, mod2, test=
||Fl|).

Analysis of Deviance Table
Model 1: vo2fcpico ~ NYHA + idade + altura + peso + fcrep + vo2rep
Model 2: vo2fcpico ~ NYHA + s(idade) + s(altura) + s(peso) + s(fcrep) +

s(vo2rep)
Model 3: vo2fcpico ~ NYHA + idade + s(altura) + peso + s(fcrep)
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F Pr(>F)
1 117.00 439.24
2 109.72 383.18 7.2766 56.052 2.2425 0.03404 *
3 111.24 387.58 -1.5129 -4.399 0.8465 0.40336
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Esses resultados mostram que ambos os modelos GAM sdo essencialmente equi-
valentes (p = 0.403) mas significativamente diferentes (p = 0.034) do modelo de
regressao linear multipla.

A previsao para um novo conjunto dados em que apenas os valores das varidveis
preditoras estao disponiveis pode ser obtida por meio do comando predict(mod2,
newdata=esforcoprev, se=TRUE, type="response"). Consideremos, por exem-
plo, o seguinte conjunto com dados de 5 novos pacientes

idade altura peso NYHA fcrep vo2rep

66 159 50 2 86 3,4
70 171 7 4 108 4,8
64 167 56 2 91 2,5
42 150 67 2 70 3,0
54 175 89 2 91 2,9

O resultado da previsao com o modelo adotado é

$fit

1 2 3 4 5
4.632615 5.945157 5.928703 7.577097 10.273719
$se.fit

1 2 3 4 5

0.6747203 0.7155702 0.6255449 0.7731991 0.5660150

Exemplo 8.4: Consideremos novamente os dados do arquivo coronarias analisa-
dos no Exemplo 8.2. O modelo de regressao logistica ali considerado também pode
ser ajustado por meio do comando

modl <- gam(L0O3 ~ 1IDADE1l + IMC + HA + PDR + PSR + COLS + TRIGS +
GLICS, data=coronarias, family = "binomial")

Sob esse modelo, todas as varidveis (com excecao de HA, que é caegorizada) tém um
efeito linear no logaritmo da chance de LO3. Para avaliar essa suposi¢ao, podemos
recorrer a um modelo aditivo generalizado ajustado por meio do comando

mod2 <- gam(LO3 ~ s(IDADE1) + s(IMC) + HA + s(PDR) + s(PSR) +
s(COLS) + s(TRIGS) + s(GLICS),
data=coronarias, family = "binomial")
summary (mod2)

obtendo os seguintes resultados

Parametric coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept) 0.6281 0.1179  5.329 9.9e-08 xx*x*
HA 0.3714 0.1608 2.309 0.0209 =*
Approximate significance of smooth terms:

edf Ref.df Chi.sq p-value

s(IDADE1) 5.817 6.909 32.053 5.17e-05 *x*x
s (IMC) 1.269 1.494 2.934 0.212418

s (PDR) 1.260 1.476 0.210 0.890799

s (PSR) 3.251 4.085 7.428 0.118488
s(COLS) 5.612 6.625 16.617 0.013485 *
s(TRIGS) 2.971 3.770 5.129 0.313417
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s(GLICS) 3.288 3.988 21.673 0.000242 *x*x
R-sq.(adj) = 0.0853 Deviance explained = 9.09%
UBRE = 0.19011 Scale est. =1 n = 1032

Segundo esse modelo, além de HA, as varidveis IDADE1, COLS e GLICS sao signifi-
cativamente importantes para previsao, as trés de forma nao linear. Um modelo
reduzido a luz dessas conclusoes, ajustado por meio do comando

mod3 <- gam(LO3 ~ HA + s(IDADE1l) + s(COLS) + s(GLICS), data=coronarias,
family = "binomial")
summary (mod3)

gerando os seguintes resultados

Parametric coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 0.6755 0.1096 6.161 7.25e-10 **x*
HA 0.2595 0.1428 1.817 0.0692 .
Approximate significance of smooth terms:

edf Ref.df Chi.sq p-value
s(IDADE1) 5.499 6.596 26.06 0.000298 *x*x
s(COLS) 3.412 4.172 14.71 0.006339 **
s(GLICS) 3.217 3.908 22.31 0.000196 ***
R-sq.(adj) = 0.0715 Deviance explained = 7.01%
UBRE = 0.19422 Scale est. =1 n = 1032

Os graficos apresentados na Figura 8.11 salientam o comportamento nao linear das
varidveis suavizadas.
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Figura 8.11: Funcoes suavizadas (com bandas de confianga) obtidas por meio do
modelo GAM (mod3) para os dados do Exemplo 8.4.
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Ferramentas de diagndstico para dados com resposta dicotomica sao mais com-
plicadas do que aquelas destinadas a respostas continuas. Uma alternativa é aquela
descrita na Nota de Capitulo 7 do Capitulo 6.

Valores preditos pelo modelo para o conjunto original e a tabela de confusdo
associada sao obtidos por meio de

> pred <- predict(mod3, newdata=coronarias)
> conf_gam <- table(pred>.5, coronarias$L03)
> conf_gam
0 1
FALSE 159 191
TRUE 172 510

e indicam um erro de previsao de 35,2% = (191 + 172)/1032.

8.4 Notas de capitulo

1) Validagao cruzada

Validacao cruzada é a denominagao atribuida a um conjunto de técnicas
utilizadas para avaliar o erro de previsao de modelos estatisticos. O erro
de previsao é uma medida da precisao com que um modelo pode ser usado
para prever o valor de uma nova observagao i.e., uma observacao diferente
daquelas utilizadas no ajuste do modelo.

Em modelos de regressio, o erro de previsao é definido como EP = E(yo—7%o)?
em que Yo representa uma nova observagao e Yo € a previsdao obtida pelo
modelo. O erro quadratico médio (MSFE) dos residuos pode ser usado
como uma estimativa do erro de previsao (EP), mas tende, em geral, a ser
muito otimista, ou seja, a subestimar o seu verdadeiro valor. Uma razao é
que os mesmos dados sao utilizados para ajustar e avaliar o modelo.

No processo de validagao cruzada, o modelo é ajustado a um subconjunto dos
dados (dados de treinamento) e o resultado é empregado num outro sub-
conjunto (dados de validagao) para avaliar se ele tem um bom desempenho
ou nao.

O algoritmo proposto por Efron e Tibshirani (1993), conhecido por LOOCV
(Leave-One-Out Cross Validation) e bastante utilizado nesse processo é o
seguinte:

i) Dado um conjunto com n elementos, (x1,¥1), ..., (Xn,Yn), 0 modelo é
ajustado n vezes, em cada uma delas eliminando um elemento; o valor
previsto para o elemento eliminado, denotado por 3_;, é calculado com
base no modelo ajustado aos demais n — 1 elementos.

ii) O erro de previsao é estimado por

n

1 ~
MSE(—i) = n Z(yz - y—i)2~ (8.18)
i=1

Como alternativa para (8.18) pode-se considerar

n ~ 2
1 3 Yi —Y—i

i=1
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em que h; é a alavanca (leverage), definida por

1 (.T, —5)2
hi=-+t=—F——=3-
n Zj:1($j —-7)?

Na chamada validagao cruzada de ordem k (k-fold cross validation) o
conjunto de dados original é subdividido em dois, sendo um deles utilizado
como conjunto de treinamento e o segundo como conjunto de validacao. Esse
processo é repetido k vezes (usualmente, considera-se k = 5 ou k = 10)

com conjuntos de treinamento e validagao diferentes como mostra o esquema
indicado na Figura 8.12 para o caso k = 5.

Figura 8.12: Representagao esquematica da divisdo dos dados para validacao
cruzada de ordem k = 5.

O correspondente erro de previsao é estimado por

k
1
MSE (- foi) = 7 > MSE;. (8.20)
i=1
em que o erro quadratico médio (M SE) obtido no i-ésimo ajuste, i = 1,..., k,

7

(§]
Uz
MSE; = (yo; — §o;)* /i
=1

com yo;, Yoj € n; denotando, respectivamente, os valores observado e predito
para o j-ésimo elemento e o nimero de elementos do i-ésimo conjunto de
validagao.

Nos casos em que o interesse € classificagao, o M SE é substituido pela taxa
de erros associada a um classificador g, obtido do ajuste do modelo aos dados

de treinamento T = {(ng),yg)), ey (XET),yt(T))}. Essa taxa é definida
como

1N V) 4 =)
I'e = — g Iy, #7, 21
v £ [yi vi 'l (8:21)

em que ygv) denota a classe correspondente ao i-ésimo elemento do conjunto
T _ v ) v 0 ~(V)
de dados de validacao, V = {(x; ",y ')s---,(Xv ", Yo ')}, ¥; , o valor pre-
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dito correspondente obtido por meio do classificador g e a média é calculada
em relagao a todos os v dados desse conjunto.

Viés da regularizagao Ridge.

Fazendo R = XX, o estimador Ridge (8.2) pode ser expresso como

em que BMQ denota o estimador de minimos quadrados ordinarios. A espe-
ranga condicional de (8.22), dada X, é

E[B Rigge (V] = I+ AR™)7'B # 3 (8.23)
indicando que o estimador Ridge é enviesado.

Escolha do parametro de regularizagcao A\

A escolha do parametro de regularizagao A pode ser baseada em validacao
cruzada ou em algum critério de informacao.

Considerando a decomposi¢ao em valores singulares de X, nomeadamente,
X = UDV', em que U denota uma matriz ortogonal de dimensao n x p,
V uma matriz ortogonal de dimensao p X p e D uma matriz diagonal com
dimensao p X p, contendo os correspondentes valores singulares dy > dy >
... >d, > 0 (raizes quadradas dos valores préprios de X TX), pode-se provar

que
. ol di dy d, -
BRidgeN) =V {dlag (d% NN d§+)\)] Uy

Seja A = {A1,..., A\m} uma grade de valores para A. Para e escolha de um
valor apropriado para A\, podemos usar um critério de informacao do tipo

o~

A =arg I;li}\l[— log verossimilhanga + penalizagao],
€
como

AIC = log[62(\)] + gl(V) 2,

n
1
BIC = log[6*(\)] + gl(\) Oi”,
= loglogn
HQ = logla?(V)] +gl() =220,

em que gl(A) é o nimero de graus de liberdade associado a A, nomeadamente,

gl(\) = tr [X(XTX +A)7'XT] =)
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4) Modelos Lineares Generalizados

Com a finalidade de avaliar a relacdo entre varidveis respostas com distri-
bui¢ao na classe da familia exponencial e varidveis explicativas, Nelder e
Wederburn (1972) propuseram os chamados Modelos Lineares Generali-
zados (Generalized Linear Models).

A funcao densidade (de probabilidade) de varidveis com distribui¢do na familia
exponencial pode ser expressa de uma forma geral como

F(l0.6) = exp{[a(d)] " [y0 — b(O)]} + c(y. 0), (8.24)

em que 6 e ¢ sao parametros e a,b e ¢ sao fungoes conhecidas. Pode-se
mostrar que
E(y) = u = b'(6) = db(9) /db
e que
Var(y) = a(9)b"(0) = a(¢)d*b(6) /d6* = a(¢)V (),

o V() = d*b(0)/d6* = du()/do. (8.25)

A expressdo (8.25) é conhecida como fungdo de variancia e relaciona a
variancia com o valor esperado de y.

Muitas distribui¢oes podem ser expressas na forma (8.24). Em particular,
para mostrar que a distribuicio normal com parametros i e o pertence a
essa familia, basta fazer

a(0) = 0%, 0 = 1, b(60) = 0/2, e cly, 0 = [y /0* + log(2r0?)] /2.
Para a distribuicao binomial com pardmetros n e p , os termos de (8.24) sao

a(¢) =1, 0 =log[p/(1 —p)], b(f) = —nlog(l — p)

c(y, ) = log{n!/[y!(n — y)!]}.

O modelo linear generalizado para varidveis da familia exponencial é definido
como

g(p) =x'p,

em que X é um vetor com os valores de varidveis explicativas, 3 é um vetor
de coeficientes a serem estimados e g, conhecida como fungao de ligagao,
identifica a fungdo do valor esperado (u) que se pretende modelar linear-
mente. Para a distribuigdo normal, definindo g(u) como a fungao identidade,
o modelo se reduz ao modelo linear gaussiano padrao. Para a distribui¢ao
binomial, definindo g(u) como log[u/(1 — u)], obtemos o modelo de regressao
logistica.

A vantagem dessa formulagao generalizada é que varios modelos podem ser
ajustados por meio de um tunico algoritmo. Dada uma amostra aleatoria
[(y1,%1),...,(y1,x1)]" em que a distribuicio de Y pertence & familia expo-
nencial, a funcao log-verossimilhanca é

(oB)lyl = Z{qﬁ[yi@i = b(0:)] + c(yi, 9)}, (8.26)

com 0 = (01,...,0,)" e u; =E(y;) =V(0;) = g7 (x] B).
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Em geral, a maximizagao de (8.26) requer métodos iterativos como aqueles
discutidos no Apéndice A. Nesse contexto, o algoritmo de Newton-Raphson
pode ser implementado por meio do processo iterativo

B+ = g*) (3R~ 1u(B®), k=0,1.....

em que

u(B) o6 (8)ly] 826[0(ﬁ)y]}
08 083"

denotam, respectivamente, a fungao escore e a correspondente matriz de
informacgao de Fisher.

e I(ﬁ)—E{

8.5 Exercicios

1) Obtenha os estimadores Ridge, Lasso e Elastic Net para os dados do Exemplo
6.7 e comente os resultados.

2) Repita a andlise do Exemplo 8.2. Justifique possiveis diferengas encontradas.

3) Ajuste um modelo GAM aos dados do Exemplo 6.9 e compare os resultados
com aqueles obtidos por meio do modelo de regressao linear.

4) Reanalise os dados do Exemplo 8.3 adotando uma distribui¢do gama com
funcao de ligacao logaritmica para a varidvel resposta. Compare os resultados
com aqueles obtidos sob a suposicao de normalidade.

5) Considere o conjunto de dados esforco, centrando o interesse na predigio
da variavel resposta ¥Y: VO2 (consumo de oxigénio) com base nas varidveis
preditoras X;: Idade, X5: Peso, X3: Superficie corpérea e Xy: IMC (indice
de massa corpédrea) (n = 126).

a) Ajuste um modelo de regressao linear aos dados, utilizando o método
dos minimos quadrados e analise os resultados.

b) Ajuste o mesmo modelo por meio de regularizagdo Ridge, obtenha A, a
raiz do erro quadratico médio e o coeficiente R2.

¢) Repita o procedimento utilizando regularizacao Lasso e Elastic Net.
d) Compare os resultados obtidos com os ajustes obtidos nos itens a), b)

ec).

6) Considere o conjunto de dados antracose, selecionando aleatoriamente 70%
das observagoes para treinamento e as restantes para validagao.

a) Ajuste modelos de regressao linear multipla e de regularizacdo Ridge,
Lasso e FElastic Net ao conjunto de treinamento com o objetivo de pre-
visao da varidvel antracose com base nas varidveis preditoras idade,
tmunic, htransp, cargatabag, ses, densid e distmin.

b) Compare o desempenho dos modelos no conjunto de validagao.

¢) Repita os itens a) e b) com outra selecao aleatéria dos conjuntos de
treinamento e de validagao.

d) Construa uma tabela com as medidas de desempenho de todos os mo-
delos ajustados e comente os resultados.
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e) Utilize modelos GAM para avaliar se as varidveis preditoras estao line-
armente associadas com a varidvel resposta e compare o resultado do
modelo adotado sob esse enfoque com aqueles dos demais modelos.

7) Mostre que o estimador Ridge pode ser expresso como (8.22) e que seu valor
esperado ¢é (8.23).
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