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Resumo: Utilizamos um modelo Dirichlet-Multinomial para comparar vetores de probabilida-
des de ensaios multinomiais realizados por unidades amostrais sob diferentes tratamentos.
Indicamos como os resultados podem ser implementados no pacote R e ilustramos a metodo-

logia por meio de um exemplo na area de Fonoaudiologia.
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1. INTRODUGAO

Em muitas situagcdes, ha interesse em comparar unidades amostrais sob diferentes trata-
mentos quanto aos vetores de probabilidades de ensaios multinomiais. Por exemplo, em um
estudo realizado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sao Paulo em 2012 [Fortunato-
Tavares et al. (2012)], em cada uma de 60 criangas, 15 com desenvolvimento tipico de lingua-
gem (DTL), 15 com disturbio especifico de linguagem (DEL), 15 com desordens do espectro
autista (DEA) e 15 com sindrome de Down (SD), foram aplicados 26 testes e cada uma de
suas respostas foi avaliada como correta (C), incorreta com resposta hierarquica (H), incor-
reta com troca de posi¢ao (P) ou incorreta com resposta reversa (R). A finalidade do estudo
era comparar os vetores de probabilidades de categorias de respostas entre as criangas de

diferentes grupos.

2. METODOLOGIA

Seja o vetor de respostas n ;) = (1)1, Pij)2, N(ij)3, N(ij)a), €M QUE n(j), representa o
numero de questdes classificadas na categoria &, para o questionario da i-ésima crianga do

grupo j e seja m;;y = (7)1, T(ij)2> T(ij)3» T(ij)4) UM vetor de parametros, tais que 7(;;y, > 0 e
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4
Z Tr(l])k =1l.i= 177157 .7 = 1727374 ek= 1727374: com:
k=1

1, segrupo DTL 1, se resposta correta

io 2, se grupo DEL . 2, se resposta incorreta hierarquica )
3, se grupo DEA 3, se resposta incorreta com troca de posicao
4, se grupo SD 4, se resposta incorreta reversa

Podemos admitir que, para cada crianca, os dados obedecem a uma distribuicao Multi-
nomial com parametros n = 26 e vetor de probabilidades (;;, em que o elemento ;) cor-
responde a probabilidade de uma questao selecionada ao acaso do questionario aplicado a
i-ésima crianga do grupo ; ter resposta classificada na categoria k.

Caso o interesse de comparacao entre 0s grupos fosse restrito as unidades amostrais, isto
€, considerando fixo o efeito de criangas, as comparagdes dos vetores de probabilidades pode-
riam ser feitas por meio de um ajuste de um modelo produto de Multinomiais [Paulino e Singer
(2006)]. Entretanto, como o objetivo é expandir as conclusoes obtidas para a populagao (con-
ceitual) de criangas com as caracteristicas indicadas acima, pode-se levar em conta a aleato-
riedade da amostra por meio de um modelo hierarquico. Com essa finalidade, consideramos

um modelo em que:

n;j)|m ) ~ Multinomial(n, 7)), independentes.

)| (v, ;) ~ Dirichlet(v;, a;),independentes,

ou seja, m(;;) tem fungao densidade de probabilidade:

Flrm oy (52 0g)) = D) T T2 @)

com o = (Oéjl,OéjQ,Odj3,0éj4), ] = 1, 2, 3, 4, tais que aji > Oe Z Qg = 1.
k=1
Sob essa parametrizacdo da distribuicdo Dirichlet, v; é o parametro de preciséo para o

grupo j e ajx = Elm;j)-
Essencialmente, o0 modelo implica que os dados de cada crianga, dado o correspon-
dente vetor de probabilidades de categorias de resposta, segue uma distribuicdo Multinomial

e esse vetor de probabilidades segue uma distribuicao Dirichlet com mesmos parametros para
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criangas de mesmo grupo. Dessa forma, o vetor de respostas n;;) segue uma distribuicao

Dirichlet-Multinomial denotada por:

nj) ~ Dirichlet — Multinomial(n, v;, a;) (4)

cuja funcao densidade de probabilidade é:

n I'(v;) ﬁ L(najk + vioye) 5)

f(n(”)’n, l/j,Oéj) = P(I/jajk)

n(z]) j k=1
Este modelo é uma generalizagdo do modelo Beta-Binomial [Agresti (2002)], o qual seria

utilizado no caso de apenas duas categorias de resposta.

A correspondente fungcao de verossimilhanca é:

4 15 U ir ik T V0
L(yj’aj‘n,n(ij))O(HH(F(E(_:,)jj)H (n(J)k I/JOéJk)> (6)

Os estimadores de maxima verossimilhanga para v; e o, podem ser obtidos resolvendo

U(vj,ajx) = 0 por métodos numéricos [Minka (2012)], em que:

d
—“log L(v;,aj|n, 1
U(vj, aji) = d;] 05 el ) ,com: (7)

dojn log L(vj, atjn, n(ij))

d 15 4
7. log L(vj, ajln,mz) = <¢(Vj) —p(n+v) + > i (g + viegr) — WW%‘U))

k=1

15

log L(vj, ajn, mi;)) = Z vj (W(ngje + viar) — v(vjag)) (9)
=1

d
dajk

e () é a fungao digama dada por % logT'(z).

A comparacgao dos vetores esperados de probabilidades foi efetuada por meio de testes de
Wald.

A implementagao computacional do método de maxima verossimilhanca foi realizada no
software R por meio da fungdo vglm do pacote VGAM. Os comandos para sua aplicagao no

exemplo considerado podem ser encontrados em www.ime.usp.br/~jmsinger.
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3. RESULTADOS

Na comparacao das criangas com DTL, DEL, DEA e SD quanto as frequéncias esperadas
de respostas nas categorias C, H, P e R, conjuntamente, obteve-se p < 0,001, indicando que
0S grupos nao sao homogéneos com relacao ao vetor esperado de probabilidades, o que pode

ser observado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1. Comparacao dos grupos quanto as frequéncias esperadas de respostas

conjuntamente.

Resposta g.l. x2 Valor p
C,H,P,R 9 41753 < 0,001

Com a finalidade de identificar as diferencas entre os grupos para cada categoria de res-

posta, construimos os testes apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2. Comparagao dos grupos quanto as frequéncias esperadas de respostas para

cada categoria.

Resposta g.l. x2 Valor p
C 3 352,28 < 0,001
H 3 97,44 < 0,001
P 3 118,00 < 0,001
R 3 854,19 < 0,001

Em todas as categorias de resposta, houve evidéncias para rejeitar a hipétese de igual-
dade entre as frequéncias esperadas para os diferentes grupos. Intervalos de confianca para
a diferenca entre os grupos DEL, DEA e SD em relagéo ao DTL quanto aos vetores de proba-
bilidades esperadas (a; — a1,j = 2, 3,4) estdo apresentados na Figura 1.

Frequéncias relativas esperadas para cada grupo, sob o modelo Dirichlet-Multinomial, sao

apresentadas na Tabela 3.3.
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Figura 1: Intervalos de confianca para a diferenca de probabilidade esperada para cada cate-
goria de resposta

Tabela 3.3. Frequéncias de respostas esperadas sob o modelo.

Grupo Certa(C) Hierarquica(H) Com troca de preposicao (P) Reversa (R) Total
DTL 95% 2% 2% 1% 100%
DEL 56% 17% 15% 12% 100%
DEA 35% 35% 11% 19% 100%

SD 26% 33% 21% 20% 100%
4. DISCUSSAO

O modelo Dirichlet-Multinomial proposto € adequado para comparar vetores de probabili-

dades de ensaios multinomiais realizados por unidades amostrais sob diferentes tratamentos,

entretanto, é importante lembrar que os resultados sao aproximados, uma vez que os estima-

dores de maxima verossimilhanca para os parametros seguem assintoticamente distribuicao

Normal. Dessa forma, tanto os intervalos de confianga quanto os testes de Wald sao as-

sintoticos e, portanto, mais confiaveis conforme maior o tamanho da amostra.

Uma abordagem bayesiana também poderia utilizada para este fim, quando se tem algum



XX SINAPE, Joao Pessoa-PB, 30 de julho a 03 de agosto 2012

conhecimento a priori do comportamento dos parametros da distribuicao Dirichlet.

REFERENCIAS

Agresti, A. (2002). Categorical Data Analysis. 2 ed. New Jersey: John Wiley & Sons

Fortunato-Tavares, T., Andrade, C. R. F., Befi-Lopes, D. M., Hestvik, A., Epstein, B., Tornyova,
L., e Schwartz, R. G. (in press). Syntactic structural assignment in Brazilian Portuguese-
speaking children with specific language impairment. Journal of Speech, Language, He-

aring Research.

Minka, T.P. (2012). Estimating a Dirichlet Distribution.

http://research.microsoft.com/en-us/um/people/minka/papers/dirichlet/minka-dirichlet.pdf

Paulino, C.D. e Singer, J.M. (2006). Analise de dados categorizados. Sao Paulo: Blicher



