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SUMARIO

Esse texto é uma reescrita de [1I] feito de forma mais detalhada. Foi
escrito como uma das notas de apresentagao para a Profa. Dra. Lucia
R. Junqueira, IME-USP, no primeiro semestre de 2009.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X,d) um
espaco métrico completo. Seja’l’ wma contracao definida em X . Entao:

e FExiste um unico T pertencente a X tal que T(T) =7

e Qualquer que seja xo pertencente a X, a sequéncia definida por
ag =g € a, = T(a,_1) converge para T

o Qualquer sequéncia da forma anterior satisfaz

n—1

d((anT> S 1 d(a07 (11)

Demonstracao. Vamos provar primeiramente que, se existe um ponto
fixo de T, ele é inico. Faremo-lo por absurdo. Suponha que existam
1 e To que satisfacam a condigao do ponto fixo, entao:

d(T (1), T (x2)) = d(z1,22)
Como T é uma contracao também temos:
d(T(z1),T(22)) < c d(xq,22)

Juntando as duas relacoes e tendo em mente que a métrica é uma fungao
estritamente positiva para pontos diferentes, obtemos um absurdo (1 <
c).

Provaremos agora que, qualquer que seja g fixado em X, a sequén-
cia definida como no enunciado no teorema é uma sequéncia de Cauchy
e que o limite dessa sequéncia de Cauchy (que existe porque X é com-
pleto) satisfaz a condi¢ao do ponto fixo. Para isso precisaremos do
seguinte lema (que sera provado por indugao):

d(an, ani1) < " 'd(ag, ay)
1
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Para n = 0 é 6bvio (porque 7' é uma contragao). Suponha que essa
relagao valha para n < k, para n = k + 1 teremos:

d(aks1, aps2) = d(T(ar), T(ax+1)) < ¢ d(ak, ari1)
Usando a hipétese de inducao obtemos:
d(aps1, apra) < e d(ag, a1) = d(agir, arr2) < Fd(ao, ar)

Assim a relagao é vélida para qualquer n € N
Agora, provaremos que a sequéncia é uma sequéncia de Cauchy para
qualquer x.
p—1
d(ana an—i—p) S Z d(an+i7 an+i+1)
i=0
Mas, para cada i temos a seguinte relagao d(a, i, aniiv1) < T 1d(ag, ay).
Do que obtemos:
p—1
Ay, anip) < c”’l(z t)d(ag, ay)
=0
1

~

-1 4 - ’ . .
Mas a soma » ¢’ é menor do que T, que ¢ a soma dos infinitos
termos da série geométrica associada as somas parciais indexadas por

p. Assim:

n—1

d<an7 an+p) S 1 cd<a07 al)

Cnfl

. Como 9— torna-se arbitrariamente pequeno, a sequéncia ¢ de Cau-

chy. Assim, como X é completo, existe T tal que, para aquele zq fixado

(mostraremos adiante que T nao depende de xg) lim,, . a, = 7.
Mostraremos que T é ponto fixo de 1"

d(an,T) = d(T(ap_1, T(T))) = d(T(ap_1,T(T)) < d(ap_1,T)

Como lim, . d(a,—1,Z) = 0, entdo T(T) = Z. Da unicidade do
ponto fixo, provamos consequentemente que o ponto de convergéncia
de qualquer sequeéncia da forma do enunciado converge para o mesmo
ponto. Il

Corolario 1. Se T € uma funcao de X em X e se, para algum m €
N T™ é uma contra¢ao (T™ € a m-ésima iterada de T'), T tem um
tnico ponto fizo (que coincide com o ponto fizo de T™) e Vxy € X a
sequéncia {T"(x1) }nen converge ao ponto fixo.

Demonstracao. Fixado m € N provaremos que, se T é uma contracao,
entao 1" tem um e sé um ponto fixo, que coincide com o ponto fixo de
T™. Para provar a unicidade, mostraremos que:

xo ponto fixo de T = xg ponto fixo de T™
Se o é ponto fixo de T', entao
Vn € N T"(zg) = xo
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Para n = 0 é ébvio. Supondo que valha para n = k, paran = k + 1
teremos:
Tk+1 (LU()) = T(Tk(l'o)) = TkJrl(Jl()) = 2o
Em particular, se n = m, entao todo ponto fixo de T" é também ponto
fixo de T™. Assim, pela unicidade do ponto fixo em 7™, T tem no
maximo um ponto fixo.
Seja ¥ o ponto fixo de T™, entao teremos:

T 7)) = T(T™(7)) = T (7) = T(7)
Mas

(@) =T"(T(T) = T"(T(7)) = T(T)
Assim T'(Z) é ponto fixo de 7™. Da unicidade do ponto fixo obtemos:

T(T)=7=

Fixado z; € X se tomarmos a subsequéncia de {T™"(z)}, pelo Teo-
rema [I], entdo essa subsequéncia converge ao ponto fixo. Pra as sub-
sequéncias da forma {T""*"(x;)}, com r € N, basta tomar xy = 7" (x;)
e aplicar o Teorema [I] Como todas as subsequéncias de {T"(z;)}
convergem para o ponto fixo, entdo {7"(x1)} converge ao ponto fixo.

U

Teorema 2. Seja (M,d) um espago métrico completo e (X, T) um
espaco topoldgico. Para N\ € X, seja Ty : X — F(M, M) que satisfaz:
e V) € X, emiste uma vizinhanca Vo de A9 e uma constante
cy, < 1 taws que:
d(T\ (o), Tx(71)) < cypd(xo, 1) ¥V (21,22) € M* VA €V
o A funcdao Ty € continua em M para todo N € X
Se para cada X\, x denota o ponto fizo de T, entao a funcio H : X —
M tal que H(\) = x) € continua em X.

Demonstracao. Seja \g € X e V uma vizinhanca de Ao e A € V. Entao:
d(wx, w,) = d(Th(z2), Tag (T,))
Mas d(Tx(zx), Ty (7x,)) < d(Tx(x), Ta(n,)) + d(Th(x,), Ta(Tr,))
Assim, por 1):
d(Tx(x), Tx(zx,)) < cvd(ma, 2r,) + d(Ta(2x,), Ta(22,))
d(wx, 2x,)(1 = cv) < d(Ta(xx,), Ta(r,))
d(Tx(wy,), Tx(x,))
1— Cy
Assim, dado € > 0, seja Vj(€) a vizinhanga de Ay tal que YA € Vj(e)
d(T(zx, ), Ta(zy,)) < =. Se tomarmos V (¢) = Vy(e) NV, teremos:

l—cy
A E V(G) = d(a:,\,:c,\o) <e

Logo, H é continua. U

d(zx, Txy) <




4 JONAS GOMES

REFERENCIAS

[1] Honig, Chaim Samuel Aplica¢ées da Topologia ¢ Andlise, Rio de Janeiro, Insti-
tuto de Matemadtica Pura e Aplicada, CNPQ, 1976



	Referências

