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Esse texto é uma reescrita de [1I] feito de forma mais detalhada. Foi
escrito como uma das notas de apresentagao para a Profa. Dra. Lucia
R. Junqueira, IME-USP, no primeiro semestre de 2009.

1. DEFINICAO
1.1. Definicao por Reticulados.

Definicao 1. Dizemos que um conjunto A € parcialmente ordenado
por < seVx,y,z € A

<z (1)
Sex<yey<uzentior=y (2)
Sex<yesey<zentior <z (3)

Além disso, A terd relacao de ordem total se:
r<youy<cz (4)
Definigao 2. Seja A um conjunto parcialmente ordenado. O supremo
(respect.:infimo) de um subconjunto B é definido por
x € B tal queVy € By <z (respect.: x <y)

e se for o menor (respect.: maior) elemento com essa propriedade.

Notagao:  Denotaremos o supremo (respect.: infimo) de B por
sup(B) (respect.: inf(B)) ou VierB (respect.: Nie;B) Se B = {z,y},
sup(B) = x Vy (respect.: inf(B) =x Ay.
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Definicao 3. Um reticulado € um conjunto A parcialmente ordenado
tal que
Ve,ye A3I(xAy) eIz Vy)

Exemplo 1. Se A é um conjunto completamente ordenado, entdo A é
um reticulado.

Proposicao 1. Se A é um reticulado e BUC = A, entio sup(A) =
sup(B) V sup(C)

Demonstracao. Se x é sup de A, entao Vy € A, y < x. Como y € A =
y € BUC, entao Vy € BeVy € C'y < x. Dessa forma, supB < x
e supc < x, assim supB V supC < x. Assim x é um majorante de
{supB, supC}. Para mostrar que ele é o menor majorante, suponha
que exista m € A tal que supB < m e supC < m. Assim, Yy € B,
VzeCy<mez<m. Assim, Va € A,a < m, do que segue que m é
um majorante de A e assim, x < m.

Se x = supBV supC, entao supB < x e supC < x, donde supA < x.
Pra mostrar que x é o menor elemento com essa propriedade, considere
m € A tal que supB < m e supC' < m. Assim m é majorante de
{supB, supC'}, do que segue que x < m. O

Proposigao 2. Seja A um reticulado. Se B C A € finito, entao existe
supB.

Demonstracao. Faremos por inducao no nimero de elementos de B.
Sen =1, B = {z} e supB = x. Supondo que caso n = k tenha
sido provado, para n = k + 1 temos que B pode ser escrito como B =

{z1, 29, ..., Xk, xpy1} ou B = {x1, 29, ..., 2} U{zks1}. Pela proposicao
anterior, sabemos que supB = sup{xy,xs,...,xx} V sup{x;}. Como A
¢ um reticulado, o resultado segue. U

Definigao 4. Um reticulado R é dito complementado se existe supR =
1, mmfR=0ce

Vee R, dy tal quex ANy=0,xVy=1

Para garantir que o complemento de um elemento seja 1inico exigimos
a propriedade de distributividade do reticulado:

Definicao 5. Dizemos que um reticulado é distributivo se
Ve,y,z,€ RoaAN(yVz) = (xAy)V(zAz) exV(yAz) = (zVy)A(zV2)

Proposicao 3. Em um reticulado distributivo cada elemento tem um
e somente um complemento.

Demonstrag¢ao. Suponha que z € R tenha dois complementos, isso é,
Jzyzye Rtalquex ANy=0=xzAzexVy=1=zVz

y=yVOo=yV(zAz)=(yVr)A(yV:z)
=1AN(yVz)=yVz



ALGEBRAS DE BOOLE 3
Assim y =y V z da mesma forma z =y V z e assim y = 2 g
Nota 1. Representaremos o oposto de x por x*
1.2. Definicao Algébrica.

Definigao 6. Uma dlgebra de Boole é uma estrutura Bda forma:
B={A,V,* 1,0}

que satisfaz:

rANy=yAz,xNVy=yVzx (5)
cAYANz)=(@Ay)ANz,xzV(yVze)=(@xVy Vz (6)
cANyVe)=xz,zV(@Ay)=z (7)

rAxx=1l,xVaex=0 (8)
zAyVz)=(@Ay)V(eAz),zVyAz)=(@Vy AxVvz) (9)

Definicao 7. Em uma /flgebm de Boole B, diremos que v < y se
TANYy =1y

1.2.1. Igualdade das definicoes.

Proposicao 4. Bé uma Algebm de Boole sse < B, <> ¢é um reticulado
complementado e distributivo

Demonstracao. Precisamos primeiro mostrar que < define uma relacao
de ordem em B. E imediato mostrar Se z,y,z € B sao tais que
x < yey < zentao, x/\z-x/\(y/\z) = (x/\y)/\z-y/\z:z.
Assim verifica-se 3] Como A e V s@o fungbes com contradominio em
B, entao Bé reticulado. [§ garante-nos de que existe o complemento e
garante-nos de que ele é tinico. Assim toda Algebra de Boole Bé um
reticulado complementado e distributivo.

Como < B, <> satisfaz todas propriedades de uma Algebra de Boole,
Bé uma Algebra de Boole. O

2. FILTROS E IDEAIS

2.1. Definicao.

Definigao 8. Um Filtro (respect. Ideal) C' em um reticulado R é um
conjunto nao-vazio que satisfaz:

Ve,ye C x ANy e C (respect: zVyeC)  (10)
VeeCye R x<y=yecC (respect: y<z=yeC) (11)

Exemplo 2. O proprio reticulado € ao mesmo tempo um ideal e um
filtro

Exemplo 3. Fizado y € R, o conjunto {z € R tal que x < y} € um
1deal, chamado de ideal principal gerado por y.
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Proposicao 5. Em todo reticulado finito, todo filtro e todo ideal é
gerado por algum elemento.

Demonstracao. Seja C' um filtro (respect: ideal) e z = AC' (respect:
x = V(). Vamos mostrar que C' é gerado por x (Note que por estar
em um reticulado e C ser finito, x existe. Note também que z € C).
Seja C" = {y € R tal que = < y} (respect. x > y), vamos mostrar que
C=C" SezeC,entdo z > x (respect. z < x), assim C C C’. Se
ze (', entao z > x e, logo C' C C. O

Nota 2. De agora em diante, quando nos referirmos a filtro e ideal
queremos dizer filtros e ideais proprios (diferentes do reticulado)

Os subconjuntos de uma algebra de Boole que podem ser estendidos
a filtros sao aqueles que gozam da seguinte propriedade:

Definicao 9. Um conjunto F' de uma dlgebra de Boole tem a proprie-
dade da intersec¢ao finita (fip’) se o infimo de qualquer subconjunto
finito de F' ¢ diferente de 0

Exemplo 4. Qualquer filtro (préprio) tem a fip

Proposicao 6. Se B € uma dlgebra de Boole e A C B é um conjunto
com a fip, Vo € B, ou AU{z} ou AU {xx*} tem a fip.

Demonstracao. Seja A C B conjunto com a fip, x € Be ' C A um
subconjunto finito contido em A. Se F'Uxz = 0, entdo A(F U x) =
(AF)Axz =0. Ou seja, F = xx, logo AU {a*x} = Ae AU {x*} tem a
fip. Da mesma forma, se F'U {x*x} = 0, entdao AU {zx}. O

2.2. Bases de um Filtro. Se B é uma Algebra de Boole e A C B,
denotaremos por A° o conjunto dos elementos de B maiores que algum
elemento de A:

A° = {z € B tal que z > a, para alguma € A}

Denotaremos por A¢ o conjunto de todos os infimos de subconjuntos
finitos de A:

A¢ = {x € B tal que IF C A finito ex = AF'}
Definicao 10. Se F' for um filtro, A serd dito uma base de I se A° = F
Definigao 11. Se F' for um filtro, A serd dito uma sub-base de F' se
(4 = F

Lema 1. Se B ¢ uma Algebra de Boole e A C B, entio (A°)° ¢ um
filtro de B (nao necessariamente proprio). Qualquer filtro contendo A
contém (A°)°. (A)0 € um filtro (préprio) sse A tem a fip.

Demonstragdo. Se z,y € (A°)? entdo IX,Y C A finitos tal que z >
ANX) ey > A(Y). E claro que AUB é finito e A(AUB) = (ANA)A(AB).
Mas (AA) A (AB) <z Aye, logo, x Ay € (A9)Y. Sex € (A°)° ey € B,
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entdo, se y > x, AX <z < ye, assim, y € (A", Se FF D A é um
filtro, entdo, se z € (A°)°, existe X finito tal que AX < x. Como F é
filtro, AX € F. Assim, z € F e (A)° C F. Se A nao tem a fip, existe
X C A finito tal que AX = 0. Assim, 0 € (A9)° (j4 que 0 > AX) e
assim o filtro nao ¢é préprio. Se o filtro nao for préprio, entao 0 € (A€)°
e existe X C A finito tal que 0 > AX, ou seja, AX = 0. Assim A nao
tem a fip. Il

3. ULTRAFILTROS

3.1. Definicdo. Seja B uma Algebra de Boole e F um filtro em B. Se
nao existir um filtro £’ diferente de F' tal que F C F’, diremos que F
é um wltra-filtro (ultra-filtro é um filtro maximal na relagdo de ordem
definida pela inclusao em 27).
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