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Esse texto ¢ uma reescrita de [1] feito de forma mais detalhada. Foi
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1. CONCEITOS PRELIMINARES

Baseado na exposi¢ao de 13/03/09

Proposicao 1. Seja (X, 1) um espago topolégico. F C X tem interior
vazio se, e somente se, X \ F' é denso em X.

Demonstracao. F tem interior vazio & VO € 71 FNO =0 & YO €
TOCX\F <& X\F édensoem X O

Definicao 1 (Conjunto G4 e Conjunto F,). Seja (X,7) um espago
topoldgico. Diremos que A C X € um conjunto G5 se A = (), {X \
A: A€t} (ie, se A for formado pela intersec¢ao enumerdvel de
conjuntos abertos). De forma andloga, diremos que A é um conjunto
F, se for reuniao de conjuntos fechados

Definigao 2 (Conjunto Magro). Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Di-
remos que A C X € um conjunto magro em X se A estd contido na
reuniao enumerdvel de conjuntos fechados com interior vazio. Simbo-
licamente:

Ac| {X\B:Bereint(X\B)=0}

Proposicao 2. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Se {M,}nen uma
sequéncia de conjuntos magros. Entao |, M, € um conjunto magro.
1
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Demonstragdo. A idéia da demonstragao é, como o |, M,, é a unido
enumeravel de conjuntos magros, estd contido na uniao enumeravel
de unides enumeraveis de fechados sem interior e logo, como a uniao
enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel, estd contido na
uniao enumeravel de fechados sem interior e assim, é magro.

Se A=, M,, como cada M,, C |J,{X\B:Bereint(X\B)=
0} entao

Ac | J{X\B:Bereint(X\B) =0}
(n,m)
Seja f: N x N — N a inversa de uma enumeracao de Q
Ac |J (X\B:Bereint(X\B)=0}
f=t(n,m)

Assim A é magro. O
Proposigao 3. Seja (X, 7) um espago topologico e (Y, 7,) um subespago
topologico. Se A C'Y € magro em Y, entao A € magro em X.
Demonstracao. A idéia dessa demonstracao é que os fechados sem in-
terior de Y estao contidos em seus préprios fechos em X e esses fechos
sao fechados e também nao tém interior.

A magroem Y = A C |J {FY : FY fechado em Y e int,(FY) = 0}
Assim,

AcC U{F_f{ : FY fechado em Y e int, (FY) = (0}

Porque FJ’ = FY=YNFY
Como int, (FY) = () entdo int(FY) = 0 (porque FY C Y). E também

0 = int,(FY) = int(F{)NY

Assim L
int(Fy) =0
Logo
A c| J{F! : Fifechado e intFy = 0}
Assim A é magro. U

A seguir iremos provar algumas equivaléncias sobre conjuntos magros
e definir um tipo especial de espaco topolégico.

2. DEFINICAO DE ESPACO DE BAIRE

Proposicao 4. Seja (X, 1) um espago topoldgico, as sequintes pro-
posicoes sao equivalentes:

EB1 Se {O,} ¢é uma sequéncia de abertos densos em X, entdo, se
G =), 0n, G é€denso em X

EB2 Se {F,} ¢é uma sequéncia de fechados sem interior, entio M =
\U,, £ ndo tem interior
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EB3 Todo conjunto aberto mnao vazio de X nao é magro
EB4 O complementar de um conjunto magro de X é denso em X

Demonstracao. (EB1) < (EB2)

{F,} é uma sequéncia de fechados sem interior e M = |J, F}, tem
interior vazio < {X \ F},} é uma sequéncia de abertos densos e X \ M é
denso < {X \ F'} é uma sequéncia de abertos densos e G = (X \ F)
¢é denso

EB2 = EB3

Se M é magro, entao M C |J, F,, e logo M estd contido em um
conjunto que nao tem interior e, logo, M nao tem interior. Se M é
aberto, M é vazio.

nao(EB4) = nao(EB3) (EB3 = EBA4)

Seja M um conjunto magro cujo complementar nao seja denso em
X. Entao existe um aberto A tal que X \ M NA = isto é A C M, ou
ainda intM # (). Mas intM C M. Assim intM é magro, aberto e nao
vazio.

nao(EB1) = nao(EB4) (EB4 = EBI1)

Seja {O,} uma sequéncia de conjuntos abertos e densos tais que
G =), O nao seja denso. Entao:

X\G=X\[)0,=JXx\0,

Mas X \ O,, sdo conjuntos fechados sem interior. Assim X \ G também
é magro e seu complementar nao é denso./

g

Definigao 3 (Espago de Baire). Dizemos que (X, 7) é um espaco de
Baire se satisfizer EB1, EB2, EB3 ou EB/ (pela proposicao anterior,
se (X,7) € um espago de Baire, entao satisfaz todas as outras).

Proposicao 5. Seja X um espago de Baire. Entao:

(1) Se X € nao magro.

(2) Todo aberto A C X (com a topologia induzida de subespago) é
um espacgo de Baire.

(3) Todo G5 C X denso (com a topologia induzida de subespago) é
um espaco de Baire.

(4) Se M C X ¢é um conjunto magro, X \ M (com a topologia
induzida de subespago) € um espago de Baire.

Demonstragao. (1) Como X é aberto em X, se X é nao vazio, X é
nao magro por [EB3].

(2) A idéia aqui € transferir a sequéncia de abertos densos do su-
bespaco para o espago. Para isso, precisaremos fortemente do
fato de que o subespaco € aberto

Suponha que exista uma sequencia {O,,} de abertos e densos
de A tal que (), O, nao denso. Entao, se definirmos O] =
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O, U (X \ A), O, sdao abertos (unido de dois abertos, j& que A
¢ aberto). Além disso, provaremos que O;, sao densos em X. Se
B ¢ aberto,

BNO., =(BNO,)U(B\A)

Se BNO, =0, BC X\ O,. Além disso, B ¢ A, porque nesse
caso terfamos BN O,, # (). Entdo B C X \ A. Se B # (), entdo
BNO! # 0. Reciprocamente, se B\ A = () entdio B C A e
assim B N O, # 0 pela densidade de O,,.

Assim O'n é denso em X. Mas (N, {0} = (X \ A)uN, {0}
nao é denso em X.

(3) Seja G =(),, On, onde O, sdo abertos densos de X e seja {A,}
uma sequencia de abertos densos em G (e, logo, em X). Entao,
A, = GNU,, onde {U,,} é uma sequéncia de abertos de X.
Vamos provar que U, é denso em X. Se B é um aberto de X,
BNA,=Gn(BNU,). Se BNU,, =0, A,, nao seria denso
em X. Logo U, é denso em X.

4. =GN Un
(A= Ow N Un
A= () OwNUn

(m,n)
Mas, para cada m e para cada n’, O, NU,, é um aberto denso.
Assim, como X é espaco de Baire, (), A, é denso em X e em GG
e, logo, G é subespago de Baire.

(4) X\ M é denso, porque X é espaco de Baire G5 denso (podemos
tomar G5 como int(X '\ M) sabemos por (3) que tal G5 é também
espaco de Baire) assim, se {A,} for uma sequencia de abertos
densos em X\ M, entao {A,} é uma sequéncia de abertos densos
em Gs. Assim, (), A, N G5 é denso em Gy e, logo, denso em
X \ M. Se B for um aberto de X \ M tal que (), A, N B =0,
entao (), A, N Gs N B =0 ¢ G5 nao seria espago de Baire.

O

Teorema 1 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo com a
topologia induzida pela métrica e todo espaco reqular localmente com-
pacto € um espaco de Baire

Demonstracao. Seja X um espaco métrico completo ou um espaco regu-
lar localmente compacto. Seja {A,} uma sequéncia de conjuntos aber-
tos densos em X. Iremos mostrar que, para qualquer aberto O C X,
N A, NO # (. ITremos definir a seguinte sequéncia de conjuntos aber-
tos nao vazios da seguinte forma: fixe O aberto nao vazio de X e tome
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ag = O. Como Ag é denso em X, agN Ap é nao vazio e, como X é regu-
lar (todo espago topolégico com a topologia induzida por uma métrica
completa é regular), existe a; € X aberto tal que a7 C ag N Ag. Dado
ay, construiremos a,; como o conjunto aberto cujo fecho esta contido
em a, N A, pela regularidade de X.

Assim:

(@ = 0N (@ CON()(AuNan)
on(\4.Na,) cON(J4,=0NG
Assim ﬂa_nCOﬂG

Desde que essa interseccao seja nao vazia, nosso resultado esta pro-
vado. Precisamos mostrar que (), @, # 0.

Caso 1 (X é um espago métrico completo). Basta tomar uma sequéncia
tal que lim,_, diam(a,) = 0 € Gy C @,. Fizado xo € O, eriste uma
bola aberta By com centro xq e diametro d tal que By N O # ().

Vamos tomar a1 = By N O

Da mesma forma, fizado x4 € By N O existe uma bola aberta By com
centro x1 e diametro d/2 tal que By Nay # 0. Dado o enésimo termo
da sequéncia, construiremos a,y1 da sequinte forma: tome x,.1 €
a,, como a, € aberto, entao existe uma bola B, de centro x,q
tal que Bny1 Nay, # O (porque x,.1 € ponto de acumulagdo de a,) e
diam(Bp11) < 2%. Tomaremos a,+1 = B,i+1Na,. Como cada x,, € a,,
e any1 C an, mostraremos que (\a, # 0 mostrando que a sequéncia

{Zn}nen € convergente. Para tanto, mostraremos que é de Cauchy.

log(2)
log2

2% = d(Ty, Tptp) < €. Para todo n > ng e todo p € N.
Assim, x, € de Cauchy, logo é convergente e a interseccao dos a,, €
nao vazia.

Fizado e € R, se tomarmos ng tal que < ng entao, d(Tn, Tpip) <

Caso 2 (X é um espaco localmente compacto). Se X for um espago
localmente compacto, basta tomar a, de forma que @, seja compacto.

U

3. EXEMPLOS DE APLICAGOES DO TEOREMA DE BAIRE

Baseado na exposi¢ao de 27/03/09

Exemplo 1. Q nao € um espaco de Baire com a topologia induzida de
(R, 7) (onde T € a topologia usual da reta): seja {q,} uwma enumeragao
dos racionais. Entio |J, g, = Q e, assim, Q satisfaz nao([EB2)).
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Exercicio 1. Fizado € > 0, O, indica a reuniao enumerdvel de inter-
valos abertos tal que Q C O, e cuja soma dos comprimentos € menor
ou igual a €. Demonstrar que o conjunto (), O1 contém nimeros irra-
clonais. "

Solugao 1. R ¢ espaco de Baire (porque € um espago métrico com-
pleto). E 6bvio que para cada € O, € denso (se existisse um aberto
tal que BN B, = (), entao BN Q = 0, o que € um absurdo porque
Q € denso). Assim, (), 01 € G5 denso e é um subespaco de Baire.
Se nao houvesse pontos ir;acionais, teriamos |J, ¢ = (), O, onde
{qn} € uma enumeracao dos racionais. Um absurdo, porque Un Gn @
uniao de uma sequencia de fechados sem interior e, logo, ndao poderia
ter interior (e (), O1 € o espago todo e logo é aberto).

Exercicio 2. Seja E um espacgo vetorial normado com base algébrica
infinita enumerdvel (i.e. existe um subconjunto infinito enumerdvel
B C FE tal que qualquer elemento de E se escreve (de uma sé forma)
como uma combinagdo linear finita de elementos de B). Prove que E
nao € espaco de Baire.

Iremos mostrar agora que o conjunto das fungoes derivaveis é magro
em [0, 1]. Para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 1. Se f € [0,1] tem derivada a direita em xq, entdo

fwo + 1) = flxo)
h

Demonstragao. Como f é derivavel a direita em x, existe f'(zg) € R
tal que Ve € R™,30 € R tal que

dn € N tal que

1 1
<nexyel0,1——]ehel0,—]
n n

0<h<d= f(a:0+hf)b—f(a:0) — f'(z0)| < €
Usando a desigualdade triangular
f(@o + h})L— f(zo) < e+ |f ()]
Tome n > max{3, ﬁ, |f/(x0)] + €} e o resultado estd provado. O

Teorema 2. Se F' = {f € C[0,1] tal que f tem derivada a direita em
algum x € [0, 1]}, entao F' € um subconjunto magro de C[0,1]

Demonstracao. Pelo lema , F c, F, onde

F,={f € (0)[0,1] tal que 3xy € [0,1 — l]

n
tal que f(2o + h})L = /(@) < nVh €]0, %]}

Iremos provar que cada F, é fechado, mostrando que toda sequéncia
convergente de F,, converge para um ponto de F,, (i.e., F,, contém todos
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os seus pontos de acumulagao). De fato, como [0, 1] é compacto, pode-
mos utilizar o fato que todas sequéncia convergente é uniformemente
convergente. Iremos mostrar que cada F;, tem interior vazio mostrando
que nenhum aberto pertence a F;,

Afirmagao 1 (F), é fechado). Fize n € N, seja {fn} C F, uma
sequéncia de fungoes de f,, que convirja uniformemente para uma fun¢ao
f. Vamos mostrar que f € F,. Considere g, gn,: [0,1 — 2]x]0, 1] — R

_ fw(@ £ h) = fn(2)

gm(z,h) = Y
oo, h) = [z + h})L — f(x)

Entao existe x,, € [0,1 — %] tal que |gm(zm, h)| < m, para todo h €
10, %] Fizando h, a fun¢ao g, (x,h) converge uniformemente para
g(x, h). Existe uma subsequéncia x.,,, convergente para algum ;.

gmk (Imw h) - g<xmka h) - g(Io, h)
E também

f(zo+h) — f(xo)

lg(xo, h)| < m = N <m

Assim f € F, e F,, € fechado.

Afirmagao 2 (F, tem interior vazio). Fize n € N. Seja f € F,.
Vamos mostrar que Ve B]f, e[ ¢ F,, mostrando que Ve 3g € (C[0, 1]\ F},)
tal que || f — g|| < €. Fize e € RT. Como f é uniformemente continua,
existe 6 € RT tal que, V(r,s) € [0,1]x[0,1], [r—s| < = |f(r)—f(s)] <
7. Seja q > m exy = k/q, k =0,1,...,q. Seja g € C[0,1]
tal que g(xy) = f(zx) e glog + %1) = f(zx) + 3¢ e g linear em cada
[y, T + %] e cada [x) + %q,m“]. Entao

Se tomarmos h = =

2q
‘g(xk i h})L —9@s) | _ 2qu = ;Je > ;n
€
2eet) 0] gy ) — ) - 5
> 205~ |f(on) — S@)]) 2 ge 2 n

.y 1 1
Como g € linear, se xg € [Tk, x) + 2—q] ou xy € [rg + 2—q,:vk+1] e se
tomarmos h = %} teremos:

'Q(Io +h) — g(xo)
h

_ ‘9($0—$k+$k+h)—9($0—$k+$k)
B h
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Da linearidade de g
9@y + h) — g(xx)

>n
Assim, g ¢ F,. Ainda
Como g € linear, |f(zx) — g(x)] < %
(@) = 0(a)] < 1£(@) = Flan)] + Fa) +gla)] < S+ 2 = ¢

If =gl <e

Lema 2. Seja X um espaco topologico e M um espago métrico. Seja
f: X — M, indicaremos por D/ os pontos de descontinuidade de f.
Se D', representa o conjunto dos x € X tal que existem r,s em uma
vizinhanga de x que satisfazem d(f(r), f(s)) > €, entdo Ve, D/ é fe-
chado.

Demonstracdo. Basta provar que X \ D/, é aberto, mas X \ D/, =
{z € X tal que para qualquer vizinhanga V; de x, d(f(z1), f(x2)) < €,
Vzize € X}. Sep € X\ D/, seja V, uma vizinhanga de p. Entao V, C
X\ (D).. Como p foi arbitrario, todo ponto de X \ D/, estd contido
numa vizinhanca que estda contida no conjunto e assim o conjunto é
aberto. U
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