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Introdu¢do

Nosso trabalho analisa a relacdo entre a Riemann-integrabilidade e
a quantidade de descontinuidades de uma fung¢do. A seguir, alguns
fatos sobre essa relacio:
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
FungSes Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Todas as fung¢des continuas em um intervalo fechado sao
Riemann-integraveis

| o
“‘" 2] ‘““
I 2 L
|\ [ A \ |||
L = L
U*‘“’z \VEIEI

Jonas Gomes e Fernanda Cardona Refinamento do critério de Lebesgue



Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
Fung¢ées Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Todas as fungdes limitadas que tem apenas uma descontinuidade
em um intervalo fechado sdo Riemann-integraveis
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
Fung¢ées Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Fungdes que s3o descontinuas em todos os pontos de seu dominio
ndo sdo Riemann-integraveis.
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
Fung¢ées Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Fungdes que s3o descontinuas em todos os pontos de seu dominio
ndo sdo Riemann-integraveis.

1, sexeQ

o f:[0,1] = R, f(x) = 0 sexdQ
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas

Fung¢ées Descontinuas
Descontinuidade Enumerdvel

Todas as fungdes limitadas com uma quantidade enumerdvel de
descontinuidades em um intervalo fechado sdo
Riemann-integraveis.
1, se x = %, para algum n € N
e f:[0,1] = R, f(x) =
0, se x # %, para todos n € N
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
FungSes Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Uma fungcdo com o conjunto de descontinuidades enumeravel é
uma condic3o suficiente. Seria necessaria?
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
FungSes Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Uma fungcdo com o conjunto de descontinuidades enumeravel é
uma condic3o suficiente. Seria necessaria?
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas
FungSes Descontinuas

Descontinuidade Enumerdvel

Uma fungcdo com o conjunto de descontinuidades enumeravel é
uma condicdo suficiente. Seria necessaria? Nao!
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas

Fun scontinuas
Descontinuidade Enumerdvel

Uma fungcdo com o conjunto de descontinuidades enumeravel é
uma condicdo suficiente. Seria necessaria? N3o! Existem funcGes
com o conjunto de descontinuidades nao enumeravel e que sdo
Riemann-integraveis!
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Integrabilidade x Continuidade Fun¢des Continuas

Fun scontinuas
Descontinuidade Enumerdvel

Uma fungcdo com o conjunto de descontinuidades enumeravel é
uma condicdo suficiente. Seria necessaria? N3o! Existem funcGes
com o conjunto de descontinuidades nao enumeravel e que sdo
Riemann-integraveis!

1, sexeC

0 sexdC (Aqui, C representa o

e f:[0,1] = R, f(x)—{

conjunto de Cantor)
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Motivagdo para definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defi

Definicao

Precisamos de uma caracteriza¢do para o conjunto de
descontinuidades de uma fungdo integravel. Vimos que exigir a
enumerabilidade n3o é o suficiente.
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Motivagdo para definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defi

Definicao

Precisamos de uma caracteriza¢do para o conjunto de
descontinuidades de uma fungdo integravel. Vimos que exigir a
enumerabilidade n3o é o suficiente.

Por outro lado, essa caracterizacdo n3o deve conter todo o
dominio da fungdo.
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Motivacdo para definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Definicdo

Definicao

A caracterizacdo que satisfaz esse critério é a de conjunto de
medida zero.

Definition (Definicdo)

Dizemos que um subconjunto Z de R tem medida zero (ou medida
de Lebesgue zero) se, Ve € RT existe uma sequiéncia {/,} de
intervalos abertos tais que:

o ZC U, n
e > ®D(I,) <e.
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Moti o para definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defini¢do

Definicdo

O fato de que uma fun¢3o limitada é integravel somente no caso do
conjunto de descontinuidades desta tenha medida zero é conhecido
como “critério de Lebesgue para a Riemann-integrabilidade”.
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Moti i0 para definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defini¢do

Definicdo

A idéia da demonstracdo do critério é que, se uma fungao é
Riemann integravel, entdo existem particbes do dominio da funcdo
tal que a diferenga entre a soma superior e a soma inferior da
funcdo com respeito a essa particdo é arbitrariamente pequena.
Como nos pontos de descontinuidade da fungdo a oscilacdo é
nao-nula, podemos tornar os intervalos que contém os pontos de
descontinuidade arbitrariamente pequenos.

De forma reciproca, se os pontos de descontinuidade de uma
funcdo est3o contidos em intervalos abertos arbitrariamente
pequenos, podemos formar uma particdo a partir desses intervalos
abertos e, usando o fato de que a funcdo é limitada, podemos
reduzir arbitrariamente a diferenca entre a soma superior e a soma
inferior com respeito aos intervalos que contém os pontos de
descontinuidade. Como nos outros pontos a funcdo é continua, a
oscilacdo da func3o é arbitrariamente pequena nesses intervalos e
obtemos o resultado
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Moti ara definicdo
Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defi

Definicdo

Nosso objetivo no trabalho foi refinar o critério de Lebesgue, isto
é, enfraquecer as hipdteses.
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Mot o para definicdo

Conjuntos de medida (de Lebesgue) zero Defi >
Definicdo

Nosso objetivo no trabalho foi refinar o critério de Lebesgue, isto
é, enfraquecer as hipdteses. Para explicarmos nosso refinamento,
vamos introduzir novas formas de caracterizar descontinuidades de

uma func3o.
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Tipos de Descontinuidade

Subconjuntos que necessaria em medida zero
Refinamento do Critério Refinamento do critério de L e

@ Removivel: Uma descontinuidade é removivel quando
podemos alterar a definicdo da funcdo no ponto da
descontinuidade, de forma que essa funcido se torne continua.
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessaria em medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de L e

@ Removivel: Uma descontinuidade é removivel quando
podemos alterar a definicdo da funcdo no ponto da
descontinuidade, de forma que essa funcido se torne continua.

@ Salto:Descontinuidade de salto é aquela em que ambos os
limites laterais existem no ponto, mas sdo diferentes
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessaria em medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de L e

@ Removivel: Uma descontinuidade é removivel quando
podemos alterar a definicdo da funcdo no ponto da
descontinuidade, de forma que essa funcido se torne continua.

@ Salto:Descontinuidade de salto é aquela em que ambos os
limites laterais existem no ponto, mas sdo diferentes

@ Essencial de 12 ordem: Ambos os limites laterais n3o
existem no ponto.
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariarn tem medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebesgue

@ Removivel: Uma descontinuidade é removivel quando
podemos alterar a definicdo da funcdo no ponto da
descontinuidade, de forma que essa funcido se torne continua.

@ Salto:Descontinuidade de salto é aquela em que ambos os
limites laterais existem no ponto, mas sdo diferentes

@ Essencial de 12 ordem: Ambos os limites laterais n3o
existem no ponto.

o Essencial de 22 ordem: Apenas um dos limites laterais existe
no ponto

Jonas Gomes e Fernanda Cardona Refinamento do critério de Lebesgue



Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariame tem medida zero
Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebesgue

Descontinuidade Removivel
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero
Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebe:

Descontinuidade de Salto
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Refinamento do Critério

Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessa
Refinamento do critério de

mente tem medida zero

Descontinuidade Essencial de 12 Ordem
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero
Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebe:

22 Ordem

Descontinuidade Essencial de
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de Leb

Usando o conceito de oscilacdo de uma funcdo, provamos que,
para qualquer funcdo definida em um intervalo fechado, o conjunto
dos pontos de descontinuidade dos tipos removivel; de salto;
essencial de 22 ordem; tem sempre medida zero.
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebesgue

Obtemos entdo a seguinte relagdo para fungdes definidas em
intervalos fechados:

Conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida zero
4

O conjunto dos pontos de descontinuidade essencial de 12 ordem
de f tem medida zero.
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebesgue

Obtemos entdo a seguinte relagdo para fungdes definidas em
intervalos fechados:

Conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida zero
4

O conjunto dos pontos de descontinuidade essencial de 12 ordem
de f tem medida zero.
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Tipos de Descontinuidade
Subconjuntos que necessariamente tem medida zero

Refinamento do Critério Refinamento do critério de Lebesgue

Assim, usando o critério de Lebesgue, provamos que, para fungdes
limitadas e definidas em intervalos fechados:

f é Riemann-integravel
=

O conjunto dos pontos de descontinuidade essencial de 1 ordem
de f tem medida zero.
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