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Outra Abordagem para a GDS - A Noção de
Vizinhança como Conceito Primitivo

I “New methods for old spaces: Synthetic Differential
Geometry”, Anders Kock;

I A noção de pares de pontos vizinhos é mais básica do que
a de “anel do tipo linha” (que pode ser introduzido
posteriormente);

I Conceitos centrais da Geometria Diferencial;
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Noção Sintética de Vizinhança

I M espaço suave;

I munido de ∼M� M ×M
I Reflexiva: x ∼M x ;
I Simétrica: x ∼M y ⇒ y ∼M x
I Não-transitiva.
I M f→ N morfismo em S
I x ∼M y ⇒ f (x) ∼N f (y)
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Noção Sintética de Vizinhança

I Primeira Vizinhança da Diagonal de M

I M(1) = {(x , y) ∈ M ×M | x ∼M y}
I Mônada (de primeira ordem) no entorno de x :

M(x) = {y ∈ M | y ∼M x}
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Noção Sintética de Tangência

I S,T � M

I x ∈ S ∩ T
I S e T se tangenciam em x :

S ∩M(x) = T ∩M(x)
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Distribuições Geométricas em M

I Relação reflexiva e simétrica ≈� M ×M tal que:

I (∀x ∈ M)(M≈(x) ⊆M∼(x)) [dizemos que ≈ “refina” ∼]
I ≈ involutiva sse:

(x ≈ y)&(x ≈ z)&(y ∼M z)⇒ (y ≈ z)
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Distribuição Geométrica Involutiva em M

x

y

z

x

y

z
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Subconjuntos Integrais

I F � M ×M é um subconjunto integral para ≈ se:

I F é tal que F∩ ∼= F∩ ≈

x
M≈(x)
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Exemplo de Distribuição Involutiva

x ≈ y ⇐⇒ (x ∼M y)&(f (x) = f (y))
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Teorema de Frobenius

I Distribuições involutivas admitem folhas (subconjuntos
integrais maximais conectados uns aos outros)
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2-Simplexos Infinitesimais

2-Simplexo Infinitesimal:
I x0, x1, x2 ∈ M

I Se x0 ∼M x1, x1 ∼ x2
I (x0, x1, x2) é um 2-simplexo infinitesimal.
I M[2] objeto dos 2−simplexos infintiesimais de M
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Conexão Afim

I λ : M[2] → M
(x , y , z) 7→ λ(x , y , z)

x y

z
λ(x , y , z)

x y

z

I y ∼M λ(x , y , z) e z ∼M λ(x , y , z)
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Conexão Afim Simétrica

I λ é simétrica sse:

I (x , y , z) ∈ M[2]

λ(x , y , z) = λ(x , z , y)

x y

z
λ(x , y , z) = λ(x , z , y)
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Geodésica com Respeito à Conexão Afim Simétrica
λ

I S � M

I (∀x , y , z ∈ S)((x ∼M y)&(x ∼M z)⇒ λ(x , y , z) ∈ S)
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Curvatura de uma Conexão Afim

x0 x1

x2

zx0 ∼

z ′

I “tensor de curvatura de Riemann-Christoffel”

R : M[k] → Aut (M(x0))

(x0, y0, z0) 7→
{ R(x0, y0, z0) : M(x0) → M(x0)

z 7→ z ′
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Conexão Afim Plana

Conexão Afim Plana

I x0, x1, x2 ∈ M
I x0 ∼M x1 ∼ x2
I Para todo 2-simplexo infinitesimal (x0, x1, x2)
I R(x0, x1, x2) = idM(x0)
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k−Simplexos Infinitesimais

k-Simplexo Infinitesimal:
I x0, x1, · · · , xk ∈ M

I Se x0 ∼M x1, x1 ∼M x2, · · · , xk−1 ∼M xk
I (x0, x1, x2, · · · , xk) é um k-simplexo.
I M[k] � Mk+1 objeto dos k−simplexos infinitesimais;
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Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G , ∗, inv, e)

I G grupo;
I ω : M[k] → G
I tal que:

ω(xσ(1), · · · , xσ(k)) =
{
ω(x1, · · · , xn) seσ for par;
inv (ω(x1, · · · , xn)) seσ for ímpar;
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k−Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G , ∗, inv, e)

I 0−formas com valores em G  M f→ G
I M f→ G tem um 1−cobordo dado por:

df : M[2] → G

(x0, x1) 7→ df (x0, x1) := f (x0) ∗ inv (f (x1))

I ω 1-forma ⇒

dω(x , y , z) = ω(x , y) ∗ ω(y , z) ∗ ω(z , x)
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k−Formas Diferenciais

k-Forma Diferencial em M com valores em (G , ∗, inv, e)

I 1−forma ω : M[1] → G é fechada sse dω ≡ e;
I df sempre é fechada;
I G grupo
I idG : G → G
I ⇒ d idG : G × G → G forma de Maurer-Cartan
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k−Distribuições Geométricas e Formas no Contexto
Analítico

k−Distribuição Geométrica

I M variedade suave;
I

D : M →
⋃

x∈M Gk(TxM)
x 7→ Dx ⊆ TxM

I D é diferenciável se existirem X1, · · · ,Xn ∈ X (M) tais que
{X1(x), · · ·Xk(x)} é base de Dx .
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k−Distribuições Geométricas e Formas no Contexto
Analítico

k−Distribuição Geométrica Involutiva

I
D : M →

⋃
x∈M Gk(TxM)

x 7→ Dx ⊆ TxM

I (∀X ,Y ∈ D)([X ,Y ] ∈ D)
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k−Distribuições Geométricas e Formas no Contexto
Analítico

k−Distribuição Geométrica Integrável

I
D : M →

⋃
x∈M Gk(TxM)

x 7→ Dx ⊆ TxM

I Existirem L ⊆ M subvariedade de dimensão k, f : L→ M
tais que para todo x ∈ M:

dfx [TxL] = Dx
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Distribuições Geométricas e Formas

I ω 1-forma em M

x ≈ y ⇐⇒ ω(x , y) = 0

é uma distribuição geométrica;
I ω fechada ⇒ ≈ é involutiva.

25/34



Distribuições Geométricas e Formas

I ω 1-forma em M

x ≈ y ⇐⇒ ω(x , y) = 0

é uma distribuição geométrica;

I ω fechada ⇒ ≈ é involutiva.

25/34



Distribuições Geométricas e Formas

I ω 1-forma em M

x ≈ y ⇐⇒ ω(x , y) = 0

é uma distribuição geométrica;
I ω fechada ⇒ ≈ é involutiva.

25/34



k−Formas Diferenciais

Produto Exterior de k-Formas Diferenciais emM com valores
no Grupo Aditivo de Um Anel Comutativo com Unidade

I (G ,+,−, 0) grupo aditivo de um anel (R,+, ·, 0, 1)
I α, β 1-formas;
I 2-forma:

(ω ∧ α)(x , y , z) = ω(x , y)·α(y , z)

I (Ω• (M), d ,∧)
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Envelope de uma Família de “Curvas”

Figura 1: A cardioide como envelope de uma família de retas.

27/34



Características e Envelopes

Envelope de uma Família de “curvas”

I φ : T → Sub (M)
t 7→ St

I A caraterística de {St}t∈T para t0 ∈ T é:

Ct0 =
⋂

t∼Mt0

St

I O envelope de {St}t∈T é a reunião de todas as
características:

E =
⋃

t∈T
Ct
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Revisão

I O que é Geometria Diferencial Sintética?

I Cite algumas obstruções da categoria Man quanto a
construções.

I Enuncie o Axioma de Kock-Lawvere de duas maneiras
equivalentes.

I Que tipo de estrutura deve ter Sub (D) para que o Axioma
de Kock-Lawvere não implique R = {0}?
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I um anel local;
I um anel arquimediano;
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