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Prof. Jean Cerqueira Berni®

Apresentacdo

Nesta agenda apresentamos algumas das principais técnicas de integracdo: o método da
substituicdo, o da substitui¢do trigonométrica, o da integragdo por partes, o das fragdes par-
ciais, dentre outros, sempre com diversos exemplos.

1 Meétodo da Substituicio ou Mudanca de Variavel para Inte-
gracao

Algumas vezes, é possivel determinar a integral de uma dada fungdo aplicando uma das
férmulas bésicas depois de ser feita uma mudanca de varidvel. Esse processo é andlogo a
regra da cadeia para derivacdo e pode ser justificado como segue.

Sejam f e F duas fungdes tais que F'(x) = f(x). Suponhamos que g seja outra fungdo
derivavel tal que a imagem de g esteja inteiramente contida no dominio de F. Podemos
considerar a fun¢do composta F o g.

Pela Regra da Cadeia, temos:

isto é, F o ¢ é uma primiriva de f(g(x)) - ¢'(x). Temos, entdo:

[ Flg(x)) - g (¥)dx = F(g(x)) +¢ (1)

Fazendo u = g(x) na equagdo acima, tem-se:
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/f dx—/f Yo

Na pratica, devemos entdo definir uma fun¢do u = g(x) conveniente, de tal forma que a
integral obtida seja mais simples.

Exemplo 1 Calcular:
2x

T xzdx

Solugao: Fazemos a mudanca de variavel u(x) = 1+ x?, de modo que u’(x) = 2x. Neste caso,
f(u) =1, e portanto:

1 B B B du_ B 5
/—1+x2-2xdx—/ 0 X)dx = /f X)dx = /u =Inju|+C=In|1+x*|+C
2 dx—/—du—1n|u|+c—ln|1+x2|+c—ln(1+x2)+c
1+x277 ) u - - '

Exemplo 2 Calcular:

/sinz(x) - cos(x)dx.

Solugdo: Se fizermos u = sin(x), teremos u'(x) = cos(x). Neste caso, f(u) = u?, de modo
que:

u’ in3(x
/sinz(x) -cos(x)dx = /f(u(x)) ' (x)dx = /u2du =3 ye="2 3( ) +c.

Exemplo 3 Calcular:

/sin(x +7)dx

Solugdo: Fazendo u(x) = x + 7, temos u/(x) = 1. Neste caso, f(u) = sin(u), de modo que:

/sin(x +7)-1dx = /f(u(x)) ' (x)dx = /sin(u)du = —cos(u) +c= —cos(x+7) +c.

Exemplo 4 Calcular:

/tan(x)dx



Soluc¢do: Podemos escrever:

_ sin(x)
tan(x) = cos(x)
de modo que:
[ sin(x)
/tan(x)dx = / cos(x) dax
Aqui fazemos u(x) = cos(x), de modo que u'(x) = —sin(x). Neste caso, f(u) = %, e
assim:
/tan(x)dx: /— cos(x /f u(x) =
:/—u(x)dx: du = —1In|u|+c= —In|cos(x)| +¢
u(x) u
Exemplo 5 Calcular:
/ dx
(3x —5)8

Solugdo: Fazendo u(x) = 3x — 5, temos u/(x) = 3. Neste caso, f(u) = %, de modo que:

dx 1.3 1 —1
/kwyﬁﬁ:i/@;—mﬂxzé/fww»' 3/ __'__+C_2ch—w7+c

Exemplo 6 Calcular:

/(x + sec?(3x))dx

Solugdo: Podemos escrever:

/(x + sec?(3x))dx = /xdx + /sec2(3x)dx = %Z—F /sec2(3x)dx

Para resolver [ sec? 3x)dx fazemos a substitui¢do u(x) = 3x, de modo que u'(x) = 3.
Temos, entdo, f(u) = sec?(u), de modo que:

/sec2(3x)dx %/secz(?)x) 3dx =
u'(x)

:3/f

= /secz(u) c=du = %/secz(u)du = —tan(u)+c = %tan(3x) +c.



Assim,
2

/(x + sec?(3x))dx = % + %tan(3x) +c

Exemplo 7 Calcular:

/ In(x) .

Solugdo: Aqui fazemos u(x) = In(x), de modo que u/(x) = )1( Neste caso, f (1) = u, de modo
que:

/@dx:/ln(x)-idx:/f(u(x)).u’(x)dx:/udu:M?Z_FC: ln(2x)2+c

Exemplo 8 Calcular:

2x
/ x2 — de
Solugdo: Fazemos u(x) = x? — 5, de modo que #’(x) = 2x. Neste caso, f(u) = 1, de modo
que:

/ 2x dx=/ 2x dx:/f<u(x))-ll/(x)dx=/%du=1n|u|+c:1n|x2_5|+c_

x2 -5 x2 -5

Observacao 9 Note que ao longo dos processos mostrados nos exemplos acima, substituimos a ex-
pressdo simbdlica u'(x)dx pela expressdo simbdlica du. Este processo “mecdnico” justificard as
nomenclaturas utilizadas no procedimento da integragio por partes.

2 Meétodo da Integracao por Partes

Sejam f e g duas fungdes derivaveis em um intervalo I. Temos, pela regra da derivacdo do
produto:

[f(x)-8(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)

ou:

flx)-g'(x) = [f(x) - g(¥)]" = g(x) - f'(x).

Integrando ambos os membros da igualdade acima, obtemos:
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[ £ g @ix = [1f(x) - g(x)dx— [ gx)- f/(x)dx

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, temos:

JUFG) gV = f(x) - g(x) +¢

[ f) - () = f(x)-g(x) - [ g(x) - @)

Observamos que na expressao @ deixamos de escrever a constante de integracdo, ja que
no decorrer do desenvolvimento aparecerdo outras. Todas elas podem ser representadas por
uma Unica constante c, que introduziremos no final do processo.

Na prética, costumamos fazer u = f(x), de modo que costumamos denotar du = f'(x)dx
e v = g(x), de modo que dv = g’(x)dx. Substituindo em (9), obtemos:

[ /udv:u-v—/vdu+c

Exemplo 10 Calcular [ x - cos(x)dx.

e portanto:

Solugdo: Tomamos u = x e dv = cos(x)dx, de modo que du = dx e v = sin(x). Usando a
Férmula de Integracao por Partes, temos:

/x -cos(x)dx = x - sin(x) — /sin(x)dx = x -sin(x) 4+ cos(x) + C
Exemplo 11 Calcular [ arctan(x)dx.

Solugdo: Fazendo u = arctan(x) e dv = dx, temos du = dx e v = x. Usando a Férmula

1+ x2
de Integracao por Partes, temos:

T dx=x arctan(x) ! 2 X
X24+17 2/ 1+x2

/arctan(x)dx = x - arctan(x) — /

2
Podemos resolver a integral | H——xxzdx usando o Método da Substituicido: fazemos y =

1+ x2, de modo que dy = 2xdx. Assim,

sz / —Inly| = In|1+ %2 = In(1 + ).

Assim,
1 2
/arctan(x)dx = x -arctan(x) — 5 ‘In(1+4x°) + C.
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Exemplo 12 Este exemplo mostra um caso em que precisamos aplicar o processo de integragio por
partes mais do que uma vez. Calcular:

/x2 -sin(x)dx

Solugio: Fazemos u = x> e dv = sin(x)dx, de modo que du = 2xdx e v = — cos(x).
Usando a Férmula de Integracao por Partes, temos:

/xz-sin(x)dx = —x% . cos(x) +2/x~cos(x)clx

Note que para resolver a integral [ x - cos(x)dx precisamos fazer, novamente, a integragao
por partes — como fizemos no Exemplo (10, Assim, obtemos:

/x2 -sin(x)dx = —x2 - cos(x) +2 - x - sin(x) 42 - cos(x) + C’

Exemplo 13 Calcular [ e*sin(x)dx.

Solucdo: Fazendo dv = e* - dx e u = sin(x), de modo que v = e*e du = cos(x)dx, usando a
Férmula de Integracao por Partes, obtemos:

/ex -sin(x)dx = e* - sin(x) — /ex - cos(x)dx

Agora precisamos resolver [ e* - cos(x)dx. Fazemos dv = e*dx e u = cos(x), de modo que
v = e¥ e du = —sin(x)dx, e usando a Férmula de Integra¢do por Partes, temos:

/ex -cos(x)dx = e - cos(x) — /ex - (—sin(x))dx = e* - cos(x) + /ex -sin(x)dx
Assim,
/ex -sin(x)dx = e* - sin(x) — (ex -cos(x) + /ex : sin(x)dx) =

=¢* -sin(x) — e* - cos(x) — /ex -sin(x)dx

Portanto:

2. /ex -sin(x)dx = e* - [sin(x) — cos(x)]

x . 1 —_ x .
/ex - sin(x)dx e* - sin(x) . e - cos(x) L




Exemplo 14 Calcular:
/(x2 +7x —5) - cos(2x)dx

2 7
Solugdo: Fazemos u = x>+ 7x —5 e dv = cos(2x)dx, de modo que du = 2x+7)

in(2
o sin(2x)

dx e

. Assim,

/(x2 4 7x —5) - cos(2x)dx = (x* +7x —5) - sin(2x) _ / sin(2x) | (2x +7)dx =

2 2
= W -sin(2x) — / (2x+7) -sin(2x)dx
Agora aplicamos o processo de integracdo p01: partes a integral:
/ (2x2+ 7) - sin(2x)dx
Fazemos u = 2x 17 e dv = sin(2x)dx, de modo que du = dxev = _ cos(2%)

, e usando a
Férmula de Integracdo por Partes, obtemos:

[EED inyin = - BT 20 (‘COSQX)) =
;

2 4

_ (2x + 7)4 sin(2x) . % /Cos(Zx)dx _ (2x + 7)4 sin(2x) .

Assim,

(x2 +7x —5)
2

(2x + 7)4 cos(2x) }Isin(Zx) L

/(x2 +7x —5) - cos(2x)dx = -sin(2x) +

2.1 Uma estratégia para integrar por partes

Ao integrar por partes uma integral da forma [ f(x) - g(x)dx, devemos sempre escolher,
dentre as duas fung¢des do termo f(x) - ¢(x)dx uma delas como sendo o fator u e a outra como
sendo parte de uma diferencial dv.

Em outras palavras, podemos fazer u = f(x) e dv = g(x)dx, ou u = g(x) e dv = f(x)dx

(ou, ainda, u = f(x)-g(x) e dv = 1-dx). Mas esta escolha ndo pode ser feita de modo
aleatorio.



Uma sugestdo que funciona bem na grande maioria das vezes é escolher as fung¢ées u e v
segundo o critério que descreveremos a seguir.

L I A T E
Logaritmicas | Inversas trigonométricas | Algébricas | Trigonométricas | Exponenciais

No esquema acima, as letras da sigla LIATE s&o iniciais de diferentes tipos de funcdes.
Uma estratégia que funciona bem é realizar uma integragdo por partes, escolher, dentre as
duas fungdes que aparecem sob o sinal de integral,

¢ como func¢do u: a fungdo cuja letra inicial de caracterizagdo posiciona-se mais a esquerda
na sigla;

¢ como formando a diferencial dv: a fungdo cuja letra inicial de caracterizacdo se posiciona
mais a direita na sigla.

Sumarizando, u deve caracterizar-se pela letra mais préxima de L, e dv pela letra mais
proxima de E.

Exemplo 15 Na integral / x -e¥dx, u = x (Algébrica) e dv = e*dx (Exponencial).

3 Frac¢oes Racionais, Fracdes Racionais Parciais e Sua Inte-
gracao

Conforme veremos, nem toda fun¢do elementar possui uma integral expressa em termos
de fungdes elementares. Por esta razdo, é muito importante separar as funcgdes em duas
classes: a das fungdes cujas integrais se expressam em termos das fungdes elementares e as
que ndo se expressam em termos das fun¢des elementares.

A mais simples das classes de fun¢des cujas integrais se expressam em termos de fung¢des
elementares é a classe das fungdes racionais.

Toda funcgéo racional pode ser expressa como quociente entre dois polindmios:

Q(x)  By-x™+By-x""14...+B,
f(x)  Ag-x"+Ap-x"l4. 4+ A,

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Q(x) e f(x) ndo tém raizes em comum.

] By-x"+B;-x"11...LB ]
Defini¢do 16 Seja r(x) = AOO ;n j; All .J;n_ ; i — i Am uma fungdo racional. Se o grau do
n

numerador, m, for menor que o grau do denominador, n, (m < n) a fungdo racional é propria.




By-x™+ By -x™14... 4B, .

uma fungdo racional.Se o grau do
Ag-x"+ Ay -xn1+...+ Ay
numerador, m, for maior que o grau do denominador, n, (n < m) a fungdo racional é improépria.

Defini¢do 17 Seja r(x) =

Exemplo 18 A fungio racional dada por:

xt -3
x2+2x+1
é uma fungdo racional imprépria. Dividindo o numerador pelo denominador, obtemos:
4
x*—3 2 4x — 6
- =X = 2X4+3 - 55—
2rortl T x2+2x+1

Uma vez que a integracdo de polindmios ndo representa nenhum obstaculo, a tinica “bar-
reira” para calcular integrais fun¢Ges racionais é a integracdo das chamadas fragdes racionais
proprias.

Definicao 19 Uma fragdo parcial é uma funcdo racional propria de uma das seguintes formas:
A
(I)
X — X0
(II) ——, onde k é um niimero natural maior ou igual a 2;
(x — xq)k
A- B
(11I) zx——i—, onde as raizes do denominador sdo complexas (ou seja, p> — 4q < 0);
CApxtq
A-x+B ) , . . . .
(IV) — ©, onde k é um niimero natural maior ou igual a 2 e as raizes do denomi-
(x2+p-x+q)
nador sdo complexas (ou seja, p*> — 4q < 0);

Na proxima se¢do provaremos que toda fragdo racional pode ser representada como uma
soma de fragdes parciais dos tipos (I), (II), (III) e (IV).

A integracdo de fragdes parciais dos tipos (I), (II) e (III) ndo apresenta dificuldades especi-
ais.
Tem-se:

A
(I)/ dx = A-In|x — xo| + C;
X — Xp

A B e (x_xo)—k—l—l B A
(II) /de—A/(X_XO) dx—ATH‘i‘C— (1—k)(x_x0)k_1 +C

9



A A
mD/“‘*x+B ._E'Q”+w+<3_ > h/ _2xtp g
X24p-x+q X24+p-x+q T2 ¥ patg
+ B—é /d—x—é~ln|x +p-x+ql+
V)] 25pata 2 prx+q

+<B?”>'<x+§>2+<q—%2>

V4q —p? V4q — p?
(IV) A integracdo de fragoes parciais do tipo (IV) requer calculos mais sofisticados, como
veremos a seguir.

Dada uma integral da forma:

/ A-x+B Jx
(x> +p-x+g)

fazemos as transformacdes:

A A
/ 2 pdx = 2 d
(x¥*+p-x+q) (X+4%x+w

A 2-x+p ( A ) / dx
2./(x2+p-x+q) o 7 (x2+p-x+q)F

Na primeira integral do segundo membro fazemos a substituigio t = x>+ p - x + g, de
modo que dt = (2 - x + p)dx, e obtemos:

X =

2x+p / / ¢ tk+1 1
= t Rt = +C= C
/(x2+p x +q) A8 (@rpxtqfl

Seja, agora,

d d
Ik:/(x2+p,3cx+q)k: ( +p>2+x( pZ)Zlk/(t2+m2)k
VIR Uiy

2
onde fizemos t = x + §, g — & = m? e obtivemos dx = dt. Observe que estamos assumindo

2
que as raizes do denominador sdo complexas, e portanto que g — & > 0. Prosseguimos como
segue:

10



2 2\ _ 42
Ik:/ dt 1 /(t+m) tdt:

(2 +m2)k ~ m2 (2 + m2)k
1 dt 1 t2
=/ (E )1~ o/ @yt ©

Fato:

d -1 -1 4 1 o
dt \2-(k—1)-(24+m2)k-1)  2.(k—1) dt \(2+m2)k-1) (2 4+ m2)k

Finalmente,

/.tzdt—/)t'tdt—/.t-fdt—
(t24+m2) ) (B+m2)k (124 m2)k™

Cod -1 1 Cood 1
:/t.df {Z(k])~(f2+1112)"'1}dt: _2-(k—1)/t.dt ((t2+m2)k1>dt

1
Integrando por partes, tomando u =t e dv = T [m} , de modo que:

1
(2 + m2)k-1’

du=dt e v=

obtemos:

t2 1 1 dt
/(t2+mz)k"” RECH(ESE [t' (2 + m2)f1 -/ 2 —|—m2)k_1}

Substituindo esta expressdo em (ED, obtemos:

T e N f e

k E+m)k~ m2) (B+m2)k1 " m2 2 (k—1) (2 + m2)k-1 (12 + m2)k-1
B t 2k -3 dt
_2.m2-(k—1)'(t2+m2)k_1+2-m2-(k—1)./(tz—i—mz)k_l'

O dltimo membro das igualdades acima contém uma integral do mesmo tipo que I, mas
cujo expoente é k — 1; Desta forma, expressamos [ em termos de I;_1:

t 2k -3

Iy = I
k 2~m2-(k—1)-(t2+m2)k—1+2-m2-(k—1) k=1

11



Prosseguindo com este processo, chegaremos a integral:

dt 1 t
Il = /m = a~arctan (E) + C.

2
Assim, substituindo t por x 4+ £ e m por \/q — I na expressdo acima, obtemos a expressdo
da integral do tipo (IV) em termos de A, B, p e g.

Exemplo 20 Calcular:

/ x—1 g
(x2 +2x + 3)2

Solugdo: Seguimos o que foi feito na descri¢do acima:

/ y—1 dx:%-(Z-x—FZ)—l—( 1—1 / (2-x+2)
(x2 +2x + 3)2 (x24+2-x+43)2 T2 (x2+2 x+3)
_2/ dx _ 1 dx
(x24+2-x43)2 2 (x2+2 x +3) (x242-x+43)?

Agora fazemos uma substitui¢do na tltima integral acima: x + 1 = t, de modo que dx = dt:

/ dx _/ dx / / (2 +2) —t2 i —
(x242-x+3)? [(x +1)%+2]? t2+2)2 2 (12 +2)2
1 1 t 1 t2
2/t2 2/ (P +2)? E'_zaman<ﬁ)_§ @2

Consideremos a integral:

t2
/ G

t-
/ (12 42)? / t2—|—2

Observamos que:

e que:

L (s
(2+2)2  dt \2-(t2+2)
de modo que podemos escrever:
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/(tzfz)zdt:/t'% (2-(;12))#

Fazendou =tedv = a (_—1), segue que du = dt, v =

it \2- (2 +2) € que

2~(t_2+2)

/ a dt = — —|—1/ at__ ! —i—l L arctan B
(242)27  2-(t2+2) 2) 242 2-(242) 2 /2 V2

Consequentemente, trocando t por x + 1 obtemos:

/ dx = 1 arctan(x—H)—l{— ¥ 1 + L arctan(x—H)]
(x24+2-x+3)2 22 V2 2| (x242-x+3) 22 2

Finalmente, temos:

/ ¥ -1 dx = — x+2 —Qarctan X—H +C
(x24+2-x+43)2 2-(x2+2-x+3) 4 V2

3.1 Decomposicao de uma Fracao Racional em Fra¢des Parciais

Mostraremos agora que toda fragdo racional prépria pode ser decomposta como uma soma
de fragGes parciais. Suponha que tenhamos uma fragdo racional prépria:
F(x)

f(x)
Vamos assumir que os coeficientes dos polindmios sdo nimeros reais e que a fragdo dada
ndo seja irredutivel (isto significa que o numerador e o denominador ndo tém raizes comuns).

Teorema 21 Seja x = x¢ uma raiz do denominador, de multiplicidade k, ou seja, f(x) =
(x — x0)* - f1(x), onde f1(xo) # 0. Entdo a fracdo propria:

(&)

f(x)

pode ser representada como uma soma de duas outras fracdes proprias, como segue:
F(x) A i Fi(x)
fx) - (x=x)f  (x—x)*" filx)’

onde A é uma constante ndo-nula e Fy(x) é um polindmio cujo grau é menor do que o grau de

(x —x0)*"" - fu(x).

(4)

13



Vamos escrever a identidade:

Fo) A F@-A-Ak) -
f)  (x=x0)*  (x—x0)* filx)’
que é verdadeira para qualquer constante A, e vamos escolher A de modo que o polinémio
F(x) — A - f1(x) seja divisivel por (x — xg). Para isto, pelo Teorema do Resto, é necessério e
suficiente que:

F(xo) — A fi(xo) = 0.

Uma vez que f1(xg) # 0, F(xg) # 0, A fica univocamente determinada por:

Para este A, devemos ter:
F(x) = A- fi(x) = (x = x0) - Fu(x),
onde Fj(x) é um polindmio de grau menor do que (x — xo)¥~!- f;(x). Assim,

B0 = F(0) — 2 i)

Cancelando (x — x() na fracgdo (5), obtemos ().

Corolario 22 Um raciocinio similar pode ser aplicado a fragdo racional propria:
Fi(x)
(x = x0)*~* f1(x)
na equagio (). Assim, se o denominador tem uma raiz x = xo de multiplicidade k, podemos
escrever:

F(x) . A A1 o Ak—l Fk(x)
&) - Gexf Gl T x—x AR

onde 5’1‘8 ¢é uma fragio propria irredutivel.

Basta aplicar o teorema anterior, contanto que f; tenha outras raizes reais.
Consideraremos agora o caso em que o denominador contém raizes complexas. Recorde
que as raizes complexas de um polindmio de coeficientes reais sdo sempre conjugadas aos

pares.
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Quando decompomos um polindmio em fatores reais, a cada par de raizes complexas
conjugadas corresponde uma expressdo da forma x? + px +¢. Se as raizes complexas, no
entanto, sdo de multiplicidade y, elas correspondem a um fator da forma (x? + px + q)".

Teorema 23 Se f(x) = (x* + px + q)¥ - p1(x), onde o polinomio ¢1(x) nio é divisivel por

By _ _ F(x
x* + px + q, entdo a fragdo W pode ser representada como segue:
F(x)  M-x+N Py (x)
flx)  (P+px+g)t  (R2+px+q)rtgi(x)

onde ®1(x) é um polindmio de grau menor do que o polindmio (x> + px + q)* =1 - @1(x).

(6)

Escrevemos a identidade:

F(x) _ F(x) __M-x+N +F(x)—(M-x+N)-(p1(x) )
f) (@tpxrg)-gi(x)  (Fprtql (P Eprtg)ti(x)
que é verdadeira para quaisquer M, N € R. Vamos tomar M e N de modo que o polindmio
F(x) — (M-x+ N) - ¢1(x) seja divisivel por x*> + px +g. A fim de fazer isto, é necessdrio e
suficiente que a equagdo:

F(x) =(M-x+N)-¢1(x) =0

tenha as mesmas raizes a + i - B que o polindmio x? + px + q. Assim,

Fla+i-B)—[M-(a+i-B)+N]-¢1(a+i-B)=0,

ou seja,
. Fla+i-p)
Ma+i-f)+ N= ————.
( P) p1(a+i-p)
Mas M é um nuimero complexo, que pode ser escrito na forma K+ i - L, para
pi(ati-p)

certos K, L € IR. Assim,

M-(a+i-B)+ N=K+i-L
e assim:
M-a+N=Ke M-B=L
ou seja:
L K-B—L-
p B
15
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Para estes M e N, o polindmio F(x) — (M -x+ N) - ¢1(x) tem o nimero « + i - B como
raiz, e portanto também o nimero a — i - B. Deste modo, o polindmio pode ser dividido, sem
resto, pelas diferencas [x — (x +i- )] e [x — (x —i- B)] e, portanto, pelo seu produto, que é
X2+ px +q:

F(x) = (M- x4 N) - 1 (x) = 1 (x) - (&% + px + )

Assim,

F(x) F(x) _ M-x+N +F(x)—(M~x+N)-(p1(x)_

flx)  (PHpx+a)t-gi(x)  (F+px+q)f (2 +px+qg)t-gr(x)
M-x+N ®1(x) - (x> + px+9) M-x+N d1(x)

Crprt )t (Rrprt )t o) (PrprtaF (24 prt )l gi(x)

. . . .. F(x) .
Aplicando os Teoremas 21| e 23| a fracdo propria Flx)’ podemos obter sucessivamente
todas as fragGes parciais correspondentes a todas as raizes do denominador f(x). Assim, do
exposto acima segue o seguinte resultado:
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SiE
fla) = (x —x0)™ - (x —x)™ + - (x — xg)™ - (2% + prx + q1)"-
o (2% pex + o)
- o F¥)
entdo a fracdo pode ser representada como segue:
f(x)
F(x) — A“O + A“O_l RS Ai(l)
fx)  (x—x0) = (x—xo)%~! (x — xo)
Ay Ap—1 A%
RO Ca R -y S
Ag Ag—1 Al{
G=xg% " cmxn T mx)
Mm 'XJFNM M,u]fl ’XJFN,zz]fl Myllzl 'XTLN,zlzl
(Z+prx+q)n - (2 + prx+gp)i? (x> + prx +q1)
+ +ot
My, - x + Ny, Myy—1-% + N1 4. M;‘f i NFllf
(2 4+ pex 4+ qe)tt (X2 + pox + gg)te! (%2 + pox + qp)

. 0 k 1 1 .
Os coeficientes Ay, - -+, Ay, -+, Agy - AL -+ ,MW,NW podem ser determinados pelo

seguinte processo: a igualdade acima é uma identidade, de modo que reduzindo as fra¢des
a um denominador comum, obtemos polindmios idénticos nos numeradores dos membros
direito e esquerdo da igualdade. Igualando os coeficientes de mesmos graus de x, obtemos
um sistema de equagdes, do qual extraimos os valores dos coeficientes. Assim, toda fragdo
racional propria pode ser decomposta como uma soma de fragdes racionais parciais.

Veremos, em seguida, alguns exemplos.

Exemplo 24 Decompor a fragio:

57 A )
(x+1)3 (x—2)

como soma de fracoes parciais.

Solugdo: Sabemos, dos resultados provados, que existem constantes B, A1, Ay e A3 tais

17



que:

x2+2 . Ajz As Aq B
G+1P-(x=2) G+1P G+ orn Txo2 ®)

o que implica a igualdade:

PH2=A1-(x+1)- (x=2)+ A - (x +1)?- (x =2)+ A3- (x —2)+B-(x+1)> (9)

que equivale a:

X>+2= (A1 +B)-x*+ (A +3-B)x*> + (A3 — Ay —3-A; +3-B) - x+
+(—2-A3—-2-Ay—2-A;+B)

Igualando os coeficientes de x3,x2,x e o termo constante dos dois membros, obtemos o
sistema:

A1+B=0

Ay+3-B=1

A3 —Ar—3-A1+3-B=0
—2-A3—2-A,—2-A1+B=2

Ao resolver o sistema, encontramos:

1 2 2
A3 =—-1,Ay=-,A1=—=eB=-
3 7412 3/ 1 9e 9

Logo, temos a decomposigdo:

x2 42 -1 1 2 2

(x+1)% (x—2) (x+1)3+3-(x+1)2_9~(x+1)+9~(x—2)

Exemplo 25 Decompor a fragio:

(x—1) - (x+1)2

como uma soma de frages parciais.

Solucdo: Dos resultados provados, sabemos que devem existir A, B,C € R tais que:

X B A B C
G- @12 @-1)  @+1)  (x+1)?

18




o que implica na igualdade:

x=A - (x+12?+B-(x—1)-(x+1)+C-(x—1)

x=(A+B)x*+(2A+C)x+(A—-B-C),

que nos leva, igualando os coeficientes, ao sistema:

A+B=0

2A+C=1

A-B-C=0
A solugéo deste sistema é:

1 1 1

A:_I B:_Z e C:—
Logo,
X 1 1 1

1) (412 4 (x-1) 4 (1) 2-x11)p

Exemplo 26 Decompor a fragio:
x
x2+4x -5

como uma soma de fracdes parciais.

Solugdo: Primeiramente devemos fatorar o denominador. Para isto, procuramos suas
raizes, mediante a férmula quadrética:

x> +4x—-5=0
A=4>—4-1-(-5) =36
X1:1 e XZ:—5

Assim,

X +4x—5=(x—1)-(x+5)
Devemos, portanto, decompor:

X X

x24+4x—5 (x—1)-(x+5)

em fragdes parciais. Sabemos, assim, que existem A, B tais que:

19



X A B

(x—1)-(x+5) x—1+x—|—5

o que nos leva a igualdade:

x=(A+B)x+ (5A —B)

Igualando os coeficientes, obtemos o sistema:

A+B=1
5A—-B=0
. < 4 1 5 .
cuja solugdo é A = e B = G Assim,

X 1 5

x-1)-(x15 6-(x-1) " 6-(x+5)

Exemplo 27 Decompor:

como uma soma de fragdes parciais.

Solugdo: Sabemos que existem A, B, C tais que:

x2—1 A B C

2 -2 -2 txite
o que nos leva a igualdade:

x> —1=(A+B)x*+(C—2B)x —2C

Igualando os coeficientes, obtemos o sistema:

A+B=1
C—-2B=0
2C=1
) - .. 3 1 1 i
cu]asolugaoeA—4,B—4eC—2.A551m,
x2—1 3 1 1

x% - (x—2) :4-(x—2)+4-x+2~x2

20



4 Integracao de Fracdes Racionais

Considere o problema de resolver:

/ Q) ;.
f(x)

Se a fracdo dada for imprdpria, podemos representa-la como a soma de um polinémio e
F(x)
flx) L o .
de modo que o problema de integracdo se reduzira a integragdo de um polindmio e de varias
fragdes parciais.

uma fragado racional

. Podemos representar esta fracdo como uma soma de fragdes parciais,

Exemplo 28 Calcular:

X242
[ i ™

Solucido: Pelo Exemplo 24, temos:

x? 42 -1 1 2 2

G+1)P (x—2) 1P 3 (x+12 9 (xtD) 9 (x_2)
de modo que:

X242 dx 1 dx 2 dx 2 dx
/(x+1)3-(x—z)dx:_/(x+1)3+§/(x+1)2_§'/(x+1)+§'/(x—z)

Como:
dx 1
= - C
/(x—|—1)3 2-(x—|—1)2+ 1
dx 1
/(x+1)2__x+1ﬁLC2
dx
x+1—1n‘x+1‘+C3
e:
/dx =Infx - 2|+ Gy,
x—2
segue que:
x2+2 1 1 2 7
/(x+1)3-(x—2)dx_2.(x+1)2_3-(x+1)_§'ln|x+1|+§1n|x—2l+c

21



Exemplo 29 Calcular:
dx

/(x—l)-x(erl)2

Solugdo: Pelo Exemplo 25| temos:

x 1 1 1
G—1) (x11)?2 4 (x-1) 4 (x+1) 2-xz12

de modo que:

/ ad dx—l/ dx——/ /
(x—=1)-(x+1) 4 (x+1) 2 x+1
Como:
dx
/(x_l)—ln|x—1|+C1
dx 1
/(x—kl)z__x—i—l+c2
e:
dx
/x+1—ln|x—i—l|+C3
segue que:
X 1 1 1
— Iy -1 ] 1
/(x—l)-(x—|—1)2dx 4n|x | RCESY 4n|x+ |+C
ou ainda:
1)4 1
x X —
dx=In|>—| -~ _4C
/(x—l)-(x—|—1)2 =N T2 et

Exemplo 30 Calcular:

/ (x—1)3~c(x+5)

Solucido: Pelo Exemplo 26 temos:

X _ 1 5
(x —1)-(x+5) _6-(x—1)+6-(x—|—5)

de modo que:
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/(x—l)y-c(x+5)dx:%/(xil)dx+§/ﬁdx

Como:

/ L mpr—1)+
x—1

1
/x+5dx—1n|x+5|—|—C2

segue que:

X 1 5
— S nlx—1/+2-1
/kx—D-w+5ﬂx g M —1+g Infx+5[+C

Exemplo 31 Calcular:

x?—1
/xz-(x—Z)dx

Solugdo: Pelo Exemplo 27, temos:

-1 3 I
2 (x—2) 4-(x—2) 4-x 2-x2

[ttty e [

de modo que:

Como:
/‘” —In|x—2[+C
x—1
/@:mm+g
X
e:
d 1
—JZC_———FCP,
X X
segue que:
/ Col =3 mpr—o 4 - Lt C
x2-(x—2) " 4 4 2x



Agora analisaremos um caso em que o denominador é um trindmio quadratico irredutivel,
ou seja, um trindmio da forma:

a-x>+b-x+c
ondeA=0?>—4-a-c<0

Exemplo 32 Calcular:

/ dx
x24+4x+5

Solugdo: Neste caso temos A = 4> —4-1-5 = 16 —25 = —9 < 0, de modo que este
trindmio é irredutivel. Escrevemos:

X 44x+5= (2 +4x+4)+1=(x+2)2+1

de modo que:
/ dx B / dx
x24+4x+6 ) (x+2)2+1

Fazemos a substitui¢do y = x + 2, de modo que y'(x) = 1 e, pelo Teorema da Mudanga
de Varidvel temos:

dx 1-dx d
/ x+22+1 J (x+2)2+1 /yz_yH = arctan(y) + C = arctan(x +2) + C
Exemplo 33 Calcular:
/ 2x +1 Jx
x2 4 2x+2

Soluc¢do: Primeiro vamos escrever o denominador como uma soma de quadrados:

P A2x+2=(2+2x+1)+1=(x+1)>+1

/ 2x +1 dx—/ 2x +1
x2+2x+2 7 ) (x+1)2+1

Fazemos a substituicdo # = x 4+ 1, de modo que x = u — 1 e u/(x) = 1 e, portanto:

de modo que:

2x +1 - 2. (u—l +1 _
/(x+1)2+1'dx_/ 14 u? 2/ 2 +/1 pdu = In(1+u?) —arctan(u) + C
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Finalmente, retornamos a variavel x:

2x +1 >
———dx =1 2 2) — 1
/(x+1)2+1 x = In(x* +2x +2) —arctan(x + 1) + C

5 Integracao de Certas Classes de Fun¢des Trigonométricas

Nesta se¢do consideraremos integrais da forma:

/R(sin(x),cos(x))dx (10)

onde R é uma fungdo racional de duas varidveis, ou seja, uma func¢do da forma:

onde p(x,y) e q(x,y) sdo polindmios em duas varidveis.
Mostraremos que uma integral da forma (10), mediante uma substitui¢do da forma:

u = tan <g> (11)

sempre se reduz a uma integral de uma funcado racional.

O primeiro passo é expressar sin(x) e cos(x) em termos de tan (%), ou seja, em termos de
u:

Sin(x) _ 2 -sin (%) - COS (%) _ 2 .sin (%) - COS (%) _ 2 . tan (%) _ 2u
1 sin? (%) 4 cos? (3) 1+4tan?(3) 1+u?
cos() cos? (%) —sin? (3)  cos? (%) —sin® (%) 1—tan?(3) 1-—u?
(O] = = = =
1 sin? (%) +cos? (3) 1+tan?(3) 1+u?

Note que como 1 = tan (%), vale:

2-du
14+ u?

Desta forma, sin(x) e cos(x) sdo expressos como fun¢des racionais de u. Como uma fungéo
racional de fun¢des racionais é racionaal, obtemos uma integral de uma fungdo racional:

x =2-arctan(u) e dx =

du

/R(sin(x),cos(x))dx = /R {

2u  1—u? 2
1+u?"1+u?| 1—u?

25



Exemplo 34 Calcular:

/sec(G)dG

Solugio: Neste caso, o integrado é uma fungéo racional de cos(0), a saber:

1
9) —
sec(9) cos(0)
Temos, fazendo u = tan(3), que:
1—u?
f) = ——
cos(0) T2
e portanto:
1+ u?
Q) =
sec(0) T2
1 1 1+ u?
Consequentemente du = 5 sec?(%)dx = 5 (1+tan?(%)) dx = ( —;M )dx, ou seja,
2
T du = dx
Deste modo:
=dx
1+u2\ " 2 2
[ secterts = | (1 - u2) Tt = [
—_——
=sec(0)

Decompondo 2/ (1 — u?) em fragdes parciais, obtemos:

21 N 1
1—u2 1—u 14u

Assim,

/ 2 Ju — du n du
1—u2 " J 1—u

1+4+u
2 14+ u
du =1
/1—u2u n‘l—u

Voltando a varidvel original, segue que:

+C
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Multiplicando o numerador e o denominador por (cos(5) + sin(3)), obtemos:

) +sin(3)) _ (cos(%) +sin(3))?
) +sin(3))  cos?(%) —sin?(%)

cos(3) +sin(3) (cos(
5) —sin(3

NI R |NIR

) (cos(

) + sin?(%) _ 1+2-cos(3)-sin(3) _ 1+sin(x)

cos?(%) +2- cos(%) - sin(
) cos(x) cos(x)

cos?(%) — sin?(

NIR |NIR

/sec(G)dH = 14%

6 Integrais de Produtos de Poténcias de Funcdes Trigonométricas

+ C =1In|sec(x) + tan(x)| + C

Certas fungdes trigonométricas podem ser integradas sistematicamente. Esse é o caso das
fun¢des que sdo produtos de poténcias inteiras das seis fungdes trigonométricas bésicas, como:

sin®(x) - tan~>(x), cot™’(x) - sec®(x) etc
Observemos que tais fungdes podem sempre ser expressas na forma:
sin”(x) - cos” (x)
onde m e n sdo ntiimeros inteiros. Por exemplo,

) _ . sin(x) L '
sin®(x) - tan™°(x) = sin®(x) - (cos(x)) = sin"2(x) - cos’(x);

cos(X))_7, (Lx))g = sin’ (x) - cos 1%(x)

cot™7(x) - sec’(x) = <m cos(

Distinguiremos trés casos na integracdo dessas fungdes.
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6.1 Integral de cos™(x) -sin"(x), onde m e n sdo nimeros pares nio nega-
tivos

Neste caso, convém utilizarmos as férmulas:
cos?(x) + sin?(x) = 1
cos?(x) — sin?(x) = cos(2x)

Somando e subtraindo membro a membro dessas identidades, obtemos as férmulas de
reducgao:

14 cos(2x)
- 2

1 —cos(2x)

cos?(x) e sin’(x) = 5

Exemplo 35 Calcular:

/cosz(x)dx

Solugdo: Usando a férmula de reducio de cos?(x) temos:

/cosz(x)dx: / (HCZﬂ) dy — g+8ir1£1—236)+cz x—i—sin(xz) - cos(x) LC

Exemplo 36 Calcular:

/sinz(x)dx

Solugio: Usando a férmula de reducéo de cos?(x) temos:

/sinz(x)dx = / (%c;ﬂ) dx = % — w Lc=*" Sin(xz) - cos(x) e

Podemos aplicar as férmulas de reducdo repetidamente, a fim de transformar qualquer
fungdo do tipo sin”(x) - cos”(x), onde m e n sdéo nimeros pares positivos, numa soma envol-
vendo apenas poténcias de cossenos. Por exemplo,

cost(x) = 1+ cos(2x)\? _ 1 cos(2x)  cos’(2x) 1 cos(2x) 1 (1+cos(4x)) _
2 4 2 4 4 2 4 2
3 cos(2x)  cos(4x)
“8T 2 T3

logo:
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3x  sin(2x) = sin(4x)
4 _
/cos (x)dx = s t— T3 +C

Do mesmo modo,

sin®(x) - cos®(x) = (“C‘z’ﬂ)s _ (1 +662>S(2X))5

e isto é uma soma de poténcias positivas de cos(2x), cada poténcia com um certo coeficiente
numérico. Vemos, assim, quie para integrar produtos de poténcias pares positivas de sin(x) e
cos(x), devemos saber integrar poténcias positivas de cos(x). Enquanto tal poténcia for par,
usaremos a férmula de redugdo para cos?(x).

6.2 Integral de cos™(x), onde m é um nimero impar

No caso de uma poténcia impar, bastara usar a a transformacao y = sin(x):

/COSZ”H(x)dx = /(1 — sin?(x))" - cos(x)dx = /(1 —yH)"dy

Exemplo 37 Calcular:

/cos7(x)dx

Solugdo: Fazemos y = sin(x), e obtemos:

/cos7(x)dx = /(1 —sin?(x))? - cos(x)dx /(1 —y?)3dy = /(1 —3y? + 3y — y¥)dy =
y—1° % - y—; C = sin(x) — sin®(x) + 381:(;5(x) - sin;(x) +C

6.3 Integral de cos™(x) - sin”(x), onde m ou n é impar (mas nio ambos)

Neste caso, aplicamos as mesmas ideias das se¢des anteriores. Se n = 29 41, fazemos y =
sin(x) e obtemos:

/sinm(x) cos? T (x)dx = /ym (1 —y?)dy

Se m = 2p + 1, fazemos y = cos(x) e obtemos:

/sinzpﬂ(x) cos" (x)dx = — /y”(l —y?)Pdy

Note que as integrais em y nada mais sdo do que integrais de fun¢des racionais em y.
Vejamos outro modo de se calcular a integral da fungdo sec(x)
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Exemplo 38 Calcular:

/cosz(x) sin®(x)dx

Solugio: Neste caso, em que a poténcia do seno é impar, fazemos y = cos(x), e obtemos:

/cosz(x) sin®(x)dx = /cosz(x) - (1 = cos?(x)) - sin(x)d /y (1—y?)dy =

3 3
v +y Lo o8 (x) cos”(x)

3 5 5 3 +C

Exemplo 39 Calcular:

/sec(x)dx

Solugao: Temos:

/sec(x)dx:/msl—(x)dx:/fsssz( )d y = sin(x ); 1iyy :/(11]/—1_1—1%]/) dy =

1 1 1+ sin(x) (1 —|— s1n(x))2
=-In(|1+ 1— +C =
2 (| ]/' | y| Sln o SIHZ(X)
1
0 + sin(x LC
Jeos(x)| cos(x
Como para todo x temos 1 + sin(x) > 0, temos:

1+sin(x) _ ’1 tsin(x)| _ | sec(x) + tan(x)]

| cos(x)| cos(x)

e portanto:

/sec(x)dx = In|sec(x) + tan(x)| + C

6.4 Integral de cos™(x) -sin”(x), onde m e n sdo pares, um deles negativo

Neste caso convém utilizarmos as formulas:

{1 + tan?(x) =

s
1+ cos?(x) = csc?(x)
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Recordemos, também, que:

1

d d
— (tan(x)) = sec?(x) = o2(x) e %(cos(x)) = —csc?(x)

dx

Observamos agora que, como m e 1 sdo pares, podemos escrever:

sin™ (x) - cos” (x)dx = sin"?P(x) - cos 21 (x) - cosiwdx =

= (csc?(x))P - (sec2(x))‘7di(tan(x))dx

X

Fazendo y = tan(x) — e portanto y’(x) = sec?(x), de modo que dy = sec?(x)dx, obtemos:

csc?(x))P - (sec?(x))1 F

Assim,

/sinm(x) -cos" (x)dx = / (1 + y1—2>p (1 +y*)Pdy

e o resto da integracdo se faz por fragdes parciais.
Poderiamos, também, ter escrito:

sin~2P(x) - cos 21 (x)

sin?(x) dx = —(csc?(x))P - (sec?(x))7 - i(cot( ))dx

dx

de modo que fazendo a mudanga de varidveis y = cot(x), obtemos:

/ sin‘z’j(af) cos H(x) /(1 +y?)P - (1 + %)qdy

sin?(x)

Exemplo 40 Calcular:

/tanz(x)dx
Solugido: Fazendo y = tan(x), tem-se:
2 a (tan(x 2 2
e [ S0 g (0D, gy P gy [y
/tan (x)dx = /cosz(x)dx AOR 1+L2 T+ y= 1142 dy

=y —arctan(y) + C = tan(x) — x + C.
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6.5 Integral de cos™(x) -sin”(x), onde m ou n é impar e positivo (mas ndo
ambos) e o outro é um niimero qualquer

Nestes casos, faz-se uma das seguintes substitui¢des: y = cos(x) ou y = sin(x).

Exemplo 41 Calcular:

/ Y/ cos(x) - sin®(x)dx

Solucido: aqui fazemos y = cos(x), de modo que:

/mshﬁ(x)dx:—/W.(l_yZ)dy:_/(y%_2y§+y133,)dy:

3 16

34 3 1w 3 1 6(Cos(x)>?

4 10 6 3
=g Y Tyt = g(COS(x))

w5

(cos(x))F —

=1 W
—_

7 Integrandos do Tipo R(x, vk + x?) — Substitui¢do Trigonométrica

Supomos, aqui, que k # 0, e que se k < 0 entdo x? leva o sinal positivo, de forma que podemos
distinguir os trés tipos de raizes com k = 4-a?,a > 0:

a) Va2 — 12
b) VvV x? — a2
c) Va2 + x?

Cada uma das integrais correspondentes se reduz a uma integral que pode ser resolvida
mediante substitui¢des simples, sugeridas pelo Teorema de Pitdgoras.
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No caso a), consideramos um tridngulo retdngulo com hipotenusa a e um cateto igual a
x:

0 que sugere a substitui¢ao:

g =sin(f) ou x =a-sin(6)

Exemplo 42 Calcular:

/%T_'

— )2
72 dx

Solugdo: Aqui temos um radical do tipo va? — x2 no integrando, de modo que convém
considerarmos um tridngulo retdngulo com hipotenusa 2 = 3 e um cateto igual a x:

3
x
6
V9 — x?
0 que, como vimos, sugere a substituig¢do:
x(0) = 3-sin(H)
de modo que dx = 3cos(0)df. Assim,
V9 —x%2 =3cos(h), para — %T <9< ;
Assim,
/ - X2dx = 1/M -3cos(0)do = 1/cotz(G)dQ - L /(CSCZ(Q) —1)do =
2x? ~ 2J 9sin?(6) 2 S 2 B
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1
= E(—cot(@) —-0)+C

Devemos, agora, escrever este resultado em termos da varidvel original, x — ou seja, deve-
mos expressar 6 e cot(f) em termos de x.

:l

Sabemos que, se x = 3 - sin(f),entdo 6 — g <p< <3 Como sin é bijetora em [—7/2, /2]

podemos, portanto, escrever § em termos de x
. (X
f = arcsin (—)
3
Com auxilio do tridngulo acima, concluimos que:

9 — x2

cot(9) = »

Substituindo no resultado obtido, segue que:

/ 9 1 (—9—_362—arcsin (g)) +C

2x2 2 X

No caso b), a hipotenusa deve ser igual a x e um dos catetos dado por a:

¢ N gD
6
a

0 que sugere a substituigdo:

; = cos(f) ou x =a-sec(f)

.

Exemplo 43 Calcular:

1
—dx
/ xVx?2—4

Solugdo: Aqui temos um radical do tipo vx% —a? no integrando, de modo que convém
considerarmos um tridngulo retdngulo em que 2 e x sejam ambos medidas de catetos:
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X

VxZ—4
6
2

Fazemos, portanto, a substituicdo x(6) = 2 - sec(#). Desta forma, dx = 2 - sec(6) tan(60)d6,
e assim:

x =2-sec()
logo, dx = 2sec(0) tan(0)d6, de modo que:

/ 25ec ) tan(6) d9 B
2-sec(0)+/4sec?(0) —

/N,fz—_

tan(6 tan(6
/ / (9) 9 =
\/4sec?(6 24/sec? 9)
tan
do =
2tan /
Vamos, agora, expressar este resultado em termos da varidvel original x, ou seja, dev-

eremos expressar § em termos de x. Com auxilio do tridngulo desenhado anteriormente,
concluimos que:

cos(f) = ;

2
0 = arccos (—) .
X

/—xdx—1 arccos z +C
xWal—4 2 X '

e portanto:

Assim,
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Finalmente, no caso c), tanto x quanto 4 devem ser catetos:

0 que sugere a substitui¢ao:

g = tan(f) ou x =a-tan(6).

Exemplo 44 Calcular:
x2
[
3vVxZ+4

Solugdo: Aqui temos um radical do tipo va?+ x? no integrando, de modo que convém
considerarmos um tridngulo retdngulo em que 2 e x sejam ambos medidas de catetos:

Fazemos, portanto, a substituicdo x(6) = 2-tan(f). Desta forma, dx = 2 -sec?(6)d0, e
assim:

x2+4=2-sec(f) para —g<9<g

logo,
/ x? gy — 174 tan?(6)
3va2+4  3J 2-sec(h)

= 2 [(sec(8) ~ 1) -sec(@)d = § [ (sec’(6) — sec(®))d0 =

-2sec?(0)do = %/tanz(ﬂ) -sec(0)df =
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_ g (%sec (6) tan (6) — %m tan (8) + sec (8)| + c)

Retornando & varidvel x = 2tan(f), observando o tridngulo desenhado anteriormente,
segue que:

+xvVx24+4|+C

2 1 ‘x—i—\/x2+4’
— = dx=>|—-4In
/3\/x2+4 6 2

8 Integrais da forma [ R(x, vax2 + bx + c)dx

Consideraremos integrais da forma:

/ R(x, v ax? + bx + c)dx (12)

Apresentaremos um método que nos permite transformar a integral acima em uma da
forma:

/ R(sin(z), cos(z))dz, (13)
onde R é uma funcao racional de duas variaveis.
Primeiramente transformamos o trindmio:

b\?2 b2

2 _
ax“+bx+c=a-|x+—) +{c——
( 2a> ( 4a>

Fazemos, em seguida, uma mudanga de varidvel, fazendo:

x—i—ﬂzt, dx = dt
2a

de modo que:

2
vVax?+bx+c= \/at2—|— (c—b—)

Os casos possiveis sao:

2

1. a > 0ec—b%*/4a > 0. Neste caso, fazemos a = m? e ¢ — b/2a = n?, de modo a

podermos escrever:

Vax2 +bx +c = Vm2t2 + n2
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2

2.a>0ec—b?/4a < 0. Neste caso, fazemos a = m? e ¢ — b?/4a = —n?. Assim,

Vax2 +bx +c = Vm22 — n2

3.a < 0ec—Db%/4a > 0. Neste caso, fazemos a = —m? e ¢ — b*/4a = n?. Assim,

Vax2 +bx +c = Vn2 — m22

4.a < 0ec—b*/4a < 0. Neste caso, vax2 + bx + ¢ é um ntimero complexo para qualquer
que seja o valor atribuido a x.

Desta forma, a integral é defuzida a um dos seguintes tipos de integral:
1) /R(t, m2t2 + n?)dt
(10 /R(t, 22— n2)dt
(1) /R(t, n? — m2t2)dt

As integrais do tipo (I) sdo resolvidas mediante a substituicdo:

n
f = —t
an(z)

As integrais do tipo (II) sdo resolvidas mediante a substituicdo:

n
t — —
- sec(z)

As integrais do tipo (III) sdo resolvidas mediante a substituic¢do:

n
pong
= —sin(z)

Solugdo: Sendo uma intergral do tipo (III), aplicamos uma substitui¢do x = a - sin(z), de
modo que:

Exemplo 45 Calcular:

dx = a-cos(z)dz
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a-cos(z)dz a-cos(z)dz 1 dz
/ / :/ 3 3 :—2/ 5 :—Ztan(Z)‘l‘C:
/(a —x2 \/ _ 2sin?(z))? a3-cos3(z) 4% ) cos?(z) a
1 1 i 1
:_2.%+C:_z.ﬂ+cz_z.%+c.
a? cos(z) a 1 — sin?(z) a a? —x

9 FuncoOes cujas Integrais Nao Podem ser Expressas em Ter-
mos de Fun¢des Elementares

Vimos que qualquer fun¢do continua definida em um intervalo da forma [a, b] admite uma
primitiva: em outras palavras, sempre existe uma funcdo F : [2,b] — R tal que F/(x) = f(x).
No entanto, nem toda primitiva, mesmo que exista, pode ser expressa como em termos de
funcoes elementares.

Recorde que uma fungdo elementar na variavel x é uma func¢do que, num ntmero finito de
passos, pode ser construida através de fungdes algébricas, da fun¢do exponencial ou da fungao
logaritmica aplicando operag¢des de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e composicdo de
fungdes. Um estudo detalhado das fungdes cujas integrais podem ser escritas em termos de
fungdes elementares foi feito por Liouville. Remetemos o leitor interessado a [4].

Alguns exemplos de integrais que ndo podem ser expressas em termos de funcgdes ele-

mentares sao:
/exzdx, /sm /\/ — k2 sin? /1
2 er / ot / In(x) /
/e dx, /xdx, e dx, —x2+1dx, In(In(x))dx

dentre muitas outras. Alguns exemplos, que ndo provaremos, de integrais ndo-elementares:

e se ¢(x) é um polindmio de grau maior do que 1, entdo / 8™ dx ndo é uma funcio ele-
mentar;

e se f(x) é um polindmio com grau maior ou igual a 1, entdo / dx ndo é uma fungdo

f(x)

elementar
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