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Prefacio

A Morfologia Matematica foi criada em meados da década de sessenta, pelo grupo liderado por Georg
Matheron e Jean Serra, da Ecole Supérieure des Mines de Paris, em Fontainebleau. Até o final dos a
setenta, seu grande potencial para a Analise de Imagens tinha sido reconhecido e bastante utilizadc
Europa, principalmente nas areas envolvendo Microscopia. A partir dos anos oitenta, a Morfologi:
Matematica comecou também a ser difundida nos Estados Unidos e hoje é um fértil campo de pesquis
tanto tedricas como praticas, sendo vigorosamente explorado em todo o mundo.

No INPE, a Morfologia Matematica comecou a ser estudada por volta de 1984, com a chegada de (
engenheiro que participava de um programa de cooperacao técnica com a Franca, Christian Guichou. |
1986, foi desenvolvido na Divisdo de Processamento de Imagens do INPE um software de Analise de Inr
gens baseado na Morfologia Matematica e denominado ANIMA, por varios membros daquela Divisac
Embora esse software fosse relativamente simples, oferecendo apenas algumas operacdes em ima
binarias, ja era possivel obter resultados interessantes, como detecdo de bordas, contagem de partic
etc. No ano seguinte, um dos autores deste livro, Junior Barrera, completou com brilho sua dissertacao
mestrado na area. Os estudos prosseguiram, com o outro autor do livro, Dr. Gerald J. F. Banon, liderar
uma série de seminarios sobre os trabalhos de Petros Maragos. Além de alguns resultados aplicac
envolvendo a eliminacao de listras em imagens do satélite Spot, ou a avaliacdo do desempenho de d
tores morfolégicos de bordas que haviam sido propostos por Robert M. Haralick, importantes resultadc
tedricos foram obtidos pelos autores deste livro, com a generalizacdo de decomposicfes para operadc
invariantes por translacéo (i.t.) e isotdnicos, para o caso de operadores i.t., mas ndo necessariame
isotdnicos e a extensao desses resultados originalmente formulados para subconjuntos, para 0 caso ¢
de transformacgdes quaisquer entre dois reticulados completos.

O autor deste prefacio teve, portanto, a oportunidade de ser testemunha do empenho e da capacic
demonstrados pelos Drs. Banon e Barrera, que agora oferecem a comunidade académica a oportunic
de, pela primeira vez, ter disponivel em lingua portuguesa um texto dedicado a Morfologia Matematic:

Sao José dos Campos, maio de 1994.
Nelson D. A. Mascarenhas.
Esta segunda edicdo contem pequenas correcdes de datilografia que ndo alteraram a paginacéo da prin
edicdo. Estas correcdes foram o resultado de uma releitura cuidadosa e de observacgdes transmetidas |

leitores ao autor. Com o avanco da tecnologia durante este quatro anos, é agora possivel disponibiliz
integra deste livro de forma eletrénica.

Sao José dos Campos, julho de 1998.

Gerald J. F. Banon e Junior Barrera.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise de imagens por computador digital (ou, simplesmamiéise de imagef® uma tecnologia
importante na sociedade moderna, pois auxilia o desenvolvimento de atividades humanas nas mais div
sas areas: medicina, odontologia, biologia, geologia, metereologia, astronomia, engenharia de produc:
robotica, fisica, quimica, macro—economia, direito, arquitetura, artes, arqueologia, ...

Um paciente com um tumor no cérebro necessita de uma cirurgia. A operacao é delicada e o neurocir
gido deve planeja—la cuidadosamente. Dentre as informacdes mais relevantes para descrever o que
estéo a localizacdo, o tamanho e a forma do tumor. Para adquirir dados dessa natureza o cirurgido dis
da tomografia, um conjunto de imagens de fatias transversais do cérebro adquiridas por um dispositi
eletrdnico. A analise dessas imagens leva as informacfes desejadas, porém este procedimento norr
mente envolve tarefas complexas: visualizagcéo de objetos tridimensionais a partir de cortes, observag
dos objetos sob pontos de vista diversos, diferenciacao de texturas similares, tomada de medidas geom
cas precisas, etc. Nesse caso, o papel da analise de imagens é exatamente fornecer ferramentas pare
plificar essas tarefas.

Um robd movel desenvolve tarefas num universo héstil. As suas cameras acusam a presenca de
obstaculo em rota de colisdo e o computador de bordo corrige 0 seu curso. Para o seu deslocamentc
ambiente desconhecido, o robé faz uso de algoritmos automaticos de anélise de imagens para a iden
cacao de alvos e a inferéncia de posigao.

Os bancos de dados constituem um dos usos mais populares dos recursos da informética. Emborz:
bancos de dados mais comuns (funcionarios de uma empresa, alunos de uma escola, etc.) armazenem
nas informacdes descritas na forma de cadeia de caracteres, existem aplicacées em que é importante a
zenar imagens: a policia federal gostaria de dispor de um banco de fotos e impressées digitais de crimil
Sos, O instituto de marcas e patentes gostaria de dispor de um banco dos logotipos das empre
cadastradas, o museu do Louvre gostaria de dispor de um banco de suas obras de artes, etc. Um dos pr
mas chaves em banco de dados convencionais é a consulta e o mesmo vale para bancos de imagens.
uma certa amostra de impressao digital, como verificar se ela pertence a um criminoso fichado? Dado
certo logotipo proposto para ser registrado, como verificar se ele é plagio ou ndo? Dada uma certa ol
de arte, como identificar qual o seu estilo? As técnicas de analise de imagens aparecem como o camit
natural para responder a essas perguntas.

Em uma sociedade cada vez mais competitiva, o controle de qualidade de produtos industrializad:
constitue uma das principais preocupacoes dos engenheiros de producéo: as placas de circuitos impre:
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devem ter as suas trilhas perfeitas, as barras de ligas metélicas devem suportar cargas correspondentes
suas especificacdes, as cintas de aco que robustessem os pneus devem estar distribuidas de forma regu
ao longo dasuperficie de borracha, os graos de arroz polidos ndo podem estar quebrados, as pecas de
ceramica nao podem estar lascadas, etc. Em todos os casos, o controle deve se processar de forma preci
sistematica, eficiente e sem danificar o produto. A andlise de imagens atinge esses objetivos através de
algoritmos que identificam padrées geométricos que refletem qualidades dos produtos. Assim, as trilhas
dos circuitos devem ser continuas e disjuntas de trilhas vizinhas, a distribuicdo de graos em secc¢des trans
versais de ligas permite aferir a resisténcia do material, a distancia entre as cintas dos pneus deve se
constante, os graos de arroz devem ser ponteagudos e ter um comprimento minimo, as pecas de ceramic
devem ser lisas.

Antes do advento do uso de computadores para a edi¢cao de textos, uma infinidade de documentos fo
produzido por maquinas de escrever. A necessidade de arquivar esses documentos em bancos de dadk
ou reproduzi—los, apos a modificacdo de pequenos trechos, motivou o desenvolvimento de equipamentos
gue adquirem esses documentos na forma de imagens digitais e os transformam em arquivos de charactere
compativeis com os editores de texto. A principal tarefa desses sistemas de analise de imagens especializ:
dos é reconhecer os caracteres e palavras presentes nas imagens dos textos.

Estudos geoldgicos e sondagens locais em uma regido apontam a existéncia de petréleo. Antes de to
mar a decisdo de investir recursos para a extracao do 6leo, o responsavel pela empresa petrolifera necess
de maiores informacgdes sobre a viabilidade econdmica da operacédo. Uma das informacdes mais relevante
para caracterizar o quadro € a permeabilidade da rocha, isto &, a dificuldade que o 6leo teria para escoa
através da rede de canais internos a rocha. Para isso, é precisso estudar a geometria da rede de canais. |
exemplo, se existirem muitos canais estreitos a energia necessaria para retirar o 6leo tende a ser grand
Usualmente, extraisse uma amostra cilindrica da rocha e corta—se essa amostra em fatias transversais. Ca
fatia correspondera a umaimagem. A partir desse conjunto de imagens, reconstroisse a estrutura tridimen:
sional dos canais. Os problemas envolvidos nesse procedimento sdo similares aos que aparecem na anli:
de tomografias.

O volume da safra agricola € um parametro macro—econémico muito importante, contudo, em paises
de dimenséo continental, como o Brasil e 0 Canad4, a sua estimacao é uma tarefa complexa. O caminhc
usualmente adotado para atacar o problema é a analise de imagens de sensoriamento remoto. Cada cultu
tem uma resposta caracteristica, quando observada pelos sensores dos satélites: a “assinatura espectra
Os procedimentos de andlise de imagens devem identificar as regiées onde ocorrem culturas com a mesm
assinatura espectral. Procedimentos analogos podem ser adotados para identificar e classificar outras for
mas de ocupacéo do solo, como, por exemplo, o nivel e a origem de desmatamentos em grandes floresta

E o nimero de exemplos de aplicacdes ndo para por aqui. Poderiamos falar do controle de trafico urba-
no, da previséo de tempo, da andlise de campos de temparatura, da classificacdo de cromossomos ou (
galaxias, da analise do adensamento de células cora@i®s genéticas, etc. De fato, parece que a cada
dia que passa surgem novos horizontes para aplicacdes dessa tecnologia emergente, que € tema de pesq
sas continuas em universidades e centros de pesquisa de todo o mundo.

Apesar da incrivel diversidade de objetivos, todos esses problemas tém uma caracteristica comum: a
necessidade dextrair informacdes a partir de imagens

A nocao intuitiva de imagem encerra um conjunto de informaséigestoessignificadosambigui-
dadesetc. Normalmente, dependendo do contexto envolvido, essas informacdes tém caracteristicas com-
pletamente diferenciadas: um biélogo examinando através de um microscopio as caracteristicas dos cro-
mossomos de uma célula é capaz de responder algumas perguntas relativas a herenca genética do individt
do qual a célula foi extraida, um gedlogo examinando fei¢cdes lineares em fotos areas é capaz de responde
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perguntas relativas a caracteristicas geoldgicas da regido. Embora as imagens microscépicas de cromo
MOS e as imagens areas de feicdes geoldgicas fornecam informacgdes absolutamente ndo correlaciona
as duas imagens podem ter caracterigpasiétricagespectraisimilares, por exemplo, um cromossomo
observado individualmente poderia ser confundido com um pequeno rio ou com um trecho de estrada.
analise de imagens explora exatamente as caracteristicas geométricas e espectrais comuns a qualquer
gem, de forma que um Unico conjunto de técnicas € aplicavel aos mais diversos contextos.

As pesquisas em analise de imagens iniciaram—se no inicio da década de sessenta, como parte das
dades do programa espacial americano, conduzido pela NASA. O objetivo original era melhorar a qual
dade das imagens captadas pelas sondas espaciais. Com o passar dos anos a tecnologia desenvolvi
reaproveitada em outros campos e apareceram novos problemas, que motivaram novas descobertas.
toricamente, a area sofreu grande influéncia das universidades americanas e caracterizou—se pelo us
técnicas digitais de diversas naturefitsagem linear reconhecimento estatistico de padr@gamati-
cas formaisredes neuraisinteligéncia artificial etc.

Por volta do ano de 1964, na Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris, em Fontainebleau, Geo
Matheron e Jean Serra decidiram experimentar uma abordagem singular para resolver problemas
analise de imagenextrair informacao de imagens a partir de transformacdes de fomealizadas atra-
vés de dois operadores ou transformacdes elementares, que eles denodilgtagine erosao

A dilatacéo e a eroséo foram criadas a partir das no¢8estee subtracdo de Minkowskitroduzi-
das, respectivamente, por Minkowski [Minkow03] e Hadwiger [Hadwig50, Hadwig57]. As transfor-
macdes produzidas nas imagens binarias (i.e. cujos pixels podem tomar apenas os valores 0 ou 1) pt
dilatacOes e erosdes dependem de padrdes predefinidos, chaleatwdos estruturantegue as son-
dam localmente. Na dilatagéo, verifica—se quando o elemento estruturante toca o objeto (i.e., 0s pixels
imagem binaria que tém o valor 1) e na erosdo, quando ele esta contido.

Fazendo a analogia com um jogo de armar, os operadores seriam 0s objetos criados, enquanto as ¢
tacOes e as erosdes seriam as pecas a serem encaixadas. Assim como no jogo de armar as pecas sdo
para construir modulos e os médulos sdo integrados para formar objetos, na estratégia de Matheron e Se
as dilatacoes e as erosdes sao usadas para criar operadores simples e estes sdo compostos para pr
operadores mais complexos. De fato, este mecanismo levou a resultados muito interessantes: os divel
esqueletasa descricao de formas mmanulometria osfiltros morfolégicos aextracéo de contorngs
preenchimento de buracostc.

Entre 1964 e 1968, Matheron e Serra, com a ajuda do engenheiro Jean Claude Klein, transformar:
a sua idéia em tecnologia, construindo o primeiro analisador morfologico de imatjedue Ana-
lyser”, um computador com hardware especializado para realizar, com eficiéncia, dilatacdes, erosdes
operacdes logicas entre imagens binarias. Com esse instrumento muitos problemas praticos de analis
imagens foram resolvidos, o que motivou a sua industrializacéo e provocou um grande impulso das pesq
sas em uma nova disciplinaMorfologia MatematicgMM).

O nome Morfologia Matematica, hoje em dia consagrado, apareceu na época no proprio campus
Fontainebleau. A palavraorfologiavem do grego e significa estudo (i@gia) das formas (i.emor-
phog. Consistente com o significado literal, o propdsito original era analisar estruturas geométricas, er
imagens microcopicas de amostras de rochas ou metais, e relacionar os resultados com propriedades
cas dos materiais.

Ainda na década de sessenta, Serra e Matheron fundaram o Centre de Morphologie Mathématique
I'Ecole National Supérieur des Mines de Paris. Os principais resultados obtidos nesse centro ao longo
trés décadas de pesquisa foram organizados em trés IRaoslom Sets and Integral Geometry
[Mather75],Image Analysis and Mathematical Morphold§grra82] dmage Analysis and Mathemati-
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cal Morphology, part I[Serra88]. Esses trés livros, hoje classicos da &rea, estabeleceram as bases da teoria
e indicaram como ela pode ser aplicada a problemas reais de analise de imagens.

As bases tedricas da MM para subconjuntos foram formalizadas pelos préprios Serra e Matheron nos
primeiros anos de pesquisa. Estudando as dilatacfes e erosdes, eles descobriram uma cole¢cao de propri
dades interessantes e chegaram a um resultado instigaaitpier operador invariante por translacao
(i.t.) e isotGnicoou crescent@.e., que preserva a relacéo de inclugi@o)e ser decomposto como um su-
premo de erosdes ou infimo de dilatac®&as outros termos, as dilatacdes e erosées sdo os elementos fun-
damentais para construir uma ampla classe de operadores. Este resultado tedrico vinha a corraborar cor
a rigueza dos resultados praticos obtidos pelo “Texture Analyser”.

Posteriormente, as idéias estabelecidas para operadores sobre subconjuntos foram estendidas pat
operadores sobre funcdes (i.e. imagens em niveis de cinza). A ligacdo entre os conceitos aplicados a sub
conjuntos e os conceitos aplicados a fungdes estabeleceu—se pela rsagébrdede uma funciae.
lugar geométrico dos pontos situados abaixo do grafico da funcéo). As erosdes e as dilatacbes aplicada:
a uma funcao tém uma relacdo um para um com erosdes e dilatagdes aplicadas a sombra desta mesn
funcdo. Dadas as definicfes de erosao e dilatacao entre funcdes, pode—se construir uma série de operador
analogos aos conhecidos para subconjuntos.

Os operadores classicos aplicados a funcdes reaisgaeradores lineares i.tEstes operadores tém
certas caracteristicas singulares: existe uma relacdo um para um entre o conjunto dos operadores lineare
i.t. e 0 conjunto das funcdes reais, isto é, a cada operador linear podemos associar uma Unica funcao rea
chamada déuncéo de espalhamento puntuala cada fungéo real podemos associar um Unico operador
linear; o transformado de uma funcao real por um operador lingaoéuwio de convolucadesta funcéo
pela funcdo de espalhamento puntual do operador.

As dilatacOes e erosfes i.t. aplicadas a subconjuntos tém certas caracteristicas semelhantes aos oper
dores lineares: existe uma relagdo um para um entre o conjunto das dilatacdes (resp. erosdes) e 0 conjunt
dos subconjuntos, isto é, a cada dilatacao (resp. erosao) podemos associar um Unico subconjunto, chamac
de elemento estruturant@ a cada subconjunto podemos associar uma Unica dilatacdo (resp. erosdo); o
transformado de um subconjunto por uma dilatagéo (resp. erosm)&eesp diferencd de Minkowski
deste subconjunto pelo elemento estruturante da dilatacéo (resp. erosao).

Algumas contribuicdes a teoria da MM para funcdes foram feitas por Sternberg, que também criou,
juntamente com os seus colaboradores do Environment Research Institute of Michigan, um sistema para
a analise de imagens biomédicasCytbcomputéet

A partir da década de oitenta, Matheron e Serra perceberam que os resultados obtidos para conjuntos
e funcdes tinham essencialmente um fator comum: dependiam de uma relacéo de ordem, a incluséo, nc
caso de subconjuntos, e a relacdo de ordem herdada da relacdo de ordem entre niimeros inteiros, no ca
de funces. Este fato motivou a generalizacéo da teoria para o domieiioditesdos completosonjun-
tos providos de uma relacao de ordem e tais que o supremo e o infimo de qualquer subconjunto existem.

A partir dessa formulagcdo mais abstrata, as definicbes e propriedades da MM para subconjuntos e
funcdes podiam ser vistas como casos particulares de uma teoria geral. A formulagédo da MM sobre reticu-
lados completos permitiu também reinterprerar resultados classicos e vislumbrar novos horizbntes: as
miarizacOesle imagens em niveis de cinzaflag;des distancias aamostragenpodem ser vistas como
erosodes ou dilatagdes, etc.

Aidéia de decomposicédo de operadores i.t. e isotbnicos em termos de erosdes ou dilatacdes foi retoma:
da por Maragos e por Dougherty e Giardina, que, independentemente, concluiram que existia um conjunto
minimo de erosdes ou dilatacdes suficiente para representar os operadores dessa classe.
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Os resultados sobre a decomposicéo de operadores i.t. e isotdnicos foram generalizados por Banc
Barrera para o caso de operadores i.t. ndo necessariamente isotbnicos. Esta extensao foi possivel cc
introducéo de mais duas classes de operadores elemeasargs:-dilatacfes asanti—erosdes

A partir dessas decomposic¢des, Doughety desenvolveu a técnica de projeto de filtros morfoldgicos 6t
mos. A idéia original de Dougherty foi aplicar a teoria de estimacéo classica para estimar a base de L
operador que é 6timo segundo um certo critério, por exemplo, 0 minimo erro absoluto ou 0 minimo err
guadratico. Como qualquer operador i.t. tem uma base correspondente, o0 universo de busca é a proéj
classe dos operadores i.t.. Esta formulacéo € o primeiro resultado conhecido que permite o projeto de
tros morfoldgicos.

Banon and Barrera ainda extenderam o seu resultado original sobre subconjuntos para o caso gera
operadores quaisquer entre dois reticulados completos. Este resultado € ainda mais instigante, pois gar:
gue a MM é capaz de representar qualquer tranformacao entre reticulados completos. Em pégtieular, a
ria de circuitos de chaveamentdassicamente empregada para o projeto de arquiteturas de computadores
pode ser vista como uma caso particular da representacdo de tranformacgdes entre reticulados comple
pela MM.

Outros resultados relevantes no dominio dos reticulados completos séo a tdniasdo®rfologi-
cos devida a [Serra88], emaorfologia sobre grafqslevida a Vincent. Na sua teoria dos filtros morfolégi-
cos, Serra estudou detalhadamente a classe dos operadores isotonicos e idempotentes (i.e., invarian
autocomposicao). Vincent, propos a genralizacao de uma colecado de algoritmos classicos para o domi
dos grafos de vizinhanca (i.e., grafos construidos a partir da relacdo de vizinhancga entre objetos).

Em resumo, sob um ponto de vista teérico, a MM estuda decomposicdes de operadores (i.e. mapt
mentos ou transformacdes) entre reticulados completos em termos de quatro classes de operadores
mentaresdilatacdeserosdesanti—dilatacbeganti—erosbesEsta teoria é suportada por varios resultados
tedricos, que caracterizam propriedades importantes de varias classes de operadores entre reticula
completos, como os filtros morfolégicos, os esqueletos, as granulometrias, etc. Sob um ponto de vis
pratico, esta técnica tem aplicagcbes em varios Problemas de Andlise de Imagmesidergcaoseg-
mentacapmedidasdescri¢do simbdlicaetc.), assim constituindo—se em uma abordagem unificada para
os Problemas de Andlise de Imagens. Este fato, € uma caracteristica singular da MM, pois classicame
cada tipo de problema em Anélise de Imagens é resolvido por um conjunto de técnicas que néo séo Ut
para outros tipos de problemas.

O estudo da MM ficou restrito ao grupo da Ecole des Mines de Paris por varios anos, antes de encont
outros adaptos na Europa e Estados Unidos. Um fato que evidenciou o crescimento do interesse
comunidade cientifica internacional pela MM foi a publicacdo de niUmeros especiais sobre o tema nas
vistasComputer Vision, Graphics and Image Processi8ggnal Processingespectivamente, em 1986
e 1989.

Hoje, a MM é uma matéria intensivamente pesquisada em Universidades e Centros de Pesquisa de t
o mundo, contando com dois congressos internacionais especificos sobre o tema, varios livros publicac
e em preparacdo, além de uma extensa colecéo de artigos nos periddicos mais importantes das aree
Andlise de imagens e Matematica.

Este livro € umaintrodu¢cdo a MM para subconjuntos e suas aplicacAadkse de Imagens Binarias
BidimensionaisAssociado ao livro oferecemos um software para analise morfolégica de imagexe: a
de ferramentas MMacliEste software roda sobre a plataforma KHOROS, que € um ambiente para Analise
de Imagens que tornou—se muito popular. No apéndice A apresentamos uma breve descricao da caixe
ferramentas MMach.
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No Capitulo 2 € introduzida a nocaoigegem binariaassim como, as duas estruturas matematicas
apropriadas para descrevé—lasiigebra de Boole oreticulado completoAs imagens binérias séo
representadas equivalentementesotaconjuntosufuncgdes binariasPara falar dessa equivaléncia apre-
sentamos também a nocaastemorfismoAs noc¢des de reticulado completo e isomorfismo serdo retoma-
das em outros capitulos para descreverem outros objetos de interesse.

No Capitulo 3, introduzimos a definicdo axiomaticaajmeradores elementares da Magsim como,
a representacao construtiva da dilatacdo. Na Ultima parte deste capitulo, apresentamos formas de
construcdo de um operador a partir de outros e estudamos as propriedades que séo preservadas nest
construcfes. Mostramos também que as classes dos operadores elementares formam reticulados compls
tos.

No Capitulo 4, estruturamos o dominio dos operadores congoupn AbelianoEssa estrutura per-
mite definir a operacéo denslacace, consequentemente, a classeogp@sadores invariantes por trans-
lacdo(i.t.). Introduzimos também as nocdesadicao e subtracdo de Minkowskiverificamos que os
operadores elementares i.t. podem ser descritos explicitamente em termos dessas operagdes. Para aprov
tar as propriedades interessantes dos operadores i.t. e evitar os efeitos de borda indesejaveis que eles pode
apresentar em certas condi¢des praticas, definimos ainda a clasperdo®res condicionalmente in-
variantes por translacéo

No Capitulo 5 voltamos a estudar os operadores elementares definidos no Capitulo 3 em toda a sua
generalidade. Dentro desse contexto introduzimos a nogh@tidade entre dilatacdes e eros@esno
uma correspondéncia um para um entre o conjunto das dilatagdes e o conjunto das erosdes. Exemplifica:
mos este conceito apresentando duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na
trutura de reticulado completo e aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. A partir
da primeira, deduzimos também uma caracterizagéo para as erosdes a partir da caracterizacao para as dil
tacBes apresentada no Capitulo 3.

No Capitulo 6 introduzimos duas novas classes de operadabsriagase ofechamentggjue ocu-
pam um papel fundamental na areafiloes morfolégicos Primeiramente, apresentamos as nogdes de
aberturasefechamentos algébricoEm seguida, apresentamos 0s casos particularabeléisrase dos
fechamentos morfolégicasinalmente, estudamos as aberturas e fechamentos i.t. e apresentamos o teore-
ma de Matheron para as aberturas e fechamentos, que estabelece uma forma construtiva para a represe
tacdo de aberturas e fechamentos algébricos, respectivamente, em termos de aberturas e fechamentos mc
folégicos.

No Capitulo 7 apresentamos a teoridal@ologia Digital que estuda a aplicacéo das nocdes definidas
emTopologiasobre imagens binarias. A partir da nocaesfgaco morfolégicaque se apresenta como
uma simplificacdo da nocéo de espaco topoldgico, introduzimos alguns conceitos basicos de Topologia
Digital, tais comaconexidadeponto isoladopbordas arvores de adjacéncjdomotopia etc.

No Capitulo 8 mostramos que a MM pode ser entendida como uma linguagem formal para a descricdo
de operadores:languagem MorfolégicaA partir da caracterizacdo da MM como uma linguagem formal
conceituamos umdaquina Morfol6gicacomo uma implementacao particular da Linguagem Morfol6gi-
ca. Assim, unprograma em uma Maquina Morfologicarrespondera a unfiease da Linguagem Mor-
folégica Finalmente, discutimos a arquitetura de uma Maquina Morfolégica tipica.

No capitulo 9 apresentamos um conjunto de programas para Maquinas Morfoldgicas (i.e., operadores
da MM) que tém sido usados intensivamente para solucionar problemas de Analise de inGzajeas: a
de Ferramentas da Morfologia Mateméatidgsses programas sao organizados hierarquicamente confor-
me o numero de chamadas que fazem a programas que representam operadores elementares. Uma coleg
de exemplos de aplicacao ilustram o efeito dessas ferramentas a imagens reais.



Capitulo 2

Algebra e imagens binarias

Em Analise de Imagens, os objetos mais simples que manipulamos séo as imagens binarias. Estas imag
sdo representadas matematicamente por subconjuntos ou, de maneira equivalente, por fun¢des binal
Nos seus primordios, a Morfologia Matematica era usada para estudar o relacionamento entre os me
porosos e sua permeabilidade [Mather67, Serra82]. Neste caso, 0s objetos considerados eram os gr
gue eram representados matematicamente por subconjuntos do espaco Euclidiano de 2 ou 3 dimens

Neste capitulo, apresentamos as duas estruturas matematicas apropriadas para descrever as ima
binarias e suas operacdes: a algebra de Boole e o reticulado completo. Para falar da equivaléncia entr:
subconjuntos e as fun¢des binarias, apresentamos também a nocéo de isomorfismo.

As nocdes de reticulado completo e isomorfismo, apresentadas neste capitulo, serdo usadas tamt
para descrever outros conjuntos de interesse nos proximos capitulos.

2.1 Subconjuntos versus funcdes binarias

Nesta secdo, vamos mostrar a equivaléncia entre subconjuntos e funcdes binarias.

SejaE um conjunto ndo vazio. Um elemento genéric& dedenotada. Temos entdx € E. Um
subconjunto d& é denotado genericamente PoA colecdo de todos os subconjuntosEdedenotada
P(E). Temos entaX € P(E).

Definicdo 2.1(funcédo binaria) — Umtuncao binariadefinida sobr& é um mapeamento &em {0, 1},
isto é, paradadaelemento d& a funcao binaria toma udmicovalor 0 ou 1. O

Uma funcédo binaridefinida emE é denotada genericamente por
f: E— {01}

O conjunto de todas as funcdes binarias definidds @atenotado {0, 15. Temos entéd € {0, 1} E.
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Denota—se pof (xX) o elemento de {0, 1} associado ao poxtteE através dé. O conhecimento de
f(x), para todox emE, define sem ambiguidade a fungajue passe entdo a ser denotada

f: x—=1(x).

Ografico de uma funcé® o conjunto de todos os pared (X)). O grafico de uma funcddndica qual
€ o valor tomado pdem cada pontodeE. A Figura 2.1 mostra o grafico de uma funcéo birfgaticu-

] par g 0)

7] parg, 1)

Fig. 2.1 — Gréfico de uma funcao binaria.

lar. Nesta figura, os elementosklestao representados por pontos pretos, os pafge§tao representa-
dos em cinza e os pares X) em branco.

Ao nos referirmos ao grafico de uma funcao usaremos, quando ndo houver inconveniéncia, simples-
mente a palavra funcao a qual ele é equivalente.

A fim de estabelecermos formalmente a equivaléncia entre as noc¢des de funcao binaria e de subcon-
junto, precisamos definir as no¢des de suporte de uma funcao e de fungéo indicadora de um subconjunto

O suporte da funcéio € {0, 1} F, denotado suport®( é o subconjunto de dado por
suportef) = {x € E: f(x) = 0}.
A funcéo indicadora de um subconjunto=X®(E), denotaddly, é a fungdo de em{0, 1} dada por

1 sexe X
1(X) = . (xeE).
0 caso contrario

A Figura 2.2 mostra um exemplo de um subconjdhfoonjunto dos pontos pretos na area cinza) e
de uma funcéo binarfaNeste exemplo, a funcao binafrigoincide com a funcao indicadoraxie, por
sua vezX coincide com o suporte die

Proposicéo 2.1(relac&o entre subconjuntos e funcées binarias) — O mapeamehtB)dem {0, 1}F
X1y
€ uma bijecao, seu inverso é

f — suportef). O
Prova — Em primeiro lugar, para todbem P(E) ex emE, temos
X € suportely) < 1x(x) = 0 (definicdo de suporte)
< 1(x) =1 (propriedade das funcdes em {01}

<X E X, (definicdo de funcéo indicadora)



em outros termos, para tod@mP(E), suportely) = X. Isto prova que o mapeamete- 1y é injetor.

Em segundo lugar, para totlem {0, 1}* ex emE, temos

Lsuportep(X) = 1< x € suportef) (definicéo de funcéo indicadora)
<>f(x) =0 (definicdo de suporte)
= f(x) = 1, (propriedade das funcdes binarias)

isto €, 15, norten®) = F(X),

em outros termos, para totlem {0, 1}, 1 = f. Isto prova que o mapeameite- 1, é sobrejetor
Y suportef) X

e, consequentemente, uma bijecao. O
/\
X X = 1y 1y
suportef) f — suportef) f
\_/

Fig. 2.2 — Fungéo indicadora e suporte.

A Proposicdo 2.1 mostra que existe uma correspondéncia um por urgt@tee{0, 1}E. A Figura
2.3 ilustra este resultado.

Umaimagem em preto e branoaimagem binarialefinida numaradeE, formada por seteemen-
tos de imagemupixelsé, entdo, convenientemente representada tanto por um subconjbrfoatdo
por uma fungéo binaria deem {0, 1}.

No caso de uma representacdo por um subconjunto, a imagem bindria € assimilada ao su¥conjunt
dos elementos deE que representampmsicaodos pixeldrancos Por abuso de linguagem, o subcon-
junto X é entdo chamado de imagem.

No caso de uma representacdo por uma funcao binaria a imagem € assimilada a funcéddidharia
em {0, 1}, que toma o valor 0 nos elementaeE que representampmsicaodos pixelgpretose o valor
1 nos elementasdeE que representampmsicaodos pixeldrancos Por abuso de linguagem, a funcéo
binariaf €, entdo, chamada de imagem e paraxaoE, o par & f(x)) € chamado dpixel da imagem
f, X é aposicdo do pixeef(x) é sewalor.

O subconjuntX e a fungéo binarida Figura 2.2 sao representacdes matematicas equivalentes da
imagem binaria mostada na Figura 2.4.
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P(E) {0,1}F

f — suportef)

\_/

Fig. 2.3 — Bijec&o entre os subconjuntos e as funcdes binarias.

Do ponto de visto computacional, a representacao por um subconjunto € realizada através de uma lista
deposi¢cbex cujos ponteiros ndo tém nenhum significado particular, enquanto a representacao por uma
funcdo binaria é realizada através de uma listalbgesf(x) cujo ponteiro tem o significado gesicao
X.

Dependendo da proporgéo de pixels brancos na imagem, pode—se preferir uma representagéo ou outre
A representacao por subconjuntos é conveniente para imagens cuja proporcao de pixels brancos é baixe
enquanto a representacao por fungdes binarias é conveniente para imagens possuidindo uma proporca
arbitraria de pixels brancos.

Fig. 2.4 — Imagem binaria.

2.2 Algebras de Boole dos subconjuntos e das funcées binarias

As operac¢des sobre as imagens binarias sao aquelas que derivam das operacdes usuais sobre subconjun
(ou funcgBes binarias). Com estas operacdes, as imagens tém uma estrutura de Algebra de Boole.

A colecado?P(E) de todos os subconjuntos Berovida das operagdes habituais de unido, intersecao
de subconjuntos e complementacéo de subconjunto formégehaa de Booldenotada®(E), U, N, - ©).
Em outros termos, estas operagdes verificam os axiomas abaixo [BirLan65, p. 258].
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Para todo subconjun#s, B e C em P(E),

AUA=A e ANA=A (idempoténcia
AUB =BUA e ANB =BnNA (comutatividadi
(AUB)UC = Au(BUC) e @AnB)nC = An(BNC) (associatividade
AU(ANB) = A e An(AUB) = A (absorcag
AU(BNC) = (AUB)N(AUC) e AN(BUC) = (AnNB)U(ANC)

(distributividadg

existem dois subconjuntdse 1 em P(E) tais que

AUO=0UA=A e ANl=1nA=A (identidad@
AN0O=0NnA=0 e AUl=1UA=1 (lei dos nulo¥
AUA = AUA®=1 e A°NA=ANA°=0. (complementaridade

Os elemento$ e 1 chamados delementos nulosu neutrossao, respectivamente, os elemeifftes
E de P(E).

As operacfes de unidov(), intersecdo () e complementacdo~) entre funcdes binarias sdo
construidas a partir das definicdes de unidd {ntersecao () e complementacao<) entre os elemen-
tos de {0, 1}, dadas nas Tabelas 2.1 e 2.2.

Tabela 2.1 — DEFINICAO DE UNIAO E INTERSECAO.

a b avb anb
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 1

Tabela 2.2 — DEFINICAO DE COMPLEMENTACAO.

a ~a

1

Defini¢cdo 2.2(unido entre duas fung¢des binarias) — Sefam f, duas fungbes binarias definidas Em
A unido das fung¢es binariag & f, € a fun¢éo binaria definada éindenotadaf; v f, e dada por

(fL vV 1)) = £, Vv f,(0) (x € E).
A operacéo denido entre duas fun¢des binarjatenotadav, € o mapeamento dado por
(f,f)) =T v s O
A Figura 2.6 mostra a uniafy v f, das funcded, e f, da Figura 2.5.

A Figura 2.7 ilustra, através de um bloquinho, a operacgéo de unido entre duas func¢des binarias e o res
tado obtido em termos de imagens binarias.



12 CAPITULO 2. ALGEBRA E IMAGENS BINARIAS

Fig. 2.5 — Duas fungdes binarias.

Fig. 2.6 — Uni&o de duas fun¢des binarias.

Defini¢éo 2.3(interse¢do entre duas func¢des binarias) — Séjaenf, duas fungbes binarias definidas
emE. A intersecdo das fung6es binarigsff, € a funcéo binaria definada &denotad&; A f, e dada
por
(f, AT = £,00 A fo(0) (x € B).
A operacédo dintersecao entre duas funcdes binaridenotadan , € o mapeamento dado por
(f,f) =Ty Ao O
A Figura 2.8 mostra a interse¢dp A f, das funcded, e f, da Figura 2.5.

A Figura 2.9 ilustra, através de um bloquinho, a operacédo de intersecao entre duas fungcdes binarias
e o resultado obtido em termos de imagens binérias.

Defini¢cdo 2.4(complementagéo de uma fungéo binéaria) — $ejaa funcéo binaria definida ea O
complemento da funcéo binéarig fa funcdo binaria definada éindenotada—~ f e dada por

(=D =~f(x) (xEB).
A operacdo deomplementacéo de funcao binaréenotada—, € o mapeamento dado por
frs~f. O
A Figura 2.10 mostra o complementof da funcaof da Figura 2.1.

A Figura 2.11 ilustra, através de um bloquinho, a operacao de complementacao de uma funcao binaria
e o resultado obtido em termos de imagens binérias.
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|
i }
LV
i ) |
|,

Fig. 2.7 — Operacao de unido entre duas fungdes binarias.

Fig. 2.8 — Intersecdo de duas funcdes binarias.

Proposicéo 2.2éalgebra de Boole das funcdes binarias) — O conjunto f0da} funcées binarias pro-
vido das opera¢cfes de unido, intersecdo e complementacdo forma uma éalgebra de Boole, denot:
({0,1}E v, A, ~). O

Prova — O conjunto {0, 1} provido das operacdes de unido, intersecédo e complementacao, definidas n:
Tabelas 2.1 e 2.2, € uma algebra de Boole, onde 0 e 1 sdo os elementos nulos. Pelo Teorema de Huntin
[Birkho67, p. 44], basta verificar que para t@d ec em {0, 1},

arnb=~((~2a)V(~Dh)
avb=Dbva
avbbvec=(@vb)vec
(@nb)v(@an(~hb)=a
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Assim, todos os axiomas da algebra de Boole séo verificados pelos elementos de {0, 1}. Pelas Defi-
nicdes 2.2 — 2.4, os axiomas da algebra de Boole sdo também, por heranca, verificados pelos elemento

de {0, 1}F.
Os elementos nulos de ({0,8}v, A, ~) sdo as fungde8: x+—>0el: x+— 1.

|
i }
LAt
i ) |
1,

Fig. 2.9 — Operacao de interse¢do entre duas funcdes binarias.

Fig. 2.10 — Complemento de uma fungéo binaria.

O

Proposicao 2.3isomorfismo entre algebras de Boole) — A algebra de Boole dos subconjuBtesade
algebra de Boole das funcgdes binéarias definidagesdo isomorfas. Em outros termos> 1, € um

isomorfismo entre algebras de Boole, ist&Xé;> 1 € uma bijec&o e para todoe B em P(E),

lag =14V 1g

O

Prova — Pela Proposi¢éo 2.X,— 1y é uma bijecdo. Basta, entéo, verificar as 3 igualdades do enunciado.

O
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\
I f
\
|

Fig. 2.11 — Operacéo de complementacdo de uma fungéo binaria.

Exercicio 2.1(prova da Proposicao 2.3) — Usando as defini¢cdes de funcao indicadora, e das operacdes
e V, prove a primeira igualdade do enunciado da Proposicéo 2.3. O

Como consequéncia da Proposicdo 2.3, temos também que, para gosio {0, 1)F,
suportef v g) = suportef) U suporteq)
suportef A g) = suportef) N suporteq)
suportet~ f) = (suportef))©.

A Proposicao 2.3 indica que as operacdes de unido, intersecdo e complementagcao podem ser efeitus
indiferentemente no dominio dos subconjuntos ou das fun¢des binarias.

Combinando a operacgéo de intersecéo e a de complementacao, define—se a subtracao habitual e
subconjuntos. A diferenca entre os subconjuAte deE, denotadaA — B, é o subconjunté n B.

Define—se também uma subtracdo equivalente entre duas funcdes binarias ém {0, 1}

Defini¢cdo 2.5(subtracéo entre duas fungdes binarias) — Séjani, duas fung¢des binarias definidas em
E. A diferenga das funcdes binariase f,, € a fungdo binaria definada &ndenotada; ~ f, e dada por

fi~f,=f A (~f.
A operacéo dsubtracdo entre duas funcdes binaridenotada—, € o mapeamento dado por
(f,f) =1 ~f,. O
A Figura 2.12 mostra a diferenga ~ f; entre as fungdes$, e f; da Figura 2.5.

A Figura 2.13 ilustra, através bloquinhos, a operacao de subtracéo entre duas funcdes binarias e o re:
tado obtido em termos de imagens binarias.

Exercicio 2.2(equivaléncia entre a subtracdo entre subconjuntos e a subtracdo entre funcoe
binarias) — Usando as definicdes dee ~, e a Proposicdo 2.3, mostre que, para tod@® em P(E),

A subtracédo entre duas imagens binarias € Gtil para comparar duas imagens como sera visto na Se
2.4,
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Fig. 2.12 — Diferenga entre duas fungoes.

Fig. 2.13 — Operacéao de subtracédo entre duas fun¢des binarias.

2.3 Extensao das operacOes de uniao e intersecao

As operacdes de unido e intersecdo entre dois subconjuntos estendem—se para familias de subconjur
tos.

Sejal um conjunto, cujos elementos serdo chamadawditese serdo representados genericamente
pori. Seja A);<, ou simplesmenteA{), quando n&o houver davida sobre o conjunto de indices, uma

familia de elementos dB(E) com indices erh Uma familia A;) € um mapeamento dem P(E).

A unido da familia dos subconjuntos éo subconjunto dé denotadoU A, e definido por
i €1

J A ={xeE: Jiel xeA}
i€l
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Sel for vazio entdol_J A = 0.
i €

O mapeamentadX)) — U A, é a operacao dmido entre os elementos de uma familia de subconjun-
i €1

tos

Da mesma maneira,itersecdo da familia dos subconjuntgstA subconjunto de denotadoﬂ A
i€l

e definido por

(A ={x€EE:Viel, xeA}
iel

Sel for vazio, entdo( ) A = E.
il

O mapeamentaX() — ﬂ A, é a operacao detersecao entre os elementos de uma familia de sub-
i€l

conjuntos

As operacdes de unido e intersecdo de duas fungdes binarias estendem—-se da mesma forma |
familias de func@es binarias.

Seja &) uma familia de elementos de {0, 1} com indiceslefunido da familia dos elementas

€ o elemento de {0, 1} denotaql?\/ a; e definido por

el
1 sediel,g=1
V a = L.
i el 0 caso contrario.

Sel for vazio, entdo\/ a = 0.
i €1

O mapeamentca() — \/ a é a operagdo deido entre os elementos de uma famili® ed e é
i€l

denotada \/ .
Da mesma maneira, a interse¢do da familia dos elema&réas elemento de {0, 1} denotado

/\ & e definido por
iel

N a=

iel

1 seViel,ag=1
0 caso contrario.

Sel for vazio entdo /\ a = L.
i€l
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O mapeamentoa() — /\ a; € a operacdo detersegdo entre os elementos de uma familete
i€l

e é denotada/\ .

Exemplos importantes de familias de elementos de {0, 1} séo as préprias funcdes binarias. Neste caso,
aunidoe aintersecdo de uma funcao binafiasto €, respectivamente,

Vi e A f®
XxXeE XxXeE
sdo indicadores (valem 0 ou 1) que servem para tesfat sen elemento nulo da algebra de Boole
({0,1}E v, A, ~). Temos
f=0e \V/ f®=0¢e f=1< A f(x) =1
XxXeE XxXeE

A Figura 2.14 ilustra as operacdes de unido e intersecdo de uma funcad.binaria

t Vot
} /\/\ X€EE
U 1
w A 1
} //\\ X€EE
U 0

Fig. 2.14 — Operacdes de unido e intersecdo de uma funcao binéria.

Definicdo 2.6(uni@o de uma famila de fun¢des binarias) — Sgjarfia familia de funcdes binarias de
{0,1}E, com indices erh A unio da familia de fungbefsé a fungéo binaria de {0, T}denotada/ f;

i €1
e definida por

(V X = VI fi) (x€B).

i el NS
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O mapeamentoff — \/ f; é a operagéo denido entre os elementos de uma familia de funcées
i €1

binarias O

Sel for vazio entdo \/ f; é a funco binaria constante- 0.
i €1

Definicdo 2.7(interse¢éo de uma famila de fung8es binarias) — Epjan@ familia de funcdes binarias
de {0, 1}F, com indices erh A intersec&o da familia de fun¢des & funcao binaria de {0, Fdenotada

/\ f; e definida por
i€l

(A K= A fi(x (xeEE)
el el

O mapeamentd;f — /\ f;é aoperagéo detersecdo entre os elementos de uma familia de fungdes
i€l
binarias O

Sel for vazio, entdo /\ f; é a fung&o binaria constante~> 1.
i€l

Proposicéo 2.4absorcéo generalizada) — Sefd ¢ma familia de fungdes binarias de {01kom
indices enl. Para todk € I,

(V fAafu=fc e (A f)Vi="f. =

el el
Prova — Para todk € | e todox emE,
fX=1< @3 el fix)=1ef(x) =1 (i=kK

had ('\e/l fi}) = 1) efi(x) =1
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< (V i) Af(x) =1 (definicdo da intersecao em {0, 1})
i €

had ('\e/l ) A () =1
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

< (V) AfYK =1, (definico da intersecdo em {0}
i €1
isto &, f(x) = (( \V/ f) A f)(X); em outros termos, para toka= |,
i €1

fie=(CV ) Afy.

el
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Usando um raciocinio similar, prova—se também que, paraktatlb,

sz(i/e\lfi)ka- O

Proposicéo 2.5distributividade generalizada) — Sefg (ima familia de funcdes binarias de {051}
com indices erh. Para todag € {0, 1} F,

(V frg=V (frg e (,/\fi)vg=,/\|(fivg)- O

i el i el i el i e

Prova — Para todg € {0, 1} F e para todx emE,

((i\e/| f)Agi)=1< (i\e/l f)X) A g =1
(definicéo da intersecéo em {0,%)}

= (V fi0) Age =1

el
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

e ('\e/l fi) =1leg(¥) =1
|
(definicdo da intersec¢ao em {0, 1})

< @@3iel, fx)=1egx =1
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< 3diel ((x)=1legx) = 1) (equivaléncia logica)
< delfiArgx) =1 (definicdo da intersecao em {0, 1})

< V(09 g = 1

i€
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< V frgm=1 (definicdo da intersecdo em {0,5)}
i€l

e ('\e/l (fi A gl =1,
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

istoé, (\V ) A9 =(V (f A g)X. Em outros termos, para todo= {0, 1} E
i €1 i €1

(V frg=V o).

i el i el
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Usando um raciocinio similar, prova—se também que, paragtei§0, 1} E,

(Af)va= A Vo). O
el el

2.4 Reticulados dos subconjuntos e das funcdes binarias

O primeiro conceito fundamental em Morfologia Matematica € o de relacdo de ordem parcial. No cas
dos subconjuntos usa—se a relacéo habitual de inclusdo. Esta relagéo permite a comparacéao de certos
conjuntos entre si.

A colecao®(E) de todos os subconjuntoskprovida da relagéo de inclusaa ) forma umconjunto
parcialmente ordenadadenotado @(E), C). Em outros termos, esta relacdo verifica os trés axiomas
abaixo de umeelacéao de ordem

Para todo subconjun#s, B e C em P(E),

ACA (reflexividade
ACBeBCA= A=8B (anti-simetrig
ACBeBCC= ACC (transitividadég

A comparacao entre certas funcdes binarias se faz em termos de uma relacdo construida a partir
definicdo da relacae entre os elementos de {0, 1}, dada na Tabela 2.3, onde 1 significa que a relacac
€ “verdadeird e 0 que ela éfalsd’. A Tabela 2.3 da também a defini¢cdo da relagdo

Tabela 2.3 — DEFINICAO DAS RELACOES BINARIAS.

a b a=b a<b
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Defini¢céo 2.8(relagBes entre duas fun¢des binarias) — Sdjaenf, duas fungdes binarias definidas em
E. A funcéo binaria f é igual a fungéo binarid,, denota—sd, = f,, se e somente se, para todem
E, f;(X) = f5(X), isto &,
fi =1, = () = f,(x) x € E)).
A funcgéo binaria { € menor que a funcéo binarig, denota—sd, < f,, se e somente se, para todo
xemE, f;(X) < f,(X), isto &,
fi<f, & (f;(¥ =< (X (X € E)).

A relacdo= entre funcbes binarias é chamadaeaiiecdo de igualdadeA relacdo< entre funcdes
binarias é chamada delacao“menor qué O

A relagdo “menor que” é dita obtida pmdenamento puntual
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A Figura 2.15 mostra duas fungcées comparaveis no sentido que a relagao “menor que”, aplicada a estas
duas fungdes, é verdadeira. As fungdes f, da Figura 2.5 ndo séo comparaveis, mas as furigdes,
e f; v f, (representadas na Figura 2.15) sdo comparaveis.

IA

Fig. 2.15 — Duas fungdes binarias comparaveis.

As Figuras 2.16 e 2.17 ilustram, através de bloquinhos, a comparacao entre fungdes binarias e os resul:
tados obtidos em termos de imagens bindrias. Por convencéo, 1 na saida de um bloquinho significa que
a relacdo éverdadeird e 0 que ela éfalsd'.

(f, = f,) (f, = 1)

Fig. 2.16 — Relacgdo de igualdade entre fungfes binarias.

Proposicéo 2.6(conjunto parcialmente ordenado das funcées binarias) — O conjuntd fdjuncdes
binarias definidas er&, provido da relagdo “menor que” forma um conjunto parcialmente ordenado,

denotado ({0, 1F, <). O

Prova — O conjunto {0, 1} provido da relacée definida na Tabela 2.3 € um conjunto parcialmente orde-
nado. Basta verificar que esta relacao satisfaz os trés axiomas de uma relacéo de ordem. Isto € feito na
Tabelas 2.4 — 2.6.
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Entéo, para todf g eh em {0, 1}F e todox € E,
f(x) = f(X)
f() =9(x) eg(®) = f(x) = f(x) = g(x)
f(X) = 9g(xX) eg(x) =< hX) = f(X) < h(x).

Isto é, pela Definicdo 2.8, arelacao “menor que” satisfaz também, por heranca, os trés axiomas de ul
relacdo de ordem. O

(f, = 1) (f, = 1)

IA
IA

Fig. 2.17 — Relag&o “menor que” entre fungdes binarias.

Tabela 2.4 — PROVA DA REFLEXIVIDADE.

a asa

1

Tabela 2.5 — PROVA DA ANTI-SIMETRIA.

a b |asb |b<a|asbeb=<a|a=b|asbeb=a=a=b
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1




24 CAPITULO 2. ALGEBRA E IMAGENS BINARIAS

Tabela 2.6 — PROVA DA TRANSITIVIDADE.

(op

b asbeb

o
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Proposicao 2.7(consisténcia entre algebra de Boole e conjunto parcialmente ordenado) — Paea todo
gem {0, 1}F, as seguintes proposicées séo equivalentes

1) f=g
2 fvg=g
(3)fAg=f

@ (~Hvg=1
) fA(~9 =0
6) f~g=0. O
Prova — Vamos provar que (1) e (2) séo equivalentes. Na Tabela 2.7 prova—se que, pasbiedo
{0,1}, a<b < aVv b = b. Entdo, para todbeg em {0, 1}F e todox € E,
f(¥) =g = f(x) v 9(x) = 9(x).
Isto é, pelas Definicdes 2.2 e 2.8, para tbelg em {0, 1}F,
f<sgefvg=g
Vamos provar que (2) e (3) sdo equivalentes. Supondd gug = g, para todd eg em {0, 1}F,
f=fA(fVQ) (absorgéo)
=fAgQ, (hipdtesef v g = @)
istoé,fvg=g=fAag=H.
Supondo qud A g = f, para todd eg em {0, 1}F,
g=(FfArg Vg (absorcéo)
=fvag, (hipétesef A g = f)
istoé,fvg=g<=fag=H.
Vamos provar que (3) e (4) sdo equivalentes. Supondd que = f, para todd eg em {0, 1}F,
l=(~fVvf (complementaridade)
=(~f)v({Ag (hipbtesef A g = )
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=(~=HvhHha((~fH Vo (distributividade)
=1A((~fHVo (complementaridade)
=(~=fvg (identidade)

istoé,fAg=f=(~f)vg=1
Supondo que f) vV g = 1, para todd eg em {0, 1}F,

f=fA1 (identidade)
=fA((~Tf) Vo) (hipétese < f) vg=1)
={fA(~1f)V({EAQ (distributividade)
=0V (fAQ) (complementaridade)
=fAgQ, (identidade)

istoé,fAg=f<=(~f)vg=1
A prova da equivaléncia entre (2) e (5) € similar a prova anterior.
Finalmente a prova da equivaléncia entre (5) e (6) decorre da Definicéo 2.5. O

Tabela 2.7 — PROVA DA CONSISTENCIA.

a b |asb|avb|avb=b|as<b<avb=b
0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Exercicio 2.3(conservacgao da relacdo de ordem) — Usando a Proposicéo 2.7, mostre uma das duas p
priedades abaixo. Para totjg eh em {0, 1}F,

f<sg=fvh=sgvh
f<sg=fAh=sgAh O

Exercicio 2.4(involucéo e leis de Morgan) — Usando a Proposicao 2.7 e os axiomas apropriados de alg
bra de Boole e de relacdo de ordem, mostre uma das duas propriedades abaixo.fRararodd, 1}%,

~~f=f (involugéag
~(fvg=(=Nnr(~09 e ~(frg=(~) V(-0 (lei de Morgai)
O

Exercicio 2.5(antitonia) — Usando a Proposicdo 2.7, mostre que, pard ¢émlem {0, 1)F,

f<ge (~9g) = (~1). (antitonia)
O

Pela Proposicao 2.7 e pela defini¢cdo de unido de uma funcao binaria, temos uma defini¢cdo equivaler
para a relacdo “menor queX( entre funcdes binarias: para tddag em {0, 1},

f< gc»x\e/E(f ~g)(x) = 0.
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Adotando a convencgéao que 1 significa que a relacdo “menor gued (verdadeird e 0 que ela é
“falsd’, a expressdo acima € equivalente a expressao abaixo

f<=g=~V (f~9®.
XxXeE

A Figura 2.18 ilustra o algoritmo para testar se duas fun¢des binarias sdo comparaveis. Este algoritmo
€ derivado da igualdade acima.

Fig. 2.18 — Algoritmo de teste de comparabilidade entre funcdes binéarias.

Finalmente, usando as propriedades de reflexividade e de anti—simetria da relacéo “menoy,que” (
temos uma definicdo equivalente para a relacéo de igualdgdenfre funcdes binarias: para tddeg

em {0, 1}F,
f=g< f=<geg=<t

Adotando a mesma convencéo (1 paexdadeird e 0 para falsd’), a expressao acima é equivalente
a expressao abaixo

f=9=@Ff=gAr(g=H
A Figura 2.19 ilustra o algoritmo para testar se duas fun¢des bindrias séo iguais. Este algoritmo € deri-
vado da igualdade acima.

Exercicio 2.6(propriedade da unido e da intersecdo de uma familia de fungBes binariasy) Sem (

familia de fungdes binarias de {0,5Jcom indices erh Usando as Proposicdes 2.4 e 2.7, prove que, para
todok € 1,

fk<s V fi e N\ fi=sf. O
i €1 i€l
Vamos agora introduzir uma estrutura algébrica, extremamente importante em Morfologia
Matemética, a de reticulado completo, intoduzida por G. Birkhoff em 1933.



2.4 RETICULADOS DOS SUBCONJUNTOS E DAS FUNCOES BINARIAS 27

o

IA

IA

Fig. 2.19 — Algoritmo de teste de igualdade entre fungdes binérias.

Seja% uma subcolecdo ndo vazia®éE) e A um elemento d€(E). O elementd é umlimitante
superior(l.s.) de% (emP(E)) se e somente ge€ P(E) e X C A paratodoX € %. O element@d é um
limitante inferior (l.i.) de %6 (em%(E)) se e somente e € P(E) e A C X para todoX € %.

Por exemplo, para qualquer subcoleca@(t€), E € um limitante superior@é um limitante inferior.

Se% for vazio, entdo qualquer elemento®&) (inclusive o subconjunto vazio) é um limitante supe-
rior e inferior ded.

A Figura 2.20 (resp. 2.21) mostra, através de um diagrama de Venn, um subddgjumtoum limi-
tante superior (resp. inferior) da subcole@@oontendo os subconjuntd§ e X..

Fig. 2.20 — Limitante superior de dois subconjuntos.

Pela anti—simetria da incluséo, existe no maximo (mas pode ndo existir) um limitante superior (resy
inferior) de% em 3. Quando este limitante superior (resp. inferior) existir ele € chamadaidgresp.
menoj elemento de&G.
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Fig. 2.21 — Limitante inferior de dois subconjuntos.

A subcole¢adc contendo os subconjuntis e X, das Figuras 2.20 e 2.21 ndo possui nem maior nem
menor elemento. A cole¢ca@®(E) possue um maior elemento quE é um menor elemento qué)é

SejaX um elemento de uma subcole¢ioSeY é o maior elemento dE, entaoY C X implica que
Y = X (pois, pela definicdo de maior elemefo:z 6 = X C Y). SeY € o menor elemento de, entdo
X C Y implica queY = X (pois, pela definicdo de menor elemeXo: 6 = Y C X).

Com todos os ingredientes acima, podemos agora introduzir dois conceitos de destaque que servirac
na definicdo de reticulado completo.

O supremo dés (emP(E)), denotado su, €, se existir, 0 menor dos limitantes superiores éen
P(E). Em outros termos, para todfeem P(E)

Yl.s. deX% < supc C Y.

Oinfimo deX (em%P(E)), denotado irif, €, se existir, 0 maior dos limitantes inferioreSiddem P (E).
Em outros termos, para todfeem P(E)

Yli.deX% < Y C inf%.

O supremo dé® é o menor elemento d&E), isto é,0. O infimo def) € o maior elemento d&(E),
isto é,E. Em outros termos, slip= 0 e inf) = E.

No caso déb ser a subcolegdo contendo dois subconjuxjasX, o supremo dé6 é o subconjunto
X1UX, e o infimo € o subconjuntg, N X,.

Exercicio 2.7(propriedade do maior e do menor elemento de um conjunto) — Mostre que, para todo
% C PE) e Aec P(E), Aé o maior (resp. menor) elemento Bese e somente sk = supt (resp.
A = inf¥) e A € %. O

Exercicio 2.8(propriedade do supremo e do infimo) — Mostre que, para todas subcogg@es, de
P(E),
B, C B, = supb; C sub, e inf6, C infPb, . O
O conjunto parcialmente ordenad®(E), C) provido das operac¢des habituais de uniéo e intersecao,

estendidas as familias eR{E), forma unreticulado completoEm outros termos, para todo conjunto de
indicesl, estas operacdes verificam os dois axiomas abaixo [Szasz71, p. 50].
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Para toda familiaX|), <, de subconjuntos d&,
U Ai = Sup4| e m Ai = ian| ,
i €1 i€l
ondeA, é aimagem deatraves da familiaX(),<,, isto €,
A ={A€ePE): Tiel A =AL
De uma maneira equivalente, podemos dizer que o conjunto parcialmente ordgEda j € um
reticulado completo porque toda subcoleca@(€) possue um supremo e um infimo.

O conjunto parcialmente ordenad®(E), C) possue um maior elemento quE é um menor ele-
mento que &.

Proposicéo 2.8reticulado das funcées binarias) — O conjunto parcialmente ordenado{& 1}as
funcbes binéarias definidas eiprovido das operacdes de unido e interse¢do, forma um reticulado com-
pleto. Em outros termos, para todo conjunto de indicestas operacdes verificam os dois axiomas
abaixo.

Para toda familiaf; c, de funcdes binarias em {0,8}
v fi = SUﬁ’]:| e /\ fi = inf§F|,
i €1 i€l
onde¥, é aimagem deatravés a familiafj; |, isto é,
F={fePE: el f="f
De uma maneira equivalente, o conjunto parcialmente ordenado §{Gs}}é um reticulado com-
pleto porque todo subconjunto de {0FIPossue um supremo e um infimo. O

Prova — Seja f;) uma familia de fungdes binarias em {05Bom indices erh Para today € {0, 1} F,
em primeiro lugar,

gls.def, & Viel, fi=<g (definicéo de I.s. e d&,)
= \V fi= V (firng (Proposicao 2.7)
=3 i€l
< Vi=(V f)rg (Proposicao 2.5)
=3 i€l
< (V=g (Proposigéo 2.7)
=3

em segundo lugar,

(V f)sg=Viel f=<g (Exercicio 2.6 e transitividade de)
=

< gl.s. de¥,. (definicéo de I.s. e dg&))
Pela definicdo de supremo, isto prova que, para toda fafilia (e funcdes binarias em {0,8}

V fi = su,

i el
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Usando o raciocinio acima, prova—se também que, para toda fdjiliade funcdes binarias em
{0,1}F,

N\ fi = infg,. 0
el

O conjunto parcialmente ordenado ({0F1k) possue um maior elemento qué éx+ 1 e um
menor elemento que@: x+~ 0.

Pela Proposi¢éo 2.8, para totipe f, em {0, 1}F, distintos,

Exercicio 2.9(comparacao entre a unido e a interse¢do de duas fun¢des binarias) — Usando o resultado
acima e a definicdo de supremo e infimo, mostrefguef, < f; v f,. O

Proposicao 2.9(isomorfismo de reticulados) — O reticulado dos subconjunt@&sele reticulado das
fungdes binarias definidas dmséo isomorfos. Em outros termos— 1y € um isomorfismo de reticu-
lado, isto é (pelo Lema 2 em [Birkho67, p. 2&)~ 14 € uma bije¢éo e para todoe B em P(E),

ACB=1,=<1;. (isotonia dupla
O

Prova — Pela Proposi¢édo 2.X,— 1y € uma bije¢do. Basta, entéo, verificar a isotonia dupla. Para todo
AeBem®P(E),

ACBe(XeA=xeBXeEE) (definicdo deC)
<10 =1= 139 =1 (x€E E)) (definicdo del, e 1p)

< (1,0 = 15(¥) (X € E)) (definicdo de< em {0, 1})

<1, <1p (definicdo de< em {0, 1}5)

O

Uma consequéncia da Proposicao 2.9 é que as operacdes de unido e intersecao (estendidas) comuta
com o mapeamentd — 1y, isto é, para toda familiag\{); <, de subconjuntos dg,

1 = 1 1 = 1
UA i\e/| A C NA i/e\| A

Como consequéncia da Proposicdo 2.9, temos também, pafemem {0, 1}F,
f < g < suportef) C suporteg). (isotonia dupla)

A Proposic¢éo 2.9 indica que a comparacéao pode ser efetuada indiferentemente no dominio dos subcon:
juntos ou das fungdes binarias.



Capitulo 3

Operadores sobre subconjuntos

No capitulo anterior foram definidas varios mapeamentos, chamados de operac¢des, envolvendo subc
juntos ou funcdes binarias. Neste capitulo, vamos introduzir outros mapeamentos que chamaremos
operadores Estes mapeamentos generalizam as operac¢des unarias no sentido que, relativamente a
dado pontx deE, o resultado da transformacéao de um subconjunto ou de uma funcéo binaria vai depende
geralmente do subconjunto ou da funcao binaria como um todo. Isto é préprio de toda transformacao q
€ construida a partir de uma nocao de vizinhancga.

A Morfologia Matematica estuda a decomposicdo de operadores entre reticulados completos em te
mos de quatro classes de operadores: as dilatacfes, as erosoes, as anti—dilatagdes e as anti—erosdes
operadores, chamados de elementares ou primitivos, tém um papel fundamental porque a partir deles p
ser construido qualquer outro operador [BanBar91, BanBar93].

Modernamente os operadores elementares da Morfologia Matemética sao apresentados de forl
axiomatica e a partir dessa definicdo sao deduzidas as respectivas formas construtivas, chamadas carac
zacao dos operadores elementares, que permitem as implementa¢cées em computadores. Seguindo
tendéncia, neste capitulo, introduzimos os operadores elementares de forma axioméatica e apresental
a caracterizacao das dilatac6es. No Capitulo 5, deduziremos a caracterizacao das erosdes a partir da c:
terizacao das dilatagoes.

Na ultima parte deste capitulo, apresentamos formas de construcdo de um operador a partir de out
e estudamos propriedades que sao preservadas nestas construcoes.

3.1 Operadores

Daqui para frente, usaremos a representacao das imagens binarias por subconjuntos, isto é, a represent
tradicional, em Morfologia Matematica, para as imagens bindrias. Denotaremos simplesm@rde por
colagdoP(E), quando ndo houver divida sobre o conjihto

31
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Defini¢cdo 3.1(operador) — Unoperadorsobre® é um mapeamento deem3. O

Com esta definicdo, a complementacao, definida no capitulo anterior, além de ser uma operacao € um
operador (degenerado).

O conjunto de todos os operadores s@hsera denotad®”. Um operador sobr# é denotado generi-
camente pela letra grega Temos entdgy € P7.

Um operador sobr@ transforma um subconjudem® em um subconjunt¥ em®. A Figura 3.1
mostra a representacdo de um operador, através um bloquinho com uma entrada e uma saida.

X Y = (X)

—w—

Fig. 3.1 — Um operador.

Nesta secdo, vamos apresentar algumas propriedades importantes que se aplicam aos operadores.
Definicdo 3.2(extensividade e anti—extensividade) — Um operagdsobred é
extensivese e somente se, para tddem?,

A C y(A), (extensividade

anti-extensivee e somente se, para tddem®®,

Y(A) C A (anti—extensividade
O

Definicdo 3.3(idempoténcias) — Um operadpisobre® é
idempotente de tipo du simplesmente@lempotentese e somente se, para tddem®,

v (A) = p(A), (idempoténcia de tipo Au simplesmentelempoténcin

idempotente de tipo & e somente se, para tddem?,

vy(A) = A (idempoténcia de tipo)2
O

O operador “limpezaA — () € um exemplo de operador idempotente de tipo 1.

A complementacad — A° definida no capitulo anterior € um exemplo de operador idempotente de
tipo 2, para todé& em®, temos

(A9° = A,
Definicdo 3.4(isotonia e antitonia) — Um operadpisobre® é
isotonico(ou crescentgse e somente se, para tdde B em?,

A CB = y(A) C y(B). (isotonig
antitdnico(ou decrescenfese e somente se, para tddle B em?,
A CB = y(B) C y(A). (antitonia)

O
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A complementacdo é um exemplo de operador antitdnico, paré teBemP, temos
ACB = B°CAC

A complementacéo € uniavolucaq isto €, ela é idempotente de tipo 2 e antitonica.

Vamos definir de maneira equivalentes as propriedades de isotonia e antitonia.

Seja% uma subcolecédo d& Denotaremos pap(%) a imagem déc através de, isto €,
Y®) ={yeP: IXE X, Y =yX)}

Proposicdo 3.1(definicées equivalentes de um operador isotdnico) —BejaP”. As trés proposicées
seguintes sao equivalentes:

(1) v é isotdnico;

(2) para todax C P, supp(®) C y(sSupb);

(3) para todax C P, y(infXk) C infy(K0). O

Prova ([HeiRon90, Lemma 2.1, p. 260]) — Vamos provar que (1) implica (2).

Y é isotbnico= VX C P, VX € %, ¢(X) C y(supk) (definicdo de isotonia ¥ C supo)
< VL C P, y(supb) |.s. dey(%) (definicbes de |.s. ¢(%))
< V% C P, supp(®) C y(Sugon). (definicdo de supremo)

Vamos provar que (2) implica (1).

V% C P, supp(6) C yp(SUpn)
= VA B € 9P, y(A) Uy(B) C w(AUB)
(propriedade de)

= VYA BE P, (B=AUB=y(A)Uy(B) C y(AUB))
(implicacgéo ldgica)

< VABe P, (B=AUB=y(A) Uy(B) C y(B))
(equivaléncia ldgica)

< VABe®P (B=AUB=y(A) C y(B))
(propriedade dé& e transitividade de”)

< VABeE P, (ACB=y(A) Cy(B))
(consisténcia de e C)

< 1 € isotbnico. (definicao de isotonia)
De uma maneira similar, prova—se que (1) e (3) sdo equivalentes. O

Proposicédo 3.2definices equivalentes de um operador antitonico) «SejaP?. As trés proposicées
seguintes sao equivalentes:

(1) y € antitbnico;
(2) para todax C P, y(su@b) C infy(X);
(3) para todax C P, supy(®) C y(infxp). O
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Prova — A prova é similar a da Proposicéo 3.1. O

3.2 DilatacOes, erosoes, anti—dilatacOes e anti—erosoes

Em seguinda vamos dar a definicdo de quatro classes (ou subconjuntos) fundamentais de operadores
Os operadores destas classes serdo chamanlpsrddores elementarda Morfologia Matematica. Usa-
mos esta terminologia porque a decomposic¢ao de qualquer operador pode ser feita em termos destes oper:
dores [BanBar93].

Definicdo 3.5(dilatacao, erosao, anti—dilatacdo e anti—erosao) — Um operaddred é
umadilatacdose e somente se, para tadaC P,
Y(Supt) = supp(%),
umaerosaose e somente se, para tadaC P,
Y(infXx) = infy(%0),
umaanti—dilatacdose e somente se, para tada_ P,
Y(supk) = infy(),
umaanti—erosacse e somente se, para tadaC P,
Y(infX) = supp(%N). O

O conjunto das dilatacdes é denotAdo das erosdds, o das anti—dilacéeA? e o das anti—erosdes
E2 Uma dilatagéo é denotada genericament® pema erosédo par, uma anti—dilatacdo p@®e uma
anti—erosao poe? Para um dado subconjurXpos subconjuntod(X), e(X), 04 X) e e3(X) chamam-se,
respectivamente, déilatacaqg erosaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X

Pela Definicdo 3.5, fazend® = @) e lembrando que s@p= 0 e inf) = E, temos, para toda dilatagcéo
0, erosda, anti—dilatacd@®? e anti—erosde? as igualdades Uteis abaixo

o(0) =0,
€(E) = E,
0¥0) = E,
eX{E) = 0.

Proposicao 3.3isotonia das dilatacdes e erosdes) — As dilatacdes e as erosdes sao isotdnicas.

Prova — As dilatacdes e as erosdes verificam, respectivamente, as proposicoes (2) e (3) da Proposi¢éo 3.1
0 que prova que elas sao isotonicas. O

Proposicao 3.4(antitonia das anti—dilatacoes e anti—erosdes) — As anti—dilatagdes e as anti—erosdes sao
antitdnicas. O

Prova — As anti—dilatacdes e as anti—erosdes verificam, respectivamente, as proposicoes (2) e (3) da Pro-
posicéo 3.2, 0 que prova que elas sédo antitbnicas. O

Pelas propriedades das operacfes de unido e intersecdo estendidas as familias de subconjuntos, pod
mos definir de uma maneira equivalente as dilatacdes e erosées. Um operaddrésobra dilatacéo
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se e somente se ele comuta com a unido, e uma erosao se e somente se ele comuta com a interseca
é,0 € A ee € E se e somente se, para toda famiig; £, em?,

U o) =o(lU X) e e([)X)= [ eX).
el el el

el
Pelas Proposicbes 3.1 e 3.3, para toda dilaiagaerosae, e para toda familiax(); c, em?,
(I X)C (o) e U eX) Ce(lU X).
el el el el

As quatro classes de operadores elementares $¢Bygpodem ser caracterizadas pelas funcoes de
E emP(E). Vamos, por enquanto, caracterizar apenas a classe das dilatacdes [Serra88, Proposition 2

p. 41]. Denotaremos o conjunto das funcdek éen P(E) por PE.
Proposicéo 3.5caracterizacéo das dilatacdes) — O mapeamenioeteF,
o+ a ,
ondea(3 € a funcéo dada por
a,(y) = o({y}) (yE€E)
€ uma bijecao. Seu inverso é
ar— aa )

onded, é a dilatacdo dada por

da) = U ay) (ve9). O
vey

Prova — Antes de tudo, temos que verificar gueé uma dilatacdo. Para todo= PE e C P,

Saisupy) = U aw) (definicio dedy)
y € supy
= U ay (propriedade da uni&o)
ye U Y
Y € q
= U U aly) (associatividade e idempoténcia da uniao)
Yeqyyey
= U sam (definicio dedy)
YE q
= supa(Y). (propriedade da uniao)

Vamos provar qué — a, € uma bijecdo. Em primeiro lugar, para ted& A eY € &,



36 CAPITULO 3. OPERADORES SOBRE SUBCONJUNTOS

6aM = U a,m (definicgio ded,)
° vey
= U odw (definicdo dea,)
vyey
= J( U {y} (propriedade de dilatagc&o)
vey
= 0(Y), (representacdo dépor uma unido de singletons)

em outros termos, para todo= A, da, = 9. Isto prova que 0 mapeamemte-> a, € injetor.

Em segundo lugar, para todo= PFey € E,

aéa(y) = 0a({y}) (definicao deaé)
= U aw (definicdo dedy)
v € {y}
= a(y), (definicdo de singleton)

em outros termos, para todae PF, a, = a.lIstoprovaqueo mapeamente> ay € sobrejetor e conse-
a
guentemente é uma bijecao. O

A Proposicéo 3.5 mostra que existe uma correspondéncia um por urh efitfe As funcdescom
valores nas partes @ecaracterizam sem ambiguidade as dilatagcdes. A Figura 3.2 ilustra este resultado.
A funcéoa, € chamada deincéo estruturante da dilatac@o

g)E

Fig. 3.2 — Bijeg&o entre as dilatagbes e as fun¢des estruturantes.

A Figura 3.3 mostra quatro modos de representar uma dilatacéo por um bloquinho. Em (a) e (d) faze-
mos uma referéncia explicita a dilatacdo. Em (b) e (c) a dilatacao é caracterizada pela sua fungéo estrutu
rante. Para um dado subconjuMto subconjunt@ ,;(X) chama—sédilatacdo de X pela fungéo estrutu-
rante a
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X Y = 6(X)

(@)

X Y = 6,X)

(€)

37

dil

Y = §(X)

(b)

0a

Y = 04(X)

(d)

Fig. 3.3 — Quatro modos de representar uma dilatacao.

Podemos caracterizar de uma maneira analoga as erosoes, anti—dilatacdes e anti—erosdes por fun

estruturantes. Nestes casos, para um dado subcoxjmstsubconjuntoss(X), 02,(X) ee®;(X) chamam-—
se, respectivamenterosaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X pela funcao estruturantéaaracteri-

zacao das erosdes sera apresentada no proximo capitulo.

3.3 Operacoes sobre operadores

Os operadores podem ser combinados de duas maneiras muito Uteis para produzir novos operadores. |
primeira maneira, ditparalela consiste em usar as operacdes de unido e intersecao entre subconjunto:

Definicdo 3.6(uniéo e intersecao entre operadores) — Sgjasny, dois operadores sobje

A unido dos operadoreg; ey, € 0 operador sobf® denotaday, V v, e dado por

W1 V P)(X) = P (X) Uy (X) (X E P).

A operacéo denido entre dois operadoredenotadav, € o mapeamento dado por

(W1,¥0) =Yy V Y,

A intersecéo dos operadores, ey, € 0 operador sobf® denotaday, A v, e dado por

W1 A P)(X) = P (X) Ny(X) (X E P).

A operacédo dintersecao entre dois operadoreenotadan , € 0 mapeamento dado por

(W1,¥) =Yy A Yo

A Figura 3.4 ilustra a construcdo da unido e intersecao de dois operadores, através de bloquinhos

O

Sejay um operador sobr@ O complemento do operadgr € o operador sobf® denotado~ y e

dado por
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Y VY, Y1 NP,
— /1 = V1
X Y X Y
— ) = Y2
Y = (1 V ¥,)(X) Y = (1 A p)(X)

Fig. 3.4 — Unido e intersecéo de operadores.

(= )X) =~pX) (X&E D).
A operacdo deomplementacdo de um operaddenotada—, € o mapeamento dado por
Y=~

O conjunto {°?, v, A, ~) dos operadores solfeprovido das operacées de uniéigintersecaon
e complementacde- forma uma algebra de Boole (por heranca da algebra de Boole dos subconjuntos).

As operacdes de unido e intersecdo entre dois operadores estendem—se para familias de operadore
Seja {y;) uma familia de operadores soBreom indices erh

A unido da familia de operadores é o operador sobe denotado \/ v; e definido por
i €1

(Vv = U wX Xe).
el el
O mapeamentayf) — \/ ;€ aoperag&o dmido entre os elementos de uma familia de operadores
i €1
Da mesma maneirajrtersecéo da familia de operadongsé o operador sobfe denotado /\ v

el
e definido por

(A X = N wiX) XED).
el el

O mapeamentay) — /\ ;€ aoperacéo detersecdo entre os elementos de uma familia de opera-
i€l

dores

A comparacdao entre certos operadores se faz em termos de uma relacao construida a partir da definica
da relacadoC entre subconjuntos.
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O operadory, € menor que o operadqr,, denota—s@, < v,, Se e somente se, para todem®,
P1(X) C p,(X), isto &,

Y1 = P (1(X) T y(X) (X E P)).
Arelacao< entre operadores € chamadasdiecdo“menor qué Esta relacéo é obtida por ordenacao
puntual.

Sejar o operador identidadeisto é,
(X) =X (XegP).

Pela a definicdo da relacdo “menor que” entre operadores, um opgradnitensivo se e somente
se: < Yy e anti—extensivo se e somente/se .

Arelacdo< entre operadores é uma relacdo de ordem e o conjbfife<() dos operadores sokife
provido da relacacs forma um conjunto parcialmente ordenado. Este conjunto provido das operagdes

de unido e intersecédo estendidas as familias de operadores forma também um reticulado completo (|
heranca do reticulado dos subconjuntos, como aconteceu com as func¢des binarias). Em outros termos, |

todo conjunto de indicds estas operacdes verificam, para toda famjlja {, de operadores sobge
V wi=supl; e A y;=inf¥,
el el
ondeW, é a imagem deatraves a familiay();<,, isto &,
¥ ={pe??: Aely =y
O conjunto parcialmente ordenad®”( <) possue um maior elemento, quX é> E, e um menor
elemento, que & — 0.

Proposicao 3.6sub—reticulados dos operadores extensivos e anti—extensivos) — O conjunto dos oper:

dores extensivos (resp. anti—extensivos) ésulm-reticulado completde @7, <), isto é, a unido e a
intersecdo de qualquer familia de operadores extensivos (resp. anti—extensivos) séo operadores extens
(resp. anti—extensivos). O

Prova — Seja ¢;);, uma familia de operadores extensivos e ggjam operador desta familia, entéo,
para todoA € P,

A CyuAN (hipotese)
c Uw® (propriedade da uni&o)
i €1
=(V »®), (definicdo da unigo erd?)
=

isto é, \/ v; é extensivo.
i€l

Seja {4;);<, uma familia de operadores extensivos. Para fodo® ei € I,
A C yi(A). (hipdtese)
Assim, para tod®& € P,
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AC -©|wi(A) (propriedade da intersecéo)
|
=( /e\| V)(A), (definicdo da intersecéo eft)
|
isto &, /e\| Y; € extensivo.
|
A prova relativa a anti—extensividade é similar a da extensividade. O

Em particular, sey, e y, sdo dois operadores extensivos (resp. anti—extensivos)entaa, e
Y1 N Y, SA0 extensivos (resp. anti—extensivos).

Proposicao 3.7(sub—reticulados dos operadores isotonicos e antitdnicos) — O conjunto dos operadores

isotdnicos (resp. antitdnicos) é um sub—reticulado complet®8ie<t), isto &, a unido e a intersecéo de
gualquer familia de operadores isotdnicos (resp. antitbnicos) sao operadores isotbnicos (resp. antitdnicos).
O

Prova — Ver a prova em [Mather88, p. 122; HeiRon90, Proposition 2.2 (ii), p. 260]. O

Em particular, sg, ey, sao dois operadores isotonicos (resp. antitbnicos) ¢nt&oy, ey, A ¥,
séo isotdnicos (resp. antitdnicos).
O caso dos operadores elementares € mais complicado porquiétesnam sub—reticulados com-

pletos de @7, <). Todavia, isto, longe de ser um inconveniente, d& uma chance para a decomposicao dos
operadores entre reticulados em termos de operadores elementares [BanBar93].

Vamos relembrar duas proposi¢des importantes da teoria dos reticulados.

Proposicao 3.8 condi¢cbes suficientes para ter um reticulado completo) — $gja )(um conjunto
parcialmente ordenado. Se, para t&gla@ £, o supremo d&s existir entdo £, <) € um reticulado com-
pleto e

inf® = su@y,, onde I = {YE L: Yeli deX}.
Se, para todés C £, o infimo de¥ existir entdo £, <) € um reticulado completo e
sugb = inffy;, onde fo; = {YE £: Yeéls. dex}. O

Prova — Vamos provar no caso da existéncia de um supremo. Em primeiro lugar, patadodl@ todo
Aed

A=sufdy = (VXE L, Xeéls. ddy = A< X) (propriedade do supremo)
= (VX E %, Xéls. ddy = A < X) (% C 4)
= VXe X A< X ( X éls. ddy e verdade para toddem %)
< Aéli. de%. (definicdo de L.i.)

Isto &, sup € l.i. de%. Entéo, pela definicdo de limitante inferior e a transitividadesd@ara todo
BCLeA €L temosA’ < sufy, = A’ é Li. dex.

Em segundo lugar, paratodoC £ e A’ € 4,
A éli.del < A’ € Jq (definicéo dedq)
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= A’ < suf. (propriedade do supremo)
Isto €, para todéc C £ e A" € £, temosA’ é Li. deX = A’ =< sufy.

Assim, para todds C £ e A’ € £, temosA’ € Li. deX < A’ =< sufy. Isto €, pela definicdo de
infimo, para toddc C £, temos inf6 = su@,.. O que prova a existéncia do infimo a partir da existéncia
do supremo.

No caso da existéncia de um infimo, a prova é similar [Birkho67, Theorem 3, p. 112]. O

Definicdo 3.7(subconjunto sup—fechado e inf—-fechado) — Um subconjgidsum reticulado completo
(£, =) ésup—fechadse e somente se para tadaC B, o supremo des (emd), supds, pertence &.
i)

Ele éinf-fechadose e somente se para talaC B, o infimo deX (em4), igf %, pertence 8. O

Em outros termos, um subconjurdiode um reticulado completd.{ <) é sup—fechado (resp. inf—
fechada) se e somente se a operacdo de unido (resp. interse¢ao) extendida a familiasgabiechada
ema®.

A segunda parte da proxima proposicao € o Teorema 6, p. 7 em [Birkho67].

Proposicao 3.9condigcao suficiente para um subconjunto de um reticulado completo ser um reticulado
completo) — Sejad(, <) um reticulado completo e sefaum subconjunto dé. Se® é sup—fechado
entdo, para todec C B,

Supds = supx,
L B

e B, <) é um reticulado completo.
Se® é inf-fechado entdo, para to@ibC B,

inf6 = inf %,
i) P
e B, <) é um reticulado completo. O

Prova — Vamos provar no caso do subconjusiiteer sup—fechado. De um lado, para téta B e
A eB,

supb € B supdb € |.s. de&s emB
i) i)
e = e (propriedade do supremo)
supl < A’ supl < A’
i) i)
= A’ él.s. d&b em®. (transitividade)

Isto é, para todéc C B e A’ € B,

(supB € B) = (supl < A’ = A’ él.s. delt emB).
L L

De outro lado, paratodtt C B e A’ € B,
A éls. desemPB = A’ éls. detemd (B C L)
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= supk < A. (propriedade do supremo)
i)

Entdo necessariamente, para tééll B e A’ € B,

(sup € B) = (A’ él.s. debemP = supb < A').
i) i)

Em outros termos, para tode C B,

(supB € B) = (supl < A’ = A’ él.s. det emPB).
i) i)

< supX = supd. (definicdo de supremo)
i) B

Isto prova que s@ € sup—fechado entdo o supremo de qualquer subconjubtexiste, e, pela Propo-
sicdo 3.838 é um reticulado completo.

No caso do subconjun®® ser inf-fechado, a prova € similar. O

Proposicao 3.1(Qpropriedades dos operadores elementares) — O subconjdamdilatacoegesp.E
das eros6esA? das anti—dilatacdes E? das anti—erosdes) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf—
fechado, inf-fechado e sup—fechado)dtie O

Prova ([Serra88, p. 18; HeiRon90, Prop. 2.3]) — Vamos provar no caso do subcaxpaxalilatacoes.
Paratodd¥ C Ae% C P,

(supP)(supn) = ( V V) (Supb) (propriedade da unigo e@”)

YpyeEW

= U y(sums) (definicéo da unido er®?)
pyEeEW

= U sup(®) (y é dilatag&o)
YpyeEW

- U U v (propriedade da unido et)
YEWXED

= U U Y(X) (comutatividades das unides)
XELyY EW

- U (V v (definigdo da unido er®?)
XEL peEW

= U (supP)(X) (propriedade da unido et”)
X E %

= sup(suf)(%). (propriedade da unido et)

Isto prova que sip € A e, consequentemente, ghe sup—fechado.
No caso dé&E, A?e E2 a prova é similar. O
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Exercicio 3.1(propriedade das anti—dilatacdes) — Prove que as anti—dilata¢cdes formam um subconjunt
inf-fechado dep?. O

Pelas Proposicdes 3.9 e 3.10, o conjunttas dilatacde@esp.E das erosdedd?das anti—dilatacées
e E2das anti—erosdes) provido da relacdo de ordeénumreticulado completoEm particular, no caso
das dilatacdes, para todd6 C A, temos

sup®W = Supy e infw < infw,
PP A A PP

Aplicando as fungbes deem%P(E), 0s mesmos mecanismos de constru¢ao usados para prover 0s oper
adores sobr@® das operacdes de unido, intersecédo e complementacéo, e de uma relacdo de ordem con
tente com a unido e intersecéo, obtemos a algebra de BY&E)E,(V, A, ~) e o reticulado completo
(P(E)E, <).

Proposicao 3.11(isomorfismo de reticulados) — O reticulafla@las dilatagdes o reticulado das funcdes

deE em®P(E), sdo isomorfos. Em outros termés;> a, € um isomorfismo de reticulado, istadé:> a,

€ uma bijecéo e para todg e 0, emA,

01<0, = a; =a . (isotonia dupla)
O

Prova — Fazendo a hipotese gde < J,, para todoy € E,

aél(y) = 0,({y}) (definicao deaé)
C o({y}) (hipétese)
= aéz(y), (definicao deaé)

o b S < -
isto €,0, < 0, = a; =a .

Fazendo a hipétese qae < a, , para todoy € P,
1 2

04(Y) = U ay (y) (caracterizacéo da dilatacéo)
yey "t
- U ay (y) (hipbtese e propriedade da uniéo)
yey "z
= 0,(Y), (caracterizacéo da dilatac&o)
isto é,a(31 =a; = 01 < 0o. O

Proposi¢éo 3.1 propriedade da unido e intersecdo de dilatacdes) —&pja, ma familia de dila-
tacOes sobré e seja §;); <, a familia das respectivas fung¢des estrutrantes, ia;o=éa6_ paratoda € I.

Entao
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0 0 O
i/e\l 8 i/e\| !
Prova — Em relacéo a unido,
) Va- Osupt, (propriedade da unido ef(E)F)
i€l
= SUPA, (consequéncia da Proposicao 3.11)
A
= SUpA, (Proposicdes 3.9 e 3.10)
g)i]‘
=V 9. (propriedade da uni&o eft’)
i €

Em relacdo a intersecéo,

5 Aa = Sint, (propriedade da intersecéo e¥E)F)
i€l
= iZfA| (consequéncia da Proposigéo 3.11)
< infA, (A C 9P
g)i]‘
= 0j . (propriedade da intersecéo &)
i€l
O

Em particular, a unido de duas dialatagdes coincida com a dilatagéo que tem como funcgéo estruturante
a unido das funcdes estruturantes. A intersecao de duas dilatac6es € maior que a dilatacdo que tem corr
funcdo estruturante a intersecao das funcdes estruturantes. Em outros termos,
5alva2=61V52 e 5a1/\a2S51/\52.
A Proposicédo 3.12 indica um caminho para a decomposi¢ao de uma didegatéErmo de uma unido
de dilatacdes menores. Sefa){c, umaparticdo de Eisto é, E;);<, € uma colegdo de subconjuntos de

Etais queE = U EieEiNE; = (), paratoda = j. Seja &;);<, a familia de fun¢des deemP(E) dada
i €1

por

as(y) sey € E
ay) = { VASHS)

0
Por construgéa, = '\e/| a; . Entdo, pela Proposi¢do 3.12= '\e/| Sa.
| |
Sejama, e a, as fungdes dE em P(E) mapeando os pontos e X, deE (pontos marquados com
bolinhas pretas) nos subconjuntos da Figura 3.5 (pontos nas areas cinzas). A Figura 3.6 mostra os subcor
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juntos mapeados pay V a,ea; A a,Nnos pontox,; eX,. A Figura 3.7 mostra os subconjuntos transfor-
mados do subconjuntx{, x,} pelas dilatagcdeds, V da, €9, v 5,- Conforme a teoria estes subconjuntos
sdo iguais. A Figura 3.8 mostra os subconjuntos transformados do subcorjuxjppelas dilatagdes
Oa, A Oa, €04 pa, Conforme a teoria estes subconjuntos podem néo ser iguais.

ST .
ﬁﬁfxieﬁalf(xfl)ﬁ - ﬁﬁfxzfeﬁalﬁ(xfz)f -
Iffxieﬁazf(xfl)ﬁ o Iffxzfeﬁazﬁ(xfz)f -

Fig. 3.5 — Especificagédo das func¢des estruturantes.

X1 € @ vV ay)(xy) X, € @1 V ay)(X)
X1 € @ A ay)(Xy) X € @ A ay)(X)

Fig. 3.6 — Unido e intersecéo das funcdes estruturantes.

Uma segunda maneira de combinar operadoresatjteenciabuserial, consiste em ligar a saida de
um operador com a entrada do outro.
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B, V 3.,)(X)

— il

92,(X)

Fig. 3.7 — Uniao de dilatagdes.

Definicdo 3.8(composi¢do de operadores) — Sejaey, dois operadores solifeO compostdoupro-
duto) do operadony, pelo operadony, & o operador sobf® denotaday i, e dado por

W 1)(X) = Y1(¥(X)) X E P).
A composicdo de um operador por um oudro mapeamento dado por

W19 — Y1y, . O
A Figura 3.9 ilustra a composicao de um operador por um outro, através de bloquinhos.
Pela Definicao 3.3, um operadpré idempotende de tipo 1 se e somente se

Yy =1,
e € idempotente de tipo 2 se e somente se
Yy = 1.

Exercicio 3.2(associatividade da composi¢éo) — Mostre que a composicao é associativa, isto €, para todo
operadonyq, y, €, sobreP,

Y1(W3) = W y)vs . O
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Proposicéo 3.13propriedades do composto) — Sejgme y, dois operadores sobfe O operador

Y1y, composto do operadgr; pelo operadoy, tem as propriedades dadas nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3.
O

Tabela 3.1 — EXTENSIVIDADE/ANTI-EXTENSIVIDADE DO COMPOSTO.

Y, € extensivo Y, € anti—ext.

¥, é extensivo | .y, é extensivo -

¥, € anti—ext. - Y, € anti—ext.

Tabela 3.2 — ISOTONIA/ANTONIA DO COMPOSTO.

Y, é isotone ¥, é antitone

¥, é isotone Y, é isotone Y, é antitone

¥, € antitone Y, é antitone Y, é isotone

Tabela 3.3 — CLASSE DO COMPOSTO.

Y, é dilatagdo Y, é erosdo |y, é anti-dilatacdp 1, é anti-erosdo
v, é dilatacdo | y.p, é dilatagédo - - Y, é anti-eros.
¥, é erosao - Y, € erosdo Y, é anti—dil. -
¥, é anti—-dilatacap vy, é anti—dil. - - Y, € erosdo
¥, é anti—eroséo - Y, é anti-eros.| .y, é dilatagédo -

Exercicio 3.3(propriedades da composicdo) — Prove que o composto de uma anti—dilatacdo por um
anti—erosao € uma erosao. O

Finalmente, as maneiras paralela e sequencial de combinar os operadores podem ser combinada

Proposicéo 3.14unido e intersegdo versus composicéo) — Para todo opgradbre? e toda familia
(i), de operadores sobfe

(V weo=Vve e (N\wvwo= A v
el el el el
se¢ € uma dilatacao,
o(V v) =V oy
el el

se¢ € uma erosao,
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o( N\ w)= /N ovi
el el
se¢ € uma anti—dilatacao,

o(\V v) = i/e\lqﬁ/}i;

el

se¢ € uma anti—erosao,

o( N\ v) = i\e/lrpwi- 0

el
(0a, N 32,)(X)

92,(X)

Fig. 3.8 — Intersecéo de dilatacoes.

Prova — Para todo operadgrsobre®, toda familia 9;);<, de operadores sobfee X € P,

((i\e/l PiP)(X) = (i\e/l ¥i)(@(X)) (definicdo da composicao)

= U vilp(X) (definig&o da unigo er®?)
i€l
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= U i) (X) (definicdo da composicao)
i €1
= (V vip)X). (definicéo da unido erd?)
i€l

A prova relativa a intersecao é similar a relativa a unido. As outras igualdades sédo consequéncia dire
das definicdes dos operadores elementares. O

Yy,

X Y = Ww)(X)

Fig. 3.9 — Composicao de operadores.

Proposicéo 3.15relacéo de ordem versus composi¢éo) — Para todo opexagloe v, sobred,
Y1 =Yy = P19 = PP,
seg € isotdnico,

Y1 =Yy = QY1 = PYy;
se¢ € antitbnico,

Y1 =Yy = QY = oYy, O
Exercicio 3.4(relacdo de ordem versus composi¢ao) — Prove a primeria e segunda implicacao do enul
ciado da Proposicao 3.15. O

Observamos que a composic¢ao de dois operadores elementam@qesteomutativa. Por exemplo,
sejamx ey dois pontos dé& e sejama; e a, duas fungdes tomando 0s seguintes valorex en.

a)(x) = {x}, ay(y) = {x} e ay(X) = {y}. Entéo,050a,({x}) = {y} € 04,0a,({X}) = {X}. Isto &, neste
€as0,0a0a, # 0a0a,.



Capitulo 4

Operadores invariantes por translacao

As funcdes estruturantes do capitulo anterior podem ser vistas como uma maneira de definir uma nog
de vizinhanca para os pontos do conjunat®or exemplo, se@uma funcao estruturante definida sobre

E. O conjuntoa(x) pode ser visto como a vizinhanga do poafdeste capitulo, vamestruturaro con-

junto E de maneira a podermos definir uma ceggularidadeentre vizinhancas de pontos distintos. A
estrutura considerada é a de grupo Abeliano.

Com esta estrutura é possivel definir os operadores de translacao e transposicao e, fimalassgte,
dos operadores invariantes por translaca&sta classe foi a primeira estudada em Morfologia
Matematica, e possue muitas propriedades matematicas interessantes.

Neste capitulo, damos uma atencao especial a situacao real onde o dominio das imagens é finito. F
tanto, sera introduzida a nocdo de adicdo moduld fim de estruturarmos o dominio das imagens
segundo um grupo Abeliano com a liberdade de escolha do elemento neutnopsisamecao de espaco
afim ligado a um grupo Abeliano.

As operacdes de adicdo e subtracdo de Minkowski séo apresentadas e utilizadas explicitamente
caracterizagao das dilatagdes invariantes por translagao.

Em certas aplicacdes, os operadores elementares invariantes por translacdo podem apresentar efe
de bordas indesejaveis, por isso introduzimos também a classe dos opecamticemalmente invarian-
tes por translacéo

4.1 TranslacOes e transposicao

SejaZ o conjunto dos inteiros. Sef& o produto Cartesiard X Z, isto &, o conjunto dos pares ordenados
de inteiros. A maneira mais simples de definirmos a nocao de vizinhanca é considerar o E@ajunto

sendo a imagem de umtangulode Z2 através de um mapeamento bijetor.

51
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Sejamn, e n, dois inteiros positivos, representando o tamanho do retangulo. A Figura 4.1 mostra dois
conjuntosE ou, nos referindo as imagens, duas grades particulares. Em (a), temos um exemplo de uma
gradequadradacom f,,n,) = (6,6) e, em (b), de uma gratlexagonalcom 4, n,) = (12,4) ou
(ny,n,) = (6, 8). Neste caso, dizemos que o conjunto ou geaéen otamanhon; X n..

(a) quadrada (b) hexagonal

Fig. 4.1 — Dois tipos de grade.

Queremos estruturar o conjuriisegundo um grupo Abeliano, proverielde uma adigcao cujo ele-
mento neutro seja um ponto arbitrario He Para isto, vamos partir inicialmente do retangulo
Ret(ny,n,) = [0,...,n; — 1] X [0,...,n, — 1] e o prover de uma adi¢éo.

O conjuntoZ provido da adi¢cdo entre niumeros inteiros formayumpo Abelianpdenotado4, +).
Em outros termos, a adi¢éo verifica os axiomas abaixo [CaRaCo63].

Para todo elementy becem?Z,

Qa+b=Db+a (comutatividadg
2 @+b+c=a+(b+c) (associatividade
(3)JecZ, a+e=e+a=a (lei do elemento neutyo
43Ja' €z a+a =a +a=e (lei do opostd

O elemente, chamado delemento neutr@ o elemento 0 d&. O element@’, oposto de aé deno-
tado — a.

Os trés ultimos axiomas definem @mpo. Isto €, um grupo Abeliano é um grupo comutativo.
Exercicio 4.1(unicidade do elemento neutro) — Prove que o elemento neutro € Unico. O
Prova — Sejame; e e, dois elemento neutros,

e =€ +t6e (e, é elemento neutro)
=e,. (e, € elemento neutro)
O

Exercicio 4.2(unicidade do oposto) — Usando os axiomas de grupo, prove que o0 oposto € uiico.
Prova — Sejama, e a, dois opostos da,
a,=a t+e (lei do elemento neutro)
=a; +(a+ay) (a, é oposto de)
=(ay+a+a (associatividade)
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=e+a, (a, é oposto de)
= ay,. (lei do elemento neutro)
O

A diferenca entre os inteiros a eéhbo elemento d&, denotadaa — b e dado por
a—b=a+(—b).
A adicao entre inteiros extende—se a pares ordenados de inteiros. §egire((4, b,) dois pares
ordenados de inteiros. O conjurd provido da adicdo definida por
((ag,a9), (b, by)) = (ag,@y) + (by,by) = (a5 + by, a, + by,
€ um grupo Abeliano. O elemento neutro € o par (0, 0), 0 oposig,dg) € (— a,, — a,), que é denotado
- (ag,ay).

Para prover o retanguRet(n,, n,) de uma adi¢éo que verifique os axiomas de um grupo Abeliano,
precisamos introduzir a no¢ao de adicdo médulo

Definicdo 4.1(adicdo médulm) — Sejan um inteiro positivo. Sejint (n) = [0,...,n — 1] um intervalo
deZ de tamanha. A soma modulm dos elementageb emint (n) € o elemento diat (n) denotada + b
n

e dado por
t b a+b sea+b=n-1
an “la+b-n c.c.
ou ainda,

a+ b = resto(@ + b)/n).
n
A adicdo médulon emInt (n), denotada+, € o mapeamento dado por
n

(a,b)—a+h. 0O
n

Denotaremos a soma méduiade a e b simplesmentea + b, quando ndo houver duvida sobre o
tamanho do intervalo.
O elemento neutro da adicdo médalkem Int (n) € 0. O oposto médulodea é denotado- ae dado
n
por

_a=10 sea=0
n n—a c.c.

O intervalolnt (n) provido da adicdo moéduloforma um grupo Abeliano.

Exercicio 4.3(lei do oposto) — Se@um elemento do intervalat (n). Prove que o elemente a defi-
n

nido acima é o oposto modulae a. O
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Usando o mesmo mecanismo de extencéo da adicZopdeaZ?, a adicdo médula em Int(n)
extende—se aos pares €tet(n,,n,). Sejam §,,a,) e ©,,b,) dois pares eniRet(n,,n,), 0 conjunto

Ret(n,, n,) provido daadigdo médulany, n,), denotada% +n) e definida por

((ag,ap), (by, by)) — (a3, 3,) (n+n )(bl’ b,) = (ay + by, a, + by),
1 N2 n; n;

forma um grupo Abeliano. O elemento neutro € o par (0,0), o oposto mdguig) (de @, a,) €
(n— a - a,), que é denotad(o ) (aay)-

1 2 ny,

A diferenga entre os pares a e b &et(n,, n,) é o par ddRet(n,,n,), denotada  — )b e dado por

Ny,
— b=a + ( - b).
(N, ny) (ng, np) (g, ny)

Denotaremos a soma moédutg,(n,) deaeb emRet(n,, n,) simplesmenta + b, quando n&o houver
duvida sobre o tamanho do retangulo. Neste caso, denotaremos o oposto mods)laga simples-
mente,— a e a diferenga modulm{,n,) dea eb pora — b.

Vamos considerar dois exemplos praticos de confarfitsmando unespaco afim ligado ao grupo
AbelianoRet(n4, n,). Os elementos deet(n,, n,) serdo chamados, por abuso de linguagem, de vetores
(apesar de ndo serem elementos de um espaco vetorial) e os elemBrgesdadechamados de pontos.

Para ajudar a fazer a diferenca entre vetores e pontos, 0s vetores serdo sobrelinhados por uma seta quan
for conveniente.

O primeiro conjuntcE considerado é o intervalmt (n). Na prética, este conjunto poderia ser 0s
enderecos da pixels armazenados na meméria de um computador.

Proposicéo 4.1(intervalo como espaco afim ligado ao retangulo) — 8ejan;n,. O conjuntoint (n)
provido do mapeamento diet (n) x Int(n) emRet(ny, n,): (X,y) — Xy, definido por

Xy = (|nt(n2) - mt(nz), resto{Tz) - resto(Tz)),
é umespaco afim ligado ao grupo AbeliaRet(n,, n,), isto €, 0 mapeamentr, ) — Xy satisfaz aos trés
axiomas abaixo

(1) para todx emInt(n) eiemRet(ny,n,), Iy EE, Xy = U

(2)xy=(0,0) = x=y

(3) para todx, y ezemiInt(n), Xy + yz = xz (relacéo de Chaslegs
O
Prova — O resultado enunciado decorre da definicagyde O

Pela relacdo de Chasles, o opostaylé yX, isto €, — Xy = yx

O elementy do primeiro axioma da Proposicao 4.1 é unico [CaRaCo65, p. 88]. Isto permite definir
uma operagao externa solbingé(n).
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Definicdo 4.2(soma de um ponto por um vetor) — Sejam espaco afim ligadoRet(n,, n,). Sejamx
um ponto enfe etium vetor enRet(n,, n,). Asoma de um ponto x por um vetoé a ponto d&, denotado

X 4E— U (ou simplesmentg + U, quando nao houver davida sobre o espaco afim considerado) e dado por

y=x+U< xy=1U. O
Assim, para toda ey emE, y = x + XV.
Para um dado pontwemE, o0 mapeaments — 0x € uma bijecdo deé em Ret(n,,n,) e sua inversa
€ 0 mapeamentd+— 0 + U.
Proposicao 4.2 propriedades da soma de um ponto por um vetor) — Para todoxmmts,
(1) x+ (0,0) = x
(2) para todai eV emRet(ny,n,), X + (U+ V) = (x + U) + V. O
Prova — A propriedade (1) decorre do segundo axioma da Proposicao 4.1. A propriedade (2) decorre c
axioma (3) de espaco afim: para todemE e todou e V emRet(n;,n,),

Z=X+U+V) < xz=0+V (Definicao 4.2)
< Xxz=U+V e y=x+1 (equivaléncia logica)
< Xy+yz=U+V e y=x+1U (relacédo de Chasles)
< U+yz=U+V e y=x+1 (Definicao 4.2)
< yz=V e y=x+1U (propriedade da soma)
< z=y+V e y=x+1U (Definicéo 4.2)
< z=(x+U) + V. (equivaléncia l6gica)

O

Sejaxum ponto enint (n) e sejai = (u4, U,) um vetor ddRet(ny, n,), pelas definicdes dg/e de soma
de um ponto por um vetor,

X U = ny(u; + int(ZY)) + U, + restogy).
N, 2 n, 2

+
Int(n)
Por exemplo, s@; = n, = 3,x = 6 el = (2,2), entéo

6+ (2,2)=302+2)+2+0)=3(1)+2=5.
3 3

Por outro lado, verificamos que

65=(1—2,2—0) = (2,2).
3 3

O segundo conjunteconsiderado € o proprio retangiet(n,, n,). Na pratica, este conjunto poderia
ser as coordenadas dos pixels dispostos huma grade quadrada.
Proposicéo 4.3(retangulo como espago afim canénico) — O conjiRet{n,,n,) provido do mapea-
mento deRet(ny, n,) X Ret(ny, ny,) emRet(ny, ny): (X y) — XY, definido por
Xy = - X
y y(nb n2)

€ umespaco afim canodnic@igado a ele proprio). O
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Prova — O resultado enunciado decorre da definicagyde O

Sejax um ponto enRet(n, n,) e sejal = (uy, u,) um vetor deRet(ny, n,), pelas definicbes deye
de soma de um ponto por um vetor,

—

X + U=x 4+ U
Ret(n,, n,) (ny, ny)
Por exemplo, se@; = n, = 3, x = (2,0) el = (2,2), entéo

2,00+ (2,2) = (2,0)(3‘!‘3)(2,2) = (1, 2).
Por outro lado, verificamos que
(2,0)(1,2)= (1—2,2—0) = (2,2).
3 3

SejaE um espagco afim ligadoRet(n;,n,). Podemos estrutur&rpara ser um grupo Abeliano cujo
elemento neutro seja um ponto qualquer que chamarenwgdme denotaremos.

Definicdo 4.3(adicdo num espaco afim ligado ao retangulo) — Eejam espaco afim ligado a
Ret(n4, n,). Sejao um ponto qualquer de e sejana eb dois pontos d&. A soma, relativa a origem o,

dos pontoseb em E€ o ponto d&, denotad@a J;r b (ou simplesmenta + b, quando ndo houver davida
sobre o ponto origem e o0 espaco afim considerado) e dado por

a+b—o+(oa( + ob)

1 2)

. L . 0
A adicao, relativa a origem o, de dois pontiesE, denotada—Eh € 0 mapeamento dado por

(a@»a%b 0

A Figura 4.2 mostra a construcdo da soma, relativa a ongdmdois pontoa eb emE.
Proposicao 4.4(grupo Abeliano sobre um espaco afim ligado ao retangulo) -ES&ja espaco afim

ligado aRet(n4, n,). Sejao um ponto qualquer de. O conjuntdE provido da adi(;éeE relativa a origem

0 é um grupo Abeliano. O elemento neutro € o pontboposto de um ponto a, relativo a origgmeno-

tado E a, € dado por

a= o0+ ao. O

mlo

Prova — Para um dado pontoe para todai e V. emRet(n,,n,),

(0+_’)+(o+_’)—o+(u( + )3

Isto prova que a bije¢db— o + U € um isomorfismo dRet(n4, n,), provido da adl(;a? + ) emE, pro-

1 2

vido da operagéaé. Ja queRet(n,,n,), 0 ) € um grupo Abeliano, 0 mesmo ocorre ccﬁn—é{) Pela
1 2
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propriedade (1) da Proposicdo 4.2, o elemento neuti @e + (0,0) = 0. O oposto den emE é
0+ (— 03 = o0+ ao. O

Fig. 4.2 — Construgédo da soma num espaco afim.

Seja E, J;r) o grupo Abeliano da Proposicao 4.4liferenca, relativa a origem o, entre os pontos a

e bemE é o elemento dE, denotadcag b e dado por
alb=al(2n).
E E E
Daqui em diante, o conjunibsera o proprio retanguket(n,, n,). Quando a origem é o par (0, 0),
a adigéoJE reduz—se a adi¢cdo modulo, (n,).

. (0] . .
A Figura 4.3 mostra a sonmRet(Jg 10)b, relativa ao ponto origem (representado por um pequeno

guadrado preto), de dois ponsosb deRet(9, 10) e o opostget(% 10)a, relativo @0, do ponta. A soma

e 0 oposto podem ser obtidos graficamente duplicando 8 vezes o retRet(@ld0) em torno dele
mesmo e considerando a soma e o oposto, relatjwmhre o espaco afim canénig provido do mapea-

mento definido poRy =y — x. A somaaéﬁ2 b é obtida pela regra do paralelograma. Esta regra € baseada

no seguinte resultado,

ai b= 0;2 (oa+ oTo) (definicdo de adigao relativaoh
= (0 + 03) + ob (Proposicéo 4.2)
zz " z?

= a4 ob. (Definicdo 4.2)
ZZ
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A somaaRet(% 10)b é obtida a partir da soma eff, levando a coincidéncia coRet(9, 10), o

retangulo que contém esta soma. O opgg&% 10)a é obtido a partir do oposto efif, levando & coin-

cidéncia conRet(9, 10), o retangulo que contém este oposto.

[o]

(0,0) 2 b
Ret(9, 10)

Fig. 4.3 — Soma e oposto num espago afim.

Uma vez o conjunt& estruturado segundo um grupo Abeliano, podemos definir o operador de trans-
lacdo por um elemento & que chamaremos de vetor (apesar dele ndo ser um elemento de um espaco
vetorial), e o operador de transposicao.

Definicao 4.4(translacéo por um vetor) — Sé§aim subconjunto de um grupo AbeliaBoO translado
de X por um vetor u de &€o subconjunto denotado+ u e dado por

X+u={x€eE: x—ue X}
A translacéo pelo vetor deE, denotada, € o operador sobr&(E) dado por

X=1y(X) = X + u. O
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Exercicio 4.4(translado de um singleton) — S&am grupo Abeliano. Mostre que, para tadey em
E,

{y+u} ={y} +u. O
Prova — Para toda ey emE,

{y} +tu={xeE: x—ue{y}} (definicdo de translado)
={XE€E: x—u=y} (definicdo de singleton)
={x€eE: x=y+u} (propriedade de+)
= {y + u}. (definicdo de singleton)

O

A Figura 4.5 mostra em cinza mais escuro o translado do subcoXjdeteet(9, 10) da Figura 4.4
pelo vetoru = (4, 3) deRet(9, 10). Na Figura 4.5, a origeoé o ponto (0, 0).

Fig. 4.4 — Um subconjunto.

Denotamos poK — u o translado dX por — wu.

A Figura 4.6 ilustra, através de um bloquinho, a translacéo pelowetd#, 3) e o resultado obtido
em termos de imagens binarias.

Em Morfologia Matematica, uma classe muito estudada de operadores € a classe dos operadores inv
antes por translagéo.

Definicdo 4.5(invarianca por translacao) — S&aim grupo Abeliano. Um operadgrsobreP(E) é
invariante por translacadi.t.) se e somente se, para tadé& E,

Yty = TW. (invarianca por translacap
Em outros termos, para todoe P(E) eu € E,
Y(X + u) = p(X) + u. O
A complementacdo é um exemplo de operador i.t., paraXaddP(E) e u € E,
(X + u)¢ = X° + u.

Proposicao 4.5 propriedades dos operadores invariantes por translacédo)EBegrupo Abeliano. Os

operadores sob(E), invariantes por translagéo, formam um sub—reticulado complef(8g’(®, <)
e séo fechados relativamente a composicgéo. O

Prova — Ver [HeiRon90, Proposigao 3.1]. O
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0= 00 |

N, e ..
N 0 B
[ — ]
.}. . '\.\J'Z — x o
AN I e W~ Re(9, 10)"
‘\ 2 \ N
.‘.u.\\. e« e e\
| ro T — \\
I R R RN
o« X1l = N4
L [

Fig. 4.5 — Translado de um subconjunto por um vetor.

Proposicao 4.6propriedades do translado) — SEjam grupo Abeliano com elemento neuttd?ara
todo X, X; e X, em®P(E), e para todo ev emE,

QA X+0=X
R)X+u+v=X+(u+v
B) X, C X, & (Xy +u) C (X, + ). O

Exercicio 4.5(propriedades do translado) — Prove a Propriedade (2) ou (3) do translado. O

Como consequéncia da Proposicéo 4.6, temos, para toda familia de elexpentaB(E) e todou em
E,

(UX)+u= U X+u

el el

(YX)+u= )X +u.

i el i el
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o= (0,0)

Fig. 4.6 — Um operador de translagao.

A patrtir das propriedades do translado podemos enunciar as das translagoes.
Proposicao 4.7(propriedades das translacdes) — &ejan grupo Abeliano com elemento neutrd®
conjunto das translagdes, provido da composicao, forma um grupo Abeliano de automorfismos invariant
por translagéo, isto €, para todo veipu;, u, e uz emE e todoX; e X, emP(E),

(1) Tytu, = Tu Ty, (comutatividade)
(2) @u,ru)ry, = Tu () (associatividade)
Q) I € P?, 1y = vry = 1y (lei do elemento neutro)
A I €P? rr =vty = (lei do oposto)
(5) X1 C X, = 1y(Xy) C y(X5) (isotonia dupla)
(6) Tyt —y = . (bijecao)

O composta 7y, € atranslacén, ., 0 elemento neutroe a translacan, (7, € 0 operador identi-
dader) e 0 oposto de, é a translacao_ . O
Exercicio 4.6(propriedades das translacdes) — Prove duas das propriedades do enunciado da Proy
sicao 4.7. Use, quando for o caso, a Proposicéo 4.6. O

A comutatividade das translacdes corresponde exatamente a propriedade de invarianca por translag
A isotonia dupla e a bijecao fazem da translagaam automorfismasobre®(E). Por ser um automor-
fismo, r, € uma dilatacdo e uma eroséo, para todmE e 6 C P,
Tu(Supl) = sup () e ty(infX) = infry(9%0).

QuandcE é provido de uma adicao, € importante estudar, além da translacéo, um outro operador ch
mado de transposicao.

Definicao 4.6(transposicao) — Seyaum subconjunto de um grupo Abeligadtranspostqem relacao
a origem) de Xé o subconjunto denotad® e dado por

Xt={x€E: —xEX}.
A transposicapdenotada, € o operador sobr@(E) dado por
X—1(X) = XL, O
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A Figura 4.7 mostra em cinza mais escuro o transposto do subcotpmtegura 4.4. Na Figura 4.7,
a origemo € o ponto (0, 0).

Z2 o -
N
N
N\ .
N1 0=(0,0)
I I
.\ . .L' 7J
N .. o
NI al
RN ]
1K g
‘ Xfﬂ ‘ 0
-‘-‘-‘- . .L. . — X
R . Ret(9, 10)
'L'J'L . - . . '

Fig. 4.7 — Transposto de um subconjunto.

A Figura 4.8 ilustra, através de um bloquinho, a transposicédo e o resultado obtido em termos de ima-
gens binarias.

Um subconjuntX deE é simétrico(em relacéo a origejrse e somente ¢ = X.

Considerandd como um grupo Abeliano sobre um espaco afim ligado ao retaRpib, 5), a
Figura 4.9 mostra, em (a), um subconjuBtcsimétrico (em relagéo a origem= (2, 2)) e, em (b), um
subconjuntdB, ndo simétrico (em relagéo a origam= (0, 0)).

Proposicéo 4.8 propriedades do transposto) — Iejan grupo Abeliano. Para todp X, e X, emP(E),
(1) X)' =X
(2) X, C X, = X' C X, m

Exercicio 4.7(propriedades do transposto) — Prove a Propriedade (1) ou (2) do transposto. O
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T |

o= (0,0)

Fig. 4.8 — Transposigao.

(0,0) (0,0)

0 .

(@) (b)

Fig. 4.9 — Simetria de um subconjunto (em relagdo a origem).

Como consequéncia da Proposicdo 4.8, temos, para toda familia de elethema®(E),
(UX)'=UX" and () X)'= X
i €1 i €1 iel i€l
A patrtir das propriedades do transposto podemos enunciar as da transposicao.

Proposicao 4.9 propriedades da transposicéo) — &ajan grupo Abeliano. As transposicdes sab(E)
formam um conjunto de automorfismos idempotentes de tipo 2, isto &, pab& tedo em P(E),

(1) X; C X, = (X)) C (X)) (isotonia dupla)
(2) 7t = 1. (bijecao idempotente de tipo 2)
O

Exercicio 4.8(propriedades da transposi¢do) — Prove uma das propriedades do enunciado da Prop
sicao 4.9. Use, quando for o caso, a Proposicéo 4.8. O

A isotonia dupla e a bijecao fazem da transpostgém automorfismaobred(E). Por ser um auto-
morfismo,r € uma dilatacdo e uma erosao, para 6da &,

7(su@p) = sup(L) e 7(infX) = infr(%L).
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A transposicadmao € um operador invariante por translagdo como mostra a proposicéo seguinte.

Proposicao 4.1(propriedades mutuas do translado e do transposto) -£ 8ejagrupo Abeliano. Para
todoX emP(E) euevemkE,

D X+ut=Xx-u
QueX+veveXi+u O
Prova — Vamos provar a Propriedade (1). Paratod®o E, X € P ey € E,

yEX+ule —yeEX+u (definicdo do transposto)
< (-yy—-ueX (definicdo do translado)
< —(y+ueX (soma e oposto comutam)
s y+uex (definicdo do transposto)
syeX-u (definicdo do translado)

isto é, paratodo € E, X € P,
X+ ut=X-u.
Vamos provar a Propriedade (2). Paratadv € Ee X € P,

ueX+vesu-veX (definicao do translado)
< —(v—u eX (soma e oposto comutam)
s v-ueXx (definicdo do transposto)
< ve X +u (definicdo do translado)
O

A Figura 4.10 ilustra a Propriedade (2), enunciada na Proposicéo 4.10. Nesta figura, @ érigem
ponto (0, 0). Em (a), a area cinza representa um subcodXatidicular; em (b), a area cinza representa
o transposteX'; em (c), os dois pontos pretos representam dois poetodeE e a area cinza o translado
X + v; em (d) a &rea cinza represeXta+ u, o translado par do transposto d§. Observa—se quem, em
(c), u pertence & + v e, em (d)y pertence &' + u.

A partir das propriedades mutuas do translado e do transposto podemos enunciar as das translagée
e da transposicao.

Proposicao 4.11(propriedades mutuas da translacao e da transposicdo) — ParetodoE e X € P,
Qrry=1_
2)u e r(X) = v e T 7(X). O
Prova — Vamos provar a Propriedade (1). Paratod® E, X € P,

Ty(X) = 7(7y(X)) (definicdo da composicao)
= 7(X + u)) (definicao da translagao)
= (X + u) (definicdo da transposicéo)
=X'—u (Proposicéo 4.10)
=7_y(XY (definicdo da translacao)
= 1 _y(t(X)) (definicdo da transposicéo)

= 7 _t(X). (definicdo da composicao)
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Vamos provar a Propriedade (2). Paratadv € Ee X € P,

uet(X) @ ueX+v (definicao da translagéo)
s veXi+u (Proposicéo 4.10)
< vE (XY (definicdo da translacéo)
< v E 1y(1(X)) (definicdo da transposic¢éo)
< v e 1a(X). (definicdo da composicao)
O
o = (0,0) o= (0,0)
X Xt
(a) (b)
o = (0,0) o= (0,0)
F.*.*T*!
. . .
I Y
X+ v o . X'4u
- u U
. F.J . ‘
eeai
Coe e e R e o
|
(c) (d)

Fig. 4.10 — Relagéo entre o translado e o transposto.

4.2 Adicao e subtracao de Minkowski

Na sec¢dao anterior, foram vistas a adi¢céo entre dois poricsaadicao entre um subconjunto e um ponto
(a translacéo). Nesta secéo, vamos definir a adigéo entre dois subconjuntos, conhecida como a adigac
Minkowski [MinkowO3].

Definicao 4.7(adicdo de Minkowski) — Sefaum grupo Abeliano. SejafeB dois subconjuntos de
A soma de Minkowski d& e Bé o subconjunto dg, denotadoA @ B e dado por

ADB={xeE: Jac€ Aedbe B, x=a+ b}.
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A adicao de MinkowskidenotadaP, é o mapeamento dado por
(A,B) — A® B. O
A Figura 4.11 ilustra a construgcéo da soma de Minkowski de dois subcorjumis

0 =(0,0) A
. B
T\\\J |
.\\. LAl
L———
N oL A
= \
Bk 3
‘ 1
B - - \- -
L?miF\\TﬁJﬁTb
[
ADB

Fig. 4.11 — Soma de Minkowski de dois subconjuntos.

A Figura 4.12 mostra trés exemplos de soma de Minkowski. Observamos que a soma de um subcon-
junto por um singleton contendo a origem € o préprio subconjunto. Os resultados destas trés somas ilus-
tram uma solucdo do problema de interpolacdo de formas. Entre a cruz e o quadrado de tafanho 5
resultantes da primeira e terceira somas, temos uma forma intermediéria, resultante da soma de uma cru,
e de um quadrado de tamanhe 3

SejaB um subconjunto dE en um nGmero inteiro ndo negativo. As vezes, € Gtil denotarmasBoor
0 subconjunto d& dado pela composicdo de— 1 adicdes de Minskowski, isto €&,

nB=(..BOGB)®B..)®B
sen for maior que 1, o préprio conjunB) sen for 1, e o singletond}, sen for 0.
Proposicao 4.1 propriedades da soma de Minkowski) — Para #od®, e C em®P eu emE,

LWA®B= |J A+b (definicdo equivalente)
bE B
2)ADB=BDA (comutatividade)
B)ADB) BC=ADBDCO (associatividade)
4)AD{o} =A (lei do elemento neutro)
B) A@B)+u=A+u DB (translacéo versus soma de Minkowski)
(6)0EB = ACA®B. O
Prova — Propriedade (1). Para toA@e B em%® e para todx € E,

XEADPB & Jac Aedbe B, x=a+b (definicao ded)

< dbeB, (Jac A x=a+bh) (equivaléncia l4gica)

< dbe B, (Jac A a=x—-0Db) (propriedade det)
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< dbeB Xx—bEA
< dbeB XEA+D

< xe (J A+b
beB

Propriedade (2). Ela decorre da comutatividade da sonta em
Propriedade (3). Ela decorre da associatividade da soria em
Propriedade (4). Para todoem@,

Ad{ot= U A+b

67

(equivaléncia l4gica)
(definicao de translado)

(definicdo de uni&o)

(Propriedade (1))

b € {0}
=A+o0 (familia reduzida a um membro)
= A. (propriedade do translado)

Propriedade (5). Para todoe B em® eu emE,

A®B) +u=(lJ A+b)+u
beB

- U (A+b+u

beB

= JUA+b+u)

beB

= JUA+u+b)
beB

= UJA+u+b
b€EB
=(A+u)®B.
Propriedade (6). Para todoe B em%® e para todx € E,
xeEA eoeB)=x+0eEADB
< XeE ADB.
Isto é, para todd eB em%,
oeEB= (WxEE, xXEA=XEADB)
< ACASDB.

(Propriedade (1))

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(comutatividade da adi¢éo)

(propriedade do translado)

(Propriedade (1))
(definicdo ded)

(propriedade det)

(definicao de incluséo)
O
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u @ u = u
u @ u = u
[ ] @ [ ] = [ ]

Fig. 4.12 — Trés exemplos de soma de Minkowski.

Exercicio 4.9(propriedades da soma de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Para todo
A, A, B, B eB,em?,

()A®B={xEE: (B'+ xnA = 0} (definicdo equivalente)
(2) AJUA) BB = (A;®B)U(A, D B) (distributividade de®)
(3) A® (B,UB,) = (A® B,)U(A® B,) (distributividade deD)

(4) AiNA) @B C (A, @ B)N(A, D B)

(5) A@ (B1NBy) C(ADB)N(ADB))

6)A,CA, < A, BBCA,®B

(7)B,CB, < A®B, CA®B,

8)0eB=10

(9)EEBB:{E seB = () -
0 c.c.

Apés varias décadas, Hadwiger [Hadwig50, Hadwig57] definiu a subtracdo de Minkowski que tem
um papel tdo importante quanto a soma de Minkovski em morfologia de subconjunto.
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Definicao 4.8(subtracao de Minkowski) — Segaum grupo Abeliano. SejafeB dois subconjuntos de
E. A diferenca de Minkowski entée e Bé o subconjunto dg, denotadcA © B e dado por

AcB={yeE:VYbeB, (Jac A y=a-Db).
A subtracao de Minkowskdlenotada&>, € o0 mapeamento dado por

(A,B)— AOSB. O
A Figura 4.13 ilustra a construcao da diferenca de Minkowski entre dois subcodjuaiBos

0= (0,0) ASB
Tl T ach
. . . \\ .
' \
. S
e
A VeI el wa
B ‘7.¥ \.\Lij\\. F.J . \\ . L.j‘
R IERR R
- | |
. Ltj . . - T.J
L 1
A

Fig. 4.13 — Diferenga de Minkowski entre dois subconjuntos.

Proposicao 4.13propriedades da diferenca de Minkowski) — Para fod®, e C em® eu emE,

LHAEeB= () A-b (definicdo equivalente)
beB
2 AeB)oC=Ac(BDC)
B)AS {0 =A
4) AcB)+u=(A+uoB (translacao versus a diferenga de Minkowski)
(5)0EB = AGBCA. O
Prova — Propriedade (1). Para toAe B em%® e para tody € E,
yeEASB < VYbeB, (JacA y=a—-Db) (definicéo de©)
< VbeB, JacA a=y+Db) (propriedade dat)
< VbeB y+beA (equivaléncia l4gica)
< VYbeB yeA-b (definicao de translado)
<ye () A-b (definicdo de intersecao)
beB
Propriedade (2). Para todgB, eC em?,
(AeB)6C= (Y ([)A-b-c (Propriedade (1))
ceCbeB
= ﬂ ﬂ (A=Db)—c (propriedade do translado)

ceCbheB
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=N N A-b+0

ceCbheB

= (N A-(b+0

beBeceC

= () A-x
xeEB@C
=AS (BDCO).
Propriedade (3). Para todoem@,

Ac{ot= () A-b

b e {0}
=A-o0
= A

Propriedade (4). Para todoe B em® eu emE,

(AGB)+u=(()A-b)+u
beB

= () A=-b+u
beB

= [ A+((—Db)+u)
beB

= (N A+(u-b)
beB

= (YA+uy-b
beB

(N A+U-b
beB

= (A + U) OB,

Propriedade (5). Para todoe B em%® e para tody € E,
(yEASB eoEeB) = (HdacAy=a—0)
< (da€ A y=2a)
< yeEA
Isto é, para todd eB em%,
oeB=(VWyeE yeASB=yeEA
< ASBCA.

(propriedade do translado)

(associatividade da intersecéo)

(definicdo de soma de Minkowski)

(Propriedade (1))

(Propriedade (1))

(familia reduzida a um membro)
(propriedade do translado)

(Propriedade (1))

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(comutatividade da adi¢éo)

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(Propriedade (1))

(definicdo de©)
(propriedade dat)
(equivaléncia lGgica)

(definicao de incluséo)
O
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Exercicio 4.10(propriedades da diferenca de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Par
todoA, A, A, B, B, eB, em?,

Q)AcB={yeE: (B+y CA} (definicdo equivalente)
(2) A,©B)U(A,©B) C (A UA) OB

38)AB(B,UB,) = (A©B)N(ASB,)

4) A;nA))©SB=(A;©B)N(A,©B) (distributividade deS)
(5) A©B)U(AS By CAS(B1NBy)

6)A,CA, < AJOBCA,OB

(7)B,C B, < AGB,CAOB,

B)ESOB=E
0 seB=0
©)0eB = [E c.C.. -

4.3 DilatacOes e erosodes invariantes por translacao

O conjunto da dilatagdes (resp. erosdes) invariantes por translagéo, como intersec¢éo do reticulado cc
pleto das dilatacdes (resp. erosdes) e o reticulado completo dos operadores invariantes por translacé
também um reticulado completo.

Para caracterizar os operadores elementares invariantes por translacéo € interessante definir a nc
de funcao invariante por translagéo.

Definicdo 4.9(funcéo invariante por translacéo) — Sejam grupo Abeliano. Uma funcdmode E em
P(E) éinvariante por translagé@.t.), se e somente se, as propriedades equivalentes abaixo sdo verifica-
das.

(1)) Vueye E, by + u) = b(y) +u
(2)3AB € P(E), Vy €EE, b(y) =B+ . O

Exercicio 4.11(funcédo invariante por translacdo) — Mostre a equivaléncia entre as Propriedades (1) e (Z
da Defini¢ao 4.9.
O

Usando a adicao de Minkowski, podemos agora caracterizar as dilatagdes invariantes por translac:

Proposicao 4.14propriedades das dilata¢des invariantes por translacéo) E 8sjagrupo Abeliano.
Sejad uma dilatacdo sobr@(E) e sejab sua funcéo estruturante, entdo as trés propriedades a@ixo s
equivalentes.

(1) b é invariante por translacéo
2)o(Y)=Y®B (YEPE) e B=05({0})

(3) 6 é invariante por translacao. O
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Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para tod& & e para todx € E,

x € oY) < xe | by (caracterizacdo das dilatagdes)
vey
=xc€ UJ B+Yy) (definicéo de funcao i.t. e Hipbtese (1))
vey
<> XEBOY. (definicao ded®)
Isto é, pela comutatividade dg, para todoY € 2,
oY) = Y®B.
Em consequéncia,
o({o}) ={o} ®B (Y ={o})
= B. (propriedade deb)
Vamos provar que (2) implica (3). Para tod& E e para toddr € P,
oY+u=(+uoé&B (Hipotese (2))
=(Y®&B)+u (propriedade deb)
=0(Y) + u (Hipotese (2))

Isto €,0 é invariante por translagéo.
Vamos provar que (3) implica (1). Para tod& E,

by + u) = 6({y + u}) (definicdo de funcéo estruturante ale
=0({y} +u) (Exercicio 4.4)
=o({y}) + u. (Hipétese (3))
= b(y) + u. (definicdo de funcéo estruturantedje
Isto €,b € invariante por translacao. O

A partir da Proposicéo 4.14, podemos caracterizar as dilatagdes invariantes por translacao.

Proposicao 4.15caracterizacéo das dilatacdes i.t.) — Q€ja conjunto das dilatacdes i.t.. O mapea-
mento deA’ em P(E),

6986,

ondeB(3 € 0 subconjunto dado por

B, = o({o})
€ uma bijecao. Seu inverso é
B+—dg,
ondedg € a dilatacéo i.t. dada por
ogY) =Y®B (YEP). O

Prova — Antes de tudo, temos que verificar gygé uma dilatacdo i.t.. Sep € P, sejab um mapea-
mento deE em? tal que

blyy =B+y (YEE)
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e sejad,, a dilatacéo pela fungéo estruturant®ara todor e B em,
oY) =YDB (Proposicao 4.14, ((1) implica (2)))
= 0g(Y).
Isto é, pela Proposi¢éo 3&g é uma dilatagéo e pela Proposicédo 4.14, ((2) implicadg3® i.t.

Vamos provar qué — B, € uma bijecao. Em primeiro lugar, para todo

0EAN eYeEP,
dg(Y) = YO B (definicdo dedg)
=Y®o({o}) (definicao deB)
= 4(Y), (Proposigéo 4.14, ((3) implica (2)))

em outros termos, para todoc A’, cSBé = 0. Isto prova que o mapeamerite- B, € injetor.

Em segundo lugar, para tooe ¢ ex € E,

X€ B, <« x€&dg{o}) (definicéo deB)
< xe{o} dB (definicio dedg)
< X € B. (propriedade deb)

em outros termos, para to&doe P, a, = B.lIsto provaque o mapeameidte> B, € sobrejetor e con-
seqlentemente é uma bijecao. O

A Proposicao 4.15 mostra que existe uma correspondéncia um por umy'enf®eOs subconjuntos
deE caracterizam sem ambiguidade as dilatagdes i.t.. A figura 4.14 ilustra este resultado. O subconjun
B, € chamado delemento estruturante da dilatacao .

P(E)

Fig. 4.14 — Bijecao entre as dilatagdes i.t. € 0s subconjuntos.

Para um dado subconjurioo subconjuntd g(Y) chama-—se deilatacéo de Y pelo elemento estrutu-
rante B
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Podemos caracterizar de uma maneira analoga as erosoes, anti—dilatacfes e anti—erosdes por element
estruturantes. Nestes casos, para um dado subcoijunsosubconjuntosg(X), 0%5(X) e e%z(X) cha-

mam-se, respectivamente, @&tesaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X pelo elemento estruturante B
séo dados por,

ea(X) = XOB
0%(X) = (X ® BY°
€%(X) = (X© B)~

A Figura 4.15 mostra um exemplo de dilatacdo de um subconjuto por um elemento estruturante. A
Figura 4.16 mostra dois modos de construir o dilatado de um subconjunto. Em (a), usamos a definicao
equivalente de soma de Minkowski, dada na Proposicao 4.12 (Propriedade (1)). Neste modo, o dilatado
€ obtido “pintando” com o quadradinho, cujo centro permanece dentro do conjunto a ser dilatado. Em (b),
usamos a definicdo equivalente de soma de Minkowski dada no Exercicio 4.9 (Propriedade(1)). Neste
modo, o dilatado € o conjunto de todos os centros dos quadradintiosajue conjunto a ser dilatado.

ro 1
L
R .
e o
‘LJ |
oo ¢ o || <
s |
S -«
.. S O I S
‘ L L ]
L ..
| |
|
Y o) = YO B
|

Fig. 4.15 — Dilatagdo de um subconjunto por um elemento estruturante.

A Figura4.17 mostra um exemplo de erosao de um subconjuto por um elemento estruturante. A Figura
4.18 mostra o0 modo de construir o erodido de um subconjunto. Usamos a definicdo equivalente de difer-
enca de Minkowski, dada no Exercicio 4.10 (Propriedade(1)), onde o erodido € o conjunto de todos 0s
centros dos quadradinhos estdo contidoso conjunto a ser erodido.

Vamos, agora, introduzir uma representacao matricial para os elementos estrutura@esn Saja
conjunto do retangul®et(n,, n,). Usando a bijecad — 1z do Capitulo 2 e escrevendg na forma
matricial

(160 — 1.j = 1)]

Ny Xn,
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(@) (b)

ro
L
T al
L -
Lo }
}fa |
SR R
. . I | Ul
L LifiiJ
ol .. T
Ll }
| |
\
X edX) = XOB
\ €g \
111
B=]111
111

Fig. 4.17 — Eroséo de um subconjunto por um elemento estruturante.

ondelg(i — 1,j — 1) representa o elementoif@™alinha g €siMacoluna da matriz de dimensép x n,,
temos uma representacdo para o conjBnt®or abuso de linguagem, escrevemos etda forma de
uma matriz de zeros e uns

8= o], ..

SejaE um grupo Abeliano sobre um espagco afim ligad®e#{n,, n,). Como pode ser observado na
expressao da soma d&m

0 —
atb=a + ob
E Ret(n,, n,)
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Fig. 4.18 — Modo de construir o erodido.

para computar esta soma, basta conhecer a posicao relativa de apenas um dos dois pantes (aqui
relacdo a origern. Em Morfologia Matematica, na hora de calcular a dilatagédo i.t. de um subcofjunto
por um elemento estruturarBdi.e.X @ B) € habitual definir a posicao relativa do elemento estruturante
B (e ndoX) em relagdo a origem.

Neste caso, devemos acrescentar a representaB&adaigicacio do pontode Ret(n,, n,) escolhido
como origem (isto é, como elemento neutro do grupo). EscrevemosBemidorma de um par

B = (b .0
Por exemplo, os subconjuntBs e B, mostrados na Figura 4.9 poderdo ser escritos entao
00000 00000
00100 00100
B;=(01110/,(2,2) e B,=(01110},(0,0)).
00100 00100
00000 00000
Para simplificar a notacdo, adotamos a convencéo de realcar o elemento posicionado na origem,
00000 00000
00100 00100
B,=(01110[ e B,=|01110]|
00100 00100
00000 00000

Como os elementos estruturantes sdo geralmente subconjuntos com poucos pontos e que estes est:
agrupados, para simplificar ainda mais a notacao, representamos estes na forma da menor submatriz qu
contém todos os 1s e o elemento posicionado na origem. Desta forma, os subdBppiBiasostrados
na Figura 4.9 poderédo ser escritos

010
B;=|111] e B, =
010

(o) ol

0
1
1
1

eoleoloNe]
(o) ol

Nesta ultima forma de representar um subconjunto, é entendido que os elementos néo representado:
valem 0.
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Sejam; X m, adimensé&o da menor submatriz usado na representds;dnd®B é dito delimensé&o
my X m,.

As dilatacdes e erosdes por um elemento estruturante tém todas as propriedades das dilatagde
erosdes ja vistas no capitulo anterior e mais aquelas que decorrem das propriedades da soma e difere
de Minkowski.

Proposicao 4.1qpropriedades da dilatacdo por um elemento estruturante) B 8ejasubconjunto de
um grupo Abeliand. Sejadg a dilatagéo pelo elemento estruturaBitésto €,

op(V) = Y®B (YE D),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

W ogM) = U (Y+b) (YED)
bE B

(2) 05(Y) = {XEE: B'+xnY =0 (YEP

(3) Og(supY) = supg(Y) (Y C P) (dilatacao)
(4) 105 = dgtu (UE E) (invarianca por translacao)
(5) 098, = g a8, (separabilidade)
(6) 0yq = ¢ (identidade)
(7Y)oeB =1 =05 (extensividade)
(8) dg, V 05, = OB, (sup—fechamento)
9B,CB, = 531 < 632 (isotonia dupla)
(10) 6g(0) = 0. (invariante)
O

Prova — As Propriedades (1) e (2) decorrem das definicdes equivalentes de adicdo de Minkowski.
As Propriedades (3) e (4) decorrem da Proposicao 4.15.
As Propriedades (5), (6) e (7) decorrem da Proposicéo 4.12.
As Propriedades (8), (9) e (10) decorrem do Exercicio 4.9. O

Pela comutatividade da adicdo de Minkowski e pelaa Propriedade (5), observamos que as dilatagc
i.t. sdocomutativago que nao ocorre em geral com as dilatagdes nao i.t.).

As Propriedades (5) e (8) sdo muito importantes na pratica para programar dilatacées por grandes €
mentos estruturantes a partir de dilatagdes com elementos estruturantes menores ou para melhorar o te
de processamento (ver também Secdo 8.2). Por exemplo, observando a seguinte decomposi¢cao
losangulo 5x 5 por dois losangulos 8 3

010 010
=(111 111
010

010
constatamos que o losangulo<s tem 13 pontos enquanto os dois losangulas33somam juntos 10
pontos. Em termos de eficiéncia computacional € entdo preferivel programar duas dilatacdes pe

D

oOor oo
ORrRrRRO
RPRRRE R
ORrRrRRO
oOor oo
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loséngulo 3x 3 do que uma s6 dilatacdo pelo losangub 5. Podemos até melhorar este resultado,
observando a seguinte decomposicéo

00100
01110 010 010
11111(=|111|&|101
01110 010 010
00100

constatamos que os dois elementos estruturante8 8omam juntos 9 pontos. A Figura 4.19 mostra o
diagrama de blocos equivalente a uma dilatacéo pelo losangul. 5

o O
PP
o O
| E—|
o O
R OoPR
o O
| E—|

dil  f— dil ‘

coor oo
ORr R RO
PRRRP e —
ORr R RO
coor oo

Fig. 4.19 — Diagrama de blocos de uma dilatagao pelo losangulo 5 por 5.

Exercicio 4.12(programacéo de uma dilatacdo por decomposicéo de elemento estruturante) — Seguindo
a Propriedade (5), encontre o diagrama de blocos de uma dilatacdo pelo elemento esBudacinte
abaixo, usando apenas dilata¢des por elementos estruturaned@n seus centros posicionados na ori-

gem.
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Procure uma solugdo computacionalmente eficiente. O

Exercicio 4.13(programacéo de uma dilatacdo por decomposicéo de elemento estruturante) — Seguindo
as Propriedades (5) e (8), encontre o diagrama de blocos de uma dilatacao pelo elemento eBtruturante
dado abaixo, usando apenas dilatagdes por elementos estruturar@esoB seus centros posicionados

na origem.
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Procure uma solugdo computacionalmente eficiente. O

Proposicao 4.17propriedades da erosao por um elemento estruturante) B @®jgubconjunto de um
grupo AbeliancE. Sejaeg a eroséo pelo elemento estruturdtesto é,

eg(X) = X6 B (X&EP),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

Meg) = ) X—b (XEP)
beB

2 egX)={yeEE: B+y CX} (XEP)

(3) eg(infX) = infeg(P) (B C P) (eroséao)
(4) Tyeg = egtuy (UE E) (invarianga por translacéo)
(5) eg€B, = €5 a8B, (separabilidade)
(6) €;qp = ¢ (identidade)
(7Y)oEB = eg =1 (anti—extensividade)
(8) €g, N €, = €g g, (inf-fechamento)
(9)B; C B, = €, < €, (antitonia)
(10) eg(E) = E. (invariante)
O

Exercicio 4.14(propriedades da erosao por um elemento estruturante) — Prove a Proposicada4.17.

Pela comutatividade da adicdo de Minkowski e a Propriedade (5) observamos que as erosoes i.t. ¢
comutativago quenao ocorre em geral com as erosdes nao i.t.).

4.4 DilatacOes e erosfes condicionalmente invariantes por
translacao

Em certas aplicacdes, os operadores elementares invariantes por translacédo podem apresentar efeitc
bordas indesejaveis, porque num porde “borda” dé= 0 elemento estruturante translad&dé xgeral-

mente cobre simultaneamente as imedia¢des da “borda” considerada e da “borda oposta”. Na pratica, u:
se, entdo, operadores elementares que tém um comportamento similar aos operadores i.t. no “centro’
E e que nunca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”.

SejazZ? o conjunto de pares ordenados de inteiros eEseja retangulo d&?2. Vamos considerar as
translacdes pelos vetores do grupo Abeliar ¢ ).
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Definicdo 4.10(funcéo condicionalmente invariante por translacéo) — Uma flodgieemP(E) écon-
dicionalmente invariante por translacdo.i.t.) se e somente se

AB € 9(Z%), VW EE, b(y) = (B + y)nE. O

A partir da definigéo de fungéo c.i.t. definimos as dilatages e as erosdes condicionalmente invariantes
por translagao.

Definicao 4.11(dilatacéo e erosao condicionalmente invariantes por translacao) dildtagao(resp.
erosaq condicionalmente invariante por translacémi.t.)é uma dilatacéd,, (resp. erosée) por uma
funcao estruturante condicionalmente invariantes por translagéo. O

A dilatagéody, (resp. eroséey,) da definicdo acima € a dilatagéo (resp. eroséo) definida no enunciado
da Proposicao 3.5 (resp. 5.6).

Cada funcéo c.i.t. pode ser caracterizado por um subcoruhedE @ E' [BanBar94]. Para todo
B € P(E @ EY, denotamos pdbg a funco c.i.t. definida por

bg(y) = B+ y)NE (y € BE).

Denotamos entéo podr; (resp.eg) a dilatagdo (resp. erosao) c.i.t. pgre chamamoB deelemento
estruturante da dilatacaresp.erosag c.i.t..

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram a diferenca de comportamento nas “bordas” de uma dilatacéo i.t. e
de uma dilatacéo c.i.t. construidas a partir do mesmo elemento estruturante (o loséngjlo 3

PP

| —
o O
o O

| E—|

dil

Fig. 4.20 — Dilatag&o invariante por translacao.

| —
o O
o O

| E—|

PP

dil

Fig. 4.21 — Dilatagéo condicionalmente invariante por translagéo.



Capitulo 5

Dualidades entre dilatacOes e erosoes

Neste capitulo voltamos a considerar os operadores elementares do Capitulo 3 em toda sua generalid
isto €, os operadores ndo serdo necessariamente invariantes ou parcialmente invariantes por translac

Dentro desse contexto definimos a dualidade entre dilatacGes e erosdes, como uma correspondér
um para um entre o conjunto das dilatacdes e o das erosdes. Exemplificamos este conceito, apresente
duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na estrutura de reticulado comple
aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. Verificamos que a primeira € mais func
mental, porque € baseada na nocéo de conexao de Galois que é definida para qualquer reticulado comp

O estabelecimento de uma dualidade, através das conexdes de Galois, entre o reticulado das dilatag
e 0 das erosdes vai ser usada para deduzir uma caracterizagéo das erosdes a partir da caracterizaca
dilatacdes, apresentada no Capitulo 3. Esta dualidade vai ser importante também para deduzir propt
dades dos operadores de abertura e fechamento morfolégico no préoximo capitulo.

5.1 Conexao de Galois

As definicBes de dilatacbes e de erosGeslgais no sentido que, se trocarmos a relacao “esta contido”
(C) pelarelacdo “contem™®), os operadores que eram dilatacdes passam a ser erosdes e 0s operador
gue eram erosdes passam a ser dilatacdes. Vamos mostrar que existe uma relagdo um por um entre as
tacdes e as erosdes. E isto que nés vamos estudar nesta secdo. A nog¢do chave para levar adiante
proposito € a deonexdo de GaloifBirkho67].

Definicdo 5.1(conexado de Galois) — Sejarre 8 dois operadores sobge O par &,) é umaconexao
de Galoisentre P, D) e @, C) se e somente se 0s trés axiomas abaixo sao satisfeitos,

X1 D Xy = a(X,) Ca(Xy) (X, X, €P) (isotonia dex)
Y, CY, = B(Yy) DAY (Y, Y,E D) (isotonia dep)

XD pBa(X) e YCaB(Y) (XY E D).
(anti—extensividade &z e extensividade deg)
O

81
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Proposicdo 5.1(definicdo equivalente de conexao de Galois) — Sejaf dois operadores sobe O
par @,() é umaconexdo de Galoisntre {, D) e @, C) se e somente se

XDBY) & YCaX) (XYeEP). O
Prova — Por um lado, supondo que, ) € uma conexdo de Galois, para tedeY em®,
XD BY) = a(X) D a(B(Y)) (isotonia dex)
< a(X) D aB(Y) (definicdo do composto)
< af(Y) C a(X) (dualidade entre_ e D)
= Y C a(X), (extensividade dep e transitividade de”)
da mesma maneira,
Y C a(X) = B(Y) C B(a(X)) (isotonia def)
<= A(Y) C Ba(X) (definicdo do composto)
< fa(X) D A(Y) (dualidade entre_ e D)
= X D B(Y). (anti—extensividade & e transitividade de)

Em outros termos, se (3) € uma conexao de Galois, entao
XDBY) = YCaX) (XYeEP).

Por outro lado, supondo que, ) verifica a equivaléncia
XDBY) = YCaX) (XYeEP),

para todoX em?,
Y =a(X) = XD B(a(X)) (implicacdo<)
< X D fa(X), (definicdo de composto)
isto é,Ba é anti—extensiva. Da mesma maneira, para Yoeio &,
X =) = Y Ca@) (implicacéo=>)
< Y C af(Y), (definicdo de composto)
isto é,a é extensiva. Finalmente, para tadpe X, em®,

X1 D X, = X; D pa(Xy,) (anti-extensividade & e transitividade de)
< X; D B(a(Xy)) (definicdo de composto)
= a(X,) C a(Xy), (Y = a(X,) e implicagéo=)

isto €,a € isotdnica. Da mesma maneira, para tége Y, em,

YL CY, = Y, Caf(Yy) (extensividade da e transitividade deC)
< Y; Ca(B(Yy) (definicdo de composto)
= B(Y,) D B(Yy), (X = B(Y,) e implicagéio=)

isto €, € isotbnica. Em outros termos, sgfl) verifica a equivaléncia
XDBY) & YCa(X) (XYeEP),
entdo &,p3) € uma conexdo de Galois. O
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A Figura 5.1 ilustra uma conexao de Galeig3). Um caso particular de conexao de Galois € quando

—

a

B
V\_/

Fig. 5.1 — Conexéao de Galois.

o par @,p) verifica a equivaléncia abaixo,

X=pY) = Y=aX) (XYeEP),
ou ainda, de uma maneira equivalenfe,= ¢ e fa = 1 (isto é,a ef séo bijecbes reciprocas).
Exercicio 5.1(exemplos de conexdo de Galois) — Feg@ um grupo Abeliano. Mostre que os pares
(tw,T-u), para todar emE, e o par £,7) sdo conexdes de Galois entfdK), D) e @(E), C). O

Vamos caracterizar mutuamente os elementos de uma conexao de Galois. Daqui para frente, os lir
tantes superiores, inferiores, os supremos e os infimos serdo sempre relativos ao conjunto parcialme

ordenado ¢(E), C). Para todos operadores 3 sobre®, sejama eﬂ_os operadores sobgedados por
B(X) = supfY € P: XD BV} (XE P)
a(Y) =in{Xe P: YCa(X)} (YEP).
Proposicdo 5. caracterizacdo mutua dos elementos de uma conexdo de Galois) -a Sefadois
operadores sobre Se o pard,) € umaconexao de Galoientre {, D) e (@, C), entdo
a= ,6T e f=a O
Prova — Pela Proposicéo 5.1, para tolem®,
{(YeP: XD} ={Ye:Y Ca(X)},
isto €,a(X) € o maior elemento dey{€e P : X D A(Y)}, em outros termosq(X) € o supremo desta
colec&o. Assim, por definicdo gfepara todoX em?P,
a(X) = B(X).
A prova da segunda igualdade decorre da primeira igualdade por dualidade. O
A conexdo de Galois é importante em Morfologia Matematica por causa da proxima proposicao.

Proposicdo 5.3(propriedade de uma conexdo de Galois) — Sejafhdois operadores solideSe o par
(a,p) é umaconexdo de Galoisntre ¢, D) e (P, C) entéo

BEA e a€E. O
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Prova— De um lado, paratodd C ? (4 = 0) e X € P,

XD supB() < sup(y) C X (dualidade entre_ e D)
< Xéls. dg«) (definicdo de supremo)
< B(Y) C X(YeE) (definicdo de I.s.)
< XDA(Yeq) (dualidade entre_ e D)
< YCaX (YEY) (Proposicéo 5.1)
< a(X) él.s. dey (definicdo de I.s.)
< supy C a(X) (definicdo de supremo)
< X D B(supy), (Proposicao 5.1)

isto €,X D sup(l) = X D f(supy). Fazendo, sucessivamente= S(supy) e X = sugp (), obte-
mos, por anti—-simetria da relacay, para toddy C P (U = 0),

p(supy) = sugs(Y).

Por outro lado,
0 Ca® < 0DpO) (Proposicéo 5.1)
= B(0) = 0. (0 é o menor elemento d&
Isto &, desde qud) (C a(()) é sempre verdad@(0) = (. Assim, S(supl) = sugB() mesmo para
Y = 0.
Em outros termogi € A. A prova quez € E decorre dgg € A por dualidade. O

Com os resultados acima, relativos a conexdo de Galois, podemos enunciar a seguinte proposicao,
prépria as conexdes de Galois entre reticulados completos.

Proposicao 5.4(definicdes equivalentes de uma conexao de Galois) — &ggfrdois operadores sobre
P. As trés proposicdes abaixo sdo equivalentes:

(1) (@,B) é uma conexao de Galois entfe D) e @, C);

(Qa€E e =g

B)BEA e a=§ O
Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Pela Proposicdocb S, E e pela Proposicéo 5.2,= a.

Vamos provar que (2) implica (1). Pela Proposicdo 3.1 isotdnico. Sejay € P, e seja
By ={UE P: YCa(U)}, entdo

Y CY, = (Y, Ca(U) =Y, Ca(U) (Ue P)) (transitividade deC)
< By, C By, (definicéo dexy)
= inf%y C infP%y, (propriedade do infimo)
< a(Yy) Ca(Yy), (definicOes dex e %y)
= (Y1) CB(Yy), B=a

isto €,6 € também isotbnica.
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Para todoX € 9,

XeD = X D inf%
a a

%Y %Y

< XD a(a(X))
< XD pa(X)
< X D fa(X),

isto é, desde queX(e %a(x)) € sempre verdadgq é anti—extensivo.

Para todoY € P,
a(®By) ={VeP: IX e By, V=aX)}
={veP: IXe P, YCa(X)eV = a(X)}
c{veP: YCV}
em outros termosy é |.i. dea(%y). Para todoy € P,
Y é Li. dea(%y) <= Y C infa(%y)
< Y C a(inf%y)
= YCaaM)

< Y Ca(B(y))
< Y C af(Y),

isto é, desde queY(é l.i. dea(%y)) é sempre verdadep é extensivo.
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(infimo € L.i.)
(definicoes dex e %)

B=a)

(definicdo de composto)

(definicdo de imagem)
(definicdo deX%y)
(deducéo logica)

(definicdo de infimo)

(oo é erosao)
(definicoes dex e %)
B=a)

(definicdo de composto)

Em outros termos, pela Definicdo 5d, ) € uma conexdo de Galois.
A prova que (1) e (3) séo equivalentes decorre da equivaléncia entre (1) e (2) por dualidate.

A partir da proposigdo acima, podemos enunciar o seguinte resultado que relaciona dilatagbes
erosoes.

Proposicao 5.5dual isomorfismo entre as dilatagOes e as erosdes) — O mapeamento do reticulado con
pletoE das erosdes sobfe no reticulado completd das dilatagdes sobge
€E—>¢€
€ um dual isomorfismo. Isto é,~ € € uma bijec&o e para todg e e, emE,
€1 S € & €< € (antitonia dupla)
O inverso de& — € € 0 mapeamento
9 0.
O grafico dee — € € 0 conjunto de todas as conexdes de Galois ebtre) e P, C).
O

Prova — A equivaléncia entre (1) e (2) da Proposi¢céo 5.4 mostra que o gratice deé o conjunto de
todas as conexdes de Galois enfre D) e (P, C). A equivaléncia entre (2) e (3) mostra que o0 mapea-

mentoe — € € uma bijecdo e seu inverso é> 9, desde que = (¢) e = @
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Vamos provar a antitonia dupla de-> €. Para todae, e e, emE,

€1 =€, = €,X) Ce,(X)(XE D) (definicdo de<)
< (YCeX) = YCe,(X) (XY EDP) (transitividade deC)

= XD g(Y) = XD (VX YEDP) (Proposicdes 5.1 e 5.4)
= (V) D eY) (Y € P) (transitividade deD)
e (V) C () (Y E P) (dualidade deC e D)
Sese (definigio de<)
O

A Proposicao 5.5 mostra que existe uma correspondéncia um por urk eftré Figura 5.2 ilustra
este resultado.

Fig. 5.2 — Bije¢&o entre as erosdes e as dilatagoes.

A bijecao entre as dilatacdes e as erosbes permite caracterizar as erosdes simplesmente a partir d
caracterizacao das dilatacdes, feita no Capitulo 3.

Proposicéo 5.6caracterizacdo das erosdes) — O mapeamericededF,
€ —ac,
ondea, é a funcdo dada por
a(y) = in{Xe P:yeeX)} (yEE)
€ uma bijecao. Seu inverso é
a—é€aq,
ondee, € a erosdo dada por
eaX) ={y€ E: XDaly)} (Xe).
Paratodax € E, a. = a. e para toda € PE €, = cﬂ O

Prova — Vamos provar que o mapeameste a. € a composicéo da bijecae- a, (Proposicéo 3.5) pela
bijecédoe — € (Proposicéo 5.5). Paratodo= E ey € E,
a(y) = e({y}) (definicao a;)

=inf{X € P: {y} C e(X)} (definicdo ¢)
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=inf{Xe P: ye eX)} (definicdo de singleton)
= ad(y). (definicio dea)
Isto é, para tode € E, a. = a.. Por ser a composicdo de duas bijeeae, a. € uma bijecao.

Vamos provar que 0 mapeameate> €, € a composicao de— 5(Proposigéo 5.5) p@+— 04 (Pro-
posicdo 3.5). Para todoe PEe X € P,

5a(X) = supfY € P: X D da(Y)} (definicdo ded)

=sup{y€®: x> U a(y)} (definicdo dedy)
vey
= U Y (propriedade da uniao)
X D , g 2O
={yeE:aved, x> U ay)eyeVv (definicdo da unido)
y ey

={yeE:Aye?, XDay)(y €Y)eyecyY} (propriedade da unido)
={y€E: XD a(y)} (deducéo logica))
= €(X). (definicio dexy)

Isto é, para toda € PF, €5 = d,. Por ser a composicao do inversoede e pelo inverso dé — a.,
a+— €, € 0 inverso de — a.. O
A Proposicao 5.6 mostra que existe uma correspondéncia um por ubiefifreAs funcdes a valores

nas partes dE caracterizam sem ambiguidade as erosfes. A Figura 5.3 ilustra este resultado e most
como ele é obtido. A funcém € chamada deincao estruturante da eroséo

Fig. 5.3 — Bijegc&o entre as erosdes e as fung¢des estruturantes.
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A Figura 5.4 mostra quatro modos de representar uma erosao por um bloquinho. Em (a) e (d), fazemos
uma referéncia explicita a erosdo. Em (b) e (c), a erosao é caracterizada pela sua funcao estruturante. Corr

ja indicado no Capitulo 3, para um dado subconjdntsubconjunte4(X) chama—serosao de X pela
fungéo estruturante.a

X Y = ¢(X) X Y = e(X)

— € — o Q0 ————

(@) (b)

X Y = ex(X) X Y = €,X)

—ero— —ea—

(©) (d)

Fig. 5.4 — Quatro modos de representar uma erosao.

A bijecdo apresentada na Proposicéo 5.6 inverte as relacdes de ordem definidéesphreomo
enunciado na préxima proposigao.

Proposicao 5.7(dual isomorfismo de reticulados) — O mapeamento do reticlatis erosdaso reti-
culado das funcdes deem P(E), € — a., € um dual isomorfismo de reticulado, istx é; a. € uma
bijecéo e para tode, ee, emE,

€1 < €,<8, < a, . (antitonia dupla)
O
Prova — Pela Proposi¢éo 5.6,~ a. € uma bijecdo. Para todg ee, emE,

61S62<=>62S6

€1 (Proposicao 5.5)
ae, (Proposicéo 3.11)

S A, =
< A, < A, (Proposicéo 5.6)
O

Como ja foi indicado no Capitulo 3, o conjunto das erosdes, provido da relacdo de<oréeum
reticulado completoEm particular, no caso das erosdes, para#do E, temos

sup¥ < Supy e infy = infw,
PP E E Pp?
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Proposicéo 5.8 propriedade da uniéo e interse¢do de erosdes) —eJeiqama familia de erosdes sobre
P e seja &)<, a familia das respectivas fungoes estrutrantes, isto-€ a., para toda € |. Entéo

€ — €

iel i\e/l 8
€ <€ . O

i\e/| ' i/e\l 8
Prova — A prova é similar a da Proposicédo 3.12. O

Em particular, a intersecéo de duas erosdes coincide com a erosao que tem como fungéo estruture
a unido das funces estruturantes. A unido de duas erosdes é menor que a erosao que tem como ful
estruturante a intersecao das fungdes estruturantes. Em outros termos,

€1\ € = €3va, € €1V €)= €4 g,

Pelas Proposicdes 3.5, 5.4 e 5.6, para \ddPF, o par €,,0,) € uma conexdo de Galois. Entéo,

pela Proposicdo 5.1, para todaE PF,
XD0xY) = YCeaX) (XYEP),

e pela Proposicéo 5.2,
eaX) =supfye P: XD da(V)} (XEP)
0aY) =Iinf{XeE P: YCes(X)} (YEP).

De uma maneira similar ao caso geral, podemos caracterizar as erosoes invariantes por translaca
Proposicao 5.9conexédo de Galois invariante por translacao) —&Segeconjunto das dilatacdes invaria-
ntes por translacéo solifee sejaE’ 0 das erosdes invariantes por translacao shi8ejan ef dois
operadores sobre Se o pard,) € umaconexao de Galoientre {, D) e (@, C), entdo

la€E =peAN

2peEAN = acFE. O
Prova — Para provar (1), basta, pela Proposicdo 5.4, mostrar gjg@e.teentde é também i.t.. Para todo
a €E',Yem% euemkE,

eY+u) =inf{XE P: Y+ uCe(X)} (definicdo dee)
=inf{X &€ P: YCeX)— u} (propriedade do translado)

=inf{Xe P: YCeX-u)} (e éi.t)
= (in{XEe P: YCe(X)}) +u (propriedade do translado)

=€(Y) + u (definicao dex)

Isto €,e € também i.t. A prova de (2) é similar. O

Proposicao 5.1(caracterizacéo das erosoes i.t.) — &&ja conjunto das erosdes invariantes por trans-
lagdo. O mapeamento @& em P(E),

€ — BE 1
ondeB¢ é 0 subconjunto dado por
B = Iinf{X &€ P: o€ eX)}
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€ uma bijecao. Seu inverso é
B—ep,

ondeeg € a erosao invariante por translagéo. dada por
eg(X) = X©B (XeE ).

Para todcee € E, B, = B, e para tod® € P, eg = 0. 0
Prova — A prova é similar a da Proposicéo 5.6. Precisamos apenas verificat gug.sentde é também
i.t.. Isto decorre das Proposicdes 5.2 e 5.9. O

Pelas Proposigfes 5.4 e 5.10, para Bd® &, o par €g,05) € uma conexdo de Galois. Entdo, pela
Proposicao 5.1, para tod e P,

XDdgY) & YCeg(X) (X YE D).
A Figura 5.5 ilustra a implicacée- e a Figura 5.6 a implicacée-.
Pela Proposicéo 5.2,, para toda= &P,

eg(X) = supfy € P: XD g(V)} (XEP)

og(Y) = Inf{XE P: YCeg(X)} (YEP).

A

010
que quedgeg(X) C X. D& uma razao para isto ocorretr. O

010 11
Exercicio 5.2(Conexao de Galois) — Sefa= [1 1 1] e sejaX = [ 1 1]. Determine geg(X). Verifi-
11

A nocéao de conexdo de Galois, apresentada nesta secao, permitiu definir uma primeira dualidade entre
as dilatacOes e as erosdes, que serd muito Util para introduzir as aberturas e fechamentos morfologicos
no proximo capitulo. Na préxima secao, vamos introduzir uma segunda dualidade.

5.2 Dualidade por complementacéo.

Vamos agora definir as no¢des de operador dual por complementacéo e de transposto de uma funcac
estruturante.

Definicao 5.2(dualidade por complementacao) — Sejam operador sobr@ O dual (por complemen-
tacdo) dey é o operador sobf® denotaday” e dado por
P (X) = p(X9)° (XE D). O

Dois operadores ef sobreP sdomutuamente duais por complementagé@ somente se as proprie-
dades equivalentes abaixo sdo satisfeitas

L) xEPLXY) & xeaX)* XEEXEP)
@a=4
@p=a".

Exercicio 5.3(operadores mutuamente duais) — Prove a equivaléncia entre as trés propriedades acima.
O
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Fig. 5.5 — Propriedade de uma conexao de Galois (comecando pela eroséo).

Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para totle &,

a(X) = ((a(X)9)° (idempoténcia da complementagéo)
={XEE: x€ pX9}° (Hipotese (1))
={XEE: x& (X9} (definicdo de complemento)
={XEE: x€ X% (definicao de complemento)
= B(X9° (deducso l6gica)
= B"(X). (definicdo de operador dual)

Isto é, sob a Hip6tese (1), = A"
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Vamos provar que (2) implica (3). Para tode 2,

a’(X) =B (Hipotese (2))
= " (X9° (definicdo de operador dual)
= (B((XH99° (definicao de operador dual)
= B(X). (idempoténcia da complementacao)

Isto é, sob a Hip6tese (P,= a”.
Vamos provar que (3) implica (1). Para todee 9 ex € E,

X € B(X9) < xEa’ (X9 (Hipotese (3))
< X € a((X99° (definicdo de operador dual)
< X E a(X)©. (idempoténcia da complementacgéao)

Isto &, sob a Hip6tese (,€ f(X°) = x € a(X)¢ (xE E,X € P). O

Pelas duas Ultimas equivaléncias acima, o0 mapeamenty” de ¥ em®? é uma bijecéo e ele é
seu proprio inverso. No caso das restricid®& podemos evidenciar um outro dual isomorfismo entre
as dilatacoes e as erosoes.

Proposicao 5.11(dual isomorfismo entre as dilatacdes e as erosdes) — O mapeamento do reticulado com-
pletoE das erosdes sobfe no reticulado completd das dilatagdes sobge

€ — 6*
é um dual isomorfismo. Isto é,~ ¢" é uma bije¢do e para todg e €, emE,

€156, €, <¢€;. (antitonia)
O inverso de: +— € é 0 mapeamento

00"

O gréfico dee > € é 0 conjunto de todos pares de erosdo—dilatacdo mutuamente duais por complemen-
tacao. O

Prova — Temos que provar que &= E entdoe” € A. Para toddy C 9, seja
U'={XeP: X}
Paratodce € E e C P,

(U n=(€U 1o (definicio de dual por complementagao)
Y E q Y E q
= () YO)© (lei de Morgan generalizada)
Ye
=(( () X)° (definigdo de?y’)
X € q’
=( () eX)° (defini¢do de eroséo)

X e q’



5.2 DUALIDADE POR COMPLEMENTACAO. 93

= (YQU e(Y9)° (definicdo de’)
= chy (e(Y9)© (lei de Morgan generalizada)
= chy e (V). (definicdo de dual por complementacéo)

Isto é,¢" é uma dilatacéo.
Da mesma maneira, podemos provar qué &A entdod” € E.
Comoe = (¢') ed = (07)", e~ € é uma bijecdo e seu inversd é> 9"

Vamos provar a antitonia de— ¢ . Para tod, e e, emE,

€1 =€, = €,X) Ce(X)(XE D) (definicdo de<)
= €(Y9) Cex(Y)(YE D) (a complementagéo € uma bijecao)
= (e5(Y9)¢ C (e(Y))C (Y€ D) (antitonia da complementacéo)
= ex(Y) Cerl(Y) (YE D) (definicdo de dual por complementac&o)
S er<e€]. (definicéo de<)

Finalmente, para tode € E, o par €,€") é formado por uma erosdo e por uma dilatacéo, que s&o
mutuamente duais por complementat¢cao. Inversamente, em todpipaiofmado por uma erosao e por
uma dilatacdo mutuamente duais por complementagdodual (por complementacaokdesto €, §,0)

pertence ao grafico de— e". Em outros termos, o grafico de—¢" é o conjunto de todos pares de
erosao—dilatagdo mutuamente duais por complementagao. O

A Proposicao 5.11 € uma outra maneira de mostrar que existe uma correspondéncia um por um en
A eE. A Figura 5.7 ilustra este resultado.

Definicdo 5.3(transposto de uma fungéo estruturante) —&efaa funcdo d& em P(E). O transposto
dea é a funcédo d& em P(E), denotada! e dada por

a(x) = {yE€ E: x€ ay)} (x € E). O

Exercicio 5.4(definicdo equivalente de dilatacdo por uma fungéo estrurante) 6 Sejaa dilatacdo
sobre?®(E) de funcédo estruturange prove que para todg € P,

0aY) = {x€E E: a(xnY = 0}. O

Duasfuncdes eb deE emP(E) sdomutuamente transpostas e somente se as proposi¢des equiva-
lentes abaixo séo satisfeitas

xealy) ®yebXx xyeEE);
a=Dbt;
b=al.

Pelas duas Ultimas equivaléncias acima, o mapearaenta' deF em?F é uma bijecdo e ele é seu
proprio inverso.
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Fig. 5.6 — Propriedade de uma conexao de Galois (comecando pela dilatac&o).

P
P
P

Proposicao 5.14transposicéo versus dualidade por complementacdo) — As proposicdes abaixo séo
equivalentes. Para todoe b em 9°F,

a eb mutuamente transpostes 0, € €, mutuamente duais por complementagao;
6a = €

*

Gb zabt- ]

o

Prova — Vamos provar a segunda proposicéo. Paraa@n PF e X em?,

cSa*(X) = (04(X%)° (definicdo de dual por complementacao)
= {x€ E: a(xnX° = 0}° (Exercicio 5.4)
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= {x € E: a(x)nX° = @} (definicdo de complemento)
={x€EE: a(x) C X} (consisténcia entr@ e C)
= e4(X) . (definicdo de erosao por uma fungao estruturante)

Isto é,aa = eat .

*

Em outros termos, a composicadode> 0" por a— d,, isto é,a+> 0, é idéntica a composicdo de
b e, pora— a', isto é,a—e,.

As outras proposicées decorrem deste resultado usando o fato que os mapeamentas— 0,
b+ e, e a— a' sdo bijecdes. O

Fig. 5.7 — Bijecdo entre as erosdes e as dilatacdes através da dualidade por
complementacgao.
A Figura 5.8 ilustra o resultado da Proposi¢do 5.12 e mostra como ele é obtido.

Quandd= é um grupo Abeliano, dois subconjuntesB deE sdomutuamente transpostss e somente
se as proposi¢des equivalentes abaixo sédo satisfeitas

QD xeA+y=yeB+Xx (Xye€E

(2) A = B!

(3)B = A!.
Exercicio 5.5(subconjuntos mutuamente transpostos) — Prove a equivaléncia entre as trés propriedad
acima. 0

No caso invariante por translagéo temos resultados similares aos da Proposi¢ao 5.12. Por exemplo
propriedades abaixo s&o equivalentes. ParaAcB em P,

(1) A eB mutuamente transpostes 0 , € eg mutuamente duais por complementagéo
(2) 0p = en
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Fig. 5.8 — Transposic¢ao versus dualidade por complementacao.

QuandaA e B séo simétricos, as duas igualdades acima simplificam—se e temos

*

6A =€A e eB*=5B.

11
As Figuras 5.9 e 5.10 ilustram estas igualdades nokas® = [1 1
11

(ea((Y))°

\
\
oA
\
\
\
|

€a

Fig. 5.9 — Dualidade por complementagéao (usando uma erosao).
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Fig. 5.10 — Dualidade por complementacéo (usando uma dilatagéo).



Capitulo 6

Aberturas e fechamentos

Neste capitulo vamos introduzir duas novas classes de operadores: a abertura e o fechamento, que ocu
um papel fundamental na area dos filtros morfolégicos [Serra88]. Como ja fizemos com os operadore
elementares, adoteremos uma abordagem axiomatica.

As nocgdes de abertura e fechamento foram primeiramente introduzidas no ambito da topologia. Dac
um espaco topologico, a abertura (resp. fechamento) corresponde ao operador que produz o interior (re
fecho) de um dado subconjunto.

Moore, em 1910, estendeu o conceito de fechamento ao reticulado cormgiEtod) [Birkho67,
p. 111]. As aberturas (resp. fechamentos) sobre reticulados completos sdo operadores que produzen
infimos (resp. supremos) de elementos de subconjuntos sup—fechados (resp. inf-fechados).

Em termos pratico, interpretando uma imagem binaria como sendo o “espaco disponivel”, a abertul
produz o “espaco util” em relacdo a padrées que queremos colocar dentro do “espaco disponivel”.

Primeiramente, apresentamos as aberturas e os fechamentos ditos algébricos. Em seguida, aprese
mMos 0 caso particular das aberturas e dos fechamentos morfologicos. As aberturas e os fechamentos &
bricos séo caracterizados por meio de subcole¢des sup—fechadas de subconjuntos.

Finalmente, as aberturas e os fechamentos invariantes por translagcéo, que receberam muita atencac
primoérdios da Morfologia Matemética [Mather75], serdo estudados e o teorema de Matheron sobre
decomposicdo das aberturas algébricas (resp. fechamentos algébricos) em termos da unido (resp. in
sec¢do) de aberturas morfoldgicas (resp. fechamentos morfoldgicos) é apresentado.

6.1 Aberturas e fechamentos algébricos

As aberturas e os fechamentos séo casos particulares de filtros morfologic$ER&ja simplesmente
P, a colecdo de todos os subconjunto&d®sfiltros morfolégicossobre? sao operadores (sob#®
isotdnicos e idempotentes (de tipo 1).

99
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Defini¢cdo 6.1(abertura e fechamento) — Um filtro morfolégico (saByanti—extensivo é unabertura
(algébrica)(sobrep). Um filtro morfolégico (sobré) extensivo € urfechamento (algébricqyobrep).
O

Uma abertura sobr@ é denotada genericamente pa@ um fechamento p@r. O subconjunto das
aberturas é denotadice o dos fechamentds Estes dois conjuntos de operadores tém as seguintes pro-
priedades.

Exercicio 6.1{propriedades das aberturas e dos fechamentos) — Prove que paadody

() X =2 X)) e o( U XN =0 U aX). O
Xe% Xe% X E % X E %
Prova — De um lado, para tods C ¥,
y( () X C () v =y () X)) Ty ) ¥X) (v € isotdnico)
Xe % Xe% Xe% Xe%
<y () Xy ) yX), (y € idempotente)
Xe% Xe%

isto €, desde que, pela isotonja e a Proposicdo 3.1y( () X)C () »(X), temos
Xe % Xe %

y( () X) Cy( () 7(X). De outro lado, para todis C P,
XeP%

X €% S
() X)) C () X (y é anti-extensivo)

X €% Xe%
c ) X (y é anti—extensivo)

Xe®%

isto é, pelaidempoténcia e a isotonig,d€ ﬂ (X)) C ( ﬂ X). Isto prova que, para todé C P,
XE® X E®

temosy( () X) =y( () (X))
X €% X €%

A prova da igualdade para os fechamentos é similar ou ainda decorre da igualdade para as abertura:

por dualidade. O
Proposicao 6.1(propriedades das arberturas e fechamentos) — O subconjunto das abdras@asdos
fechamento®) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf-fechad@)¥e O

Prova ([RonHei91, Prop. 2.1]) — Sej C I'. Pela Proposicéo 3.6, U@ anti—extensivo.

Vamos provar que sipé isotdnico. Os operadores Bhsendo isotbnicos, pelo que foi visto na Secao
3.3, sufy é também isotdnico.

Vamos provar que sipé idempotente. De um lado, paratéHa_ I'ey € W,
Yy =yy (v € idempotente)
< y(sup?) (v é isotdnicay < sup¥ e Proposicao 3.15)
< (sup¥)(sup¥), (y < sup¥ e Proposicéo 3.15)
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isto é, (sul)(sup?) é I.s. de¥ e, pela definicdo de supremo, Bug (sup¥)(sup?). Por outro lado,
para todo¥ C T,

supgl < = (sup?)(sup?) < ((sup¥d) (Proposicao 3.15)
< (sup?)(sup?) < (sup?), (¢ € o elemento neutro da composicao)
isto €, desde que (Slfp< () é sempre verdade (SHE anti—-extensivo), temos (3Hj(sup¥) < supV.
Assim, pela ant—simetria dg, (supP)(sup?) = sup¥ e sup¥ é idempotente.

Isto prova que, para todd C I', supV € uma abertura. Consequentemelité,um conjunto sup—
fechado. A prova qu@ é um conjunto inf-fechado é similar ou ainda decorre por dualidade do fato que
I' € um conjunto sup—fechado. O

Pelas Proposicoes 3.9 e 6.1, o conjuhtias aberturagesp.® dos fechamentos) provido da relacao
de ordem< é umreticulado completo

No caso das aberturas, para t&la_ I', temos

sup¥W = Supy e infy < infw,
PP T r PP

Associado a cada operador, podemos definir uma colecéo particular de subconjuntos chamado
dominio de invariancia.

Definicdo 6.2(dominio de invariancia de um operador) — Sajan subconjunto dg, e sejay um opera-
dor sobreP(E). O subconjuntX é uminvariante dap se e somente $gX) = X. A cole¢do de todos os

invariantes dey € odominio de invariancia dg e é denotada por Iny). O
Exercicio 6.2(dominio de invariancia de um operador idempotente) — Mostrg @uen operador idem-
potente (de tipo 1) se e somente seyhve y(P). O

Prova — Sejay um operador idempotente. Por um lado, pela definicdo de indempot@(Xja& um
invariante dey, o que prova que(®) C Inv(y). Por outro lado, pela definicdo de imagem de um mapea-
mento,y(X) € y(P), assim, para todX € P, se X & y(P) entdoX = y(X) e, conseqientemente,

X & Inv(y) Em outros termos, Iny) C ¢(%). O que prova, pela anti-simetria da inclusdo, que
Inv(y) = %(P).

Inversamente, seja um operador que verifica Iny) = y(¥P). Pela definicAo de imagem de um
mapeamento, para todd € P, yp(X) € um invariante dey, entdo, pela definicdo de invariante,
Y(yp(X)) = yw(X). O que prova qug € um operador idempotente. O
Proposicéo 6.2propriedade do dominio de invariancia dos operadores isotbnicos e anti—extensi-
vos) — Sejg um operador isotbnico e anti—extensivo (resp. extensivo), entdo seu dominio de invarianci
Inv(y) € uma subcolecao sup—fechada (resp. inf—fechada). O

Prova — Para todo operadgrisoténico e anti—extensivo, s€faC Inv(y) e 6 # (. Por um lado, para
todoB € %,

B = y(B) (B € Inv(y))
C y(sSupn), (B C supt ey é isotdnico)
isto é,y(supk) € I.s. deX ou ainda, pela definicdo de supremo,%up y(su@c). Por outro lado, pela
anti-extensividade de, y(supt) C supgt. Pela anti-simetria de_, isto prova que para todo

% C Inv(y) e B = 0, y(supt) = supt. No casdl = ), pela anti—extensividade gey(0) < 0, isto

é,y(0) = 0. Assim, paratodé C Inv(y), suft € Inv(y). Em outros termos, Iny]) € uma subcolecéo
sup—fechada.
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No caso dos operadorgsisotdnicos e extensivos, a prova que )\ uma subcolecéo inf-fechada

€ similar ou ainda decorre por dualidade do fato quey)r¥(ama subcolecéo sup—fechada quanédo
isotdnico e anti—extensivo. O

Vamos agora introduzir um mecanismo de construcao de aberturas e fechamentos.

Sejad uma subcolec¢ao qualquer@econsideramos agora os operadotge ¢, sobre? definidos
por

va(X) =supBE B: BC X} (XEP)
p(X) =in{BEB: XCB} (XEP).
Proposicéo 6.3construcdo de aberturas e fechamentos) — Parétad®, y, € uma abertura solife

e ¢4 € um fechamento sobe O
Prova — Seja® C P. Vamos provar que,, € isotonica. Para tod$, e X, em?,
X;CX,={BeE®dB: BCX} C{BeB: BCXy} (transitividade)
= Y5(X) C yg(Xy). (definicéo dey, e propriedade do supremo)

Isto prova que,, € isotonica.

Vamos provar queg, € anti-extensivo. Para todcem®, X é l.s. de B € B: B C X}, isto €, pela
definicao de supremo, sup{e B : B C X} C Xou ainda, pela definicéo g, y4(X) C X. Isto prova
queyg € anti-extensivo.

Vamos provar que, € idempotente. Por um lado,

Vg =L = VoV = Vg (Proposicéo 3.15)
< YaVg = YV (¢ € elemento neutro da composicao)
isto €, desde que, é anti—extensivoy, < ), temosy,y4 < 4. Por outro lado, para todoem®,
YaVa(X) = Y474 (X)) (definicdo do composto)
= yq(sup{B € B: B C X}) (definicao dey)
Dsupa({BeB: BCX}) (4 € isotonico e Proposicao 3.1)
=supBE B: BC X} (y4(B) = B(B € B))
= Vgg(x),

isto e, pela definicdo de, y4 < y4yq. Assim, pela anti-simetria de, y4 = Y474, 0 que prova que
vq € idempotente.

Em outros termog;,, € uma abertura. A prova qieg € um fechamento decorre por dualidade do fato
queyy € uma abertura. O

Os operadoreg,, € ¢, sobre chamam-se, respectivamergtiegrtura pela colecad (ouabertura
por B) efechamento pela colecéi® (oufechamento poB). A Figura 6.1 mostra uma abertura por uma
colecéo de apenas dois subconjuntos. Desde que os dois subconjuntos sao coKiidagsufitado da
abertura dX € a unido destes. A Figura 6.2 mostra um fechamento por uma outra colecao de dois subcon-
juntos. Desde que os dois subconjuntos cotgaresultado do fechamento Xi& a intersecéo destes.

Agora, estamos interessados em mostrar que o mecanismo de construcao de aberturas e fechamentc
da Proposicédo 6.3 é capaz de gerar todas as aberturas e fechamentos. Em outros termos, queremos car:
terizar estas duas classes de operadores. Precisamos antes enunciar mais uma proposicao relativa as abet
ras. Por dualidade, teriamos uma proposicéo similar relativa aos fechamentos.
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Fig. 6.1 — Abertura algébrica de um subconjunto.

Proposicao 6.4(propriedade das aberturas) — Sejama abertura sobr® ey um operador sobr@,
isotonico e anti—-extensivo. Entdo as quatro proposi¢cdes abaixo sdo equivalentes:

@Dy =y,

@) vy =i

) vy =7

(4) Invly) C Inv(y). O

Prova ([RonHei91, Prop. 2.3]) — Vamos provar que (1) implica (2).

y =yy (v é idempotente)
<y (v é isotdnicay < y e Proposicao 3.15)
< (v € isotdnicay < ¢ e Proposicdo 3.15)
=, (¢ € elemento neutro da composicao)

isto é,y < yy eyy <y, e pela anti-simetria de, yyp = y.
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Vamos provar que (2) implica (3).

Y =yy (v é idempotente)
= vy vy =v)
< wy (y < ¢ e Proposicao 3.15)
= yy (¢ é elemento neutro da composicdo)
<y (v <t e Proposicéo 3.15)
<, (¢ € elemento neutro da composicao)

isto é,y < yy eyy <y, e pela anti-simetria de, yy = y.
Vamos provar que (3) implica (4). Para tolem,

X e Inv(y) < X = y(X) (definicdo de Inv)
= P(X) = p((X)) e X =y(X) (y € mapeamento)
< Yy(X) = yy(X) e X=y(X) (definicdo de composto)
= P(X) =r(X) e X=y(X) (wy =7)
< Y(X) = X (equivaléncia logica)
< X € Inv(y), (definicéo de Inv)

isto &, Invg) C Inv(y).
Vamos provar que (4) implica (3). Para tolem,

y(X) € Inv(y) (idempoténcia de)
€ Inv(y), (Inv(y) C Inv(y) e definicdo deC)

isto é, pela definicao de Iny(y(X)) = y(X). Em outros termosyy = 7.
Vamos provar que (3) implica (1).

y<1 =Yy <yt (Proposicéo 3.15)
< Yy <Y (¢ € elemento neutro da composicéo)
=y S, (yy =v)

isto é, desde queé anti—extensivoy < . O

Para podermos caracterizar as aberturas e os fechamentos, vamos precisar das subcolec¢des sup—fect
das e inf—-fechadas @¥(ver Definicéo 3.7). Denotaremos p{fP) o conjunto das subcole¢des sup—fecha-
das e pod(?P) o das subcolecdes inf-fechadas. Lembramos que uma subcolecao inf-fechada chama—se
tambémfamilia de MoorgBirkho67, p. 111]. Vamos caracterizar primeiro as aberturas.

Proposicao 6.5caracterizacao das aberturas) — O mapeameritedef(P),

y = Inv(y)
€ uma bijecao. Seu inverso é

Byy . O

Prova — Antes de tudo, verificamos que pela Proposi¢éo 6.2, parasotios?, Inv(y) € uma subcolecéo
sup—fechado d&, e pela Proposicéo 6.3, para t@subcolec¢éo d@, y, € uma abertura.
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Vamos provar que — Inv(y) € uma bijegdo. Em primeiro lugar, para todo operagery, sobre?,

Inv(yy) = Inv(y,) < Inv(yy) CInv(y,) e Invgy) CInv(y,)
(reflexividade e anti—simetria d€)

S YISy, €Y=<V, (Proposicéo 6.4)
S Y=Yy, (reflexividade e anti—simetria de)

Isto prova que 0 mapeamente~ Inv(y) € injetor.
Em segundo lugar, para todbe (P) e X € P,

XEInV(yg) < X =y4(X) (definicdo de Inv)
< X=supBeE B: BC X} (definicao dey)
o XEeE B, (“® é sup—fechado” prova>)

(“X é o0 maior elemento dB{€ B : B C X}" prova <)

em outros termos, para totloe f(?P), Inv(y,) = B. Isto prova que o mapeamente> Inv(y) € sobreje-
tor e consequentemente é uma bijecéo. O

A Proposicao 6.5 mostra que existe uma correspondéncia um por uii etf(f®). As subcolecdes
sup—fechadas d& caracterizam sem ambiguidade as aberturas. A Figura 6.3 ilustra este resultado

Em relacdo aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeaméntendé(?) dado por
¢ — Inv(¢) € uma bijecéo e seu invers@é— ¢,. Isto &, temos a correspondéncia um por um entre as
familias de Moore e os fechamentos.

Com a Proposicao 6.5 podemos dar uma interpretacao interessante da abertura por uma subcole
sup—fechada de um subconjuioSe® é uma subcolecédo sup—fechada, entéo, pela Proposicao 6.5,
Inv(ys) = B. Conseqlientemente, pela idempoténcig ge pelo Exercicio 6.2, para todoem P,
v4(X) € B, isto &, pelas definicbes gg e de supremo, e pela anti—extensividade,ge subconjunto
v4(X) € omaior subconjuntd de® tal queB C X.

Os subconjunto$(?) e 9(P) sao reticulados completos. Isto decorre da Proposicao 3.9 e do fato que
estes sdo, respectivamente, inf-fechado e sup—fechado. Vamos provar, por exenffi®), &uen sub-

conjunto inf-fechado. Para todo C () e %6 C infX, pela definicdo de infim@g € L.i. deX, isto &,
% C P paratoddp € X. Mas, como todo elemento Het sup—fechado, stpE B para todaB € X.

Entdo, pela definicho de intersecédo, Bup ﬂ P, isto é, pela propriedade da intersecéo,
B € X
su@b € infX. Em outros termos, iXfé uma colecao sup—fechada, ou aind @&fS(P). Isto prova que
() é um subconjunto inf—fechado.
Em relacdo as aberturas, podemos entdo enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 6.6(isomorfismo de reticulados) — O reticuladalas aberturasobre® e o reticulado do
conjunto $(%), sédo isomorfos. Em outros termgs:> Inv(y) € um isomorfismo de reticulado, isto &,
y > Inv(y) € uma bijecéo e para togig ey, emT,

v1 < Yo, < Inv(yy) C Inv(y,) . (isotonia dupla)
O
Prova — O resultado decorre das Proposicdes 6.4 e 6.5. O

Em relacdo aos fechamentos, temos uma proposi¢cao dual.
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\
\
} P5(X)

Fig. 6.2 — Fechamento algébrico de um subconjunto.

#(P)

Fig. 6.3 — Bijecao entre as aberturas e as colec¢des sup—fechadas.
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Proposicéo 6.7(propriedade da unido e intersegéo de aberturas) —/8eja ma familia de aberturas

sobre®, seja ;);<, a familia dos respectivos dominios de invariancia, ist®, & Inv(y;) para todo
iEl,eseaB ={BeLP): Ji€l, B =%} Entdo

4 = V Vi
;(t;)gs, iel
Y = Vi - 0
AL i/e\| '
Prova — A prova é similar a da Proposicédo 3.12. O

Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pelo supremo dos domin
de invariancia. A intersecao de duas aberturas € maior que a abertura pela intersecdo dos dominios de it
riancia. Em outros termos,

= Vv e = N Yo.
Vﬁ(gg{%b%} Y1V 72 Yans, =V1 /2N 7V2

Pela Proposicao 3.%,(%5){%1,%2} € a menor subcole¢éo sup—fechada que cofigm®..

Como Ward em 1942 [Szasz71], € interessante notar que uma abertura (resp. fechamento) cc
dominio de invarianci& produz o infimo (resp. supremo) éhde uma subcolecao qualquer de subcon-
juntos entB a partir da intersecao (resp. uniao) destes.

Proposicao 6.8propriedade do dominio de invariancia das aberturas e dos fechamentos) #riSaja
abertura sobr@ e sejaB seu dominio de invariancia. A colec¢ié@ um reticulado completo relativamente
a inclusao e para tod C B,

inf% = y,( (N X).
B X eE®B

Sejag um fechamento sobfk e sejaB seu dominio de invariancia. A coleci@ um reticulado com-
pleto relativamente a inclusédo e para togla B,

S%p%e%( U X. O
X E D

Prova — De um lado, pela Proposi¢céo 6 uma subcolecdo sup—fechadadeljeX), entdo pela Pro-
posicao 3.9,%, C) é um reticulado completo. De outro lado, para tda 3,

i%f%‘ =sup{B € B: Béli dex} (Proposicao 3.8)
=supBeEe B: BC ig)f %} (definicdo de infimo)
=supBE B: BC ﬂ X} (propriedade da intersecéo)

X' €%

=y4( [ X (definicAo de abertura pay)
X €%
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A prova do resultado sobre os fechementos é similar a prova decorre do resultado sobre as abertura:
por dualidade. O

As vezes, € interessante fazer uma distingdo entre os invariantes de uma abertura e os de um fecha
mento.

Definicdo 6.3(abertos e fechados) — Sejamp, respectivamente, uma abertura e um fechamento sobre
P. Os invariantes dechamam-se dabertos relativos @. Os invariantes d¢ chamam-se dechados
relativos ag. O

Pela Proposicao 6.2, a uniao de abertos é um aberto e a intersecéo de fechados € um fechado.

Antes de terminar esta se¢do, vamos introduzir a nogéo de subcole¢céo sup—fechada gerada e apresent
trés proposigdes interessantes ligadas as aberturas.

Seja®B uma subcolecdo qualquer@eA subcolecao sup—fechada gerada fioé a subcolecdo de
denotada® e dada por
P={XeEP: IB C B, sums = X}.

Proposicao 6.9dominio de invariancia de uma abertura por uma subcolecdo) ® 8aja subcolecdo
de® entéo

Inv(yy) = B. O
Prova — Para toda subcolec@bde P,
X e Inv(yy) < yq(X) =X (definicdo de Inv)
< supBEPB: BC X} =X (definicao dey,)

< 3% C B, supt = X
(X ={BeEB: BC X} prova=)
(X =supc CsupBE€ B: BC X} C Xprova<)

< XE B, (definicdo deB)
isto &, Invfy) = B. O

Esta primeira proposicéo associada as Proposi¢des 6.2 e 6.3 mosStéargaémente uma subcolecéo
sup—fechado, isto & € $(P).

Sed é uma subcolecéo sup—fechada entéo, pela Proposicéo 6y5) lsv, mas pela Proposicéo
6.9, Invf,) = B, isto prova que, neste cash,= B.

Observamos que 0 mapeament@{e) em P(P), B — B € a composicap — Inv(y) por B — Ve

Proposicao 6.1Qfechamento das subcolecdes de subconjuntos) — O mapeaméitd)dam P(P),
B — B € um fechamento. O

Prova — Vamos provar qué — 3 é isotonico. Para tod#, e B, tal que®, C B,, e todoX em?,
XE B, < 36 C B, suft = X (definicdo de®)
= 3% C B,, supb = X (B, C B,
< XEB,, (definicio deB)
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isto 6,83, C B, = P, C B..
Vamos provar quéd — P é extensivo. Para todbem®,
XEB = X C B, supt = X (% = {X})
< XEB, (definicio deB)
isto é,8 C B.
Vamos provar qued — B é idempotente. Por um lado, pela extensividBde B e pela isotonia
B C B. Por outro lado, para todbemP,

XEB < A% C P, supb = X (definicdo deB)
= XEP, (B é sup—fechado)
isto ,B C B. Assim,B = B. O

Com esta segunda proposi¢éo observamos o seguinteB;Seja®B € $(P): i €1, B = B;}.
Aplicando ao fechament® — B a Proposic¢éo 6.8, para toda famili)(<, a valores enf(®), temos

SUpB, = B;.
B = Y
Assim, a igualdade da Proposicéo 6.7 pode se reescrever
Yy = V Vi
U?Bi el
i€l

Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pela subcolec&o su
fechada gerada pela unido dos dominios de invariancia. Em outros termos,

VEum, ~ V1 VYo
Proposicao 6.11(aberturas equivalentes) — S@jaima subcolecdo de entéo

Vg = Vg - 0
Prova — Para todaB C P,
Inv(y;) = B (Proposicao 6.9)
= Inv(yq) (Proposicéo 6.9)
= Inv(yy), (Inv(y4) € sup—fechada)
isto é, pela Proposicéo 6.5, para téla_ P, Yg = Vg O

Com esta terceira proposicéo, a igualdade da Proposicao 6.7 pode ainda se simplificar

Y = Vi
Ua i€l
i€l
Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida, simplesmente, com a abertura pela uni
dos dominios de invariancia. Em outros termos,

Yaus, = V1V V2.
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Seja® uma subcolegdo sup—fechada. Uma subcolé¢dal que®’ = B, chama—se dease dep.

Encontrada uma base pa@atemos uma maneira de simplificar a constru¢ao da abertuga per
fato, pela Proposicéo 6.11, a aberturadpéridéntica a abertura pela ba@sgem outros termog,, = v

6.2 Aberturas e fechamentos morfologicos

Vamos agora deduzir algumas propriedades adicionais relativas aos pares de erosdes e dilatacdes for
mando as conexdes de Galois do Capitulo 5.

Proposicao 6.1 propriedade das conexdes de Galois) — $efg ma conexao de Galois entfk, ©)
e @, C), entéo

€de = € € 0ed = 0. O
Prova — Seja €,0) um par de operadores sol®ePor um lado,

(€,0) é conexdo de Galois> de < ¢ (definicdo de conexao de Galois)
= €€ < el (¢ é isotdnico e Proposicdo 3.15)
< ede < e. (¢ € elemento neutro da composicao)

De outro lado,

(€,0) é conexdo de Galois> | < €d (definicdo de conexao de Galois)
= le < ede (Proposicao 3.15)
< € < ele. (¢ € elemento neutro da composicao)

Em outros termos, pela anti-simetria de ede = e.
A prova queded = 9, € similar. O
Da Proposicao 6.12, deduzimos, que, para toda conexao de @alpis (

€ded = €0 e Oede = Oe.

Proposicao 6.13propriedade da composicdo de erosdo — dilatacdo formando uma conexdo de
Galois) — Sejae,0) uma conexao de Galois entt®, ©O) e @, C), entdode e €d sao, respectivamente,
uma abertura e um fechamento sabire O
Prova — Seja €,0) uma conexao de Galois entt®, O) e P, C). Pela definicdo de conexao de Galois,
os operadorede eed sdo isotbnicos e, respectivamente, anti—extensivo e extenvivo. Pela Proposicao 6.12,
0s operadorede e ed sdo também idempotentes. Isto provadpie ed sdo, respectivamente, uma aber-
tura e um fechamento. O

Esta proposicao justifica a seguinte definicao.

Definicdo 6.4(abertura e fechamento morfolégico) — Um opergdsobre® € umaabertura mor-
folbégicase e somente se existe uma conexdo de Galdsepitre (P, D) e @, C) tal quey = de. Um
operador sobreP é umfechamento morfoldgicse e somente se existe uma conexao de Galé)eftre
(?, D) e @, C)tal quep = €o. O
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Observamos que o mapeamento das conexdes de Galbis(e) — de ndo € injetor. O exemplo
abaixo mostra que duas conexdes de Galois podem gerar a mesma abertura morfoldgica.

SejaE = Ret(ny,n,), sejaA = {(x1,X,) € E: x; = 0} e sejaaa seguinte fungéo estruranteEdem
P(E)

_ sey € A
aw) = [{y} + (0,1) c.c. yEE).

Entdoda.ea = t eu =1, isto é, as conexdes de Galaig, §2) € ¢,¢) gerem a mesma abertura
Dado uma func¢éo estruturamtdeE em®, aabertura(morfolégicg por aé a abertura morfolégica
sobre®, denotadag/ 4 tal que
Ya = Oz€a,
e ofechamentdmorfol6gicg por aé o fechamento morfol6gico soliPedenotadap, tal que
$a = €x0a.

Exercicio 6.3(definicdo equivalente de abertura por uma funcéo estruturante)a-UBegfuncao d&
em®. Usando as definicbes dg e €5, prove que

ya(X) = U aly) (X € P). O
y € Eealy) C X

Toda abertura morfélogica (resp. fechamento morfélogico) é uma abertura algébrica (resp. feche

mento algébrico). O contrario geralmente ndo vale, mas pelo Teorema 1.4 de [Serra88] sabemos que tt
abertura algébrica pode se escrever como o supremo de aberturas morfoldgicas.

No caso das aberturas e fechamentos morfoldgicos, podemos determinar facilmente os abertos e
fechados.

Proposicao 6.14determinacdo dos abertos e dos fechados) — §é)auma conexado de Galois entre
(?, D) e @, C). Os abertos sdo as imagens de algum elemeftattavés da dilatac@o Os fechados
sdo as imagens de algum element@ddravés da eros@o Em outros termos,

Inv(de) = 6(P) e Inved) = €(P). O
Prova — Vamos provar o caso dos abertos. Para toda conexao de galpentre P, D) e @, C),
O(P) = 0ed(P) (Proposicao 6.12)
C 0¢(?P) (propriedade dos mapeamentos)
C o(P), (propriedade dos mapeamentos)

isto €, pela anti—simetria da inclus@g¢) = de(P) e, pela idempoténcia de e pelo Exercicio 6.2,
O(P) = Inv(de).
A prova no caso dos fechados é similar. O
A Figura 6.4 ilustra este resultado.

Exercicio 6.4(base do dominio de invariancia de uma abertura por um elemento estruturante) — Usanc
a Proposicéo 6.14, mostre que a subcole@& {P : dy € E, a(y) = B} € uma base para Inx). O
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—
€
3(P) = Inv(de) N— —————— €(P) = Inv(ed)
P ’ ‘ fechados P
T
o)
V\_/

Fig. 6.4 — Deteminacao dos abertos e fechados relativos a uma conexao de Galois.

Prova — Para todX € <P,

X E0y(P) & Y E P, 04(Y) = X (definicdo da imagem de um mapeamento)
< 3aree, U ay =X (definicdo dedy,)
vey
< JyeP, supBeP: Ay, aly) =B} =X (propriedade da uniao)

< JxrC{BeP: Ay E, aly) = B}, suplt = X
(B ={BeP: dyeY, aly) = B} prova=)
(Y={y€EE: aly) € %} prova <)

< Xe{Be P: Ay €E, a(y) = B}.
(definicao de subcolecéo sup—fechada gerada)

Isto €, pela Proposicdo 6.14, Ipy(= {B € ?: Ay € E, a(y) = B}.
Em outros termos, pela definicdo de bag& % : Ay € E, a(y) = B} é uma base para Inx).
O

Pelo resultado do Exercicio 6.4 e da Proposicao 6.11, &% gcqg. 3yck, ay)—g)- ASSIM, temos
um outro caminho para deduzir que a expressaq(®@ do Exercicio 6.3.

E muito importante notar que numa conexao de Galp3, € e 6 nAosio geralemente mapeamentos
reciprocos, isto é, umioé o inverso do outro ou ainda, mEtemosde = 1 OUed = ¢, temos apenas
0e <1 et < ed. Por exemplo, o subconjun¥y uma vez erodido por uma eroséndo pode sere-
construidopor méio da dilatacad (geralmentaaotemosd(e(X)) = X).

No entanto, esta reconstrucdo, apds uma erosao, é possivel para os abertos (ddatiesmas os
seguintes resultados. Para tode& e(P) (isto €, para todo fechado relatived, seja%y a cole¢édo de
todos os subconjuntosem P tal quee(X) = Y. A dilatag&o dé/ por d, 5(Y) € um elemento d&y (Y
fechado,e(6(Y)) = Y), o(Y) podeser reconstuido por méio da dilatagéapds uma erosao pei(pela
Proposicéo 6.12¢e(3(Y)) = 4(Y)), o(Y) é olnicodentre d€6, que pode ser reconstruidog um mapea-
mento) ed(Y) & o menor de todos os membrosEle(d(Y) = de(X) < X, para todos o¥X € %y).
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A Figura 6.5 ilustra estes resultados.Nesta figura, a eeosadilatacdd séo invariantes por trans-
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Fig. 6.5 — Problema da reconstru¢do apés uma erosao.

lac&o e tém como elemento estruturante o quadrad@.30s subconjuntaX;, X, e X5 (X3 = d(Y)) séo
exemplos de elementos @&, isto €, a suas erosdes produ2éi@bserva—se que somentg pode ser

reconstruido exatamente pela dilatag@pos a erosée Oberserva—se tambem g¥gé menor que;
e X,.

Como no caso das dilatagfes e erosdes, podemos estabelecer relagdes entre as aberturas e os fech:
tos por fungdes estruturantes. Vamos estabelecer uma relagdo baseada na dualidade por complement
da Secéo 5.2. Precisamos do resultado do seguinte exercico.

Exercicio 6.5(dual do composto) — Sejaime 8 dois operadores sobfe Prove que

@p)" =a'p". O
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Proposicao 6.15transposicédo versus dualidade por complementacédo) — As proposicoes abaixo séo
equivalentes. Para todoe b em 9°F,

a eb mutuamente transposte y, € ¢, mutuamente duais por complementacéao;

Va* = Qa:
‘Pb* = VYt - O
Prova — Vamos provar a segunda proposicdo. Paradein 9F,
Va = (Be€a)’ (definicdo dey,)
=0, €5 (Exercicio 6.5)
= €,04 (Proposicao 5.12)
= ¢ (definicao depy)

Em outros termos, a composicaoydes y* pora > 044, iSto é,a+> 0€a € idéntica a composicdo
deb— e 0, pora— a, isto é,a>€,0, -

As outras proposicdes decorrem deste resultado usando o fato que 0s mapeameni@s— €4,
b+ €0, € a— a' sdo bijecdes. O

A Figura 6.6 ilustra o resultado da Proposi¢do 6.15 e mostra como ele é obtido.

Fig. 6.6 — Transposicao versus dualidade por complementacao.

6.3 Aberturas e fechamentos invariantes por translacao

Para estudar as aberturas e os fechamentos morfolégicos invariantes por translagao precisamos definir
nocéao de subcolecao invariante por translagao.
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Definicdo 6.5(subcolecao invariante por translacéo) — &ajen grupo Abeliano. Uma subcolec¢iale
P(E) éinvariante por translacéo (i.t.3e e somente se, para tadé& E,

Tu(%) = % O
Exercicio 6.6(condicao suficiente para uma subcolecao ser i.t.) -E38jagrupo Abeliano. Sefd uma
subcolecdo d&(E) entado

(tu(B)C B (UEE) = Léit. O
Prova — De um lado, por hipotese, para tad& E, 7,(%) C %. De outro lado, para todo € E,
T_y(B) C B = 1y(r - y(%6)) C 7Y4(X) (ty € isotbnico)
< 747 —y(B) C 7y(0) (definicdo de composto)
< 1(6) C 1y(%) (lei do elemento neutro)
< B C 1y(%0). (definicdo de)
Assim, pela anti—simetria d&, 7,(%) = %X e% é i.t.. O

Os operadores invariantes por translacéo tém a seguinte propriedade.
Proposicao 6.1§invariancia por translacdo do dominio de invariancia) — Bejm grupo Abeliano.
Sejay um operador invariante por translacao s@ki€) entdo seu dominio de invariancia py€ invari-

ante por translagao. O
Prova — Para toda € E e todoB € Inv(y),

Y(Tu(B)) = yru(B) (definicdo de composto)
= T(B) yeiy
= 7y(yw(B)) (definicdo de composto)
= 1y(B), (B € Inv(y))

isto é,7y(B) € Inv(y). Em outros termos, para todoc E, 7,(Inv(y)) C Inv(y). Pelo resultado do
Exercicio 6.6, isto prova que Iny) é i.t.. O

As aberturas e os fechamentos por uma subcoleg¢é&o invariante por translagéo tém a seguinte prop
dade.

Proposicao 6.17invariancia por translacao das aberturas e dos fechamentos por uma subcolec¢éao invari
nte por translacao) — Sdgaum grupo Abeliano. Seja uma subcolecéo invariante por translaca®

entdoy, e ¢4 sdo invariantes por translagao. O
Prova — Para toda € E e todoX € P,

Ty (X) = Tu(y4(X)) (definicdo de composto)
=1y(supBE€ B: BC X}) (definicao dey)
=sup({BE€EB: BCX}) (7y € uma dilatacéo)
=sup{yre P: AB€ B, 7y(B) = YeB C X} (definicdo de imagem)

=supfy € P: AB € B, 1y(B) = YeryB) C ry(X)}
(ty € um automorfismo)

sup{Y € 7y(B) : Y C ty(X)} (definicdo de imagem)
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=sup{Yy € B: Y C ry(X)} (B éit)
= y4(Tu(X)) (definicao dey )
= y4Tu(X), (definicdo de composto)

isto €, para todo € E, 744 = y4Tu. Em outros termog;, € i.t..

A prova quep, € similar. O

Junto com a caracterizacao ja feita das arberturas, as proposic6es acima permitem caracterizar as abe
turas invartiantes por translagao.
Proposicdo 6.18caracterizacdo das aberturas invariantes por translagéo) E @ejgrupo Abeliano.

Sejal’ o conjunto das aberturas invariantes por translacao $¢BjeO mapeamento dé& no subcon-
junto de¥(P(E)) das subcolec¢des invariantes por translacao,

y = Inv(y)
€ uma bijecao. Seu inverso é

Bryy . O

Prova — Pela Proposic¢éo 6.5, sabemos)guey 5, € uma bijecéo deemy(P). Basta entdo observar que,
pela Proposicdo 6.16, para toge I'', Inv(y) € i.t., e que, pela Proposicdo 6.17, para tBda $(P)
eit,yqéit. O

Em relagcéo aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeam@hto denjunto dos fecha-
mentos invariantes por translacéo sab{E), no subconjunto d&(%(E)) das subcole¢des invariantes por
translacéo, dado pgr— Inv(¢) € uma bijecéo e seu invers@eé— ¢,.

Vamos agora considerar o caso de aberturas e fechamentos morfolégicos invariantes por translacéo

Por definicdo, uma conexao de Gal@i®)} éinvariante por translacéo (i.t3e e somente s&d sao

invariantes por translacdo. Neste ca%oge €d sdo, respectivamente, uma abertura e um fechamento,
invariantes por translagdo como compostos de operadores invariantes por translacao.

Definicdo 6.6(abertura e fechamento morfolégico i.t.) — Sejam grupo Abeliano. Seja, ) uma
conexao de Galois entr@(E), D) e (E), C), invariante por translacao. O operaderchama-se de
abertura morfoldgica i.t.O operadoed chama—se diechamento morfolégico i.t.. O

Observamos que as aberturas morfologicas (resp. fechamentos morfolgicos) i.t. da Definicdo 6.6 sédo
também aberturas morfolégicas (resp. fechamentos morfolégicos) conforme a Definicao 6.4, mas nada
prova que as aberturas morfolégicas (resp. fechamentos morfologicos) da Definig@@bGahtes por
translacag sejam também aberturas morfologicas (resp. fechamentos morfoldgicos) i.t. conforme a Defi-
ni¢éo 6.6.

Toda abertura morfélogica (resp. fechamento morfélogico) i.t. € uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico) invariante por translacédo. O contrario geralmente nao vale, mas pela Proposi¢céo 7.1.3
de [Mather75] sabemos que toda abertura algébrica invariante por translacdo pode se escrever como :
unido de aberturas morfologicas i.t.. Afim de apresentar e provar, até o fim desta secao, o resultado do
Matheron, vamos introduzir mais um fechamento sobre as subcole¢Bés)dassim como a definicdo
de aberturas e fechamentos por um elemento estruturante.

Seja®B uma subcolecdo qualquerdeA subcolecédo invariante por translacao gerada fioé a sub-
colecéo depP, denotada > e dada por

<P>={Xe€P:ueEedBE B, B+ u= X}
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Vamos mostrar que®> é realmente uma subcolecao invariante por translacdo. Patado e todo
YE P,

YET(<B>) <« IXE<B>, 7y(X) =Y (definicdo de imagem)
< IXeP, IveEedBe B, 7(B) = Xery(X) =Y
(definicao de @>)
< dveEedB e B, t1y(tv(B)) =Y (implicacao légica)
= JdJweEedBe B, tw(B) =Y
(w = u + ve propriedade da translacéo)
= Y E <B>, (definicdo de 8>)

isto é, paratoda € E, ty(<®B>) C <B>. Em outros termos, pelo Exercicio 6.8>¢é uma subcole¢éo
invariante por translagéo.

Vamos provar que B é uma subcolecao invariante por translacéo, erii&o= %. Para todo todo
Xe P,

XE<P> < JucEedBEB, B+u=X (definicao de @>)
< X E B, (B éit)
isto é, B> = B.

A nocéo de subcolecéo invariante por translagcéo gerada, conduz a definicdo do seguinte fechame
sobre®(P).

Exercicio 6.7(fechamento das subcole¢cbes de subconjuntos) — Seguindo o roteiro da prova da Prop
sicdo 6.10, prove que o mapeament@@®) em P(P), B — <PB> é um fechamento. O

SejakE um grupo Abeliano. Dado um subconjuAtdeE, aabertura por Aé a abertura morfoldgica
I.t. sobre?, denotada, e dado por

YA = Op€a
e ofechamento por & o fechamento morfolégico i.t. solsPedenotadap , € dado por
P = €p0A -
O subconjunt®, chama—selemento estruturante

A Figura 6.7 mostra uma abertura por um elemento estrukanéeobtencéo da abertura pate um
determinado subconjuni

Pela definicdo de &>, observamos que A}> = {B€ P: Iy E, A+ y = B}.
Proposicao 6.19dominio de invariancia de uma abertura por um elemento estruturante)E=Beja
grupo Abeliano. Seja, a abertura pelo elemento estruturahtie P(E), entdo

Inv(y,) = <{A}>. O

Prova — Sejay , a abertura poA,

Inv(y,) ={B€ ®: Iye E, A+y =B} (Exercicio 6.4)

= <{A}>. (definicéo de $#>)
O
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Fig. 6.7 — Abertura morfoldgica i.t. de um subconjunto.

Uma base para Inyf) € a subcolegdo Af>. Assim, pela Proposicéo 6.11, temqQs= Y<(a}> € CON-
seqlientemente

ya(X) = U A+y (XE PE)).
vyEEeA+yCX
A Figura 6.8 mostra um modo de construir a abertur@ptr subconjuntX da Figura 6.7, usando
a expressag(X) acima. O aberto é obtido “pintando” com um pincel possuindo a forma do elemento

estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel denkoAdBigura 6.9 mostra a abertura invari-
ante por translacao do subconjuKtque “toca as bordas do dominio”
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Fig. 6.8 — Modo de construir o aberto.

A Figura 6.10 mostra um fechamento por um elemento estrutdrardebtencao do fechamento por
A de um determinado subconjuXoA Figura 6.11 mostra um modo de construir o fechamenta gor
subconjuntoX. O complementar do fechado é obtido “pintando” com um pincel possuindo a forma do
elemento estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel deidfo do

As Figuras 6.12 e 6.13 mostram os efeitos, respectivamente, de uma abertura e de um fechamento sc
um mesmo subconjundpor um elemento estruturante 3 por 3. Este subconjunto pode ser interpretadc
como representando um continente e seu complementar o oceano. Na abertura, observamos (de cima
baixo) a quebra de um istemo estreito (isto €, de largura inferior ao lado do elemento estruturante), a elir
nacéo de um cabo estreito e de uma ilha pequena e, finalmedmeetLaade uma lagoa beirando o litoral.

No fechamento, observamos (de cima para baixo) a criagcdo de um istemo entre uma ilha beirando o litot
a eliminacéo de um golfo estreito e de um lago pequeno e, finalmértkamentade uma baia de acesso
estreito junto ao oceano.

Paratod® € <{A}>, <{B}> = <{A}> e, conseqlientementg; = y,. Isto mostra que na defini¢éo
de uma abertura ou de um fechamento por um elemento estruturante, a posigéo relativa entre o eleme
estruturante e a origem nao importa. Por esta razao, na notacao de elemento estruturante para as aber
e fechamentos, podemos esquecer de indicar a posi¢ao da origem.

Na proposi¢ao seguinte, vamos resumir algumas propriedades das arberturas por um elemento estrt
rante.

Proposicao 6.2(Qpropriedades das aberturas por um elemento estruturante)B-Udesubconjunto de
um grupo Abeliand. Sejayg a abertura pelo elemento estruturaBitésto €,

ye(X) = (X©B)®B (X&E P),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

(1)VB(X)=x€Ee%J+xCXB+X (XE?P)

(2) Xy CX; = ya(Xy) CyaXy) (X, X; €P) (isotonia)

) yg =1 (anti—extensividade)
4) yeVYs = VB (idempoténcia)

(5) Invyg) = 0g(P). (dominio de invariancia)
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(6) vg(supt) = sup/g(F) (B C g(P)) (propriedade dos abertos)
(7) yg(inf%) C infyg(%) (%6 C P) (isotonia)
(8) rwyg = ygtu (UE E) (invariancia por translacao)
(9) vB, V VB, = Y<B>uU<B> (sup—fechamento)
(10) Y<Bsnes = VB, N VB, O

Prova — A Propriedade (1) decorre da aplicacdo do resultado do Exercicio 6.3 ao caso invariante por trans-
lacdo ou ainda € uma consequéncia da Proposicao 6.19.

As Propriedades (2) a (4) decorrem da Proposi¢cao 6.13.
A Propriedade (5) é o resultado da Proposicéo 6.14.
A Propriedade (6) decorre da Proposicéao 6.2.

A Propriedade (7) decorre da isotoniaygee da Proposicéao 3.1.

A Propriedade (8) decorre do fato que a operacdo de composicao € fechada em relacao aos operadore
invariantes por translacao.

As Propriedades (9) e (10) decorrem da Proposicbes 6.7 e 6.11. O

A Figura 6.14 ilustra a Propriedade (6), isto €, a unido de aberto é aberto. A Figura 6.15 ilustra a Pro-
priedade (7), isto é, a abertura da interse¢éo de dois subconjuntos € contida na intersec¢éo de suas abertur:

A abertura poA da interse¢do d¥; e X, é o infimo de X, X,} relativamente a cole¢&o{ A}>. Nesta
figura os subconjuntaX, e X, séo abertos, entdo sua interse¢ao coincide com a intersecéo de suas abertu-
ras (mas nao coincide com a abertura da intersecao).

Na proposicao seguinte, vamos resumir algumas propriedades dos fechamentos por um elemento
estruturante.

Proposicao 6.21(propriedades dos fechamentos por um elemento estruturante Bugegabconjunto
de um grupo Abeliang. Sejagg 0 fechamento pelo elemento estruturd)tisto €,

¢pg(X) = XBB)©S B (X€EP),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

(1) pe(X) = M B+x° (XEP)

xe€e EeB+ xC X°
(2) X1 CX; = ¢p(Xy) Cop(Xy) X, X, €P) (isotonia)
3t =9¢p (extensividade)
(4) ppog = P8 (idempoténcia)
(5) Invigg) = eg(?P). (dominio de invariancia)
(6) ¢pg(infXk) = infepg(BV) (B C exg(P)) (propriedade dos fechados)
(7) sup (L) C ¢g(supp) (B C P) (isotonia)
(8) rupg = pgtu (UE E) (invariancia por translacao)

O



6.3 ABERTURAS E FECHAMENTOS INVARIANTES POR TRANSLACAO 121

Prova — A prova das propriedades dos fechamentos decorrem das provas das propriedades das abertt

por dualidade. O
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Fig. 6.9 — Abertura morfoldgica i.t. de um subconjunto que “toca as bordas do
dominio”.

Observamos que s¢ € um conjunto de subcole¢des invariantes por translacédo ehtﬁoﬂa e
B € X

() B sdo subcolegbes invariantes por translag&o.
B e X
Para toda subcolec@i® de®, <B> é uma subcolecao sup—fechada e invariante por translacao. Em

outros termos, a imagem d¥%®) através d&3 — <B> é contida no conjunto das subcole¢des sup—fecha-
das e invariantes por translacéo.
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Fig. 6.10 — Fechamento morfol6gico de um subconjunto.

Vamos provar que sB € uma subcolecéo sup—fechada e invariante por translacéo, @ntae 3.
Temos,

<B> =3P (B éit)
= B. (® é sup—fechado)

Em outros termos, $& € uma subcolecdo sup—fechada e invariante por translacao, entdo é um invaria-
nte no mapeamentd — <PB>.

Geralmente, o composto de aberturas (resp. fechamento) ndo é uma abertura (resp. fechamento). N¢
entanto, a composicao do fechamete> P pelo fechament@® — <B> é um fechamento.
Proposicao 6.2fechamento das subcole¢des de subconjuntos) -ESejegrupo Abeliano. O mapea-
mento deP(P(E)) em P(P(E)), B — <B> é um fechamento. O
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Fig. 6.11 — Modo de construir o fechado.

Prova — O mapeament® — <B> é isotbnico e extensivo como resultado da composicédo de mapeamen-
tos isotonicos e extensivos. Vamos provar a idempoténcia. Par® tede(P),

<<P>> = <P> (<B>éi.t)
= <P>, (B — B é idempotente)
isto é,B — <B> é idempotente.

Em outros termosp — <P> é um fechamento. O
Para provar o resultado do Matheron, precisamos de uma ultima proposicao.

Proposicao 6.23dominio de invariancia da uniao de aberturas por elementos estrurantes t18eja
grupo Abeliano. SejaB uma subcolecdo qualquer G¢E), entédo

Inv( \/ ygp) = <B>. O
Bed®

Prova — Para todaB € P(P),

Inv( 'V ve)= U Inviyg) (Proposicées 6.6 e 6.10)
BE® BE®
= U <{Bp (Proposigédo 6.19)
BE®
=< |J <«B}>> (<{B}> éi.t)
BE®
=< |J {Bp (Exercicio 6.1)
BE®
= <B>, (representacdo di por uma unido de singletons)

O
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Fig. 6.12 — Efeitos da abertura.
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Fig. 6.13 — Efeitos do fechamento.
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7a(XD) Uya(X2)

01110
11111
11111
11111
01110

Fig. 6.14 — Propriedade da unido de abertos.
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7a(XD) N7a(X2)

01110
11111
11111
11111
01110

Fig. 6.15 — Isotonia da abertura.
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Podemos agora enunciar e provar o resultado do Matheron.

Proposicao 6.24representacdo das aberturas invariantes por translacéo)E8ejgrupo Abeliano.
Seja B uma subcolecdo d&(E) e sejay 0 operador sobré(E) dado por

Y= V VB

Bea®
entao

yeIl' e Invp) = <PB>.

Inversamente, sejauma abertura invariante por translacéao, isto €,I'"" entéo

dB C P(E), y = VyB. O
Be®

Prova — Para toda subcolecao @¢E), pela Proposigéo 6.1, o operagior  \/ yg € uma abertura re-
BE®

presentada como uma unido de aberturas. Ele é um operador i.t. representado como uma uniéo de oper:
dores i.t.. Isto éy € I'". Pela Proposicao 6.23, Imy(= <B>.

Inversamente, para toda aberturayi.pela Proposicdo 6.2, Iny(é sup—fechado e pela Proposicéo
6.16, Invf) é i.t.. Isto é, Iny) é um invariante no mapeamertio— <3>. Pela Proposicdo 6.22,
B — <PB> é um fechamento, entdo Ipypertence a imagem d&(P) através deb — <PB>. Em outros
termos, por alguma subcole¢@de P(E) Inv(y) = <B> ou, ainda, pelas Proposi¢des 6.5 e 6.23,

Y = VVB- O
Be®

A Figura 6.16 ilustra uma aplicacdo de uma abertura (algébrica) invariante por translacéo obtida como
unido de duas aberturas por dois elementos estuturantes distintos. Nesta figura, observamos que com es
abertura podemos extrair da imag¥ras partes alongadas verticalmente e inclinadas a 45 graus.

6.4 Aberturas e fechamentos condicionalmente invariantes por
translacao

Em certas aplicacfes, as aberturas e os fechamentos invariantes por translacdo podem apresentar efeit
de bordas indesejaveis porque num parde “borda” deE o elemento estruturante translad@&le- x
geralmente cobre simultaneamente as imedia¢cfes da “borda” considerada e da “borda oposta”. Na pratica
usa—se entéo, aberturas e fechamentos que tém um comportamento similar aos operadores i.t. no “centro
deE e que nunca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”.

Seja g2, +) o grupo Abeliano de pares ordenados de inteiros &sajaretangulo d&?2,
Definicdo 6.7(abertura e fechamento condicionalmente invariantes por translacao) -abignbara
(resp.fechamentpcondicionalmente invariante por translacéoi.t) € uma abertura (morfologica),

(resp. fechamento (morfologicg),) por uma fungéo estruturartecondicionalmente invariantes por
translagao. O
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Y = (VAl \ VAz)(X)

Fig. 6.16 — Abertura algébrica.

Como ja comentamos na Secéo 4.4, cada fungdo c.i.t. pode ser caracterizado por um suBconjuntc
de E @ E'. Para tod®B € P(E @ E'), denotamos pdbog a funcéo c.i.t. definida por

bg(y) = (B +y)nE (y € E).
Denotamos entdo poi (resp.¢g) a aberura (resp. fechamento) c.i.t. pgr

Em outros termos, temgg = dgeg € g = €gdp, ONdedg € eg SA0 a dilatacdo e a eroséo c.i.t. por
B.
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A Figura 6.17 mostra uma abertura condicionalmente invariante por translacao pelo losén@ulo 3
(a cruz). Comparando as Figuras 6.9 e 6.17, observamos que a abertura c.i.t. ao contrario da abertura i.1
nao altera a parte do subconjunto que “toca a borda do dominio”. No caso invariante por translagéo, todos
0s pontosX sdo tratados igualmente, quer sej@ontos de bordas ou ndo”. Dependendo da aplicacgio,
pode—se preferir uma ou outra abertura.
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Fig. 6.17 — Abertura morfol6gica c.i.t. de um subconjunto que “toca as bordas do
dominio”.



Capitulo 7

Topologia Digital

A Topologia Digitalestuda a aplicacéo das no¢des definidas em Topologia sobre imagens binarias. Nes
capitulo vamos introduzir algumas nocdes basicas de Topologia Digital, tais como conexidade, burac
pontos isolados, bordas, arvores de adjacéncia, homotopia, etc.

Existem varias formas de apresentar os conceitos de Topologia Digital. Uma das mais conhecidas cc
siste em estabelecer a nocaadg@cénciaentre pontos e, a partir desta definicdo, construir os demais
conceitos e propriedades [KonR0s89].

Aqui, introduzimos a Topologia Digital a partir da no¢cacedpaco morfolégicoque se apresenta
como uma simplificacdo da no¢éo de espaco topolégico.

7.1 Conexidade

No capitulo anterior deu—se 0 nome de abertos aos invariantes de uma abertura. De uma maneira equ
lente pode—se dar o nome de aberto aos subconjuntos de uma cole¢ao sup—fechado (Proposi¢éo 3.9), d
gue a colecao dos invariantes de uma abertura é sup—fechada (Proposicao 6.2). Estes abertos, que char
mos damorfoldgicos diferem dos abertos de uma topologia como se pode verificar a partir das seguinte:
definicbes que incluem a aeorfologia

Definicdo 7.1(morfologia, abertos morfoldgicos e espaco morfoldgico) — hmdologia M num con-
junto E€ uma subcolecéo sup—fechada®¢E], C) que contentt. Os subconjuntos emtb chamam-se
deabertogmorfologico$ segundait. Em particularf) eE séo abertos (morfolégicos). Usspago mor-
folégico é um par E, Ab) ondeE é um conjunto et € uma morfologia erg. O

Quando nao houver duvida sobre a morfologficemE usada, no lugar de dizer que o subconjunto
A deE é um aberto segundo a morfologia, diremos simplesmente gdeé um aberto (morfoldgico)
emE e queE é um espaco morfoldgico.

131
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Definicdo 7.2(topologia, abertos topolbgicos e espaco topoldgico) —tdpmogiad™ num conjuntde
€ uma morfologia efatal que a interse¢éo de dois subconjuntos &um subconjunto efh. Os subcon-
juntos enJ’ chamam-se dabertostopoldgico$ segundd/’. Em particularf) e E sdo abertos (topoldgi-
cos). Umespaco topoldgicé um par E,J) ondeE € um conjunto & € uma topologia er. O

Das definicbes acima, concluimos que todo espaco topolégico € também um espaco morfolégico. Mas,
nem todo espaco morfoldgico € um espaco topoldgico. Ou ainda, todo aberto topolégico segundo uma
topologiad” € também um aberto morfol6gico segurdo

Por exemplo, sejami e B dois subconjuntos d& tais que AUB = E. Entdo, a subcolecéo
M = {0, A B, E}¢ umamorfologia em EOs subconjunto8, A, B eE saocabertos morfoldégicos segundo
M. Asubcolecad” = {0, A B,AnB, E}é umatopologia no conjunto EOs subconjunto, A, B, ANB
e E sdoabertos topologicoge também morfolégicosegundad .

Um fechaddmorfolégicg segundo uma morfolog{eesp fechadqtopolégicg segundo uma topolo-
gia) € o complemento de um aberto segundo esta morfologia (resp. topologia).

Exercicio 7.1(propriedade dos fechados morfol6gicos) — Mostre que os fechados morfol6giEfem
mam uma subcolecaiof—fechada d€?(E), C) (i.e., umaamilia de Moorg Em particular, mostre que
() e E séo fechados morfolégicos. O

A nocao de morfologia é importante porque a partir dela podemos construir a definicdo de conexidade
morfolégica, diretamente inspirada da conexidade em topologia.

Inicialmente, € bom observar que um subconjunto de um espac¢o morf@dmide ser simultanea-
mente aberto e fechado. Por exemplo os subconj@etesao sempre morfologicamente abertos e fecha-
dos. Segundo a morfologi&(E), todo subconjunto deé morfologicamente aberto e fechado, desde que
todo subconjunto e seu complemento pertenc@fE Esta observacao leva a nogédo de conexidade.

Definicdo 7.3(espaco morfolégico conexo) — Um espaco morfologiEoi€) é conexo segundott
quandof) e E sdo os dois Unicos subconjuntostdebertos e fechados. O

Quando n&o houver duvida sobre a morfoladiaemE usada, diremos simplesmente @lé um
espaco (morfolégico) conexo.

A idéia de um conjunto conexo é a de um conjunto formado por partes nao disjuntas, é o que esclarece
a seguinte proposicao.

Proposicao 7.1(definicdo equivalente de espaco conexo) — Um espaco morfoldgidb)(é conexo
segunda/it se e somente g0 existem dois abertos segundb, A e B, disjuntos e n&do vazios, tal que
E = AUB. O

Prova — Seja E, M) um espaco morfoldgico, entdo

E énédo conexo segundtt, < JA € P(E) — {0, E}, aberto e fechado segundit
(definicdo de espaco morfolégico conexo)

< JABE M — {0}, ANB = (e E= AUB.
(B = AS, definicdo de fechado segundié e complementaridade provas)
(A = B e definicdo de fechado segundb provam<=)
O
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Para passar da nocao de espaco conexo para subconjunto conexo, precisamos introduzir a nocac
subcolecao induzida.

SejamE um conjunto €8 uma subcolecéo d&(E). SejaX um subconjunto dg, a subcolecéo di(X),
denotadaXn® e dada por

XNB ={B" € P(X): AB € B, B' = XnB},
chama—se dsubcolecéo induzida em X p@x

Exercicio 7.2(propriedade de subcole¢des induzidas) — S¥jaeX, dois subconjuntos de um conjunto
E e B uma subcolecdo d&(E). Sejam®PB,; = X, NP, B, = X,NB e B,, = X,NB,. Mostre que se
X, C X, entaod,,; = B,. Este resultado &€ uma consequéncia da seguinte observagge $gocam

B, seB, é aiintersecdo d¢, comB, seB, é a interse¢do d¢, comB, e seX, esta contido enx,;, como
mostra a Figura 7.1, ent® € a interse¢do d¢, comB;. O

Fig. 7.1 — Propriedade dos elementos de subcole¢des induzidas.

Exercicio 7.3(propriedade de uma subcolecao induzida por uma morfologia) E5efa) Um espaco
morfolégico. Usando a distributividade generalizada da unido e da intersecao, proveéumseibcon-
junto deE entédo a subcole¢c®n A, induzida enX por b, € uma morfologia. Em outros termos, se
A € um aberto er entdoX N A € um aberto erX. O

Observamos o seguinte. Sejxine X, dois subconjuntos de um espaco morfologiEai() tais que
X, C X;. Pela propriedade enunciada no Exercicio 7.8,&em aberto enx,, isto €, sé\ € um aberto
segundatb, = X;NAb, entdoX, N A é um aberto segundd, N M. Mas, pela propriedade enunciada
no Exercicio 7.2, isto significa qué,N A é um aberto segund$, N M. Em outros termos, $&é um
aberto emX; entdoX,NA é um aberto enX,.

Definicdo 7.4(subconjunto conexo de um espaco morfolégico) — Um subconfudgaim espago mor-
folégico (E, M) € umsubconjunto conexguanddX € um espaco morfoldgico conexo segundo a morfolo-
gia induzida enX por . O

Exercicio 7.4(conexidade e indugéo) — Sejaly (fb4) e E,, Mb,) dois espacos morfoldgicos tais que
E, C E; e M, € induzida enk, por Ab,. Mostre que s& C E, entdoX € um subconjunto conexo de
(Eq, M;) se e somente €€ um subconjunto conexo dé,(Ab,). O
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Daqui para frentds sera o retangulBet(n,, n,) deZ?(ver Capitulo 4). Para definir a nocdo de conex-
idade digital de um subconjunYadeE a partir da nocao de conexidade (morfolégica), vamos introduzir
um segundo conjunto denotadg € dado por

2E = Ret(2n4, 2n,),
e equipa—lo de uma morfologia por meio de uma dilatacéo conveniente.

Denotaremos pad; a dilatacao (i.t. ou c.i.t) sobe®(2E), pelo quadrado & 3 de ZE centralizado
na origem. Denotaremos pae b as fungdes dE em P(2E) definidas por

aly) = oo(f2yD) e b(y) =d6.({2y)° € B).
Denotaremos pad, € e, a dilatagéo e a eroséo @€E)) em P(2E) definidas por

da) = U aly) e ,eMm= () by) (Y€ PE)).
yey y e Y’

Observamos qué; e e sdo doioperadores de ampliagdoutuamente duais por complementagéo
e quepe = €.

Com estes ingredientes podemos agora definir a nogcdo de conexidade digital.

Definicdo 7.5(conexidade digital de um subconjunto) — Um subconjMrieE € dito4—conexdresp.
8—conexd se e somente sge(Y) (resp.oda(Y)) € um subconjunto conexo do espago morfologico

(2E, 0a(?(E))). Um subconjunto que ndo € 4—conexo (resp. 8—conexo)e-diésconexfresp. 8-desco-
nexg. O

Chamaremos o espac¢o morfolégick(@4(P(E))), deespaco de vizinhanca 8

Sejame, e ,0 a eroséo e a dilatagéo formando, respectivamente) gere duas conexdes de Galois
(€a0a) € (0,p€). A primeira € uma conexado de Galois enfP€2E), D) e @(E), C), a segunda entre
(P(2E), C) e @(E), D). Neste casce, € ,0 sdo dados por

eaX) ={yEE ay) c X} (XEP(E)
pOX) ={y EE: XCby)}® XE P2E)).
Observamos qugo = 0.

Observamos tambem qu&)(da) = ¢ € (0)(,e) = ¢, € que as restricdes dgad,(P(E)) e de,d a
p€(P(E)) séo dois isomorfismos de reticulados.

Exercicio 7.5(propriedade dos abertos no espaco de vizinhanca 8) — Mostre que pafanotE) e
todo abertdA emd4(Y),

pe(Y) C A = d4Y) CA O
Prova — Para tod& em P(E),
b€Y) =0 = 0(e(Y) =0 (propriedade da dilatagéo)
= Y=0 (69)Ge) = 1)

isto Y = 0 = pe(Y) = 0.
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Para todor e Y em P(E),

YNY'C =0 = e(YNYS) = 0 (resultado anterior)
< LeMNLe(Y9) = 0 (,€ € uma eroséo)
<= Le()Nda(Y) = 0, (0a € e Sdo mutuamente duais por complementagéo)

isto é, pela consisténcia entre a intersecéo e a inclys@),C 0,5(Y') = Y CY'.
Para todo abertd’ segundo a morfologia,;(P(E)) e todoY em P(E),

pe(Y) C A" = Le(Y) C dalea(A)) (A" € 0a(P(E)) € €a)(0a) = 1)
= Y C e4(A) (resultado anterior conf’ = €5(A"))
= 0a(Y) C da(ea(A")) (04 € isotbnico)
= 04(Y) C A, (A" € 04(P(E)) e €a)(0a) = 1)

isto é,,e(Y) C A" = J(Y) CA.

Para todoY em P(E) e para todo abertd em 64(Y), por definicdo de aberto, exist¥ em
A" € 0,5(P(E)) tal queA = A’ Nd4(Y). Para toddr em P(E) e para todo abertd emd4(Y),

pe(Y) C A = Le(Y) C A NAY)
= Le(Y) CA

= 04(Y) C A’

(A = A'Nda(Y))

(propriedade da intersec¢ao)

(rsultado anterior)

= 04(Y)Noa(Y) C A'nd4(Y) (propriedade conjunta da intersecdo e da incluséo)

= 04(Y) C A'noyY) (idempoténcia)

= 04(Y) C A, (A =A"NdoyY))
isto é,,e(Y) C A = d,4(Y) CA O
Exercicio 7.6(relacdo entre os dois tipos de conexidade digital) — Usando o resultado do Exercicio 7.5
mostre que s¥ for 4—conexo entédo ele sera 8—conexa. O

Prova — Basta mostrar que ge(Y) for um subconjunto conexo do espago morfologids §2(P(E))),
entdo o subconjuntd,(Y) também o sera.

SejaA C d4(Y) um aberto e fechado ed(Y). O subconjuntAn,e(Y) sera aberto e fechado em
pe(Y), poise(Y) € contido end 5(Y) (ver a observagéo seguindo o Exercicio 7.3). Cpa(¥d) € conexo,
teremosAne(Y) = Le(Y) (pela definicdo de subconjunto conexo, ndo pode existir outro aberto e fechado
nao vazio, a ndo sge(Y)). Portanto,e(Y) C A. Entéo, pelo resultado do Exercicio B(Y) C A, isto
€, A = 04(Y) edy(Y) é conexo. O

A Figura 7.2 mostra um conjunto 4—desconexo e a Figura 7.3 mostra 0 mesmo conjunto 8—conex
Na Figura 7.2, os quatro quadradox 3 sédo abertos segundg(P(Ret(5,5))), suas interse¢cbes com
0a(Y)© formam quatro quadradosxlL1 que séo abertos segundo a subcolecéo induzidg@hpor
0a(P(Ret(5,5))), como é possivel formar com eles dois subconjuntos disjuntosyeritéé 4—conexo.

No entanto, na Figura 7.3, os quatro quadradgs33sdo abertos segundg(P(Ret(5, 5))), suas inter-
secdes comy(Y) formam os mesmos quatro quadrados 3 que sédo abertos segundo a subcolecdo indu-

zida emd 4(Y) por d4(P(Ret(5,5))), comondo é possivel formar com eles dois subconjuntos disjuntos,
entdoy é 8—conexo.
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Ret(10, 10) Ret(5, 5)

Fig. 7.2 — Um subconjunto 4—desconexo.

(0.0) a(y)
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Ret(10, 10) Ret(5, 5)

Fig. 7.3 — Um subconjunto 8—conexo.

A Figura 7.4 mostra um conjunto 4—conexo. Nesta figura, os dois quadrad@ssdo abertos
segundadd o(P(Ret(3, 4))), suas intersecdes cargY®)© formam dois retangulos % 2 que sdo abertos
segundo a subcolecéo induzida®fr©) ¢ pord 5(P(Ret(3, 4))), como néo é possivel formar com eles dois
subconjuntos disjuntos, ent&e 4—conexo.

A necessidade de se usar dois tipos de conexidade vai ser esclarecida apés termos introduzido a noga
de componente conexa. Esta no¢do decorre da definicdo de conexidade. Um dado subconjunto pode na
ser conexo mas nele podemos distinguir partes conexas que chamaremos de componentes conexas.

Proposi¢édo 7.2unido de uma familia de subconjuntos conexos de um espago morfologico)s)sgja (
uma familia de subconjuntos conexos de um espag¢o morfolégico. Se existir umgamTtaim a todos

0s X;, entdo a unidX = |_J X; sera conexa. O
i € |
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a(y)
(O’O). e e e y
.(.*Tﬁ?i e (0,0)
<00 - [ TR
N ..
Ret(6, 8) Ret(3, 4)

Fig. 7.4 — Um subconjunto 4—conexo.

Prova ([Lima76, p 92]) — Sej& C X um aberto e fechado efnSubstituindo, se necessaAqorS — A
(que ainda sera aberto e fechado), podemos supox,cfeA. Para cadaeml, AnX; sera aberto e
fechado en¥;, pois X; é contido enX (ver a observagéo seguindo o Exercicio 7.3). Pela escoka de
a hipotese sobrk;, An X; € também néo vazio. Conxp é conexo, para todeml, teremosAn X; = X;
(pela definicdo de subconjunto conexo, néo pode ter outro aberto e fechado néo vazio ¥;ndeoser

tantoX; C A, para todo eml. Entéo, pela propriedade de uniXo= U Xi CAistoé X =AeXe
i €1

conexa. 0

A Proposicao 7.2 da um sentido a nocdo de componente conexa dado um ponto num espaco m
folégico.

Definicdo 7.6(componente conexa dado um ponto num espaco morfolégico) x Baj@onto de um
espaco morfolégicX. A componente conexay@ado x no espaco &a uniao de todos os subconjuntos
conexos do espagbque conténx. O

Pela definicdo de componente conexa dado um ponto, observamos que, paeniddx € Cy e
Cx € um subconjunto conexo Hdpela Proposicdo 7.2), e ge& um espaco conexo se e somente se ele
€ a componente conexa relativa a cada um de seus pontos.

Proposicao 7.3(principio de maximalidade das componentes conexas) — A componente Codexa
X num espaco morfolégicd € omaior subconjunto conexo d€ que conténx. Em outros termos, se
Cy C SC XeSé conexo enta€y = S O

Prova— Sejamx € X e Cx = {S € P(P(X)); Sé conexo & € S}, entdo pela definicdo déy e a pro-
priedade de unia@y = supcxeCy € Cy. Isto €, pelo resultado enunciado no Exercicio@, &0 maior
elemento deey. O

Definicdo 7.7(componente conexa de um espaco morfoldgico) — Um subcogjuieaim espagco mor-
folégico X € umacomponente coneXxade X se e somente se por algaramX, C = Cy, ondeCy € a
componente conexa dado 0 porto O

Em seguida, vamos verificar que as componentes conexas de um conjunto formam uma particao, is
€, elas recobrem o conjunto e sdo duas a duas disjuntas.

Proposicao 7.4(particdo das componentes conexas) — As componentes conexas de um espago mc
folégico X formam uma particao de O
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Prova — SejanC; e C;duas componentes conexas de um espaco morfokigieda definicao de compo-
nente conexa, existeme X, emXtais queC; = Cx eC; = Cx e

CxNCyx # ) = 3Ixe X xE Cy eCy (definicdes de intersecao e de vazio)
= Cx UCy € conexa (Proposicéo 7.2)
= Cx UCy € conexa e contém e X; (x € Cy e propriedades da uniao)

= Cy U CXJ_ € conexa e contém e X;, € Cx eCXJ_ C Cyu CXJ_
(propriedade da uniao)
= Cy = CXiUCXJ_ e CXJ_ = CXiUCXJ_ (Proposicao 7.3)
= Cyx = Cx. (transitividade da igualdade)
Em outros termosC; = C; = C;nC; = 0.
Seja C));¢, a familia de todas as componentes conexas do eXpsgnos

X = LEJX{X} (decomposicéo de um conjunto como unido de singletons)
X
- U Cy (x € Cx e propriedades da uniao)
xe X
= 'LeJ| C (definicAo de componente conexa)
|
C X. (C, C X e propriedade da uniao)
Em outros termos, pela anti-simetria da inclu3ae, U C,; e afamilia C;); <, forma uma particéo de
X. el _

A partir das propriedades dos espacos morfologicos podemos deduzir propriedades de topologia digi-
tal.

Proposi¢éo 7.5unido de uma familia de subconjuntos 4—conexos e 8—conexos) —Y$egja (ma
familia de subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexds) 8le existir um pontg, comum a todos 0¥;,

entdo a unia = |_J Y, sera 4—conexa (resp. 8 conexa). O
i €1

Prova — Vamos fazer a prova no caso da conexidade 4)XSejge(Y) e sejaX; = ,e(Y;) para todo em
|. Os conjuntosP(E) e ,e(P(E)) sendo isomorfos, o subconjunto néo vaaf y,}) € incluido em todos
0sX; que por isto tém um ponto em comum. Com¥;&sio subconjuntos conexos do espago morfologico
(2E,04(P(E))), pela Proposigéo 7.2, a unido do® também um subconjunto conexo neste espaco. Mas,
pelo isomorfismo esta unido é o propKioo que prova qu¥ € um subconjunto 4—conexo Be

A prova da conexidade 8 é similar a da conexidade 4. O

A Proposicéo 7.5 da um sentido a nocao de componente 4—conexa e 8—conexa dado unkponto de

Definicdo 7.8(componente 4—conexa e 8—conexa de um subconjunto dado um ponto) s eEnto
de um subconjunt¥ deE. A componente 4—conexaesp.8—conexi Cy de Y dado ¥ a uniéo de todos
0s subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexo¥)gles contény. O
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Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espacos morfoldgicos, a componente 4—conexa (r
8—conexa)Cy de um subconjunt¥ deE dado um ponty emY, & omaior subconjunto 4—conexo (resp.
8—conexo) def que contény.

Chamaremos deomponente 4—conexa@sp.8—conexade um subconjuntovm subconjunto que se
identifica a uma componente 4—conexa (resp. 8—conexéjlddo algum ponto dé

Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espacos morfolégicos, as componentes 4—conexa
8—conexas) de um subconjuntale E formam uma particdo dé

A componente conexa de um subconjunto pode ser obtida através do uso repetido da dilatac&o con
cional (ou geodésica) como vamos ilustrar em seguida.

Ao longo deste capitulo, quando fizermos referéncia a coBgdentendemos qui é a colecdo
P(E) no caso invariante por translaca gé a coleca@®(E @ E') no caso condicionalmente invariante
em translagéo (ver Capitulo 4).

Defini¢ao 7.9(dilatacdo e erosao condicional) — S8jam elemento d&¢ e sejaX um subconjunto de
E. Os operadoredg y € eg x SObre?(E) dados por, para todbem P(E),

Opx(Y) = 0g(V)NX e egx(Y) = eg(Y)UX
sdo chamados, respectivamentedititacaoe erosao condicionalou geodésicapor B dado X. O

A Figura 7.5 mostra uma dilatacéo condicional pelo losangwa33a cruz) e seu efeito sobre um
subconjuntoy reduzido a um Unico ponto.
Definicdo 7.10(n—dilatagdo condicional e-eroséo condicional) — Sepa> 0, sejaB um elemento de
B e sejaX um subconjunto dE. Os operadore&gX e eg,x sobre?(E) dados pon — 1 composi¢cdes
sucessivas

ag,x = (aB,X)n € eg,x = ('EB,x)n

sdo chamados, respectivamentenddilatacado condicionalou geodésicae n—erosado condiciongbu
geodésicapor B dado X O

A Figura 7.6 mostra uma 3—dilatac&o condicional pelo losangl@® 3a cruz) e seu efeito sobre um
subconjuntoy, reduzido a um unico ponto. A figura mostra um efeito de preechimento controlado pelo
subconjuntoX.

Definicdo 7.11(abertura e fechamento por reconstrucao a partir de um marcadorB-ugegemento
deBg e sejaY um subconjunto dé. Os operadoregs; v e¢g v sobre(E) dados por, para todcemP(E),

Yey(X) = ] U Bx(Y) € ¢puX) = N epx(Y)

=1,. n=1
sédo chamados, respectivamenteallerturae fechamento por reconstrucédo dado o marcador Y O

A Figura 7.7 mostra, em (a), uma abertura por reconstrucao pelo losangulo (axr8zjaglo um
marcadorY reduzido a um unico ponto. Observamos o efeito desta abertura sobre um subegnjunto
4—desconexo. O resultado desta abertura sobre um subconjunto 4—-deX@aeomponente 4—conexa
deX que contém o marcaddrA Figura 7.7 mostra, em (b), uma abertura por reconstrucéo pelo quadrado
3 X 3 dado o mesmo marcad6iO resultado desta abertura sobre o subconjunto 8—créea@ompo-
nente 8—conexa @€ que contém o marcad¥risto €, aqui 0 proprio subconjurXo
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Fig. 7.5 — Dilatag&o condicional.

De um modo geral, a abertura por reconstrucao e o fechamento por reconstrugcado permitem extrair,
respectivamente, os objetos das imagens e os objetos do fundo das imagens que tem intersecao nao vazi
respectivamente, com o marcador e com o complemento do marcador. A conexidade considerada é defini-
da pelo elemento estruturaBteQuandd € o losangulo X 3 (a cruz) os objetos extraidos pela abertura
e pelo fechamento por reconstrucao sao 4—conexos. QBandauadrado & 3 os objetos extraidos
pela abertura e pelo fechamento por reconstru¢cao sao 8—conexos.

Um ponto importante a ser discutido em topologia digital sobre o retéRgt(lo,, n,), € a necessi-
dade de se ter dois tipos de conexidade: a conexidade 4 e a 8. Uma andlise dos subteNfdaésgura
7.8 ilustra esta necessidade. Se usamos 0 mesmo tipo de conexidade para a analise dos siYbeonjuntos
Y¢ encontramos uma anomalia.
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Fig. 7.6 — 3—dilatacéo condicional.

(b)

-
-
-

YBY
|

<
N—r

o 0O
-
o 0O

Fig. 7.7 — Aberturas por reconstrucao.
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(0,0) (0,0)

Ret(5, 5) Ret(5, 5)

Fig. 7.8 — Um subconjunto e seu complemento.

Se usarmos a conexidadeYde Y¢ sdo dois subconjuntos desconexXésefn quatro componentes
4—conexas &°tem duas) o que é anormal, pois, um dos dois deveria ser considerado conexo para justificar
a separacao do outro em varias componentes conexas. Por exemplo, o sub¢dejuetia ser concid-
erado conexo para sepaxdem duas componentes conexas, ou entédo, deveria ser consifem@iakexo
para separaY em quatro componentes conexas.

Se usamos a conexidadeYg Y° sdo dois subconjuntos conexos o que é anormal também, pois, no
caso da figura, um dos dois deveria ser desconexo para justificar a presenca de partes totalmente rodeiads
pelo outro subconjunto.

Este problema tem uma solucdo se analisamos as imagens binarias usando as duas conexidades: un
para o subconjunto considerado e a outra para seu complemento. Isto €, temos duas maneira de analis:
topologicamente uma imagem binaria sem encontrar anomalias.

Por exemplo, na Figura 7.8 as quatro componentes 4—coneXadaéotalmente rodiadas pelo sub-

conjunto 8—conexd®. Ou ainda, o subconjunto 8—coneksepara as duas componentes 4—conexas de
Y&,

7.2 Buraco, borda, arvore de adjacéncia e homotopia

A partir da definicdo de subconjunto 4—conexo e 8—conexo, podemos definir as no¢cdes de adjacéncia entre
dois pontos e entre dois subconjuntos. Estas definicdes sédo equivalentes as dadas em [KonRo0s89].

Definicdo 7.12(adjacéncia entre dois pontos)Deis pontos y e Y, de E sdo4—-adjacenteqresp.
8—adjacentgsse e somente se 0 subconjuryg, ¥,} € 4—conexo (resp. 8—conexo). O

Definicdo 7.13(adjacéncia entre dois subconjuntos) — Dois subconjifjtey, deE sdod—adjacentes
(resp.8—adjacentesse e somente se existem dois pontos, um pRrEm Y, e um pontg, emY,, 4—adja-
centes (resp. 8—adjacentes). O

Para definirmos a no¢éo de buraco precisamos introduzir primeiro uma relacéo de ordem parcial entre
subconjuntos conexos. Bee B sdo dois subconjuntos He A € 4—conexo (resp. 8—conexo), entao dize-
mos queA envolveB se cada ponto d8 esta contido em uma componente 8—conexa (resp. 4—conexa)

finita de Z2 — A.
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A Figura 7.9 mostra uma componente 4—conégae envolvd3. Neste exemplo, todos os pontos de
B est&o contidos numa componente 8—conexa fini@?de Y, o proprioB.

Y(= 0 Y (=E-Y) B

Fig. 7.9 — Um buraco num subconjunto.

Definicdo 7.14(buraco) — Seja& um subconjunto dE. Uma componente 8—conexa (resp. 4—conexa) de
Y¢, 8—adjacente (resp. 4—adjacente) a uma componente 4—conexa (resp. 8-&de¥xnvolvida por

C, chama-sburaco 8—conexresp4—conexpem C Umburaco 8—conex(resp.4—conexpem Yé um
buraco 8—conexo (resp. 4—conexo) numa componente 4—conexa (resp. 8—cokliexa) de O

A Figura 7.9 mostra um buraco 8—conéxamum subconjuntd. Neste exemploB é um buraco
8—conexo na componente 4—coné&xdeY (aquiC é o propriaY). O subconjunt® é uma componente
8—conexa de&° (= E — V), 8—adjacente @ e envolvida po€. Verificamos assim que o subconjuivto
temum sduraco 8—conexo: 0 subconjuda mesma maneira, podemos verificargtemdoisbura-
cos 4—conexos: 0s dois quadrados 2 formandoB.

Definicdo 7.15(ponto isolado) — Urmpontode um subconjunt¥ deE é 4—isolado(resp.8—isoladq se
e somente se ele ndo é 4-adjacente (resp. 8—adjacente) a nenhum outroYoonto de O

Os pontos isolados de um subconjunto podem ser obtidos através do uso do chamado operador s
gerador como vamos ilustrar em seguida.

A partir das quatro classes de operadores elementares da Morfologia Mateméatica podemos constr
mais duas outras classes de grande importancia tedrica e pratica. A primeira é a classe dos operadores::
geradores e a segunda a dos operadores inf-geradores. Aqui, nGs vamos nos restringir aos operad
construidos a partir de operadores elementares invariantes por translacéo ou condicionalmente invariar
em translagéo.

Definicéo 7.16(anti—dilatac&o e anti—eroséo) — I&jam elemento d&g. Os operadore$’; ee®z sobre
P(E) dados pelas composicdes

aaBz"‘"ch e GaB=~€B

sdo chamados, respectivamenteanie-dilatacaoe anti—eroséo pelo elemento estruturante B O
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Definicdo 7.17(operadores sup—geradores e inf-geradores parametrizados por dois subconjun-
tos) — SejanA e B dois elementos d&g tais queA C B. Os operadored, g € up g Sobre?(E) dados
por, para todX em P(E),

— a — a
App = €pN 0% € Upp = 0pV €%

sdo chamados, respectivamentegplerador sup—geradaroperador inf-gerador de parametros A e B
O

O operador sup—gerador de parame&asB® é equivalente ao chamadperador“Hit—Miss’ de
parametro®\ e B, em outros termos,
H|t—M|SSA’B = AA’BC.

Exercicio 7.7(definicdo equivalente dos operadores sup—geradores e inf-geradores parametrizados por
dois subconjuntos) — Mostre que, no caso invariante em translacao, o transformado de um subconjunto
X de Ret(n;,n,) pelo operador sup—gerador de parameire® € o subconjunto

AapX) ={X€E: (A+Xx) CXC(B+x}
e o transformado pelo operador inf—gerador de param&edsé o subconjunto
tagX) = {xEE: (A'+X)nX = dou B +xUX = E}. O

Dados dois subconjuntdse B deE, tais queA C B, chamaremos deadraoou, matematicamente,
deintervalo fechad@ colecao de todos os subconjuntoE dae conténd\ e estao contidos eBj denota-
remos esta colecad\[B],

[AB] = {X € PE): AC XC B}.

Observando a expressaoAjgs(X) no enunciado do Exercicio 7.7, verificamos que o operador sup—

gerador de parametrdse B “procura” emxX o padréo A, B]. Um pontox € um ponto dé 5 g(X), se e
somente se o padrao posicionado@aisa conX (no sentido de contéK). Em outros termos, o operador
sup—gerador realiza o casamenterfiplate matchiriy entre o padrdo e as estruturas geométricas que
aparecem na imagem.

Por exemplo, sejar e B dois subconjuntos deet(5, 5) dados por
00000 11111 00000
00000 11011 00100

A=|00100| eB=|10101| (B°=|01010).
00000 11011 00100
00000 11111 00000

Como A e B® sdo subconjuntos com poucos pontos e que estes estdo agrupados, para simplificar a
notagéao, representam@® B¢ na forma de submatrizes que contém todos os 1s e o0 elemento posicionado
na origem, & na forma de submatriz que contém todos os 0s e o0 elemento posicionado na origem. Desta

forma temos
| << lig - fied)

A=

[eoNoNo)
OO
[eoNoNo)
ROR
OO
ROR
o O
RPOPR
o O




7.2 BURACO, BORDA, ARVORE DE ADJACENCIA E HOMOTOPIA 145

Nesta representagéo é entendido que os elementos nao representados valére Bjpara pard.
Finalmente, representaremos o padrdd] pela matriz

[.O.]
[A,B] =101 0}
.0 -

Nesta representacéo, os elementos representados pelo sinvadéon indiferentemente 0 ou 1. E
entendido também que os elementos ndo representados valem indiferentemente 0 ou 1. Este padrao ¢

tém, em particular os seguintes subconjuntos,
0o0oO0ff100f[|0OO01f|O0O0OO||O0OO0O|f1012f (0012 101
010((010f|0210f|0210f(0210f{0O10} (010} .-010]
0oof|o00Of|O0OOOf|OO1l|100f/(00OO0Of([0012 101

A Figura 7.10 mostra o operador sup—gerador de paramet®somo escolhidos acima e seu efeito
sobre um subconjunto com duas estruturas em fornxaelde +. O resultado € a eliminacao da estrutura
em forma de+.

A Figura 7.11 mostra a extracdo de pontos isolados por meio de operadores sup—geradores. Em
temos os pontos 4—isolados e (b) os 8—isolados.
Definicdo 7.18(borda—4 e borda—8 de um subconjunto) — $eja subconjunto dE. A borda—4(resp.
borda—§ de Yé o conjunto de todos os ponto¥dpie sdo 4—-adjacentes (resp. 8—adjacentes) a pelo menos
um ponto deY®. O
Definicao 7.19(borda—4 e borda—8 entre duas componentes conexas) ¥-iBejaubconjunto dE. A
borda—4(respborda—8§ de uma componente 8—conéresp 4—conexaC de Y, relativamente a uma com-
ponente 4—conex@esp.8—conexa C' de ¥ é o conjunto dos pontos ébque sadl—adjacentegresp.
8—adjacentgsde um ponto enc'. O
Proposicao 7.6conexidade das bordas) — S¥jam subconjunto dE. A borda—4 (resp. borda—8) de
uma componente 8—conexa (resp. 4—con€xd@@ Y, relativamente a uma componente 4—conexa (resp.
8—conexa)C’ de Y¢ é 8—conexa (resp. 4—conexa). O
Prova — Ver [Rosenf79, Capitulo 2]. O

As bordas de um subconjunto podem ser obtidas através do uso do chamado extrador de bordas cc
vamos o ilustrar em seguida.
Definicao 7.20(extrator de bordas) — SejakeB dois elementos d&g. O operadoreg , g Sobre?(E)
dados pela composicéo

Yag = 0a ~ €,
€ chamado dextrator de bordas de parametros A e B O

SeA € o singleton que contém a origer € o quadrado ou o losangulo (a cruzy 3, entaoy g
extrai as bordas relativas as componentes, respectivamente, 4—conexas e 8—conexas de um subconijt
As Figuras 7.12 e7.13 ilustram a extracao da borda relativamente a uma componente, respectivamer
4—conexa e 8—conexa.

Umacurva fechada simples um subconjunto 4—conexo (resp. 8—conexo) cujos pontos sdo 4—adja-
centes (resp. 8—adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto.

Umacurva aberta simplesum subconjunto 4—conexo (resp. 8—conexo) cujos pontos sdo 4—adjacente:
(resp. 8—adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto, com excec¢éo de dois pol
gue sdo 4—adjacentes (resp. 8—adjacentes) a um so6 outro ponto do subconjunto.
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Fig. 7.10 — Operador sup—gerador.

Em 1969, Buneman introduziu a nocdo de arvore de adjacéncia para imagens binarias [KonRos89].

Definicdo 7.21(arvore de adjacéncia de um subconjuntoarMre de adjacéncia@desp.8) de um sub-
conjunto YdeE é o grafo cujos vertices sdo as componentes 8—conexas (resp. 4—conéaas) cempo-
nentes 4—conexas (resp. 8—conexasytle cujas arestas sédo os pares formados por duas componentes
conexagi—adjacentegresp.8—adjacentes uma sendo d¥ e a outra deY©. O

Em [Rosenf74] temos uma prova que o grafo mencionado na Definicdo 7.21 € mesmo uma arvore.

A Figura 7.14 mostra os arvores de adjacéncia 4 e 8, respectivamente em (b) e (c), do suliconjunto
mostrado em (a). Os vertices da arvore sao coloridos de cinza para as compofivemtisiaianco para
as componentes d¢. Considerando a adjacéncia 8, o conjihapresenta urhuraco



7.2 BURACO, BORDA, ARVORE DE ADJACENCIA E HOMOTOPIA 147

|
} Ane(Y)
’1A,B ‘
‘ 000
© "7 [8 ; 8]

Fig. 7.11 — Extragéo dos pontos isolados.

Dois subconjuntosom a mesma arvore de adjacéncia 4 (resp. 8) sdo chamatidsodeotdpicos
(resp.8—homotépicgs Um operadory sobre®(E) é 4—homotdpicqresp.8—homotbpichse e somente
se, para todX em P(E), X e y(X) sdo 4—homotépicos (resp. 8—homotopicos). Diz—se de um operador
homotdpico que ele conserva@amotopia

No estudo dos operadores homotépicos de afinamento e espessamento (ver Capitulo 9) a nocao de y
tos simples € muito importante.

Definicdo 7.22(pontos 4—simples e 8-simples) — Um pontte um subconjunty¥ de E € umponto
4—simpleqresp.8—simpley se e somente s¢— {y} tem o mesmo arvore de adjacéncia 4 (resp. 8) que
Y. O

Os candidatos eiva ser pontos 4—simples (resp. 8—simples) sdo os pontos nao 4—isolados (resp. 8—isi
lados) que pertecem a borda—4 (resp. borda—8) de
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Fig. 7.12 — Borda relativa as componentes 4—conexas.
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Fig. 7.14 — Arvores de adjacéncia.
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Capitulo 8

Maquinas Morfologicas

O paradigma central da Morfolgia Matematica € a decomposicao de operadores em termos dos operadc
elementares (i.e., dilatagOes, erosdes, anti—dilatacbes e anti—-erosdes) e das operacdes de compos
unido e intersegao.

Esta dindmica de procedimento pode ser expressa através de uma linguagem formal: a Linguage
Morfolbgica. As frases desta linguagem serao exatamente as decomposicdes possiveis para 0s operade

A aplicacédo da teoria da Morfologia Matematica a problemas reais de andlise de imagens requer o ¢
senvolvimento de instrumentos adequados: as Maquinas Morfolégicas. Um programa em uma maqui
morfoldgica sera equivalente a uma frase da linguagem morfoldgica.

Neste capitulo, apresentamos a Linguagem Morfoldgica e discutimos a arquitetura de uma maquir
morfoldgica tipica.

8.1 Linguagem morfologica

Um aspecto importante da Morfologia Matematica é a descri¢cdo de operadores entre subconjuntos p
uso de uma linguagem formal [BarBan92], chamadaimguagem Morfol6gicgLM).

A fim de definir umdinguagem formalprecisamos definir unggamética(i.e., um conjunto de regras
que definem a sintaxe) e us@manticdi.e., um modelo de interpretac@o para a gramatica). A Tabela 8.1
apresenta uma gramatica formal para a LM, usando uma metalinguagem na forma de Backus—Na
[Pagan81]. Nesta tabela, o metasimido{a.} significa um rebaixamento de meia linha.

151
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Tabela 8.1 — GRAMATICA DA LM.

<operador> ::= <operador elementar> | <limitante> | <composi¢do>
<limitante> ::= <argumento> <opearacao de reticulado> <argumento>
<argumento> ::= <termo> | <composi¢cao>

<termo> ::= <operador elementar> | (<limitante>)

<composicao> ::= <termo> <termo> | <composi¢ao> <termo>
<operador elementar> ::= <operador morfologidefuncdo estruturante>}
<funcéo estruturante> ::= <letra> | <letra> <ndmero>

<numero> ::= <digito> | <ndmero> <digito>

<operacao de reticulado> % | A

<operador morfoldgico> ::=|J | €*| 62

<letra> ::=a|b|c|d

<digito>::=0]1]2|3|4]5]|6]7]8]9

As sentencas que seguem séo alguns exemplos de frases da LM:
Y1 = €a A O,
Ypii=Oa, A €%,
V3= (€a, N 0%) V (€a, A 0%)
Yaii= (Oa, N €%) V (Oa, A €%)
Y5 ii= Og€a
Y 1= (ea V €p)(0a A Op).
A Figura 8.1 apresenta a arvore sintatica para a frase

A fim de definir formalmente uma semantica para uma gramatica, devemos estabelecer um conjunto
de funcbes de interpretacdo que mapeam as frases primitivas no dominio de interpretacdo. A interpretacac
é criada recursivamente e a ordem de execuc¢édo das primitivas em uma frase é estabelecida pela gramatic
[GenNil88]. A Tabela 8.2 apresenta a definicdo formal de uma seméantica para a gramatica apresentada
na Tabela 8.1.

Tabela 8.2 — SEMANTICA DA LM.

Jla] = f € P(E)F

=y e¥: p(X)={y € E: (JA)ynX= 0} (Xe&PE)
el =y €W v(X) ={y € E: Jal(y) C X} (X€E P(E))

ol =y e¥:yX)={ycE: (J@A)ynX= 0 (Xe&PE)
el =y €V yp(X) ={y € E: Ja(y) C X}* (X € P(E))
I(@)] = I[g]

PV @l =y €V: p(X) = J[pd(X) UI[p](X) (X E P(E))

o A @ =y €V p(X) = J[pd(X) nI[@l(X) (X E P(E)
ol =y €V p(X) = Ip.J[@)(X)) (X E P(E)
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<operador>

<limitante>

/\

<argumento> <operacao de reticulado> <argumento

(<limitante>) \Y% X

<argumento> <operacao de reticulado> <argumento>

<operador elementar> A |

T

<operador morfolégico{<funcdo estruturante>}

N

€ <letra> <numero>

a <digito>

1

Fig. 8.1 — Arvore sintatica de uma frase.

Deixe 9 denotar as fungdes de interpretacdo dos subconjuntos do conjunto de frases gerado pe

gramatica en®(E)¥®. A Figura 8.2 ilustra a interpretacdo semantica de umagfrasaliada enX, que
corresponde a uma dilatagéo invariante por translagcipel® losangulo (a cruz) 8 3 centrado na ori-
gem.

Uma caracteristica importante das frases da LM é que elas séo construidas por cadeias de operad
elementares, ligados pelas operacdes de unido, intersecdo e composicao de operadores (ver Capituls

A LM é um linguagem completa (i.e., qualquer operador entre subconjuntos pode ser representac
como uma frase desta linguagem) e expressiva (i.e., muitos operadores Uteis podem ser construidos use
relativamente poucos operadores elementares). Podemos garantir que a LM é completa, pois qualq
operador entre subconjuntos pode ser representado por formas candnicas [BanBar90], similares aque
apresentadas para a decomposicado de operadores i.t., e essas formas sao frases validas da LM.
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X I[W]X)

Fig. 8.2 — Seméantica de uma frase avaliada num subconjunto.

8.2 Elementos estruturantes primitivos

Nos capitulos anteriores mostramos como os operadores elementares podem ser usados para construir un
extensa classe de operadores. Nesta se¢do, mostramos como esses operadores elementares podem sel
compostos em termos de uma pequena subfamilia de operadores elementares. Na proxima se¢ao, mostr
mos como essa propriedade pode ser explorada para o desenvolvimento de Maquinas Morfoldgicas mais
eficientes.

111
Chamamos dgquadrado elementan quadrado X 3, isto é,0 subconjunt{l 1 1] e deelemento
111

estruturante primitivaum subconjunto qualquer do quadrado elementar. Verificamos que qualquer sub-
conjuntoB pode ser representado pela uniéo de transBdésu; de elementos estruturantes primitivos

B, isto é,B = |_J B, + u;. A Figura 8.3 ilustra esta propriedade.
i

[ ] . . . . . . . . . ul — (3,3) u2 — (3, 6)
us = (5,3) u, = (5,6)
. B
U.3 l‘,|4
[ ] L} | ] [ ]
B B, B, Bs B,

Fig. 8.3 — Decomposicdo em termos de subconjuntos do quadrado elementar.
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Observe que o translad+ u de qualquer subconjunBpor qualquer vetan pode ser ralizado por
010
000|e
000

000
lo 0 0], denotados, respectivamente, poileste), O (oeste),N (norte) eS (sul). Por exemplo,
010

B + (2,3) = 93 (924(B))-

000|000
composicgoes de dilatacdes Bigelos elementos estruturantes primiti{@so 1], [1 0 O],
000]]000O0

Estes fatos e as proprieda =0 edg Vog =0 , estudadas no Capitulo 4, garan-
prop Vg, B,®B, €98, B, B,UB,

tem que qualquer dilatacao i.t. pode ser realizada através de composicdes e unides de dilatacbes por
mentos estruturantes primitivos. Por exemplo, a dilatacao pelo elemento estritdeaRitgura 8.3 pode
ser expressa por

0 = 03030p, V 060308, V 030598, V 050598,
Observe ainda, que esta estratégia pode ser usada para sintetizar qualqurdoisdg({o}) = B.

Em particular, pode—se provar que qualquer dilatagcdo por um subconjunto convexo pode ser construi
sequencialmentatravés de composicdes de dilatacées por elementos estruturantes primitivos [Xu91]

Um subconjunto d&2 é convexo se ele é a intersecéo de todos os semi planos a 0, 45, 90 e 135 graus q
0 contém.

Por exemplo, a dilatagcdo pelo elemento estruturBntda Figura 8.4 pode ser expressa por
55 = 551552...557.

[ | [ | [ | [ |

B, B, Bs B,
u

u | ] u

Bs Bg B,

B

Fig. 8.4 — Decomposi¢ao de um subconjunto convexo.
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SejaE um subconjunto d&2. Umoperador elementa# ditolocalmente condicionalmente invariante

por translacadmulocalmente c.i.tse existem dois subconjuntos, um subconjBrdeE @ E!, e um sub-
conjuntoM deE, tal que sua funcéo estruturabtseja definida por, para togemE,

B+y)nNE seyeM
0 c.C..

b(y) = [

O subconjuntdvl é denominadomnascara do operador

A dilatac&o, a eroséo, a anti—dilatacéo e a anti—eroséo localmente c.i.t. qeuetdofuncao estrutu-
rante serdo denotadas, respectivamente) por g, 0% € €5 -

Seja M)); <, uma particdo dE, seja B;);c, uma familia deP(E @ E') e sejab a fungéo estruturante
definida porb(y) = (B; + y)NE sey € M, , entéo, pela Proposi¢éo 3.12,

Op = V aBi,Mi .
el
Desta forma, as dilatacdes localmente c.i.t. podem ser usadas como prot6tipos para a construcdo de qua
quer dilatagao.

Ainda, em muitas situacdes praticas, uma dilatacdo pode ser construida a partir de dilatacdes local-
mente c.i.t. que tém elementos estruturantes primitivos. Esta propriedade decorre do fato que

0 _m V O M = 08 B M
1 2 1 2
e que, em muitas situacdes praticas,
6Bi ,|\/|i(3|3i M = 6Bi @B, M
1 2 1 2

Trocando o operador dilatac&o pelo operador erosdo e a operacao de unido pela operacao de interseca
encontramos resultados duais para todas as propriedades apresentados nesta secao.

A Figura 8.5 ilustra a construcao de uma erosao adaptativa a partir de erosdes localmente c.i.t.. Aima-
gem apresentada corresponde a vista em perspectiva de uma estrada. Devido ao efeito da perspectiva, ¢
trechos da estrada que estdo mais préximos do observador aparecem maiores do que 0s que estdo me
afastados. Para que esta mudanca de escala seja considerada, o dominio da imagem € particionado, aq
em trés regides e a cada uma delas € associada um elemento estruturante, que tem a mesma forma dos ¢
mais, porém tamanho diferente. Com isto, a erosdo respeita de maneira aproximada o efeito de perspective
alargando a pista proporcionalmente ao tamanho dos elementos estruturantes.

Lembrando, ainda, que as anti—dilatacdo e as anti—erosdo podem ser construidas, respectivamente,
partir das dilatagOes e das erosdes, todos esses resultados podem ser usados para construir anti—dilatacc
e anti—erosoes.

8.3 Descricdo de uma Maquina Morfologica

Ainda na década de sessenta, Klein e Serra projetaram a primeira maquina morfolégica conhecida: o
Texture Analyser [KleSer72]. Desde entédo, uma familia de maquinas similares foram desenvolvidas:
desde softwares para computadores convencionais [Lay84; Gratin88; BaBalL094] até implementacdes em
silicio [HuDeB088; KlePey89] ou tecnologias 6pticas [HuJeSa89].
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b(x) | °
e
M, M, M

Fig. 8.5 — Erosao adaptativa.

Diremos que uma linguagem forntdl é equivalentea uma linguagem form&PR, se para cada frase
delL1existe uma frase d&2 com a mesma semantica e, inversamente, se para cada frasxidée uma
frase dd.1 com a mesma semantica. Hoje em dia, Maguina Morfoldégica(MMach) é conceituada
como uma implementacdo de uma linguagem formal equivalente a LM.

O usuario enxerga uma MMach como uma linguagem de programacao, que dispde de fungdes primi
vas (i.e., intersecéo, uniao, complementacéao, dilatacdo, erosdo, anti—dilatacdo e anti—eroséo) e estrutl
de controle (do, while, if). Umprograma da MMacesta linguagem corresponde a uma frase da LM.

O tipo de dado a ser transformado por uma MMach é aimagem binaria. Outros tipos de dados auxiliar
gue aparecem sao os elementos estruturantes primitivos e os nimeros inteiros ndo negativos. Os eleme
estruturantes primitivos sédo os parametros das dilatacdes e erosdes localmente c.i.t., enquanto os nim
inteiros sao Uteis para o controle de procedimentos iterativos.

Usualmente, por uma questao de eficiéncia, os operadores de dilatacdo e erosdo séo implementa
a partir dos respectivos operadores localmente c.i.t., caracterizados por elementos estruturantes prim
vos. A partir da dilatacéo e da erosao, assim criadas, sédo formadas, respectivamente, a anti—dilatacac
anti—erosao.

Normalmente, estas maquinas dispdem internamente também de recursos para realizar operag
sobre os elementos estruturantes primitivos, como a rotagdo em torno da origem central e a complem:
tacdo. Observe que a transposicdo é exatamente uma rotacdo de 180 graus em torno da origem

A caracteristica central da arquitetura de uma MMach tipica € a existéncia de um processador dedica
para efetuar dilatacdes, erosodes, unido, interse¢céo, complementagcédo e comparacao de igualdade entre
gens. Este processador é conhecido cpracessador morfoldgic@ arquitetura desta maquina conta
também com dispositivos para aquisi¢do, visualizacdo e armazenamento volatil ou permanente de inr
gens, além de um processador central que controla todos esses recursos.
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A comparacao entre imagens € um recurso importante para a implementacgao de procedimentos iterati-
vos com um numero de iteracdes indefinido a priori. Neste caso, o niumero de iteracfes é estabelecido ¢
partir de algum critério de convergéncia de uma sequéncia de imagens.

A Figura 8.6 apresenta a arquitetura de uma MMach [Beuche87]. Esta maquina conta com cinco planos

Primitivas
Gerente Frases
e Disco derivadas
v ! ' ' i |
Processador
1 2 3 4 5 morfoldgico
¢ | | ‘ | | Visualisador
Memoéria de imagens
Camera I 140
0 T Registro de
A 1 ! Elem. Estrut.
2 [
3 | Pilha
4 X
Registros X

Fig. 8.6 — Arquitetura de uma maquina morfologica.

de memaria para o armazenamento de imagens, um processador morfologico, uma pilha para o armazena
mento de numeros inteiros e instrugdes, cinco registros auxiliares que trocam dados com a pilha e um regis-
tro para armazenar um elemento estruturante primitivo, além de dispositivos para a aquisi¢cdo, armazena-
mento permanente e vizualizacdo de imagens. Todos estes recursos séo controlados por um
microprocessador de 16 bits.

A dindmica de uso tipico desta maquina envolve: a aquisi¢cao pela camera de uma imagem binaria ex-
terna; o armazenamento daimagem adquirida no plano de imagem 1; a visualiza¢do da imagem adquirida.
a programacado da maquina para extrair a informacéo desejada; a execu¢do do programa implementadc
0 armazenamento em disco dos resultados intermediarios e final.

A execucdo do programa, que é armazenado na pilha, promove a troca de dados entre a pilha e 0s regis
tros, define os elementos estruturantes usados e estabelece o fluxo de imagens entre os planos de memot
e o processador morfologico.

A Figura 8.7 apresenta a estrutura interna do processador morfolégico, que € composto por seis proces:
sadores internos. N&o existem muitas variantes de arquitetura para os processadores de unido, interseca
complementacao e comparacao de igualdade. As nuances mais interessantes aparecem nos processado
de dilatacéo e eroséo.



8.3 DESCRICAO DE UMA MAQUINA MORFOLOGICA 159

-, )

Fig. 8.7 — Processador morfol6gico.

Os processadores de dilatacao e eroséo usualmente sdo compostos por uma familia de processac
idénticos, chamados, respectivameptecessadores primitivos de dilatagéo e processadores primitivos
de erosapque realizam, respectivamente, dilatacdes e erosdes c.i.t. por elementos estruturantes primi
vos. Esses processadores sdo organizadopigelifi€’, em paralelo ou em configuracddsibridas
(“pipeline”—paralelo) e podem atuar simultaneamente sobre a mesma imagem ou sobre imagens distint
Em algumas arquiteturas conhecidas, sao disponiveis recursos de programacao que permitem ao usu
redefinir a disposicao dos processadores primitivos. A Figura 8.8 apresenta um processador de dilatag
composto por uma familia deé processadores primitivos, organizadoskipipelines” paralelos, cada
um composto parprocessadores primitivos.

|:> 651,1:> 651,2:> 777777777 |:> 55“ :>

|:> 6Bk,1 :> 6Bk,2 777777777 |:> 6Bk,l

Fig. 8.8 — Processadores de dilatacao em “pipelines” paralelos.

Alguns exemplos de processadores morfolégicos sdo o processador do “Cellular Computer
[Sternb82], desenvolvido na Universidade de Michigan, o processador do sistema MORPHO
PERICOLOR [Bilode86] e o CHIP de tecnologia VLSI [KlePey89], ambos desenvolvidos na Ecole des
Mines de Paris.
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Os processadores primitivos de diltacéo e eroséo podem ser implementados em duas classes de arqu
teturas: uma baseada em translacfes e unides ou intersecfes e outra baseada em operacdes légicas de
zinhanca. A primeira sdo implementacdes das expressoes, paxagdytem P(E),

og(V) = (U (Y+D)NE e eY) =( () (Y- D)NE
b€ B beB

e a segunda das expressoes, paraXcels em P(E),
0pg) ={XxEE: B'"+xX)nY=0leegX)={yEE: B+Yy) N ECX}.

Na Figura 8.9, apresentamos um processador primitivo de dilatacdo e erosdo que tem uma arquitetura
baseada em translacdes e unides ou interse¢des de planos de bits. Cada ponto do elemento estruturante \
causar uma translacao da imagem original e a unido ou intersecdo destas translacdes sera a imagem ¢
saida. O processador conta com um dispositivo para controle de translagdo, uma matriz, com as mesma
dimensdes das imagens, de portas l6gicas OR/AND que atuam em paralelo e trés planos de bits: um par:
as imagens transladadas, um para o elemento estruturante e um para o acumulo dos resultados, interm
diarios e final. Uma caracteristica dessa arquitetura € que todas as operacdes primitivas usadas (translagoe
e unides ou intersecdes) sdo operacdes globais, isto €, se aplicam simultamente sobre toda a imagem.

Plano de
translacao

S,
008
04

0
5
05
%
ae

%

%
3
&
8

X
%

0

OR/AND
parallelos

Plano de resultados

Fig. 8.9 — Processador primitivo baseado em operacdes globais.

Na Figura 8.10 apresentamos um processador primitivo de dilatacéo e erosao que tem uma arquiteture
baseada no deslocamento de uma matrz33 representando o elemento estruturante primitivo, sobre
aimagem e na comparacao dos valores légicos dos elementos dessa matriz com os valores dos correspo
dentes elementos de matrizex 3 extraidas da imagem.
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resultado
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Fig. 8.10 — Processador primitivo baseado em operacdes de vizinhanca.
(a) Fluxo de dados. (b) Célula elementar. (c) Conexao entre células.

Aimagem fluira em blocos de trés linhas consecutivas, de forma que cada linha daimagem seja alin
central de exatamente um bloco, por um processador que efetua a comparacéo entre a matriz extraid:
imagem e o elemento estruturante.

Este processador é denomingdacessador celulapois écomposto por 9 células de processamento
interligadas.Cada uma das células recebe dois valores l6gicos como entrada e produz dois valores |6gi
de saida, seguindo as equacdes apresentadas na Figura 8.10 (b). Axncmieasgbonde ao valor do pixel
daimagem que é transmitido para a saida da célula sem ser modificado, enquanto pa@miéaspbnde
a ponderacéo do estado anterior dessa variavel com o resultado da comparacéo entre o valor de um p
da imagem e o valor de um ponto do elemento estruturante.

As 9 células séo interligadas em trés sistemas de trés células cada um, conforme esquematizadc
Figura 8.10 (c). A saida desses trés sistemas vao alimentar a entrada de portas l6gicas OR, no caso da
tacdo, e portas légicas AND, no caso da erosao, produzindo o resultado da acao do processador cel

Para introduzir caracteristicas de paralelismo a esta arquitetura, pode—se usar um conjunto de proce:
dores celulares dispostos como esquematizado na Figura 8.10 (a). O limite do potencial de paralelisr
dessa arquitetura é atingido quando é reservado um processador celular distinto para cada linha da ir
gem.
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Uma caracteristica dessa arquitetura € que as operacdes efetuadas pelos processadores celulares s
operacdes de vizinhanca, isto é, dependem apenas de pontos vizinhos. Este tipo de arquitetura pertenc
a classe das arquiteturas sistdlicas, que sdo bem adptadas para implementacées em CHIPS de tecnolog
VLSI [Song84].

A decomposicao sequencial de elementos estruturantes tem implicacdo na complexidade das imple-
mentacdes da dilatacdo e da erosdo. Usualmente, a implementacéo de sequencias de dilatacdes e erost
€ mais simples do que a equivalente implementacao direta. Vamos verificar essa afirmagcdo medindo a
complexidade de implementacdes diversas.

SejaB um dos elementos estruturantes apresentados na Figura 8.11. Na Tabela 8.3 apresentamos un

B, B, B B, Bs
Fig. 8.11 — Alguns elementos estruturantes tipicos.

estudo da complexidade da implementacao da dilatatacéo e da erosBmpgrrocessador da Figura

8.9 [Marago85]. A medida de complexidade adotada €, respectivamente, o nimero de operacdes OR—pa:
ralelos efetuadas ou, equivalentemente, o nimero de unides entre planos de bits e o nimero de operacoe
AND-—paralelos ou, equivalentemente, o0 nimeros de intersecdes entre planos de bits. A primeira coluna
da tabela identifica o elemento estruturdita segunda apresenta a medida de complexidade para a im-
plementacéo direta da dilatacao pd@; a terceira a complexidade para a implementacao sequencial de
ndilatacdes poB e a quarta a complexidade para a implementacao sequencdlatacdes poB, onde

cada dilatacdo pd@ é implementada como duas dilata¢cdes sequenciais.

Tabela 8.3 —- COMPLEXIDADE DAS IMPLEMENTACOES.

Elem. Estruturante Implementacgéo ] Implementagétl 2 Implementacfo 3
By 4n? + 4n 8n 4n
B, nZ + 2n 3n 2n
Bs 2n% + 2n 4n -
B, 2n 2n -
Bs n n -

Examinando a Tabela 8.3, observamos que a complexidade da implementac&o diminui a medida que
a decomposicao sequencial se acentua. Por exemplo, no caso da dilatagdo ou erosdo por um quadrac
7 X 7, a primeira implementacao envolve 48 operacdes, a segunda 24 e a terceira apenas 12. Notamo:
também que essa economia fica mais significativa a medida que o numero de pontos do elemento estrutu:
rante a ser decomposto cresce.
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Os processadores dedicados comparados com as maquinas convencionais sao, por um lado, muito
cientes e, por outro lado, muito caros. Por essa razado existem muitos softwares para maquinas conven
nais que emulam maquinas morfolégicas. Normalmente, o uso de hardware dedicado fica restrito as af
cacoes que exigem resposta em tempo real, enquanto o uso de emulag¢des ocorre nas outras aplica
menos exigentes em termos de desempenho dos processadores.

Uma aplicacdo que normalmente exige resposta em tempo real € o controle de qualidade de produ
industrializados. Os produtos a serem inspecionados sao dispostos sobre uma esteira rolante e passan
uma camera estrategicamente colocada, que alimenta uma maquina morfolégica. Esperasse que o sist
trate os dados e forneca um diagndstico sobre o produto em um intervalo de tempo suficientemente peq
no para nao afetar o fluxo de objetos pela esteira.

Uma classe de aplicacfes menos exigente com relacdo ao tempo de resposta é a andlise de ima
geoldgicas, como, por exemplo, a estimativa da porcentagem de volumes ocos em uma rocha. A execu
deste tipo de tarefa exige que um especialista observe por um microscopio optico sistematicamente de
nas de laminas e identifique em cada uma as cavidades presentes. Este trabalho pouco criativo norn
mente consome varias horas do especialista, que poderiam ser usadas em tarefas mais nobres. Assim,
resposta confiavel apos alguns minutos de processamento é considerado um resultado muito razoave

Outro tipo de aplicacdo que néo exige resposta em tempo real € o projeto de programas que solucion
problemas de tempo real. Quando um especialista em Morfologia Matematica recebe um problema no
de Analise de Imagens ele precisa fazer uma série de experimentos sobre as imagens adquiridas até p
propor uma solucéo satisfatdria. Para este tipo de tarefa o tempo de resposta é considerado razoavel qu
nao influe no rendimento do trabalho do especialista, o que é um requisito bem menos forte, por exemp
do que néo interromper o fluxo de produtos por uma esteira. Uma vez encontrada uma solucdo para o
blema de Analise de Imagens, resta verificar se ela é viavel, isto é, se, quando fosse implementada em t
maquina mais eficiente, atenderia os requisitos de desempenho. Isto é feito calculando—se a performal
gue o programa teria no ambiente real a partir da performance medida no ambiente de projeto e do conh
mento prévio da relacdo entre as performances das duas maquinas.

O nucleo dos softwares que emulam maquinas morfolégicas séo as fungdes que emulam o processa
morfolégico. Estas fun¢des serdo usadas intensivamente e, portanto, devem ser otimizadas ao maxir
Com essa motivacao ja foram propostos varios algoritmos para a implementacdo dessas funcdes. Es
algoritmos se dividem em duas classes: os algoritmos baseados em operacgdes globais [PipTan89; L
Won92; Gratin93] e os algoritmos baseados em operacgdes de vizinhanca [VIiBen88; Schmit89; Ornell92

Todos os algoritmos que serdo apresentados usam a estrutura de dados matricial para represent:
imagens ou partes delas. As matrizes serdo implementadas como um vetor (ou “array”). Um elemen
gualquer da matriz sera disposto no vetor segundo a sua distancia da origem, medida como o comprime
do caminho percorrido da origem até o elemento, caminhando sobre as linhas da matriz da esquerda [
a direita e de cima para baixo (ver Secéo 4.1). Considerando umaAw iz X nposicoes em vetor
V demnelementos, tema&(i,j) = V(in +j) (i € {0,....m— 1} ej € {0, ...,n — 1}). Denominaremos
endere¢o de um elemergsua posicao no vetor, por exemplo, o endereco do eled@gnicein + .

A forma convencional de representar uma imagem binaria € como uma matriz cujos elementos sédo
pixels da imagem. A partir dessa estrutura de dados pode—se estabelecer algoritmos baseados em G
acOes globais ou operacdes de vizinhanca, simplesmente pela implementacao direta das definicdes das
eracoes e operadores [Barrer87]. Embora essas algoritmos sejam muito simples, eles se mostram po
eficientes. A complexidade dos algoritmos que realizam as operacdes € proporcional as dimensdes da ir
gem, enquanto a complexidade dos algoritmos que realizam os operadores de dilatacao e eroséo é pro
cional ao produto das dimensdes da imagem pelo cardinalidade do elemento estruturante.
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Exercicio 8.1(algoritmos convencionais para operadores elementares) — Usando como estrutura de da-
dos para representar as imagens uma matriz de pixels, implemente os operadores de dilatacéo e eroséo p
elementos estruturantes primitivos. O

Os algoritmos que ndo usam a estrutura de dados convencional serdo cldgoatioss rapidos
Dentre os algoritmos rapidos baseados em operacdes globais, 0 mais popular € aquele que represent
varios pixels consecutivos de uma linha compactados em uma Unica palavra. A Figura 8.12 ilustra 0 uso
desta estrutura de dados para representar uma imagem binaria.

Endereco Valor

0000000000000000
0000000000000000
0000000000001111
1100000000000000
0000000000001111
1100000000000000 ~—
0000000000001111
1100000000000000
0000000000001111
1100000000000000

OCO~NOOUITARWNELO

Fig. 8.12 — Representacdo compactada de uma imagem binaria.

O fato que esse tipo de algoritmo explora € o paralelismo intrinsico dos processadores convencionais
de palavras de 16, 32 ou 64 bits. Cada vez que uma palaviztde processada ocorrenoperacdes
I6gicas em paralelo, uma para cada bit da palavra. Umavez que nessa estrutura de dados cada bit represer
um pixel,n pixels sdo tratados em paralelo.

Na Tabela 8.4 apresentamos o algoritmo que realiza a unido entre imagens binarias, compactadas en
palavras de 16 bits. A complexidade desse algoritmo é dezesseis vezes menor do que a complexidade d
um algoritmo que representa cada pixel em uma palavra diferente.

000
Na Tabela 8.5 apresentamos um algoritmo que realiza a erosao pelo elemento estyatararjte

000
Nesta Tabela, a notagRESSHR Irepresenta a operacéo de translacdo da p&alea bit para a direita.
A dindmica desse algoritmo € a mesma do processador morfoldgico apresentado na Figura 8.9, ou seja
a translacao horizontal de imagens por valores definidos pelo elemento estruturante e a intersecao dessa
translacdes. O ponto critico deste algoritmo é a operacéo de translacdo entre palavras vizinhas: é precist
garantir que o primeiro pixel da palavra receba o ultimo pixel da palavra vizinha (contando no sentido da
translacao) e que os demais recebam os bits vizinhos dentro da prépria palavra. Este cuidado exige alguma
operacdes ldgicas adicionais, que impedem que a complexidade do algoritmo caia 16 vezes.
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Tabela 8.4 — ALGORITMO DE UNIAO DE DUAS IMAGENS BINARIAS.

® Dados
- X e Y sdo as imagens binarias compactadas m X (n/16) a unir.
—Z ¢ a imagem bindria compactada m X n resultante.
® Laco principal
Paraide0am — 1
Paraj de 0 an/16 — 1
Z(in +j) < X(in + j) OR Yin + j)
Fimpara
Fimpara

A extensao deste algoritmo para um elemento estruturante qualquer, que seja um subconjunto
guadrado elementar é simples, basta considerar cumulativamente todos os sentidos de translacao defin
pelo elemento estruturante. Note que as translacdes na direcéo vertical ndo tém os problemas aponte
paras as horizontais.

Tabela 8.5 — ALGORITMO DE EROSAO POR UM SEGMENTO HORIZONTAL DE TAMANHO 1.

® Dados
- X é a imagem binaria compactada m x (n/16) original.
—Z é a imagem bindria compactada m X (n/16) resultante.
—carry € uma variavel auxiliar de 16 bits.
® Laco principal
Paraide0am — 1
carry < 0
Paraj de 0 an/16 — 1
Z(@in 4+ j) < ((X(@in + j) SHR1) OR carry) AND X(in + j)
Se (K(Gn + i) AND1) = 0)entdo
carry < 0
Sendo
carry < 2%
Fimse
Fimpara
Fimpara

Exercicio 8.2(algoritmos rapidos para operadores elementares) — Usando como estrutura de dados pse
representar as imagens uma matriz de pixels compactados, implemente os operadores de dilatacdo e er
por elementos estruturantes primitivos. O

Umafila € uma estrutura de dados, que organiza os objetos sequencialmente segundo a ordem
insercdo. O modelo intuitivo de uma fila € o de uma fila de espera em que as pessoas no inicio da fila <
servidos primeiro e as pessoas que chegam entram no fim da fila. Existe uma ordem linear para filas g
€ a “ordem de chegada”. Um possivel conjunto de operacdes, definido para um tipo abstrato de dac
FILA, é definido na Tabela 8.6 [Zivian93].
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Tabela 8.6 —- OPERACOES DEFINIDAS PARA O TIPO ABSTRATO FILA.

® Operacdes aplicadas ao objet® do tipo FILA.
—vazio(X): retorna true se X ¢ uma fila sem elementos e false caso contrario.
— enfileirag, X): insere o item que tem enderecoo final da filaX.
— desinfileiraX): retorna o endereco do primeiro item da Xla

Dentre os algoritmos rapidos baseados em operacdes de vizinhaga um dos mais interessantes é o qu
usa uma estrutura de dados hibrida para representar a imagem: matriz, para representar os pixels do inte
rior, e fila de pixels, para representar os pixels da borda. A Figura 8.13 exemplifica a representacao de uma
imagem pela estrutura de dados hibrida.

00000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000
Matriz 00000000000001111000000000000000
00000000000001111000000000000000
00000000000001111000000000000000
00000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000

Fila 44 45 [«f— ——————— -~ 76

Fig. 8.13 — Representacao hibrida de uma imagem binaria.

O fato que esse tipo de algoritmo explora € que os operadores de dilatacado e erosao por elementos estr
turantes primitivos modificam apenas os pixels que se encontram na vizinhanca da borda da imagem. As-
sim, basta computar o novo estado desses pixels para construir o operador.

Este tipo de algoritmo tem uma caracteristica singular: a sua complexidade € proporcional ao nimero
de pixels da borda da imagem tratada, isto €, quanto menos pixels existirem na borda mais eficiente serz
o algoritmo.

Se comparados com os respectivos algoritmos convencionais, os algoritmos de vizinhanga para a dila-
tacdo e a erosdo tém um ganho de eficiéncia significativo para um grande nimero de imagens, pois 0s pri-
meiros tém complexidade proporcional ao niumero de pixels da imagem e os segundos tém complexidade
proporcional ao niumero de pixels da borda da imagem.

Os algoritmos das operacdes de unido, intersecdo e complementacédo para a estrutura hibrida é menc
eficiente do que os respectivos algoritmos para imagens convencionais. Isso porque além de realizar ume
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operacao sobre a imagem, para computar o interior da imagem resultante, é preciso também reali
operac0Oes sobre filas, para computar os pixels das bordas da imagem resultante.

Apesar da estrutura hibrida levar a algoritmos para as operacdes menos eficientes que 0s convenc
nais, o ganho obtido nos operadores de dilatac&o e erosao garante um ganho de eficiéncia global do pro
sador. O ganho de eficiéncia é acentuado sobremaneira na realizacéo de operadores formados pela cor
sicdo de dilatacdes e erosdes

A Tabela 8.7 apresenta um algoritmo para a unido de imagens representadas na estrutura de dados h
da. O algoritmo € composto por dois blocos principais: computacao do interior da imagem resultante
computacédo da borda da imagem resultante. A computacao da borda também é dividida em dois bloc:
computacgdo dos pixels que ndo estao no interior, respectivamente, das imagens d€ eitrada

Tabela 8.7 — ALGORITMO DE UNIAO DE DUAS IMAGENS BINARIAS.

® Dados

[¢] [¢]
- Xe Ysao o interior das imagens bindrias m X n a unir.

—% ¢ o interior da imagem bindria m X n resultante.
—dX, dY e 9Z sdo as filas dos pixels das bordas das imagens.
— adress € uma variavel auxiliar de 16 bits.
® Funcao
filtrafila( 0X, ¥, 92)
Enquanto vazigX) = falsefaca
adress< desinfileiragX)
Se?((adress'. = Oentdo
enfileira@dressoZz)
Fimse
Fimpara
® Computa %
Paraide0am — 1
Parajde0an — 1
[0] (0] (0]
Z(in + j) < X(in + j)) OR Y(in + j)
Fimpara
Fimpara
e Computa 0Z
filtrafila( aX, ¥, 92)

0
filtrafila( 9Y, X, 02)

A Tabela 8.8 apresenta um algoritmo de eroséo por um quadrado elementar paraimagens represente
na estrutura de dados hibrida. O algoritmo consiste, para cada pixel da fila de pixels de borda da imag:
original, em eliminar os pixels do interior da imagem original que fazem partem da vizinhanca do pixe
e enfileira—los em uma nova fila, que contera os pixels da borda da imagem resultante. Este algoritmo pa
ser generalizado para erosoes e dilatagées por elementos estruturantes primitivos quaisquer [Ornell9
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Exercicio 8.3(algoritmos rapidos para operadores elementares) — Usando como estrutura de dados para
representar as imagens um par formado por uma matriz, que representa os pixels do interior da imagem
e uma lista, que representa os pixels da borda da imagem, implemente os operadores de dilatac&o e eros:

por elementos estruturantes primitivos. O
Exercicio 8.4(algoritmos para operadores primitivos) — Compare o desempenho das implementacdes
realizadas dos Exercicios 8.1 a 8.3. O

Em todas as classes de algoritmos descritas, 0s elementos estruturantes constumam ser representad
por uma estrutura de dados que contem a cardinalidade do conjunto e os valores das coordenadas de cax
ponto. Para otimizar um pouco mais os algoritmos de dilatacdo e erosao, podemos armazenar as coorde
nasdas dos pontos em registradores e implementar um trecho de cédigo especifico para elementos estrutt
rantes com numero de pontos diferentes, de zero a nove.

O uso apenas de elementos estruturantes primitivos, além de ser suficiente para realizar qualquer
operador elementar e, em muitos casos, levar a decomposi¢cées mais simples, permite também otimizal
a implementacao dos processadores primitivos de dilatacdo e eroséo, pelo uso da informacéo a priori dc
tamanho limite dos elementos estruturantes. Por essas razdes, a maior parte das MMach’s conhecida
dispdem apenas de processadores primitivos de dilatacdo e erosdo que realizam esta classe de operador

Tabela 8.8 — ALGORITMO DE EROSAO PELO QUADRADO ELEMENTAR.

® Dados
- g(é o interior das imagens binarias m x n original e resultante.
—dX e dY sdo as filas dos pixels das bordas, respectivamente, da
imagem original e resultante.
® Laco principal
Enquanto vazi@(X) = falsefaca
adress< desinfileiragX)
Paratodoe { — 1,0, 1} faca
Paratodpe { — 1,0, 1} faca
Sé)( (adress— in + j) = 1 entédo
enfileira@dressay)
g((adress— in+j)<0
Fimse
Fimpara
Fimpara
Fimenquanto

Como os operadores que desejamos implementar sdo operadores c.i.t. € 0s elementos estruturantes s:
escolhidos como subconjuntos do quadrado elementar, chegamos a nove regifes da imagem com compot
tamento peculiar: uma central, quatro laterais e quatro cantos.

Mais precisamente, como foi visto na Sec¢éo 8.2, um operador elementar c.i.t. pelo quadrado elementar
pode ser decomposto em uniéo (no caso da dilatacao) ou intersecao (no caso da eroséo) de nove operador
elementares (da mesma classe) localmente c.i.t. definidos por nove elementos estr&ueantes
mascarad; especificando nove regiées do dominio da imagem.

A Figura 8.14 apresenta essas nove regioes e o valor, em cada uma d8afalasotimizar ainda
mais o algoritmo, usualmente, cada uma dessas regides tém tratamento especial.
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1 2 3 i _ _ _ _ -
e ——— _ 000 000 000
LT N . B,=|011 B,=|111 Bj=|110
F e - 011 111 110
\ | - - - - - -
- A [0 1 1] [1 1 1] [11 0]

4 |, . 5. }} 6 B,=|011 B;=|111 Bg=|110
\ " 011 111 110
- .. i ] | J | ]
| - ]
| . o _ - _ _ _ -
F T a4 011 111 110
. . B,=|011 Bg=[111 Bo=|[110
e o 000 000 000

7 8 9 - } ) ) ) )

Fig. 8.14 — As nove regides da imagem.

As MMach'’s, implementadas em hardware ou emuladas em software, vao ser enxergadas pelo usua
através de uma linguagem de programacao. Nas maquinas morfolégicas que temos conhecimento
funcBes primitivas dessa linguagem acionam diretamente o processador morfolégico, porém, em maq
nas mais sofisticadas, elas poderiam acionar uma camada inferior de software, que realizaria a decom
sicao dos operadores elementares em termos de erosdes e dilatagdes localmente c.i.t. por elementos e
turantes primitivos e distribuiria a execucéo desses operadores pelos processadores primitivos.

Hoje em dia, o projeto de programas para resolver problemas de analise de imagens ainda exige c
0 especialista desenvolva muitos experimentos computacionais antes de chegar a um resultado sa
fatorio. A partir do resultado de um experimento, ele identifica problemas no seu programa, tenta corrigi
lo e efetua um novo experimento para verificar se o efeito da modificacdo foi o experado, e assim vai ev
luindo, até chegar a uma solucéo. Esta dindmica de trabalho impde certos requisitos para as interfa
homem-maquina das MMach’s.

A interface homem-—maquina de uma MMach deve prover um ambiente que permita a edi¢do e
execucao agil de programas, que podem depender de uma familias de outros programas implementa
em momentos anteriores da sessao de trabalho ou mesmo em outros sessodes de trabalho. Ainda, essa:
lidades de programacao nao podem penalizar sensivelmente o desempenho dos programas.

Dois tipos de ambientes que atendem a esses requisitos costumam ser adotados como interface
mem-magquina para as MMach'’s: um baseado em uma linguagem interpretada e outro baseado em u
linguagem de programacéo visual.

As linguagens interpretadas sdo bem adaptadas para a implementacao e execucéo ageis de progra
especialmente aquelas linguagens que permitem o uso de qualquer programa existente como uma n
funcdo. O fato dos programas nao precisarem passar por uma fase de compilagéo e poderem reaprove
facilmente programas existentes séo pontos importantes que contribuem para o aumento da produtividz
do desenvolvimento de software.

Um ponto negativo no uso de linguagens interpretadas € que os programas nao ficam téo eficient
guanto poderiam. Por exemplo, um conjunto de comandos que se repete varias vezes € interpretado t
vez que € executado, o que naturalmente € uma causa de desperdicio de tempo. A solugdo que se cons
adotar € usar linguagens que tanto podem ser compiladas como interpretadas, isto é, para cada funcao ¢
tente o programador pode escolher se quer compila—la ou interpreta—la. Com esse recurso o especial



170 CAPITULO 8. MAQUINAS MORFOLOGICAS

pode estabelecer um compromisso ideal entre a produtividade de desenvolvimento de software e a veloci-
dade de execucgao dos programas, de forma a minimizar o tempo global de projeto (i.e., implementagéo
e testes). Naturalmente, essas linguagens dispdem também de editores de texto integrados.

Uma outra propriedade importante das linguagens interpretadas € que todos os objetos criados durante
a execucao dos programas continuam disponiveis para o especialista. Assim, é€ possivel acompanhar facil
mente todos os estados desejados dos programas, 0 que € um recurso essencial para o projeto interati
de programas.

Existem varias MMach'’s que tém esse tipo de interface [Bilode86; Schmit86; Beuche87; Gratin88].
A Tabela 8.9 mostra a implementacéo de um programa, que reatasdes sucessivas por um mesmo
elemento estruturante fixo e apresenta as imagens original e resultante, na linguagem interpretada que ¢
a interface homem-maquina do sistema MORPHOPERICOLOR. Esta linguagem é similar ao Forth, na
verdade, € um subconjunto do Forth incrementado com as fun¢des de gerenciamento dos recursos do siste
ma (processador morfologico, aquisicdo, visualizacdo, etc.). Este tipo de linguagem € bem adaptado pare
arquiteturas como a da Figura 8.6, porque implementacdes interessantes do Forth podem ser obtidas usar
do uma pilha como estrutura de dados central [Loelig81].

Tabela 8.9 — COMPOSICAO DE EROSOES EM UMA LINGUAGEM INTERPRETADA.

:nerosdo
OUTPUT IS [* declaracéo */
INPUT IE
PARAM N

IE IS MOVE  /* procedimento */
N1
DO
IS IS ERODE
LOOP
IE DISPLAY
IS DISPLAY

Outro tipo de interface bem adaptada para as MMach’s sdo as linguagens de programacéao visual
[Chang87; RaArSa9qQ]. Este tipo de interface permite que o usuario interaja graficamente com o sistema
para uso dos recursos e programacao. O paradigma principal deste tipo de linguagem é descrever progra
mas como grafos orientados. As arestas dos grafos representam os caminhos que os dados devem percort
e 0s nos as fungdes que os transformam. A exemplo das linguagem procedurais, as linguagens visuais tarn
bém disp6em de recursos avancados como mecanismos de controle e definicdo de subprogramas.

As linguagens visuais sdo bem adequadas para a programacao rapida de pequenos programas Compos
os por chamadas de outros programas existentes e também permitem a facil observacéo dos estados inte
nos dos programas executados. Por outro lado, elas ndo sdo adequadas para o desenvolvimento de progr
mas complexos que dependem de muitos outros programas visuais. A solucéo adotada é sempre usar urn
linguagem procedural compilada em conjunto com uma linguagem visual. Com esses recursos em maos,
0 especialista pode estabelecer uma relagcdo de compromisso ideal entre as duas alternativas.

O sistema KHOROS [RaArSa90] é um sistema para processamento de imagens em ambientes padrbe
UNIX e XWINDOW, que tem uma interface de programacao visual e usa a linguagem C como linguagem
procedural.
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Na estrutura do KHOROS os operadores séo representados por fungdes, escritas em C, que sao agr
das em uma biblioteca e por programas principais que chamam estas fun¢gdes. Muitas destas funcdes
criadas pelo encadeamento de outras func¢des da biblioteca e para cada funcdo da biblioteca existe um
grama principal, que chama apenas essa funcéo. Nesta estrutura, a linguagem de programacao visual
o0 mesmo papel dos recursos de programac¢ao em batch do UNIX, isto é, controla a chamada de prograr
principais. Naturalmente, o KHOROS também disp6em de recursos avancados para a edi¢cao de prograr
em C, a geracao de interfaces visuais e a instalacdo das novas fun¢des na biblioteca.

A “toolbox” MMach [BaBalL093], que desenvolvemos em colaboracdo com o professor Roberto de
Alencar Lotufo, € uma maquina morfolégica que usa a plataforma KHOROS. No apéncice A, apresent:
mos uma descricdo mais completa dessa “toolbox”.

A Figura 8.15 exemplifica o uso da “toolbox” MMach, apresentando um programa visual que executz
n erosdes sucessivas por um mesmo elemento estruturante e apresenta as imagens original e resulte

o[=4|

images

Fig. 8.15 — Composicéo aeerosdes em uma linguagem visual.



Capitulo 9

Caixa de ferramentas da Morfologia

Matematica

Ao longo das ultimas trés décadas a Morfologia Matemética tem sido aplicada intensivamente a problem
de analise de imagens. Esses experimentos propiciaram o desenvolvimento de uma familia de operadc
Uteis para a identificacdo de propriedades geométricas de imagens bindrias: a caixa de ferramentas
Morfologia Matematica. Neste capitulo, estudamos alguns desses operadores, que podem ser entendi
como frases da LM ou, equivalentemente, programas de uma MMach.

Os operadores parametrizados por elementos estruturantes primitivos séo cbasradaoses pri-
mitivos.Os programas de uma MMach podem ser organizados hierarquicamente, conforme a sua deco
posicédo em termos de operadores primitivos de dilatacédo e de erosao. Os programas mais complexos
aqueles que envolvem um nimero maior desses operadores primitivos. Assim, tomando uma ordem cr:
cente de complexidade, definimos as seguintes familias de programas: programas basicos, programa:
niveis 1, 2 e 3.

Os programas do nivel basico séo os operadores primitivos de dilatacdo e de eroséo, e as opera
de unido, intersecdo, complemento e subtracao.

9.1 Programas de nivel 1

Os programas do nivel 1 sdo construidos usando no maximo uma vez cada programa do nivel basicc

Alguns programas do nivel 1 sdo: a anti—dilata¢céo, a anti—eroséo, os operadores de abertura e de fec
mento morfolégico, os operadores sup—gerador e inf—gerador, a dilatacédo e a erosdo condicional, e 0 ex
tor de borda.

173
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No extrador de bordagver Capitulo 7}y, = 05 ~ €g, SEA € 0 singleton que contém a origem e
B o losangulo (a cruz) ou o quadradx 3 entdoy , g extrai asordas internasAnalogamente, s&é
olosangulo (acruz) ou o quadrada 3 eB € o singleton que contém a origem, entdg extrai adbordas
externasSeAeBsao ambos o losangulo (a cruz) ou o quadragde83entaay , g extrai a unidao das bordas
internas e externas, e € chamado de gradiente morfoldgico.
Definicdo 9.1(gradiente morfoldgico) — Sefao losangulo (a cruz) ou o quadrad 3, o operador
sobreP(E), ap = 0o ~ €a, € chamado dgradiente morfolégico. O

Em Andlise de Imagens, os operadores sup—geradores (ver Capitulo 7) sdo importantes para
reconhecer configuracdes de pontos. Considerando o caso invariante por translacdo, a cada padréo o
intervalo fechadoA, B] de P(E) temos associado o operador sup—geraggsobre?(E). Usando a defi-

nicao de intervalo fechado, temos, entédo, a seguinte definicdo equivalente para o operador sup—gerado
de parametro8 e B em P(E)

Iap(X) = {XEE: (X-x € [AB]} (XE PE)).

QuandaA e B s&o subconjuntos do quadrado elementag, € chamado deperador sup—gerador
primitivo.

A Figura 9.1 apresenta alguns padroes usualmente empregados. OJpamindnite identificar os
pontos onde um feixe de vetores verticais, orientados de cima para baixo, intercepta os objetos. Os padrde
93, e 35 identificam, respectivamente, os pontos isolados e os buracos puntuais. Os padided
identificam pontos triplos. O padrde identifica pontos extremos. O padrfipidentifica quadrados de
lado 3.

. 0 000 (111 100
9, = 1 9,=1010 93=1101 J,=1011
i (000 (111 (100
101 100 - [111]
gs=(010 =010 g,=(010 Jdg=1111
(100 (101 000 (111

Fig. 9.1 — Alguns padrdes empregados em Analise de Imagens.

A rotacdo em torno da origem dos padrdes nao simétricos da Figura 9.1 cria outros padrdes interes-
santes, que permitem identificar estruturas geomeétricas similares rotacionadas. DenotaréngfSpor
49 .. 9270 ¢315 g resultado da rotacdo no sentido horério de um padn@spectivamente, de 0, 45,
90, ... 270, 315 graus.
A Figura 9.2 apresenta as rotagdes por 90, 180 e 270 graus do paqu@adentifica pontos triplos.
O operador inf—gerador sob#&E) é dual do operador sup—gerador. Usando a definicao de intervalo

fechado, temos, no caso invariante por translagcéo, a seguinte definicdo equivalente para o operador inf-
gerador de parametrése B em 9(E)

uas(X) = {xE E: (X = x) & [A,B]} (X € P(E)).
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00 101
11 34902 010 34180= 342702
00 010

Fig. 9.2 — Rotacdes de um padréo.
Analogamente ao operador sup—gerador, o operador inf—gerador serve para reconhecer configurac
de pontos que aparecem no complemento da imagem.

OO
OO
ROR
OO
oORr R
OO

QuandoA e B® sdo subconjuntos do quadrado elemeptgp € chamado deperador inf-gerador
primitivo.
Definicdo 9.2(afinamento e espessamento) — SefaaB dois elementos d&(E @ E') tais queA C B.
Os operadores, g € 7 g SObreP(E) dados pelas seguintes composicaes,

OA,B =1~ A’A,B E,‘TA’B =V A’A,B’
sdo chamados, respectivamenteafileamentce deespessamento de parametros A e B O

No afinamento e no espessamento, os pixels daimagem transformada posicionados na origem de es
turas identificadas receberao, respectivamente, o valor O e o valor 1, enquanto os demais continuarao c
0 mesmo valor que tinham na imagem original. As Figuras 9.3 e 9.4 apresentam, respectivamente, L
exemplo de afinamento e de espessamento.

oaB
LT
L
X | 0as(X)
| —_ |
AB vy .
o
L
A R R
I
000 | [ [ ‘
[ABl=]010 A
000 .
Y - ro

Fig. 9.3 — Afinamento.
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Lo
TAB o
X | Tae(X)
| U |
—j,
AB Y .
oo o]
o |
I }
R B
111 Y } [— ‘
[ABl=|101 Lt R
111 L.
r. r-0

Fig. 9.4 — Espessamento.

O afinamento de uma imagem e do seu complemento pelo gaal@é&igura 9.1 produzem, respecti-
vamente, as bordas internas e externas da imagem.

O afinamento e 0 espessamento podem ser operadores homotopicos ou ndo, dependendo da escolt
dos subconjunto& e B. Como consequéncia do Teorema 4.1 em [KonRos89, p. 367], podemos estabe-
lecer, no caso d& e B® serem subconjuntos do quadrado elementar centrado na origem, a seguinte regra

para testar a homotopia destes operadoraéinamentoo, g OU 0 espessamentg g € um operador

111
4—homotopico (resp. 8—homotopich se, para todoX € [A,B], os subconjuntosXn [1 0 1] e
111

111
Xen [1 0 1] s&0 néo vazios e, respectivamente, 8—conexo (resp. 4—conexo) e 4—conexo (resp. 8—conexo).
111

Essa regra garante que apenas pontos simples da imagem e do fundo sejam modificados pelos opere
dores de afinamento e de espessamento homotdpicos. A condicao de que a restricdo dos subconjuntos e
traidos do intervald4, B] e seus respectivos complementos sejam ndo vazias garante que os pontos modif-
icados sejam pontos de borda (interna ou externa), mas nao sejam pontos isolados ou buracos puntuais
A condicao de conexidade garante que os pontos de borda modificados néo alterem a arvore de adjacénci
da imagem.

As Figuras 9.3,9.4 e 9.5, e 9.6 apresentam exemplos de aplicacdes de afinamento e de espessament
respectivamente, ndo 4—homotépico e 4—homotdpico (ou 8—homotopico).



[AB] = [

= OO
o o

|

or

Fig. 9.5 — Afinamento e espessamento ndo homotdpico.

TAB

o [

Fig. 9.6 — Afinamento e espessamento homotépico.

[eNeN
[eNeN
[eNeN
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A Figura 9.7 apresenta alguns padrées comumente usados como parametros de afinamentos e de espe
samentos 4—homotopicos.

000 o- - o- -
g]_: 'O‘ 32= 001 33= 011
111 o- - o- -

00 - -0 - 000
g4= 011 35= 111 36= -1 -
-1 - -1 111

Fig. 9.7 — Alguns padr@es para afinamentos e espessamentos 4—homotépicos.

O afinamento e o0 espessamento sdo dois operadores duais, relacionados pela expresséo

OpB™ = Tgopc
Enquanto o afinamento € um operador anti—extensivo, 0 espessamento &€ um operador extensivo. E interes
sante observar também que estes operadores sdo ambos nado idempotentes [FriedI86].
Definicdo 9.3(afinamento e espessamento condicional) — SAjarB® dois subconjuntos do quadrado
elementar tais qué C B. SejaY um subconjunto dE. Os operadores primitivas, g y € 75 g y SObre
P(E) dados pelas seguintes composicoes,

Opgy = 0pg VY € Tpgpy =Tag AN Y,

sdo chamados, respectivameaf@amentce espessamento condicional (ou geodésico) de parametros
A e B, dado.Y O

O efeito da restricaoMnesses dois operadores é similar ao efeito desta mesma restricao, respectiva-
mente, na erosao e na dilatacdo condicional.

O afinamento e o0 espessamento condicional sdo operadores duais relacionados pela expressao

OaBY” = Tgeacye
A Figura 9.8 ilustra a aplicacdo de afinamentos e espessamentos sucessivos para a restauracao

extracdo das bordas da imagem da moga. O primeiro afinamento elimina os pontos isolados. O espessa
mento preenche os buracos puntuais. O segundo afinamento extrai as bordas.

Exercicio 9.1(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 1 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do médulo “tools” e do nivel basico da “MMach tool-
box”. O
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P(X)

g T g
Al,B1 — A2,B2 * A3,B3

111
[AzBjl =111
111

Fig. 9.8 — Restauracao e extracdo de bordas.
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9.2 Programas de nivel 2

Os programas do nivel 2 sdo construidos usando mais de uma vez pelo menos um programa do nivel bas
co.

Seja= a operacgao definida d&E) x P(E) em P(E) por
X=Y=X~Y)V(Y~=X) XYEPE)).
O conjuntoX = Y é chamado ddiferenca simétrica entre X e Y

O resultado da diferenca simétrica entre dois subconjXm¥® o subconjunto formado pelos pontos
gue estao el e nao estao ee pelos pontos que estdo ¥ nao estao edd. Como o proprio nome
sugere, a diferenca simétrica € uma operacdo comutativa.

Definicdo 9.4(n—dilatagdo en—erosédo) — Os operadores primitivi e e} sobre P(E) dados, para
n > 0, pelas seguintas — 1 composi¢des sucessivas
0g = (0p)" € eg = (ep)"

e, paran = 0,08 = teeg = ¢,

sdo chamados, respectivamentaeddilatacéoe n—eroséo por B O
Observamos quéj e eg séo, respectivamente, equivalentes a dilatagéo e a eros#d feB éigual
oooffo10]]|010 111

al111f{o10|]1211]0ul111| entdonBé um disco de centro na origem e maigegundo,
0o0o0ff010]|010 111

respectivamente, a distancia usual na reta na direcao horjaoistbincia usual na reta na direcao verti-
cal, a distancia de quarteirdo e a distancia do valor maximo [DirRoh72, p. 109]. A Figura 9.9 ilustra a apli-
cacao da eroséo por discos, segundo a distancia de quarteirdo, a imagem da moca.
Os operadores primitivag;"', eeg*'L sobre?(E), dados, paren = 0 en = 0, pelas seguintes com-
122 122
posicoes

mn _ smgsn mn _ _m_.n
(381’82 551652 e €p B, = €BEB,

sdo chamados den—dilatacéce nm—eroséo por Be B,.

De fato,ég‘if‘Bz e egi,nBz séo, respectivamente, equivalentes a dilata¢éo e a eros&dpér nB,. SeB;
_ 000 010

éigualal1 1 1|eB,éigual a0 1 0|, entdomB; @ nB, € um retangulo de tamanhox n. SeB, é
000 010

010 111

igual a[l 1 1], B, é igual a[l 1 1] entdomB,; ® nB, é umoctogono Se (n,n) é igual a (1,0), (1,1),
010 111

(2,1),(2,2) ou (3,2), entdo o octégono € um disco Euclidiano discreto de centro na origem+e maio

Para outros valores den(n), o octdgono nao € mais o disco Euclidiano discreto. A Figura 9.10 ilustra

a aplicacao de erosdes por discos Euclidianos discretos.

Seja® uma sequéncia finita deelementos estruturantes primitivBg isto €,8 = (B;);_1, - Os
operadore® ; € €4 sobreP(E), dados pelas seguintes composi¢es
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Fig. 9.9 — Erosao por discos, segundo a distancia de quarteirdo.

6% = 6BnaB . 681 e 693 = 6Bn€Bn_1 EBl

n-1

sao chamados, respectivamentgjitldacao convexaerosao convexpor®. Estes operadores receber-
am esses nomes, pois realizam dilatacdes e erosdes por subconjuntos convexos.
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Fig. 9.10 — Eros0des por discos Euclidianos discretos.

SejaB uma sequéncia finita desequéncias delementos estruturantes primitivids Os operadores
Og € eg sobre?P(E), dados pelas seguintes composicdes

68 = 6%1U6%2U ces Uagn e GB = eglnegzn ces n€%

n

sdo chamados, respectivamenteajii#dacao genérica&erosao genéricporB. Estes operadores receber-
am esses nomes, porque realizam dilatacdes e erosfes por subconjuntos quaisquer.
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Sejad = (B));-1 .. € SejaBy uma sequéncia aesequéncias de elementos estruturantes primitivos
B, tais queB; = (By)j_1, » parai =1, 2, ..., n. Os operadoredy_eeg sobreP(E) sdo chamados,
respectivamenteljlatagdo curvaeerosao curvgor B,,. Estes operadores receberam esses nomes, porque
sdo particularmente Uteis para realizar dilatacdes e erosdes por curvas simples que contém a origem. L
curva simples deste tipo pode ser representada por uma seduihagiaeB; € {L,O,N, S {o}}. AFigu-
ra 9.11 apresenta duas curvas simples e as respectivas segBéncias

B, = {0} B, = {0}

B =L i€lL09] B,=L i€{134,6,8,9,11,13,14}
B, =S i€ [10,17] B,=S i€ {25,7,10,12, 15}

B, = O i€ [18,26]

B, =N i€ [27,33]

Fig. 9.11 — Representagao de curvas simples.

Na Figura 9.12, o subconjun¥representa o corte transversal de uma liga metalica vista por um
microscépio optico. Na mesma figura aparecem as erosdes succesivasrdaen segmento de reBa
inclinados a 130 graus, de comprimento de 10 pontos. Note que a inclinagdo do segmento de reta us:
como elemento estruturante coincide aproximadamente com a inclinagcéo dos objetos encontrados nair
gem.

Definicdo 9.5(n—abertura @fechamento) — Os operadores primitiygdse ¢ g sobre?(E), dados pelas
seguintes composicdes

7B =0l e ¢f = <R,
sédo chamados, respectivamenten-daberturae n—fechamento por.B O

Os operadores prlmltlvqégm eq)B B, sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢coes

y — n,m n.m — nm n.m
V51,52 B,B,SB.B, © ¢B B, _ €B,B, BB,

sdo chamados, respectivamentenuae-aberturee nm—fechamento pds; e B,.
Os operadoreg,, € ¢, sobreP(E), dados pelas seguintes composi¢cdes
Ya = Og€y € Pg = €g0q,

séo chamados, respectivamentealoertura convexafechamento convexo pdr. A Figura 9.13 ilustra
a aplicacdo de aberturas por discos Euclidianos discretos a imagem de células.
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Fig. 9.12 — Eroséao por um segmento de reta.

Os operadoregg e ¢ sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢oes
ve = Ogég € ¢g = €plp
sdo chamados, respectivamentealertura genérica fechamento genérico pé&.
Os operadore7zBEB epg, sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢cdes
vB, = Op,€8, € ¥B, = €898,

sdo chamados, respectivamentealertura curvae fechamento curvo pds,.
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— —— E(:-B — 6% ——

— —— E(:-B — 6% ——

Fig. 9.13 — Abertura por discos Euclidianos discretos.
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O operadonp, g sobre?(E), dado pela seguinte composicao

Yag = Pa ~ VB
€ chamado desiduo do fechamento em relacao a abert8e# € o singleton que contém a origem, entéo
P apCONserva as estruturas daimagens que nao contém propriamente transBigd@estaenadopera-
dor cartola por B SeB € o singleton que contém a origem, engdg conserva as estruturas do comple-
mento da imagem que ndo contém propriamente translacdes de

O operadowy , 4, sobre?(E), dado pela seguinte composicao

Yas =94 = Vo
€ chamado deesiduo do fechamento convexo em relacéo a abertura cariv&xgura 9.14 ilustra a apli-
cacdao do residuo do fechamento pelo singleton que contém a origem em relagdo a abertura por disco:
Euclidianos discretos, isto €, do operador cartola por discos Euclidianos discretos.

O operadoil 5 g sobre®(E), dado pela seguinte composi¢ao
A’A,B = GA A 5aBt
whered®;, = ~ dga, € chamado deperador sup—gerador genérico
SejaW C E, se as sequéncias de sequéncias de elementos estruturantes prixeBuepresentam,

respectivamente, os subconjuntos” We (W — A)€, entdol , g identifica a forma e € chamadopera-

dor de reconhecimento genérico de forrAarigura 9.15 ilustra o uso do operador de reconhecimento
genérico de forma para a identificagdo de um disco Euclidiano discreto de raio 3. A sequéncia
B = (B,,B,, ... By que aprece nesta figura é definida pelas seguintes sequéncias:

r r - - - r r - - -

000 010 000 000
B,=14111|,4000[ B,=[4111],4000]||
000] [000] | [o00] [o010]
'010] [ooo0]) ([ [o10] [ooo0])
B, =[4{010|,4100[ B,=[40210],4001]f
010| [000]] | [010] [000]
‘000] [100]) ([ [ooo] [oo1])
B =|4011|,3000]|| Bs=|4110{,3000]f
010| [000]] | [010] [000]
'010] [ooo0]) ([ [o10] [ooo0])
B,=14110/[,3000]|[ Bg=[4011|,3000
| [o00] [o01] | [0o00] [100]

Em situagBes praticas, ndo existe uma Unica forma de interesse, mas sim, um conjunto de formas que
correspondem a pequenas flutuagdes da férn@aoperador sup—gerador parametrizadoA& B, e
(W — A @ B,)° permite identificar essas formas e é chamadupéeador de reconhecimento genérico
de forma com folgaA Figura 9.16 ilustra o uso do operador de reconhecimento genérico de formas com
folga para a identificagéo de discos Euclidianos discretos. A seqircigB |, B,, ... Bg} que aprece
nesta figura € a mesma da Figura 9.15. Os subconjBptes,, usados para criar a folga em torno do
disco discreto de raio 3, foram, respectivamente, o loséngulo (a crud)e3o singleton que contém a
origem.
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Fig. 9.14 — Operador cartola por discos Euclidianos discretos.



188 CAPITULO. 9 CAIXA DE FERRAMENTAS DA MORFOLOGIA MATEMATICA

} 010 111 }
| = 2111, 111 ‘
‘ 010 111 |
| |
X ’1A,B | Aas(X)
| |
| |
\ Y \
| — €A |
| |
| q |
— a
0% .

B = (B, By ..., By)

Fig. 9.15 — Reconhecimento genérico de forma.

E interessante observar queESe o retangulBet(ny, n,), A representa o singleton que contém a ori-
gem eB representa o subconjuniet(n,, n,) U ((Ret(ny,n,) — ([0,0] x [0,n, — 1])) — (O,n, — 1)),
entdo, paratodX € 9,

Aap(X) = {(ug, min{x, € [0,n; — 1] : (uy,x;) € X}},
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— 6&8

B = (B, B, ..., By

Fig. 9.16 — Reconhecimento genérico de forma com folga.

Em outros termos, nessas condi¢@gsg, identifica o primeiro ponto da imagexrgue encontramos per-

correndo a imagem exaustivamente linha a linha, da esquerda para a direita e de cima para baixo, a ps
da origem.
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Definicao 9.6(filtro n—fi—-gama e filtran—gama—fi) — Os operadores primitivée y sobre?(E), dados
pelas seguintes composicoes

0 =9¢mrg € ¥ =vede,
sdo chamados, respectivamentefiltte n—¢y efiltro n—y¢. O

As Figuras 9.17 e 9.18 ilustram a aplicacéo, respectivamente, doHifiyce do filtron—y¢ para a
restauracdo da imagem do teclado de uma calculadora, corrompida com ruido aditivo e subtrativo. O

operadow representa 0 agente que provoca a detereoracao daimagem por ruido. Observe quép filtro
elimina todo o ruido aditivo, enquanto o filtreyg elimina todo o ruido subtrativo. O efeito do filtrapy

€ melhor do que o efeito do filtre-y¢, porque a densidade do ruido aditivo € maior do que a densidade
do ruido subtrativo.

eye(v(X)

Fig. 9.17 — Restauragéo por um filtro fi-.gama.

Definicao 9.7(filtro n—gama—fi-gama e filtro—fi—-gama—fi) — Os operadores primitivse y sobre
P(E), dados pelas seguintes composi¢cdes

0 = ypPRYE € ¥ = PLVpoB,
séo chamados, respectivamentefilde n—ygy efiltro n—gye. O

A Figura 9.19 apresenta uma aplicagao do fittgy e do filtron—y¢y a uma mesmaimagem. Observe
gue o filtron—y¢y tende a fragmentar mais os objetos do que o fitgy, devido a abertura adicional.



191

i'_‘j.

+,._'i- 1

-!-Hﬂ 'r
r“

Fig. 9.18 — Restauracédo por um filtro gama—fi.

Vamos denotar os filtras—¢y, n—y¢, n—y¢y e n—py¢ por B genericamente papg. SejaB uma se-
quéncia finita d& subconjuntos dE, com elementoB; tais queB; C B, , ;. O operadoy, sobre®(E),
dado pela seguinte composicéo

N _ N . N—-1 1
Yy = ¥, ¥B,_,  ¥By

1

€ chamado urfiltro alternado sequencial de parameti

A Figura 9.20 apresenta a aplicacéo do filtro alternado sequem@iabm B =(B,B,B)eBo

loséngulo (a cruzxonstruido a partir dos filtras-¢y, para a restauracdo da imagem da calculadora cor-
rompida por ruido, usada nas Figuras 9.17 e 9.18. Observe que este filtro produz objetos com bordas i

suaves do que as bordas dos respectivos objetos produzidos pelo ¢ijtro 1—

A Figura 9.21 apresenta a aplicacao do filtrgn38a mesma imagem da calculadora, observe que o
efeito deste filtro sobre os objetos é muito mais devastador do que o efeito do correspodente filtro alterna
sequencial.

Os operadores primitivag,, € w4, sobreP(E), dados pelas seguintas- 1 operagoes

Y = v €g € Wy = /\ 6Bi’
i=1,..,n i=1,..,n

sdo chamados, respectivamenta)-eeperador candnico isotoni@n—operador candnico dual isoténico
de parametrap.
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Fig. 9.19 — Comparacao entre os filtros fi-gama e gama-fi—-gama.

SejaB um elemento estruturante primitive@m numero inteiro positivo tal que< #B (cardinali-
dade deB). O operadow,, g sobre?(E), dado por
Ynp(X) = {Xx € E:#Xn(B'+ X)) = n}

€ chamado di#litro de ordem n em relacéo a vizinhanca3@#B é um nimero impare = (#B + 1)/2,
entdo o operadap, g € chamado dfitro da mediana em relagéo a vizinhanca B

O operador candnico isotbnico parametrizado pela colecao de todos os subconpigtestden car-
dinalidaden é um filtro de ordenm em relacéo a vizinhang

A Figura 9.22 apresenta a aplicacao do filtro da mediana para a restauracao da imagem da calculador:
corrompida por ruido, usada nas Figuras 9.17 e 9.18.

Os operadores primitivas;, e @, sobre?(E), dados pelas seguintas- 1 operagoes
ry= 'V vg e &=\ ¢,
i=1,..,n i=1,..,n
sdo chamados, respectivamente)-dgerador de aberturasn—gerador de fechamentos de paraméiro

A Figura 9.23 apresenta a aplicacdo da composicéo dosiiitgesador de aberturasiegerador de
fechamentos para a restauracdo da imagem da calculadora corrompida por ruido, usada nas Figuras 9.1
e 9.18.



B, B, B)
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Y3((X))
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Fig. 9.21 — Restauracao por um filtro 3—fi—-gama.
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Fig. 9.23 — Restauracéo por um filtro FI-GAMA.
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Definicao 9.8(n—operador candnice n—operador candnico dual) — Os operadores primitivgs;, e
w_ g SObreP(E), dados pelas seguintes- 1 operacoes

Yus = V '1Ai,Bi € W g = A Up B
i=1,..,n i=1,..,n

sao chamados, respectivamenten-aaperador candnice n—operador candnico dual de parametras

ed. O

As Figuras 9.24 e 9.25 apresentam a aplicacdo do operadioronico, rspectivamente, para a ex-
tracdo dos pontos extremos da imagem de um circuito eletronico e para a extragao, em particular, dos p
tos triplos de um mapa da América do Sul. Em ambos os casos, as sequé&dtiasam geradas a partir
de rotacOes sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padréo pAnitivo [

- [
000 000
A= 010 B = 101
000 111

45

Fig. 9.24 — Identificacdo de pontos extremos.

Definicdo 9.9(n—afinamento @—espessamento) — Sejatre B duas sequéncias finitas mlsubconjun-
tos emE, respectivamente, com elemenfyse B; tais queA; C B;. Os operadores”, ;, e 7", ;, sobre
P(E), dados pelas seguintas- 1 composicdes

n — n —
GA,% = 0A1,82 OAmBn e TA,% = TAl,Bz TAmBn’
sao chamados, respectivamenten-dafinamentee n—espessamento de parametrog B. O
E importante observar que, se cada um dos afinamentos ou espessamentos de uma sequéncia, resy
vamente, de afinamentos ou espessamentos néo alterar a homotopia daimagem que recebeu como ent

entdo on—afinamento ou o—espessamento produzira transformacdes que conservam a homotopia da
imagens.
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\
} ¥
|

R OP
(ol Ne)
OO
R OP
(ol Ne)
OO

el 259

Fig. 9.25 — Identificacdo de pontos triplos.

45

As Figuras 9.26 e 9.27 ilustram a aplicacéo de operadonesfileamento. A primeira figura apresen-
ta afinamentos homotopicos, que desgastam os objetos paulatinamente a partir das bordas. A segunda figL
ra mostra afinamentos ndo homotépicos, que tém o efeito de reduzir o comprimento de objetos finos, des-
gastando—os paulatinamente a partir das pontas. A Figura 9.28 ilustra a aplicacdo de um operador de
n—espessamento homotdpico. Em todos esses exemplos, as sequéncias de elementos estretBrantes
foram geradas por rotacdes sequenciais, de 45 cada uma, de um de um dado padrao AyBhitivo [

SejamA e B duas sequéncias finitas dsubconjuntos erk, respectivamente, com elemenfgse
B; tais queA; C B;. Os operadores’ 4, e1") ;, ,Sobre?(E), dados pelas seguintes- 1 composi¢6es

n — n —
Opqpy = OABLY " OAB.Y € T gy = TAB.Y  TAB,.Y

sao chamados, respectivamentey-ekfinamento condicion&n—espessamento condicional de parame-
tros. A e B, e dado a mascaha

A Figura 9.29 ilustra a aplicacao deespessamento condicional. Observe que 0s espessamentos con-
dicionais ficam restritos aos objetos da mascara. Nesse exemplo, as sequédkifmsam construidas
por rotacdes sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padfao |

Exercicio 9.2(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 2 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do modulo “tools”, e dos niveis basico e 1 da “MMach
toolbox”. O
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Fig. 9.26 — Sequéncia de afinamentos homotdpicos.
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Fig. 9.27 — Sequéncia de afinamentos ndo homotopicos.
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— Sequéncia de espessamentos homotdpicos.

Fig. 9.28
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200

ABY

n

T

Fig. 9.29 — Sequéncia de espessamentos condicionais.
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9.3 Programas de nivel 3

Os programas do nivel 3 séo construidos usando um ntimero “a priori” indefinido de vezes pelo menc
um programa do nivel basico.

O operador primitivgsg sobreP(E), dado pela seguinte composi¢éo
Be = (t N Peyepe) V YedPere
€ chamado dprimitiva do filtro do centro

Defini¢cao 9.10(filtro do centro) — O operador primitivog sobre(E), dado pela seguinte sucesséo in-
finita de composicdes

aB = ﬁMB ﬁB
é chamada dfdtro do centra O

A Figura 9.30 ilustra a aplicacéo do filtro do centro para a restauracao da imagem da calculadora cc
rompida por ruido. Esta imagem é a mesma usada em exemplos anteriores.

Fig. 9.30 — Restauracéo por um filtro do centro.

Outros exemplos de programas de nivel 3 s@beagurase fechamentos por reconstrucdo por um
elemento estruturante dado um marca@ar Secéo 7.1)

As Figuras 9.31, 9.32, 9.33 e 9.34 ilustram a aplicacéo da abertura por reconstrucao.

O marcador que aparece na Figura 9.31 € o primeiro ponto da imagem a partir da origem. A aplicag
sucessiva do operador que extrai 0 primeiro ponto da imagem e da reconstrugcao por abertura, confor
apresentado no exemplo, permite extrair objeto a objeto da imagem. Este procedimento, chatoado de
lacdo, é muito importante em analise de imagens, pois permite tratar individualmente cada objeto da im:
gem.
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|
|

’)/B’Y —

LY

N )
N )

Fig. 9.31 — Rotulagéao.

O marcador que aparece na Figura 9.32 é a moldura do ret&d@uéiplicacdo da abertura por re-

construcéo com esse marcador particular € muito importante em analise de imagens, pois permite identifi-
car os objetos da imagem que sao parcialmente observados e, portanto, sdo afetados pelos operadores

uma forma difereciada dos demais objetos.

O marcador que aparece na Figura 9.33 € a abertura da imagem original. A abertura por reconstrugac
com esse marcador particular tem um efeito de eliminagcéo de objetos pequenos, da mesma forma que :
abertura morfolégica, e nao deformacéo dos objetos grandes, de forma distinta da abertura morfolégica.

A Figura 9.34 ilustra o uso da abertura por reconstrucao para elimar os buracos dos objetos daimagem
E interessante observar, que o operador usado nesse exemplo é dual do operador que extrai os objetos pe

cialmente observados.

Definicdo 9.11(esqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento) —{Sej@nrduas se-
quéncias infinitas de elementos estruturantes primitivos, respectivamente, com eléeBidais que

A; C B;. Os operadores , 4, €7 , o, SObreP(E), dados pela seguinte sucessao infinita de composicoes

O-A,% = 0A11Bl eee O-AiiBi .. € TA,% = TA:UB:[ eee TAifBi eee

sdo chamados, respectivamente,edqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento de

parametros4 e 3. O

As sequénciad e® que parametrizam o esqueleto por afinamento e o exoesqueleto por espessamento,

usualmente, sdo equivalentes as rotacdes sucessivas de um padrao.
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Fig. 9.32 — Eliminacao dos objetos que tocam as bordas.

A Figura 9.35 ilustra a aplicacéo do esqueleto por afinamento. Observamos que os esqueletos em |
(c) e (d)sdo homotdpicos, enquanto os esqueletos em (bnédesdo homotdpicos. Notamos também
gue o incremento de rotacdo (45-90) tem influéncia no fato do esqueleto ser homotépico ou néo. P
exemplo, em (b), que é um esqueleto ndo homotopico, e em (c), que é um esqueleto homotapico, ten
como parametro o0 mesmo padrao, porém um incremento de rotacdo diferente.

A Figura 9.36 apresenta a aplicacdo de um esqueleto homotépico a imagem de um conjunto de letr

A Figura 9.37 ilustra a aplicacédo do exoesqueleto por espessamento. Observamos que nenhum de:
exoesqueletos é homotépico, devido ao espessamento da moldura da imagem, ocorrido porque a era
e a anti—dilatacdo usadas terem sido implementadas como transformagdes condicionalmente invarian
por translagao.

Em alguns casos, a composic¢ao de dois esqueletos pode levar a esqueletos com propriedades mai
teressantes. A Figura 9.38 apresenta a aplicacdo da composicao de dois esqueletos por afinamento a
gem das letras.
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Y
4’_
B

14

<

Fig. 9.33 — Filtragem de objetos pequenos.

Uma outra composicao de esqueletos interessante € um esqueleto homotépico, seguido de um esquele
to que “come” as pontas soltas de imagens finas. Esta composi¢céo de esqueletos aparece, por exemplc
no operador conhecido corsKlZ que cria uma particdo do dominio de definicdo das imagens a partir
de uma imagem de referéncia. Para cada componente conexa da imagem de referéncia, existira um gom
correspondente da particdo, que sera chamai de influéncia da componente conexa.

A Figura 9.39 ilustra a aplicagdo do SKIZ & imagem das células. A unido com a moldura da imagem
garante que as pontas do esqueleto que tocam a moldura ndo sejam eliminadas.

SejamA, B, C eD elementos estrutrantes primitivos. Sejdnd, C e D sequéncias infinitas de ele-
mentos estruturantes primitivos, respectivamente, com elemapt@, C; e D;, tais queA, = A’ ,
B,=B,C =C, D =D,ACBeCCD,ecomindicé = 0,90,180,270,. O operador
oapc,p SobreP(E), dado pela seguinte sucessao infinita de composicoes

OaBCD = (OAofBo A 0A901590 A O-CofDo) (aAifBi A 0Ai+901Bi+90 A OCifDi)
€ chamadesqueleto por afinamento filtrado de parametrosB, C e D.

A Figura 9.40 apresenta uma aplicacdo do esqueleto por afinamento filtrado a imagem das letras.
Comparando este resultado com os das Figuras 9.36 e 9.38, observamos que este esqueleto homotdpic
€ menos ruidoso do que os outros esqueletos homotdpicos apresentados. De fato, Jang e Chin [JanChi9(
analisaram teoricamente o esqueleto por afinamento filtrado, com os parametros fixados na Figura 9.40,
e provaram que ele é sempre formado de curvas simples.
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Fig. 9.34 — Fechamento de buracos.

Definicdo 9.12(esqueleto condicional por afinamento e exoesqueleto condicional por espessamen
to) — Seja'um elemento d&(E), os operadores, 4 y €7, 4 y, SObreP(E), dados pela seguinte susse¢ao
infinita de composicdes

O-A,%,Y = 0A01801Y .o O-AhBi,Y .. € TA,%,Y = TAO’BO’Y .o TAhBhY ceey

sdo chamados, respectivamentegsigueleto condicional (ou geodésico) por afinamento e exoesqueleto
condicional (ou geodésico) por espessamento de paraméted8, dado Y O

Uma aplicacdo usual do exoesqueleto condicional por espessamento homotdpico € para a segmenta
de objetos superpostos, um problema tipico em analise de imagens citoldgicas ou industriais. A Figu
9.41 ilustra o efeito de separacéo de dois discos

A aplicacao simples do operador acima pode distorcer consideravelmente a curva de separacao
objetos. Um artificio que pode—se empregar para suavizar este efeito € aplicar este exoesqueleto sucess
mente a i—erosdo da imagem original, éaamando valores decrescentesidée 1 A Figura 9.42 apre-
senta algumas iteracbes do especamento condicional suave. E interessante comparar os resultados
Figuras 9.41 e 9.42.
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0 43(X)

0 43(X)

Fig. 9.35 — Esqueletos por afinamento.
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0 43(X)

Fig. 9.36 — Esqueleto por afinamento.

Definicdo 9.13(eroséo ultima) — O operador primitiyg sobre®(E), dado pela seguinte composigéo

i i
P = V €g ~ VB(i+1€Rs
i =0,1,. Beg
€ chamado derosao ultima de parametro. B O

A Figura 9.43 apresenta a construcdo da erosao ultima.
Definicdo 9.14(bissetor condicional de ordeh— O operador primitivgg sobre?®(E), dado pela se-
guinte composicao

e, Y,
€ chamaddissetor condicional de orden n e de parametro B O
A Figura 9.44 apresenta a construgéo do bissetor condicional.

Definicdo 9.15(esqueleto morfologico) — O operador primitivg sobre(E), dado pela seguinte com-
posicéo

0g = V € ~VB€i’
i=0,1.. ° B
€ chamadesqueleto morfolodgico de parametro B O

A Figura 9.45 apresenta a construcdo do esqueleto morfolégico.

Os operadores de eroséo ultima, bissetor condicional e esqueleto morfoldégico, em muitos casos, s
empregados para produzir marcadores que identificam objetos superpostos. De fato, o bissetor condic
nal € um operador intermediario entre a erosao ultima e o esqueleto morfolégico, dependendo da esco
do parametro ele se aproxima mais de um ou de outro. Raxa0, o bissetor condicional sera o préprio
esqueleto morfologico. Para valoresndicima de um certo valor minimo, o bissetor condicional sera a
propria erosao ultima.
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X T _42(X)

(@)

A B

(b)

T _43(X) T _43(X) (C)

(d) 7.4 rsX) "| e

Fig. 9.37 — Exoesqueletos por espessamento.
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Fig. 9.38 — Composicéo de esqueletos por afinamento.

Exercicio 9.3(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 3 na forma de work:
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do mddulo “tools” e dos niveis basico, 1 e 2 da “MMac
toolbox”. O
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Fig. 9.39 — SKIZ.
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Fig. 9.40 — Esqueleto por afinamento filtrado.
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Fig. 9.41 — Espessamentos condicionais. .
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* T,A,EB,Y —

Tapy

Fig. 9.42 — Espessamento condicional suave.
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Fig. 9.43 — Eroséo ultima.
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Fig. 9.44 — Bissetor condicional.
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Fig. 9.45 — Esqueleto morfolégico.



Apéndice A

Caixa de ferramentas MMach

Sob um ponto de vista prético, os operadores da Morfologia Mateméatica séo ferramentas para extrair infc
macdes de imagens.

Usualmente, um objetivo € quebrado em subobjetivos, que séo atingidos por operadores. A comp
sicdo correta de operadores produz o operador que atinge o objetivo desejado. Por exemplo, afim de re
zir o efeito de listras em imagens do satélite SPOT, Banon e Barrera localizaram os pixels que represen
vam as listras e, entéo, interpolaram novos valores apenas para estes pixels [BanBar89]. Da mesma for
afim de segmentar imagens microscépicas de células, Barrera conseguiu um marcador para cada cé
e regides contendo grupos de células, antes de chegar a segmentacédo da imagem [Barrer91].

Assim, um bom sistema para aplicacdes da Morfologia Matematica deve ter duas caracteristicas prin
pais: algoritmos rapidos para os operadores elementares e uma interface adequada para a prototipa
de novos operadores.

O sistema KHOROS é um ambiente portavel para Analise de Imagens que tem se tornado muito pop
lar. Ele roda sobre padrbes existentes, tem uma linguagem de programacao visual para interface cor
usuario, e fornece ferramentas para a implementacéo e instalagdo de novos programas. Um conjuntc
novos programas pode ser organizado como um subsistema, chamado “toolbox” ou caixa de ferrament

Uma vez que o conjunto original de operadores morfologicos disponiveis no KHOROS néo era satis
fatorio, decidimos implementar uma “toolbox” dedicada a Analise de Imagens por Morfologia Matemati-
ca [BaBalLo94].

Todos os exemplos de transformacéo de imagens reais apresentados neste livro foram gerados use
os recursos do KHOROS e da caixa de ferramentas MMach.

A.1 Sistema KHOROS

KHOROS [RaArSa90] é um ambiente projetado para a pesquisa em Andlise de Imagens. Ele foi criac
no “Department of Eletrical and Computer Engineering” da “University of New Mexico”, Albuquerque,
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USA. e tornou—se muito popular. De acordo com uma estatistica recente do grupo do KHOROS, ele tem
cerca de 10.000 usuérios ao redor do mundo, que recebem suporte e trocam informacéo por uma liste
eletronica muito ativa.

Uma vez que a Andlise de Imagens abrange um amplo espectro de aplicacdes, ele foi projetado a partir
de uma ampla perspectiva. Por exemplo. ele inclui mecanismos para computacao distribuida, visualiza¢ao
interativa de muitos tipos de dados, e interfaces de usuarios adequadas.

Uma das caracteristicas mais poderosas do KHOROS é a CANTATA, a sua interface de alto nivel de
abstracdo. CANTATA é uma linguagem grafica baseada em fluxo de dados que prové um ambiente de pro-
gramacao visual para o sistema. Fluxo de dados € uma abordagem na qual o programa € descrito com
um grafo orientado, onde cada no representa uma operacao (ou funcao) e cada arco orientado represen
um caminho sobre o qual os dados fluem. Um programa da CANTATA é também chamado um “work-
space”. A Figura 8.15 é um exemplo de um workspace.

KHOROS foi projetado para ser portatil e extensivel. Ele roda sobre padrdes existentes (X Windows
e UNIX), incorpora ferramentas para desenvolvimento de software e manutencao (uma especificacédo de
interface de usuario de alto nivel e um conjunto de geradores de cddigo), um formato flexivel de represen-
tacdo de dados, ferramentas para exportar e importar formatos de dados padrdes, e uma biblioteca de algc
ritmos.

Existem dois tipos de programas no sistema KHORO@bn#inase asxvrotinas A principal carac-
teristica das xvrotinas é que elas tem as suas proprias interfaces graficas, enquanto as vrotinas nao tén

Os programas dos usuarios (vrotinas e xvrotinas) podem ser organizados como subsistemas indepen
dentes, chamadtsolboxesque podem ser facilmente integrados ao sistema. Usualmente, uma “toolbox”
de um usuario é depositada em uma area publica de um computador da “University of New Mexico” e pode
ser acessada pela comunidade de usuarios do KHOROS, via ftp anénimo.

A.2 Arquitetura da caixa de ferramentas MMach

Implementamos a Caixa de Ferramentas de Morfologia Matematica para imagens binarias e em niveis de
cinza como uma “toolbox” do sistema KHOROS, onde cada familia de operadores morfolégicos € apre-
sentada como um submenu do menu principal da “toolbox”.

Seguindo a teoria da Morfologia Matematica, todos os operadores sao construidos pela composicao
dos operedores elementares e operacdes sobre reticulados completos.

As dilatacdes e erosdes sdo ainda decompostas, respectivamente, em termos de dilatacdes e erosd
primitivas.
Como os operadores elementares para imagens binarias tém propriedades adicionais do que 0s corre

spondentes operadores para imagens em niveis de cinza, algoritmos diferentes foram escolhidos para cac
caso.

A fim de simplificar o seu uso, o sistema foi projetado para ser orientado pelo tipo do dado (imagem
em niveis de cinza ou binaria), isto €, ele escolhe automaticamente o algoritmo mais eficiente para o dado
de entrada corrente.

Todos os programas principais implementados sao vrotinas do KHOROS. Operadores complexos po-
dem ser construidos como programas na liguagem CANTATA ou C., que usam, respectivamente, vrotinas
ou subrotinas das primitivas disponiveis.
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A.3 Conteldo da caixa de ferramentas MMach

Esta “toolbox” € composta por cinco grupos de programas: operadores e operacdes do nivel basic
operadores do primeiro, segundo e terceiro niveis; outras ferramentas (Tabela A.1).

Tabela A.1 — CONTEUDO DA CAIXA DE FERRAMENTAS MMACH.

Nome inglés | Routine Defini¢éo Nome inglés Routine Defini¢éo
Basic image operations and transformations n—cond. dilation vncdil 7.10
infimum vinf 2.3 n—cond. erosion vncero 7.10
supremum vsup 2.2 n—opening vnopen 9.5
inversion vinv 24 n—closing vnclose 9.5
subtraction vsubm 25 n—open/close vnocfilt 9.6
threshold vthreshad - n—close/open vncofilt 9.6
toggle vtoggle - n—op./cl./op. vhocofilt 9.7
dilation vdil 411 n—cl./op./cl. vncocfilt 9.7
erosion vero 411 n—thinning vnthin 9.9
First level image transformations n—thickening vnthick 9.9
anti—dilation vadil 7.16 n—canonical vncanon 9.8
anti—erosion vaero 7.16 n—can. dual vncanond 9.8
gradient vgradm 9.1 center primitive vcenterp -
cond. dilation vedil 7.9 Third level image transformations
cond.erosion vcero 7.9 open. by rec. vopenrec 7.11
opening vopen 6.7 clos. by rec. vclosrec 7.11
closing vclose 6.7 center filter vcenter 9.10
sup—generating vsupgen 7.17 skel. by thin. vskelthin 9.11
inf-generating vinfgen 7.17 exoskel. by thick. vskelthick 9.11
thinning vthin 9.2 cond. skel. by thin. veskelthin 9.12
thickning vthick 9.2 cond. exoskel. by thick. | vcskelthick 9.12
cond. thinning vcthin 9.3 morph. skel. vskel 9.15
cond. thickning vcthick 9.3 last erosion vlastero 9.13
Second level image transformations cond. bisector vbisset 9.14
n—dilation vndil 9.4
n—erosion vnero 9.4

As outras ferramentas sdo: uma interface para a definicdo de elementos estruturantes, rotacao de
mentos estruturantes, comparacao entre duas imagens, desenho das fronteiras das imagens (linhas e
nas extremas).

Os subconjuntos que séo parametros dos operadores morfoldgicos implementados séo elementos
truturantes primitivos.
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Para cada programa da “toolbox”, existe um “help” ativo associado, que descreve o operador e sugere
um conjunto de parametros bem conhecidos que levam a extracao de informacdes interessantes de ima
gens.

A.4 Avaliacdo de desempenho dos algoritmos

Os operadores primitivos de dilatacao e erosao foram implementados para o caso de imagens em nivei
de cinza e para o caso de imagens binarias, respectivamente, por algoritmos que examinam a vizinhanc:
local e por algoritmos baseados em translacdes de imagens compactadas em palavras de 32 bits.

A Tabela A.2 mostra a avaliacdo de algumas dilataces e erosdes, no caso de imagens em niveis d
cinza e binarias.

O tempo gasto por cada operador, dado em milisegundos (ms), foi calculado a partir do tempo gasto
por uma sequéncia de mil chamadas do operador. A maquina usada foi uma SUN SPARCstation—2 e 0s
dados de entrada foram 256x256x1 (imagem binéria) e 256x256x8 (imagem em niveis de cinza).

O ganho por executar uma dilatacao ou eroséo por um algoritmo dedicado é aproximadamente entre
10 e 12 vezes.

O desempenho destes algoritmos séo equivalentes a aqueles dos algoritmos rodando em hardwares e
pecializadas construidos com a tecnologia de 1986, isto €, 6ms e 70ms, respectivamente, para imagen
binarias e em niveis de cinza [Bilode86].

Tabela A.2 — DESENPENHO DAS DILATACOES E EROSOES.

Elemento estrutu{ Image binaria | Imagem em niveis Ganho
rante (ms) de cinza (ms)
111
111 6.0 69.7 11.6
111
010
111 6.0 62.5 104

010

000
111 4.5 447 9.9

000
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