Topologia Algébrica 1 — Prova 2

Nome:
Numero USP:

Instrucoes P6s-Graduacgao: Escolha os pontos dentre os itens abaixo que de-
seja resolver na sala de aula. Escolha no maximo 6 pontos para fazer em casa
e entregar no inicio da aula do dia 04/11. Os exercicios feitos em casa valem
metade de seus pontos (e portanto o maximo possivel que se pode obter com
exercicios feitos em casa é 3). Cada exercicio s6 pode ser entregue uma vez.

Instrugoes Graduacao: Escolha os pontos dentre os itens abaixo que deseja
resolver na sala de aula. Escolha no maximo 5 pontos para fazer em casa e
entregar no inicio da aula do dia 04/11. Cada exercicio sé pode ser entregue
uma vez. (Nota Max em casa = 5)

Vocé pode consultar livros, cadernos, notas de aulas, anotacoes, etc..., mas

NAO é permitido consultar a internet ou os/as colegas (ou qualquer outra pessoa).
INCLUSIVE NA PARTE FEITA EM CASA!!

1. Decida se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas. Justifique (de forma sucinta)
as suas respostas.

(a) (1 ponto) Se K é uma pseudo-variedade fechada e irredutivel de dimensao n > 3, e
seja v um O-simplexos de I, entdo H;(|K|) ~ H,(|K| — {v}).

(b) (0,5 ponto) Os ntimeros de Betti de um complexo simplicial finito sdo independentes
da escolha do corpo.

(¢) (1 ponto) Se M é uma superficie topoldgica (uma variedade de dimensdao 2 sem

bordo) compacta e conexa, entao x(M) < 2.

2. Sejam Ky e Ko pseudo-variedades irredutiveis, fechadas, n-dimensionais, orientadas, con-
tidas em RY. Supunha que K; N K, consiste de um tinico n-simplexo o, e que as ori-
entagoes sobre o sdo opostas. Considere a soma conexa ICi#/Ke = (K U Ky) — int(o).

(a) (1,5 pontos) Calcule os grupos de homologia de K1#/Ks em termos dos grupos de
homologia de K7 e Ks.

(b) (0,5 pontos) Calcule o numero de Euler de IC;#K5 em termos dos nimeros de Euler
de ICl e ICQ.
3. Seja RP" o espago projetivo real de dimensao n.
(a) (1,5 pontos) Calcule os grupos de homologia singular Hy(RP", Z,) para todo k.
(b) (0,5 pontos) Determine o nimero de Euler de RP".



4. Seja X um espaco topoldgico.
(a) (1 ponto) Mostre que H, (X) ~ H, 1(XX), onde ©X denota a suspensio de X.
(b) (1 ponto) Construa explicitamente uma aplicagao de cadeias s : Cp,(X) = Cp,11(XX)
que induz o isomorfismo (se ajudar pode assumir que X é trianguldvel e fazer isso
para o complexo de cadeias simplicias de X).
5. Sabendo que se n é par, entdao Ho(RP",R) =R, e H,(RP",R) = 0 se k > 1, mostre que:
(a) (0,5 pontos) Se n é par, entao toda aplicagao f : RP" — RP" tem ponto fixo.
(b) (1 ponto) Dé uma demonstragao topolégica do seguinte fato: se n é impar, entao
todo isomorfismo linear A : R” — R" tem pelo menos um autovetor.
6. Calcule os grupos de homologia singular dos seguintes espacos:

(a) (1 ponto) X é um torus com quatro discos preenchidos (figura 1).

Figura 1: Torus com quatro discos preenchidos.
(b) (2 pontos) X = XT?/ ~ é o quociente da suspensao do Torus XT? = Con,(T?) U

Con_,(T?) pela relagao de equivaléncia que identifica os dois vértices v e —v. (Ou
equivalentemente os pontos [z, 1] ~ [y, —1], z,t € T?).
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