‘ Topologia Algébrica I — Lista de Exercicios 2

1 Grupo Fundamental
. Dados dois caminhos v; e v, de p a ¢ em X, mostre que os homomorfismos associados
Ay i m(X,p) = m(X, q)

coincidem (A,, = A,,) se e somente se [y, * 75 '] pertence ao centro de m(X,p) (i.e.,
comuta com todos os elementos).

. Mostre que R? e R? nao sao homeomorfos.

. Dé um exemplo de uma fungao sobrejetora (respectivamente injetora) continua de X em
Y, tal que f; : m (X, p) = m (Y, q) ndo é sobrejetora (respectivamente injetora).

. Mostre que uma retragao sempre induz uma aplicacao sobrejetora entre os grupos fun-
damentais.

. Seja T? = S' x S! e considere a aplicacao
f . T2 N TQ, f<€27rix’ 627riy> — (627ri(naz—|—my)7 627ri(px+qy)>’

com m,n,p,q € Z.
(a) Determine a aplicagdo induzida no grupo fundamental.
(b) Mostre que f é homeomorfismo se e somente se é equivaléncia de homotopia.

(c) Depermine para quais valores de m,n,p,q que f é um homeomorfismo.

2 Recobrimentos

(a) Mostre que existe um recobrimento do Torus T? na garrafa de Klein K.

(b) Calcule o grupo fundamental de K. (Tente fazer isso diretamente usando a letra
(c) abaixo. Isto pode ser complicado..... se no conseguir no se desespere! Espere e
faga isso usando o teorema de Seifert - van Kampen)

(c) Mostre que K pode ser obtido de R? como quociente por uma a¢ao propriamente

descontnua de um grupo.

. Mostre que um recobrimento conexo P : E — B de um espago simplesmente conexo B
¢ um homeomorfismo.

. Mostre que se B é um recobrimento simplesmente conexo de um espaco B, e se E é um
recobrimento (conexo) qualquer de B, entdo existe um recobrimento p : B — E.
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. A esfera S™ pode ser obtida de R™ como quociente por uma acao propriamente des-

continua de um grupo G7 E o espago projetivo real P"?

Seja f,, : S* — S! o recobrimento de n folhas f,(2) = z". Decida para quais valores de
m e n existe um levantamento de f,, : S — S! para o recobrimento f, (veja o diagrama
abaixo).
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Seja M uma variedade topoldgica de dimensao n.

(a) Suponha que G age propriamente descontinuamente em M e satisfaz a seguinte
propriedade adicional: se x,2’ € M nao estao na mesma Orbita de G, entao existe
uma vizinhanca U de x e uma vizinhanca U’ de 2’ tais que U N U’ = (). Mostre que
M /G é uma variedade topoldgica de dimensao n.

(b) Mostre que a condigao adicional acima é necessaria.

(¢) Mostre que se G é um grupo finito, entao a condi¢ao adicional acima é automati-
camente satisfeita.

(d) Mostre que se G é um grupo finito que age livremente em M, entdo a agdo é
propriamente descontinua.

(e) Mostre que se p : E — M é um recobrimento, entdao E é variedade topoldgica de
dimensao n.

Encontre um recobrimento simplesmente conexo, e calcule o grupo fundamental dos
seguntes espacos.

(a) X = colar de n pérolas (figura 1). Aqui X é o espago obtido de n esferas (n > 3),
S2,...,S?, tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas identificando
p; € S7 com um de ¢;41 € S7,4 (parai <n), e p, €S2 com ¢ € Si.

(b) X é um torus com quatro discos preenchidos (figura 2).

Dica: Pense no recobrimento p : R — S!.

Mostre que existe um recobrimento p : T3 — Ty do 3-Torus T3 = T#THT no 2-
Torus Ty = T#T. (Dica: procure uma agao propriamente descontinua de Zy em Tj).
Observagao: Note que isso mostra que m1(T3,z) e um subgrupo de m1(Ts,y). Isto pode
ser um pouco anti-intuitivo ja que T3 "tem mais buracos que”Ts.

Mostre que existe um homomorfismo injetor 7(T1q, z) — 7(Ts3, p), onde T, a soma conexa
de g Tori. (DICA: considere Ty; como na figura 3).

Seja fn, : S' — S! a aplicacao f,,,(2) = 2™, com m € N. Seja p : S* — P" a aplicagao
quociente (pela relacdo de equivaléncia que identifica os pontos antipodas da esfera).
Decida se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas. Dé uma prova curta ou um
contra-exemplo.
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Figura 1: Colar de Pérolas.

Figura 2: Torus com quatro discos preenchidos.

(a) Se n > 2, entao toda aplicacio F' : P* — S! admite um levantamento para o
recobrimento f,, : S' — Sh.

(b) Sen >2,e¢:S" — P" admite um levantamento ¢ S* — S, entdo ¢ se extende
a uma aplicacao do disco ¢ : D? — P".

3 O Teorema de Seifert - van Kampen

16. Sejam M; e M, duas variedades de dimensao n. Mostre que se n > 3, entao
mi(Mi#Ma, [2]) =~ (M, x) * 71 (My, y).

O que se pode dizer quando n = 27
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Figura 3: Ty;.

17. Calcule o grupo fundamental dos seguintes espagos (Nao necessariamente usando van
Kampen! Escolha a melhor forma):

(a) X = R — {(z,y,2) e R® : 2 = 0, ory = 0, or 2 = 0}, i.e., 0 espago obtido
removendo os trés eixos de R3.

(b) O espago projetivo real de dimensao 3
P? = {I C R*: [ é uma reta pela origem}.

(¢) O produto wedge de dois Tori (figura 4).

Figura 4: TV T.

(d) O espaco X que consiste de uma esfera, uma haste (1-dimensional) que passa pelos
polos norte e sul da esfera e conecta em um cilindro, conforme indicado na figura 5.
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Sphere

1-dimensional passing through
the North and South Poles Cylinder

Figura 5: Exercise 5(d)
(e) O espaco quociente obtido identificando os vértices de um quadrado, i.e., [0, 1] x

[0,1]/A, onde
A ={(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}.

(f) Uma corrente de quatro circulos, obtido de quatro cépias de S' e identificando elas
dois a dois conforme a figura 6.

Figura 6: Corrente de 4 circulos.

(g) O colar de pérolas com cordao, i.e., o colar de n pérolas da lista de exercicios
anterior junto com um S' que passa por dentro das esferas intersectando cada
esfera exatamente nos pontos que sao usados para colar uma esfera na outra. De
forma mais abstrata, se o colar de pérolas é descrito como o espago X obtido de n
esferas (n > 3), S%,...,S?, tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas
identificando p; € S? com um de ;41 € S7,; (parai < n), e p, € S2 com ¢ € S
(figura 1), entao o colar de pérolas com cordao é

(Xush/ ~,

2kmi

onde [pp] € X ~e» €S comk=1,...,n.
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(h) X =R*—{(z,y,2) e R*: 2 =0ey=0;ouy=0ez=0; oux =0ez =0},
i.e., 0 espaco obtido removendo os trés eixos de R3.

(i) O colar do professor Odilon composta por n + 1 "missangas”: uma esfera S?, um
Torus T?, um 2-Torus T?#T?, .... , um n-Torus T? = T?*#T?# - - - #T? (n-vezes).
18. Seja X um espago topoldgico. A suspensao de X é definida por
X = (X x [-1,1])/ ~,
onde ~ é a menor relagao de equivaléncia tal que (x,1) ~ (y,1), e (x,0) ~ (y,0) para
todo z,y € X. (Este espago também é chamado de cone duplo sobre X)
(a) Mostre ¥S" ~ S"™! para todo n > 0.
(b) Mostre que se X é conexo por arcos, entdao 22X é simplesmente conexo.
(c) Mais geralmente, qual a rela¢do entre o nimero de componentes conexas por arcos
de X e m (XX, 2)7?
19. Seja Z,, = Z/nZ.
(a) Encontre uma acao propriamente descontinua de Z,, em S3.
(b) Mostre que L,, = S*/Z,, é uma variedade topoldgica.
(c) Seja Cil(Ly) = Ly, x [0,1]. Calcule 7 (Cil(Ly,) — {p}, ), onde p é um ponto de
Cil(Ly) que NAO pertence a fronteira L, x {0} U L,, x {1}.
20. Calcule o grupo fundamental dos seguintes espacos:

(a) X =R" — R*, onde identificamos R* com o conjunto
Rk:{(x17"',xn) eRnil‘k—i—l :l‘k+2:---:xn:0}CRn’

onde 0 < k < n.

(b) (1 ponto) O colar X da figura 7, obtido da seguinte forma: Tome 3 esferas S?, com
i=1,2,3, e 2 circulos S} e S}. Sejam N; e S; os polos norte e sul de S?, z;, w9, 73
as raizes ciibicas da unidade em Si, e yy, s, y3 as rafzes ctibicas da unidade em S}.

Entao
X =(STuSiuUS;uUS;USy)/ ~,

onde ~ é a menor relacao de equivalencia tal que

x; ~ N;, ey; ~S; para todo =1, 2,3.
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Figura 7: Colar X do Exerccio 6.(b)
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