’ Topologia Algébrica I — Lista de Exercicios 6 — Hurewicz em dimenso 1 ‘

O objetivo desta lista é obter um demonstracao do teorema de de Hurewicz em dimenso
1 que diz:

Teorema: Seja X um espaco topoldgico conexo por caminhos. Ento
Hy(X,Z) ~ 7 (X, ) ab
onde 7 (X, x), denota a abelianizacao do grupo fundamental de X.

Definigao: Seja G um grupo e seja [G, G] o fecho normal do conjunto
{ghg™*h™':g,h € G} C G.

A abelianizagao de G é o grupo abeliano

G
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1. Mostre que se A é um grupo abeliano e ¢ : G — A é um homomorfismo, entao existe
um unico homomorfismo ¢ : G, — A tal que o diagrama abaixo é comutativo
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Mostre que essa propriedade universal caracteriza G, a menos de isomorfismo, i.e., se
H é um grupo abeliano e 7w : G — H satisfaz a propriedade universal, entao H ~ G.

2. Sejam f,g: Al =1 — X. Mostre que f * g é homologo a f + ¢g. Ou seja, construa uma
aplicagao o : A? — X tal que 9o = f + g — f * g. (DICA: Defina ¢ como sendo f na
face (eg,e1), g na face (e1,e3), f * g na face (eg, e2) e encontre uma extensao continua
explicita para o interior de AZ2.)

3. Mostre que se f: A’ — X é uma aplicacao constante, entao f € By(X) é um bordo.

4. Seja f~' : A — X o caminho f~!(t) = f(1 —t). Mostre que f~' é homologo a —f.
(DICA: Mostre que f + f~! — ¢4y ¢ um bordo, onde ¢y é a aplicagdo constante igual

a f(0).

5. Mostre que se f e g sao caminhos homotdpicos com relacao a OA!, entao f ¢ homologo
ag.

6. Mostre que se f: A = X é um lago (f(0) = f(1)), entdo df = 0.



7.

10.

11.
12.

13.

Mostre que a aplicagao ¢ : w1 (X, z) — Hi(X,Z) que leva uma classe de homotopia f na
classe de homologia de f é um homomorfismo de grupos bem definido. Conclua que ¢
induz um homomorfismo ¢ : m (X, x) — H1(X,Z).

Para cada y € X, seja 7, um caminho em X que comeca em z e acaba em y (X
¢ assumido conexo por caminhos) e seja 7, o caminho constante em x. Considere a
aplicacao

w : Cl(Xa Z) — 7T1(X7 x)aln w(f) = [’Yf(o) * f *P)/J:(ll)] mOd [ﬂ'l(X7 x)77T1(X7 l’)]

Mostre que By(X) C Kery. Conclua que ¢ induz uma aplicagao

VY Hy(X,2) — (X, 2)ap

. Mostre que 1 0 ¢ = Id,, (x.2),,

Interprete as escolhas de curvas v acima como um homomorfismo
Y C()(X, Z) — Cl(X7 Z)

. Sejaz =Y n;f; € Z1(X,7Z) um ciclo e denote por [[z]] sua classe de homologia. Mostre
que

¢ o P([[2]]) = [[2l] = [[va:]]-
Conclua que ¢ o9 = Idg, (x,z) € portanto que ¢ é um isomorfismo.
Calcule Hy(T,,Z), onde T, = TH#T# - - - #T é a soma conexa de g cépias do Torus.
Calcule H,(RP;,Z), onde RP? = RP?#RP*# - - - #RP? é a soma conexa de h cépias do

plano projetivo.

Sejam M e N variedades topolégicas de mesma dimensao n > 3. Calcule H{(M#N,Z)
em termos de Hy(M,Z) e Hi(N,Z). Calcule H,(M — {p},Z) em termos de H,(M,Z).

Curiosidade: O teorema de Hurewicz no caso geral diz que se X é (n — 1)-conexo onde
n > 2 entao a aplicagao

hn = 7 (X, ) — Ho(X, Z), - ha[y] = 2:[[S"]]

é um isomorfismo. Aqui, v : (S",p) — (X, x) e [[S"]] denota a classe fundamental de S™.

Como consequéncia segue que se X é 1-conexo e H;(X,Z) = 0 para todo 0 < i <n — 1,

entdo m;(X, x) = 0 para todo 0 < i < n—1 (ouseja X én—1-conexo) e m, (X, x) ~ H,(X,Z).
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