’ Topologia Algébrica I — Lista de Exercicios 5 — Aproximagao Simplicial ‘

O objetivo desta lista é obter um demonstragao do teorema de aproximagao simplicial
que diz:

Teorema: Sejam K e £ complexos simpliciais finitos e f : || — |£] uma aplicagao continua.
Entéo existe um d > 0 e uma aplicacao simplicial g : SA*(K) — £ tal que |g| é homotépica

a f.

No teorema acima, SA?K denota o complexo simplicial obtido fazendo subdivisées ba-
ricéntricas d vezes em IC, e

g1+ [8d°K] = |K] — I£]

¢ a aplicagao induzida por g nas realizagoes geométricas do complexo simplicial.
Nesta lista todos os complexos simpliciais serao sempre complexos simpliciais finitos.

1. A subdivisao baricentrica de K é o complexo simplicial
SAKC = {(boy, - - -, bs,,) = by, é 0 baricentro de o; € K, e o; é face prépria de 0,4, para todo i}.

Mostre que || = [SAK].

2. O diametro de K é definido como o maximo de todos os diametros dos simplexos de K.
Mostre que se a dimensao de K é n, entao

Diam(SdK) < — -Diam(K).

n

Conclua que
élim Diam(Sd‘K) = 0.
—00

3. Para x € |K| defina o carregador de z, denotado por carr(z) como o simplexo de menor
dimensao de K que contém x. Mostre que y € carr(x) se e somente se carr(y) C carr(z).

4. Lembre que uma aplicacdo g : |[K| — |£| é uma aplicacdo simplicial se para todo
0 = (Vay,---50a,) € K temos que ¢g(vy,),...,9(vs,) sdo vértices (ndo necessariamente
disjuntos) de um simplexo de L, e g é linear no interior dos simplexos.

Dizemos que g é uma aproximacao simplicial de f : |K| — |£] se g é uma aplicacao
simplicial tal que g(x) € carr(f(z)) para todo = € |K|.

Mostre que se g é aproximacao simplicial de f, entao g é homotdpica a f.
5. Mostre que se g é aplicagao simplicial, entao g(carr(z)) = carr(g(z)).

6. Sejam fi : |[K| — L, e fo: |[L] — |[M]. Mostre que se g; é aproximagao simplicial de f;
e go € aproximacao simplicial de f,, entao gs 0 g; é aproximacao simplicial de f5 o f7.



10.

11.

12.

13.

Seja v um vértice de K. Defina a estrela aberta de v por

Stc(v) ={z € |K]| : v € carr(z)}.

Mostre que Stx(v) é aberto em |K| e que {Stx(v) : v € K°} é uma cobertura aberta de
K.

Sejam vy, . .., v, vérticies de K. Mostre que
(Stic(v:) #0 < (vo,...,v,) €K.
1=0
Seja f 1 |K| — |£]. Sejam wy, ..., w, os vértices de L. Mostre que existe d > 0 tal que

para todo vértice v € SAK,

f(Stgqarc(v)) C Ste(w)
para algum .

Defina g(v) = w; onde v e w; satisfazem a condigdo do exercicio 9 acima, e estenda
por linearidade para uma aplicacio g : [SA?KC| — |£|. Mostre que g é uma aplicacio
simplicial.

Conclua a demonstracao do teorema da aproximacao simplicial mostrando que g é apro-
ximacao simplicial de f.

Mostre que a aproximacao simplicial de f pode ser tomada tao proxima de f quanto se
queira, isto é, para todo € > 0 existe d > 0 e uma aproximacao simplicial de f

g:SdK — L
tal que dist(f(x), g(z)) < € para todo z € |K]|.

Mostre que no teorema da aproximagcao simplicial é necessario permitir que subdivisoes
baricéntricas sejam feitas em K (ou seja, mostre que o teorema no é verdade se exigirmos

que d = 0).
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