‘ Topologia Algébrica I — Lista de Exercicios 1 ‘

1 Um Pouco de Topologia e Variedades Topolégicas

1. Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espaco topologico M segundo
contavel e Hausdorff que é localmente euclideano de dimensao n, ou seja, tal que para
cada r € M, existe uma vizinhanca U C M de x e um homeomorfismo

o:U— p(U) CR™

Seja S? a esfera bidimensional que é definida como o espaco quociente obtido identificando
as fronteiras de um quadrado conforme a figura 1. Ou seja, se denotarmos o intervalo
[0, 1] por I, entao

S*={(z,y) €I x I} ~

onde identificamos (0,y) ~ (1 —y,1), e (z,0) ~ (1,1 — z).

a

The sphere obtained from a square glueing as indicated in the picture

Figura 1: Esfera

(a) Mostre que S? é uma variedade topoldgica, i.e., uma superficie.

(b) Mostre que S? é homeomorfo & esfera redonda usual:

{(z,y,2) eER*: 2 + 2 + 22 =1}

2. Seja T? o torus, definido como o espaco quociente obtido identificando as fronteiras de
um quadrado conforme a figura 2. Ou seja,

T = {(e,y) € [ x I}/ ~

onde identificamos (0,y) ~ (1,y), e (x,0) ~ (z,1).



<
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)

Figura 2: Torus

(a) Mostre que T? é uma variedade topoldgica, i.e., uma superficie.

(b) Mostre que T? é homeomorfo ao produto S' x !, onde S! denota o circulo redondo:

{(z,y) eR?: 2 +¢* =1}

3. Seja P? o plano projetivo, definido como o espaco quociente obtido identificando as
fronteiras de um quadrado conforme a figura 3. Ou seja,

P? = {(z,y) € I x I}/ ~
onde identificamos (0,y) ~ (1,y), e (x,0) ~ (1 —z,1).

b

Figura 3: Plano Projetivo

Denote por D C R? o disco fechado de raio 1.

(a) Mostre que P? é homeomorfo ao espaco obtido identificando a fronteira 9D = S!
de D através da aplicacao antipoda (Figura 4)

A:Sl _>Sl7 A(I,y): (—SL’, _y)

(b) Mostre que P? é homeomorfo ao espago obtido identificando um ponto p na esfera
redonda padrao com seu anipoda —p.
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(c) Mostre que P? é homeomorfo ao espaco das retas que passam pela origem em R3.
A topologia deste espaco de retas pode ser descrita como a topologia gerada pela
seguinte base B de abertos: U € B se e somente se existe 0 € [0, 2] tal que para
todo ¢1,¢, € U, o angulo entre ¢ e {5 é menor que 6.

(OBS: Uma descrigao equivalente é tomar R* — 0/ ~ onde v ~ w se e somente se
existe A € R tal que v = \w (prove isso!))

(d) Mostre que P? é uma superficicie.

The relevant information to recover the line

Project down (homeomorphically)
Lines in the space determined by onto the disc

their intersections with the sphere

The disc on which we still have to glue
the antipodal points on its circle boundary

Figura 4: Plano Projetivo

. Entenda a defini¢ao da soma conexa de duas variedades topolégicas. (Procure em qual-
quer uma das referéncias para este curso, ou nas notas de aula disponibilizadas na
referéncia 4)

(a) Seja ¥ uma superfcie qualquer. Mostre que #S? é homeomorfo & 3.

(b) O mesmo é verdade para M#S", onde M é uma variedade de dimensao n qualquer?

. Construa em S?, 3 campos de vetrores que sejam linearmente independentes em todos
os pontos. (Dica: pense em S* com os quaternions de norma 1)

. Seja
CP" = {¢ c C""! : ¢ é um subespaco com dim¢ /¢ = 1},

ou seja, CP", o espago projetivo complexo, é o espaco das retas complexas (dimensao
real 2) de C™.

(a) Mostre que CP" = (C"*' — {0})/ ~, onde (29, ...,2n) ~ (20,...,2)) se e somente
se existe A € C — {0} tal que (zo,...,2,) = (A2}, ..., Az)).

(b) Mostre que CP" é homeomorfo a um quociente de S**™! por uma agao de S'.
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(¢) Mostre que CP" é uma variedade topoldgica de dimensao 2n.

(d) Mostre que CP* ~ S2.

(e) Mostre que CP" é obtido de CP" ! colando uma 2n-célula. (Veja a definicio no
exercicio 17)

(f) Conclua que CP" é simplesmente conexo para todo n. (Faga esse exercicio depois
da aula sobre o Teorema de Seifert - van Kampen)

8. Sejam (X, zg) e (Y,yo) espagos pontuados. O produto smash de X e Y é o espago

pontuado definido por
XxY

X x {yo}y U{zo} x Y’

com ponto base * = {yo} U {xo} x Y. (Por simplicidade, vou omitir o ponto base da
notagao). Mostre que:

(a) X A (Y AZ) é homeomorfo (X AY)AZ
(b) Se f:(X,z9) = (Z,20) € g: (Y,y0) — (W, wp), entdo obtemos

XNY =

fAgG:XANY — ZAW, fAg(z,y]) = [f(2), 9(y)].
(¢) Se X e Z sao espaos Hausdorff e Z é localmente compacto entao a aplicagao

A [(Z A X7 *)7 <Y7 yo)] — [(Xv Io), (MapS(Z, 20)7 <Y7 yo)? C!/o)]v

A([f1) = [f], onde (f(2))(2) = [f[(z, )]

é uma equivaléncia natural, onde [-,-] denota classes de homotopia preservando
ponto base de funcoes entre espagos pontuados, e Maps(Z, z), (Y, yo), ¢y,) denota o
espago das aplicagoes pontuadas entre (Z, zg) e (Y, yy) com a topologia compacto-
aberta e ponto base a aplicacao constante igual a yg.

OBS: Uma equivaléncia natural nesse contexto significa que A é uma bijegao e para
todo g : (X, x0) — (X', xp) eparatodo h : (Y,yo) — (Y, y]), os seguintes diagramas
sao comutativos:

[(Z A X7 *)7 (Y7 yO)] [(Xv Io), (MapS<Zv zO)v (Y7 y(])’ Cyo)]

(Idz/\g)*T Tg*

[(Z A le *)7 (Y7 yO)] [(le I{)), (MapS<Zv zO)v (Y7 yO)? Cyo)]

[(Z N X7 *)7 (Y7 yo)] 2 [(Xv xO)? (Maps(Z, ZO)? (K yO)? Cyo)]

- y

[(Z A X7 *)7 (Y/7 yO)] [(Xv x(])v (MapS<Zv zO)v (Y/v y(/))v Cy())]

(d) O que podemos dizer, em analogia aos diagramas acima, quando temos k : (Z, zy) —
(Z', 2))?
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10.

11.

12.

13.
14.

()

O cone reduzido sobre um espago pontuado (X, z¢) é C(X) =1 A X, onde [ é
o intervalo [0, 1] com ponto base 1. Mostre que C(X) é sempre contratil. Conclua
que C'(X) é sempre homotpicamente equivalente ao cone (nao reduzido) sobre X:
Con(X)=1x X/{1} x X.

A suspensao reduzida de um espago pontuado (X, xg) é o espaco pontuado S(X) =
SY A X, onde

St={(z,y) eR*: 2® +¢* =1}
com ponto base (1,0). Mostre que S(S™) é homotpicamente equivalente a S™*1.

Conclua dos itens acima que temos uma equivaléncia natural (de conjuntos) entre

7Tl<Y7 yO) = [(Slv 1>7 (Yv yO)] — 7TO<Q<Y7 yO)? Cy())a

onde Q(Y, yo) denota o espaco dos lagos em Y que comegam e terminam em yo com
a topologia compacto-aberta.

Equivaléncia de Homotopia

Mostre que todo espaco contratil é conexo por caminhos.

Mostre que todo espaco convexo é contratil.

Dé um exemplo de um espaco X que é contratil, mas nao é convexo.

Mostre que X é contratil se e somente se Idy é homotdpica a uma aplicagao cons-
tante.

Mostre que Y é contratil se e somente se quaisquer f,g € C'(X,Y’) sdo homotépicos
(para todo espago topolégico X).

Mostre que X é contratil se e somente se quaisquer f,g € C(X,Y’) sdo homotdpicos
(para todo espago topolégico conexo por caminhos Y'). O que se pode dizer quando
Y nao é conexo por caminhos?

Seja X um espago topoldgico e seja Cil(X) = X x I o cilindro sobre X. Mostre que
Cil(X) é homotopicamente equivalente a X.

Seja Con(X) = Cil(X)/ ~onde (z,t) ~ (y, s) se e somente se (z,t) = (y,s)out =s = 1.
Mostre que Con(X) é contratil.

Mostre que a letra ”A”¢é homotdpicamente equivalente & letra 7 O”.

Mostre que o Torus com quatro discos preenchidos (figura 8) é homotopicamente equi-
valente & um colar de quatro pérolas (veja a figura 7)

O colar de n pérolas (figura 7). Aqui X é o espaco obtido de n esferas (n > 3), S%,...,S?,
tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas identificando p; € S? com um
de q;11 € SZ,, (para i <n), e p, €S2 com ¢ € ST.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

Figura 5: Torus com quatro discos preenchidos.

Seja C = S! x I.

(a) Mostre que se p = (x,t) com t # 0 e t # 1, entdao C — {p} é homotopicamente
equivalente a S! v S

(b) Mostre que se p = (x,t) com t = 0 ou t = 1, entdo C — {p} é homotopicamente
equivalente a S!.

Mostre que o espaco obtido removendo 2 pontos de R™ é homotopicamente equivalente

a Sty Snl

(a) Sejam p e ¢ dois pontos distintos da esfera S™. Mostre que S"™ — {p, ¢} é homotopi-
camente equivalente 4 S"*

(b) Sejam py,...p, pontos distintos da esfera S™. Mostre que S™ — {p1,...,px} é ho-
motopicamente equivalente 4 StV S* v ...V §"T (K — 1 vezes).

Suponha que X é obtido de A colando uma n-célula. Mostre que se x € X — A, entao
i: A— X —{x} é uma equivalencia de homotopia. (Escreva a prova de forma cuidadosa
e detalhadal)

OBS: X é obtido de A colando uma n-célula se existe uma aplicagao continua
0: S =0D" - X

(chamada a fungao de colagem) tal que X é homeomorfo a AU D™/ ~ onde p(p) € A ~
pe St =9oD"

Seja X um espaco topoldgico, e A C X um subespago. Mostre que existe uma retragao
r: X — A se e somente se para todo espago Y e toda aplicagao continua f: A — Y
existe uma extensao continua f: X — Y.

Mostre que R® — R* é homotopicamente & S»*~1.
Seja X um espaco conexo por arcos e x € X. Mostre que o espaco

PX,z)={a:1— X :«a0) =2z}

é contratil.
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Figura 6: Colar de Pérolas.

22. Considere os seguintes grupos classicos:
GL(n,R) = {A € Mat,»,(R) : det A # 0}

GL"(n,R) = {A € Mat,«,(R) : det A > 0}
O(n,R) ={A € GL(n,R) :< Au, Av >=< u,v >}
SO(n,R)={A€O0(n,R):det A=1}

U(n) = {A € Mat,«,(C) :<< Au, Av >>=<< u,v >>}
SUn)={Ae€U(n):det A= 1},

onde < , > denota o produto escalar usual de R"”, e << , >> denota o produto
escalar hermiteano usual de C".

Mostre que:

(a) O(n,R) é homotopicamente equivalente & GL(n,R). DICA: pense no processo de
ortogonalizagao de Gram-Schmidt.

(b) SO(n,R) é homotopicamente equivalente & GL™ (n, R).

(c) SO(n,R) é compacto, mas GLT(n,R) ndo é compacto.

(d) SU(2) é homeomorfo & S® e portanto é simplesmente conexo.
)

(e) S* admite 3 campos de vetores X1, X5, X3 que sdo linearmente independentes em
todos os pontos.
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23.

24.

(f) Existe um recobrimento de SU(2) em SO(3). Calcule o grupo fundamental de
SO(3).
(g) Mostre que SO(3) é homeomorfo a RP?
(h) U(n) é conexo por caminhos, mas O(n,R) nao é conexo.
Sejan > 2, enm : R" — R? a projegao nas primeiras duas coordenadas (i.e., R" =
R2® R" 2 e m(u,v) = u). Mostre que se f : R" — R? é uma funcao suficientemente
pequena, entao existe x € R", tal que mw(x) + f(x) = 0 (em outras palavras, mostre que

existe ¢ > 0 tal que para toda fungao f : R® — R? com ||f(y)|| < € para todo y € R",
existe x € R™ tal que m(x) + f(z) = 0).

Dica: Assuma que 7(x) + f(x) # 0 para todo x € R". Escreva R" = R* ® R"2 e para
cada v € R"2 considere a aplicacao

v:gl St Y :L(u,v).
928 =8, 0l = P ]

Mostre que g, é ao mesmo tempo homotépico a identidade e a uma aplicacao constante.
Utilize o exercicio anterior.

Um H-grupo, ou grupo a menos de homotopia é um espago pontuado (K, ky) munido
de duas aplicacoes

M:(K,kO)X(KakO)H(KakO)’ L:(KakO)_)(K7k0)7

tal que todos os axiomas de um grupo valem para o "produto”u, a "inversa’: e a
"identidade” ky a menos de homotopia

(a) Escreva uma definicdo precisa de um H-grupo, i.e., escreva todas as fungoes que
devem ser homotdépicas na definicao de um H-grupo.

(b) Mostre que (2(Y,yo), ¢y,) € um H-grupo para qualquer espaco (Y, yo).

(c) Mostre que se (K, kq) é um H-grupo, entao para qualquer espago (X, zg), o conjunto
[(X, o), (K ko)
tem uma estrutura de grupo com multiplicacao
(If1-lg) =lpo(f,g)0oA]l, onde A: X - X x X, x> (x,2),

inversa dada por
17 =leo fl,
e identidade dada pela classe de homotopia da apicacao constante igual a k.
(d) Conclua que 7 (X, z) é um grupo (use o exercicio 8).

(e) Mostre que o grupo fundamental de um H-grupo é sempre abeliano.
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25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3 m, Recobrimento e van Kampen

Dados dois caminhos v; e 75 de p a ¢ em X, mostre que os homomorfismos associados
Ayt mi(X,p) = m(X,q)

coincidem (A,, = A,,) se e somente se [y * 7, '] pertence ao centro de m(X,p) (i.e.,
comuta com todos os elementos).

Mostre que R? e R? nao sao homeomorfos.

Dé um exemplo de uma fungao sobrejetora (respectivamente injetora) continua de X em
Y, tal que f; : m(X,p) = m (Y, ¢) ndo é sobrejetora (respectivamente injetora).

Mostre que uma retracao sempre induz uma aplicagao sobrejetora entre os grupos fun-
damentais.

Seja T? = S! x S! e considere a aplicacao

f . r]IQ N TQ, f(eme, 627riy) — (627ri(7w:+my)’ 627ri(px+qy))’
com m,n,p,q € 2.
(a) Determine a aplicagdo induzida no grupo fundamental.

Mostre que f é homeomorfismo se e somente se é equivaléncia de homotopia.

Depermine para quais valores de m,n, p,q que f é um homeomorfismo.

Mostre que K pode ser obtido de R? como quociente por uma acao propriamente
descontnua de um grupo.

)
)

a) Mostre que existe um recobrimento do Torus T? na garrafa de Klein K.
)

(c) Calcule o grupo fundamental de K.

Mostre que um recobrimento conexo P : FF — B de um espaco simplesmente conexo B
¢ um homeomorfismo.

Mostre que se B é um recobrimento simplesmente conexo de um espaco B, e se ' é um
recobrimento (conexo) qualquer de B, entdo existe um recobrimento p : B — E.

A esfera S™ pode ser obtida de R™ como quociente por uma ac¢ao propriamente des-
continua de um grupo G7 E o espago projetivo real P"?

Seja f,, : St — S! o recobrimento de n folhas f,(2) = z". Decida para quais valores de
m e n existe um levantamento de f,, : S — S! para o recobrimento f, (veja o diagrama
abaixo).

Sl

/b

1 1
S—>fm S
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35. Seja M uma variedade topolégica de dimensao n.

(a) Suponha que G age propriamente descontinuamente em M e satisfaz a seguinte
propriedade adicional: se x,z’ € M nao estao na mesma érbita de G, entao existe
uma vizinhanga U de = e uma vizinhanga U’ de 2’ tais que U N U’ = (). Mostre que
M /G é uma variedade topoldgica de dimensao n.

(b) Mostre que a condigao adicional acima é necessaria.

(¢) Mostre que se G é um grupo finito, entao a condi¢ao adicional acima é automati-
camente satisfeita.

(d) Mostre que se G é um grupo finito que age livremente em M, entdo a agdo é
propriamente descontinua.

(e) Mostre que se p : E — M é um recobrimento, entdo F é variedade topoldgica de
dimensao n.

36. Encontre um recobrimento simplesmente conexo, e calcule o grupo fundamental dos
seguntes espagos.

(a) X = colar de n pérolas (figura 7). Aqui X é o espago obtido de n esferas (n > 3),
S%,...,S?, tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas identificando
p; € S7 com um de g;41 € ST (parai <n), e p, €S2 com ¢; € Si.

Figura 7: Colar de Pérolas.

(b) X é um torus com quatro discos preenchidos (figura 8).

Dica: Pense no recobrimento p : R — S'.
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37.

38.

39.

40.

Figura 8: Torus com quatro discos preenchidos.

Mostre que existe um recobrimento p : Ty — Ty do 3-Torus T3 = THTHT no 2-
Torus Ty = T#T. (Dica: procure uma agao propriamente descontinua de Zy em Tj).
Observagao: Note que isso mostra que (T3, x) e um subgrupo de 71(Ts,y). Isto pode
ser um pouco anti-intuitivo j que T3 ”tem mais buracos que”Ts.

Utilizando o fato que toda variedade suave é uma pseudo-variedade, mostre que toda
variedade suave compacta tem grupo fundamental finitamente gerado.

Sejam M; e M, duas variedades de dimensao n. Mostre que se n > 3, entao
w1 (My# My, [x]) =~ w1 (M, z) * 7 (Ma, y).
O que se pode dizer quando n = 27

Calcule o grupo fundamental dos seguintes espagos:

(a) X = R® — {(z,y,2) € R® : x = 0, ory = 0, or 2 = 0}, i.e., 0 espago obtido
removendo os trés eixos de R3.

(b) O espago projetivo real de dimensao 3
P? = {I Cc R*: [ é uma reta pela origem}.

(c) O produto wedge de dois Tori (figura 9).

Figura 9: TV T.

(d) O espago X que consiste de uma esfera, uma haste (1-dimensional) que passa pelos
polos norte e sul da esfera e conecta em um cilindro, conforme indicado na figura

10.

(e) O espago quociente obtido identificando os vértices de um quadrado, i.e., [0,1] X
[0,1]/A, onde
A= {(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)}.
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Sphere

1-dimensional passing through
the North and South Poles Cylinder

Figura 10: Exercise 5(d)

Figura 11: Corrente de 4 circulos.

(f) Uma corrente de quatro circulos, obtido de quatro cépias de S' e identificando elas
dois a dois conforme a figura 11.

(g) O colar de pérolas com cordao, i.e., o colar de n pérolas da lista de exercicios
anterior junto com um S' que passa por dentro das esferas intersectando cada
esfera exatamente nos pontos que sao usados para colar uma esfera na outra. De
forma mais abstrata, se o colar de pérolas é descrito como o espago X obtido de n
esferas (n > 3), S%,...,S?, tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas
identificando p; € S7 com um de ¢;41 € S7,; (para i < n), e p, € S? com ¢ € S
(figura 7), entao o colar de pérolas com cordao é

(Xush/~,

2km
n

onde [pr] € X ~e™n" €S! comk=1,...,n.

41. Seja Zy, = Z/n’L.

(a) Encontre uma agao propriamente descontinua de Z,, em S3.
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(b) Mostre que L,, = S*/Z,, é uma variedade topoldgica.

(c) Seja Cil(L,) = L, x [0,1]. Calcule 71(Cil(L,) — {p},z), onde p é um ponto de
Cil(Ly,) que NAO pertence a fronteira L, x {0} U L,, x {1}.

42. Mostre que existe um homomorfismo injetor 7(Tyy, x) — 7(T3, p), onde T, a soma conexa
de g Tori. (DICA: considere Ty; como na figura 12).

Figura 12: Ty;.
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43.

44.

45.

46.

47.

Seja X um espaco topoldgico. A suspensao de X é definida por
X = (X x [-1,1])/ ~,
onde ~ é a menor relagao de equivaléncia tal que (x,1) ~ (y,1), e (x,0) ~ (y,0) para
todo z,y € X. (Este espago também é chamado de cone duplo sobre X)
(a) Mostre ¥S" ~ S para todo n > 0.
(b) Mostre que se X é conexo por arcos, entdo XX é simplesmente conexo.
(c) Mais geralmente, qual a rela¢do entre o niimero de componentes conexas por arcos

de X e m (XX, 2)7?

Sejam M, N, X, Y variedades topoldgicas de dimensao n. Decida se as seguintes afirmacgoes
sao verdadeiras ou falsas.

1. M#X ~ M#Y = x(X) = x(Y), onde x(X) denota o nmero de Euler de X.

2. m(M#N,z) =m (M, z) xm (N, y).

3. Se dim M > 3 entao m (M — {p}),z) ~ m (M, z).

Seja Zy, = Z/nZ.
(a) Encontre uma agao propriamente descontinua de Z,, em S3.
(b) Mostre que L,, = S*/Z,, é uma variedade topoldgica.
(¢) Seja Cil(L,) = Ly, x [0,1]. Calcule 7 (Cil(L,) — {p}, =), onde p é um ponto de
Cil(L,) que NAO pertence a fronteira L, x {0} U L,, x {1}.
Calcule o grupo fundamental dos seguintes espacos:
(a) X =R*—{(v,y,2) eR*:2=0ey=0,ouy=0ez=0; oux =0ez =0},
i.e., o espaco obtido removendo os trés eixos de R3.

(b) O espago projetivo real de dimensao 3

P? = {I ¢ R*: [ é uma reta pela origem}.

(c) O colar do Hippie Matemdtico composta por n+ 1 "missangas”’: uma esfera S?, um
Torus T2, um 2-Torus T?#T?, .... , um n-Torus T? = T*#T?# - - - #T? (n-vezes).

Seja f,, : St — S! a aplicagao f,,(z) = 2™, com m € N. Seja p : S® — P" a aplicagio

quociente (pela relacdo de equivaléncia que identifica os pontos antipodas da esfera).

Decida se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas. Dé uma prova curta ou um

contra-exemplo.

(a) (1 ponto) Se n > 2, entao toda aplicagao F : P* — S' admite um levantamento
para o recobrimento f,, : St — St

(b) (1 ponto) Sen > 2, e ¢: S' — P" admite um levantamento ¢ : S — S”, entéo ¢ se
extende a uma aplicacao do disco ¢ : D? — P".
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48. Calcule o grupo fundamental dos seguintes espagos:

(a) (1 ponto) X = R" — R*, onde identificamos R* com o conjunto
Rk:{(x17‘~~,xn) E]Rn:xk+1:xk+2:"':$n:0}CR",

onde 0 < k < n.

(b) (1 ponto) O colar X da figura 13, obtido da seguinte forma: Tome 3 esferas S?, com
i=1,2,3, e 2 circulos S} e S}. Sejam N; e S; os polos norte e sul de S?, zy, 29, 73
as raizes ctibicas da unidade em S}, e 1, y2, y3 as raizes ctibicas da unidade em Si.
Entao

X=(SIuUSsuUS;uUSUSY)/ ~,

onde ~ é a menor relacao de equivalencia tal que

x; ~ N;, ey; ~S; para todoi=1,2,3.

Figura 13: Colar X do Exerccio 6.(b)
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