‘ Introducao a Topologia Algébrica — Lista de Exercicios 1 ‘

1 Um Pouco de Topologia e Variedades Topolégicas

1. Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espaco topologico M segundo
contavel e Hausdorff que é localmente euclideano de dimensao n, ou seja, tal que para
cada r € M, existe uma vizinhanca U C M de x e um homeomorfismo

o:U— p(U) CR™

Seja S? a esfera bidimensional que é definida como o espaco quociente obtido identificando
as fronteiras de um quadrado conforme a figura 1. Ou seja, se denotarmos o intervalo
[0, 1] por I, entao

S*={(z,y) €I x I} ~

onde identificamos (0,y) ~ (1 —y,1), e (z,0) ~ (1,1 — z).

a

The sphere obtained from a square glueing as indicated in the picture

Figura 1: Esfera

(a) Mostre que S? é uma variedade topoldgica, i.e., uma superficie.

(b) Mostre que S? é homeomorfo & esfera redonda usual:

{(z,y,2) eER*: 2 + 2 + 22 =1}

2. Seja T? o torus, definido como o espaco quociente obtido identificando as fronteiras de
um quadrado conforme a figura 2. Ou seja,

T = {(e,y) € [ x I}/ ~

onde identificamos (0,y) ~ (1,y), e (x,0) ~ (z,1).
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Figura 2: Torus

(a) Mostre que T? é uma variedade topoldgica, i.e., uma superficie.

(b) Mostre que T? é homeomorfo ao produto S' x !, onde S! denota o circulo redondo:

{(z,y) eR?: 2 +¢* =1}

3. Seja P? o plano projetivo, definido como o espaco quociente obtido identificando as
fronteiras de um quadrado conforme a figura 3. Ou seja,

P? = {(z,y) € I x I}/ ~
onde identificamos (0,y) ~ (1,y), e (x,0) ~ (1 —z,1).

b

Figura 3: Plano Projetivo

Denote por D C R? o disco fechado de raio 1.

(a) Mostre que P? é homeomorfo ao espaco obtido identificando a fronteira 9D = S!
de D através da aplicacao antipoda (Figura 4)

A:Sl _>Sl7 A(I,y): (—SL’, _y)

(b) Mostre que P? é homeomorfo ao espago obtido identificando um ponto p na esfera
redonda padrao com seu anipoda —p.
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(c) Mostre que P? é homeomorfo ao espaco das retas que passam pela origem em R3.
A topologia deste espaco de retas pode ser descrita como a topologia gerada pela
seguinte base B de abertos: U € B se e somente se existe 0 € [0, 2] tal que para
todo ¢1,¢, € U, o angulo entre ¢ e {5 é menor que 6.

(OBS: Uma descrigao equivalente é tomar R* — 0/ ~ onde v ~ w se e somente se
existe A € R tal que v = \w (prove isso!))

(d) Mostre que P? é uma superficicie.

The relevant information to recover the line

Project down (homeomorphically)
Lines in the space determined by onto the disc

their intersections with the sphere

The disc on which we still have to glue
the antipodal points on its circle boundary

Figura 4: Plano Projetivo

. Entenda a defini¢ao da soma conexa de duas variedades topolégicas. (Procure em qual-
quer uma das referéncias para este curso, ou nas notas de aula disponibilizadas na
referéncia 4)

(a) Seja ¥ uma superfcie qualquer. Mostre que #S? é homeomorfo & 3.

(b) O mesmo é verdade para M#S", onde M é uma variedade de dimensao n qualquer?

. Construa em S?, 3 campos de vetrores que sejam linearmente independentes em todos
os pontos. (Dica: pense em S* com os quaternions de norma 1)

. Seja
CP" = {¢ c C""! : ¢ é um subespaco com dim¢ /¢ = 1},

ou seja, CP", o espago projetivo complexo, é o espaco das retas complexas (dimensao
real 2) de C™.

(a) Mostre que CP" = (C"*' — {0})/ ~, onde (29, ...,2n) ~ (20,...,2)) se e somente
se existe A € C — {0} tal que (zo,...,2,) = (A2}, ..., Az)).

(b) Mostre que CP" é homeomorfo a um quociente de S**™! por uma agao de S'.
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(¢) Mostre que CP" é uma variedade topoldgica de dimensao 2n.
(d) Mostre que CP* ~ §2.

(e) Mostre que CP" é obtido de CP"! colando uma 2n-célula. (Veja a definicio no
exercicio 17)

(f) Conclua que CP" é simplesmente conexo para todo n. (Faga esse exercicio depois
da aula sobre o Teorema de Seifert - van Kampen)

2 Complexos CW

8. Seja X um complexo ceular. Mostre que X é compacto se e somente se o ntimero total
de células na decomposicao celular é finito.

9. Exiba na figura uma decomposicao celular para cada um dos seguintes espagos. Calcule
o numero de Euler.

(a) X = T?*#T? (figura 5)

Figura 5: 2-Torus.

(b) X =T?Vv T? (figura 6)

Figura 6: Produto Wedge T? com T2.

(¢c) X = colar de n pérolas (figura 10). Aqui X é o espago obtido de n esferas (n > 3),
S2,...,S?, tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas identificando

Y n’

p; € S7 com um de g;41 € S¥; (parai < n), e p, €S2 com ¢; € Si.
(d) X =S*VvS$*VvS*VS?*VS! (figura 8)

(e) X é um torus com quatro discos preenchidos (figura 9).

Page 4



N,

5

Figura 7: X =S*VS*v§?vsS?vsSt.

10. (a) Mostre que se 3y e ¥y sdo duas superficies, entao x(X1#32) = x(Z1) + x(22) — 2
(b) Calcule o nimero de Euler dos seguintes espagos:

1. S
2. T?} = T?4# - - #T? (g vezes)
3. P2 = P24 - - - #P? (h vezes)

11. Exiba uma decomposicao celular de P? com exatamente duas 0-células, 3 1-células e duas
2-células.

12. Estude o capitulo 0 do livro da Hatcher com énfase em entender a demonstracao da
proposicao 0.17.

3 Equivaléncia de Homotopia

13. ) Mostre que todo espago contratil é conexo por caminhos.

) Mostre que todo espago convexo é contratil.

(c) Dé um exemplo de um espago X que é contratil, mas nao é convexo.
)

Mostre que X é contratil se e somente se Idyx é homotdpica a uma aplicacao cons-
tante.
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14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Figura 8: Torus com quatro discos preenchidos.

(a) Mostre que Y é contratil se e somente se quaisquer f, g € C(X,Y') sdo homotdpicos
(para todo espagco topolégico X).

(b) Mostre que X é contrétil se e somente se quaisquer f, g € C'(X,Y’) sdo homotépicos
(para todo espagco topolégico conexo por caminhos Y). O que se pode dizer quando
Y nao é conexo por caminhos?

Seja X um espacgo topoldgico e seja Cil(X) = X x I o cilindro sobre X. Mostre que
C'il(X) é homotopicamente equivalente a X.

Seja Con(X) = Cil(X)/ ~onde (z,t) ~ (y, s) se e somente se (z,t) = (y,s)out =s = 1.
Mostre que Con(X) é contratil.

Mostre que a letra 7 A”¢é homotépicamente equivalente & letra 7 O”.
Mostre que o Torus com quatro discos preenchidos (figura 9) é homotopicamente equi-

valente a um colar de quatro pérolas (veja a figura 10)

O colar de n pérolas (figura 10). Aqui X é o espaco obtido de n esferas (n > 3),S?,...,S?,
tomando dois pontos distintos p; e ¢; em cada uma delas identificando p; € S? com um
de ¢;i11 € S, (para i <n), e p, €S2 com ¢ € ST.

Seja C =S! x I.

(a) Mostre que se p = (x,t) com t # 0 e t # 1, entdo C — {p} é homotopicamente
equivalente a S' v S!.

(b) Mostre que se p = (x,t) com t = 0 ou t = 1, entdo C — {p} é homotopicamente
equivalente a S!.

Mostre que o espaco obtido removendo 2 pontos de R™ é homotopicamente equivalente

asttvsel

(a) Sejam p e ¢ dois pontos distintos da esfera S™. Mostre que S™ — {p, ¢} é homotopi-
camente equivalente 4 S"1

(b) Sejam py, . ..p, pontos distintos da esfera S™. Mostre que S™ — {p1,...,px} é ho-
motopicamente equivalente 4 S"' vV §" v ... v S (k — 1 vezes).
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22.

23.

24.
25.

26.

Figura 9: Colar de Pérolas.

Suponha que X é obtido de A colando uma n-célula. Mostre que se x € X — A, entao
i: A— X —{z} é uma equivalencia de homotopia. (Escreva a prova de forma cuidadosa
e detalhadal)

OBS: X ¢ obtido de A colando uma n-célula se existe uma aplicagao continua
0: S =0D" - X

(chamada a funcao de colagem) tal que X é homeomorfo a ALI D™/ ~ onde ¢(p) € A ~
p €St =9D"

Seja X um espaco topoldgico, e A C X um subespago. Mostre que existe uma retragao
r: X — A se e somente se para todo espago Y e toda aplicagao continua f: A — Y
existe uma extensao continua f: X — Y.

Mostre que R” — R¥ é homotopicamente a S" %1,

Seja X um espago conexo por arcos e x € X. Mostre que o espago
PX,z)={a:1— X :«a0) ==z}

é contratil.

Considere os seguintes grupos classicos:

GL(n,R) = {A € Mat,«,(R) : det A # 0}
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GLT(n,R) = {A € Mat,;»,(R) : det A > 0}
O(n,R) ={A € GL(n,R) :< Au, Av >=< u,v >}
SO(n,R)={A € O(n,R):det A =1}
U(n) = {A € Mat,,«,(C) :<< Au, Av >>=<< u,v >>}
SUMn)={Ae€U(n) :det A= 1},

onde < , > denota o produto escalar usual de R”, e << , >> denota o produto
escalar hermiteano usual de C".

Mostre que:

(a) O(n,R) é homotopicamente equivalente & GL(n,R). DICA: pense no processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidst.

(b

(
(

) (n,R) é homotopicamente equivalente & GL*(n,R).
)

d) SU(2) ¢ homeomorfo & S* e portanto é simplesmente conexo.
)

SO
¢) SO(n,R) é compacto, mas GL*(n,R) ndo é compacto.

(e) S? admite 3 campos de vetores X, X5, X3 que sdo linearmente independentes em
todos os pontos.

(f) Existe um recobrimento de SU(2) em SO(3). Calcule o grupo fundamental de
SO(3).
(g) Mostre que SO(3) é homeomorfo a RP?

(h) U(n) é conexo por caminhos, mas O(n,R) nao é conexo.

27. Sejan > 2, e m : R® — R? a projecao nas primeiras duas coordenadas (i.e., R" =
R?2® R" 2, e m(u,v) = u). Mostre que se f : R" — R? é uma funcao suficientemente
pequena, entao existe x € R", tal que w(x) + f(x) = 0 (em outras palavras, mostre que
existe ¢ > 0 tal que para toda fungao f : R® — R? com ||f(y)|| < € para todo y € R",
existe x € R™ tal que m(x) + f(z) = 0).

Dica: Assuma que 7(z) + f(x) # 0 para todo z € R". Escreva R” = R?> & R"2, e para
cada v € R"2 considere a aplicacao

u+ f(u,v)
Ju+ f(u,v)||

Mostre que g, é ao mesmo tempo homotépico a identidade e a uma aplicacao constante.
Utilize o exercicio anterior.

go:S' =S gu(u) =
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