MAT134 - Introducao a Algebra Linear — Lista 3

. Seja T : R? — R? uma transformacio linear. Sabendo que T(—1,2) = (0,3) e T(2,1) = (-2,0),
determine 7'(1,1).

. Sejam A e B duas matrizes m x n. Mostre que se AX = BX para todo X € R" (pensando
em X como uma matriz n x 1), entdo A = B. Dé um exemplo de duas matrizes 2 x 2 e um
vetor X € R? tais que X # 0, AX = BX, mas A # B (isto mostra que na primeira afirmacio
importante que AX = BX para todo X € R™).

. SejaT : V — W uma aplicagao linear e sejam wy, wa, . . . , wy, vetores linearmente independentes
de W. Mostre que se vy, va, ..., v, sao vetores de V tais que T'(v;) = w;, entao vy, va, ..., v, S0
linearmente independentes. A reciproca é verdadeira? Ou seja, é verdade que se vy, v, ..., Uy
s@o linearmente independentes entao T'(v1),T(v2),...,T(v,) sdo linearmente independentes?
Prove ou dé um contra exemplo.

. Seja V um espago vetorial e T': V' — R uma aplicagao linear. Suponha que N(T') # V (onde
N(T) é o nicleo de T') e seja vg € V tal que T'(vg) # 0.

(a) Mostre que todo elemento v € V' pode ser escrito da forma v = w + avp onde w € N(T') e
acR.

(b) Seja S = [vg] o subespago gerado por vg. Mostre que V =S @ N(T).
(¢) Mostre que se (v1,...,v,) é uma base de N(T'), entao (vg,v1,...,v,) é base de V.

. Seja T : V — W uma aplicagao linear injetora. Mostre que se v1,...,v, € V sao linearmente
independentes entao T'(v1),...,T(v,) € W sao linearmente independentes.

. Sejam V e W espacos vetoriais tais que dimV > dimW. Mostre que se 7' : V. — W é uma
transformagao linear entao N(T') # {0}.

. Sejam V e W espacos vetoriais tais que dimV < dimW. Mostre que se T : V. — W é uma
transformagao linear entao Im(7") # W.

. Sejam F:V —>WeG: W — U aplicagoes lineares. Mostre que:

(a) dim(Im(G o F)) < dim(Im@G).

(b) dim(Im(G o F)) < dim(ImF).

. Seja V' o espacgo das fungoes de R em R que admitem derivadas de todas as ordens.

(a) Seja D : V — V a transformagao D(f) = f’ que associa a cada fungdo a sua derivada.
Mostre que D é uma aplicacao linear.

(b) Mostre que o nicleo de D é o subespagpdas fungdes constantes (que é isomorfo a R)

(c) Seja D> = Do D : V — V a transformacio que associa a cada funcio a sua segunda
derivada. Mostre que o niicleo de D? é o subespaco das funcdes da forma N(D?) =
{f(x) =ax +b:a,beR}.

(d) Determine o ntcleo da transformacao D™ : V' — V que associa a cada fun¢ao a sua n-ésima
derivada.



10. Seja T : Myxq4 — Myxq a transformagao dada por

A+ A

T(4)= 215

onde A? denota a transposta da matriz A.

(a) Mostre que a imagem de T é o subespago das matrizes simétricas
S ={B € Myxs: B= B}
(b) Mostre que N(T') é o subespago das matrizes anti-simétricas
A={B €& Myxy: B=—-B"}.

(¢) Mostre que dimS + dimA = 16.
(d) Mostre que Myys =S @ A.
11. Uma transformacao linear T': V — V é dita idenpotente se T2 = T onde T? = T o T. Seja
T :V — V uma aplicacao linear idenpotente.
(a) Mostre que V = N(T) & Im(T).

(b) Escreva a matriz da transformagao 7" em termos de uma base B = (v1, ..., Up, Upt1,- - ., Vn)
onde (v1,...,vp) é uma base de Im(T') e (vpt1,...,v,) é uma base de N(T').

(c) Verifique que a aplicagao do exercicio anterior é idenpotente.

(d) Mostre que a transformacao linear
F=I-T:V=V, Fw=v-T()
também ¢é idenpotente.
(e) Mostre que N(F) =Im(T) e Im(F) = N(T).
OBS: Uma transformacao linear idenpotente muitas vezes também é chamada de uma projecao.
12. Seja v € R? um vetor nio nulo e seja T, : R? — R3 a aplicacdo linear dada por
 <vw>

Tolw) ==

onde < v,w > denota o produto escalar de v com w.
(a) Mostre que T, é uma aplicacao linear idenpotente.

(b) Mostre que N(T) = v*, onde v é o plano que passa pela origem e que tem v como um
vetor normal.

(c) Conclua que R?® = vt @ [v].

13. Seja T, a aplicacdo linear do exercicio anterior. Seja v = (—1,1,2) na base canénica de R3.
Escreva as matrizes das transformacoes T, e I — T}, na base candnica de R3.
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14.

15.

16.

17.

O produto escalar (ou produto interno) de R™ é a fungao
< >R X R =R, < (21,..0,20), (Y15 -, Yn) >= Zmzyl

Seja u € R™. Mostre que a funcao
T,:R" >R, T,(v)=<u,v>

é uma aplicacao linear. Se u = (x1,...,x,), escreva a matriz da aplicagao linear T, com
respeito as bases canonicas de R" e R.

Sejam ey, ..., e, os vetores que formam a base canonica de R", ou seja
ei = (z1,...,2p) com z; = 1 e x; = 0 para todo j # i.
Mostre que a funcao
T:R" > R", T(u)=(<ep,u><eyu>,...,<ep,u>)
é uma aplicacao linear. Determine a sua matriz com respeito a base candnica de R".

Dado um subespago vetorial S C R", definimos o seu complemento ortogonal como sendo
L = {u €R" :< u,v >= 0 para todo v € S}.
Mostre que S+ é um subespaco vetorial de R”. Mostre que R” = S @ S+.

Dado um subespaco vetorial S C R™ definimos a projecao ortogonal de R™ em S como sendo a
funcao
Ps:R" - R"

definida pelas seguintes condigoes:

e Pg é linear;
e Pg(u) € S para todo u € R™;
e u— Pg(u) € St para todo u € R™.

Mostre que

(a) Pso Ps = Ps.

(b) A imagem de Ps é S.

(c) O nicleo de Pg é S*.

(d) Pgi = Ign — Pg onde Ign : R — R" é a funcao identidade (ou seja Ign(u) = u) e Pg1

denota a projecio ortogonal no subespaco S=.

(e) st_ o PsJ_ = PSJ_

(f)
(g) O nucleo de Pg1 é S.
(h) (81)*t=S.

A imagem de Pg. é S*.
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18. Seja A € M« uma matriz com m linhas e n colunas. Denote por ui,...u, € R™ os vetores
formados pelas linhas de A e por vq,...v, € R™ os vetores formados pelas colunas de A. Seja
Ty :R™ - R™ a transformacao linear determinada pela matriz A. Mostre que

(a) Im(T4) = [v1,...,vn).

(b) N(Ta)* = [u1, ... U]

(¢) A quantidade de linhas linearmente independentes de A é igual a quantidade de colunas
linearmente independentes de A.

[DICA: Para demonstrar o item (c) utilize o teorema do nicleo e da imagem que diz o seguinte:
Se T': R™ — R™ ¢ uma aplicagao linear entao dim(N (7)) + dim(Im(T)) = n.]
19. Sejam V e W espacos vetoriais. O produto cartesiano de V' com W é o espago vetorial V x W =
{(v,w) : v e V,w € W} com soma e produto por escalar dados por
(v1,w1) + (v2,w2) = (v1 + v2, w1 +w2), a(v,w)= (av,aw).
(a) Mostre que se (v1,...v,) é base de V e (wy, ... wy,) é base de W entdo uma base de V- x W
é dada por
B = ((v1,0),...,(vn,0),(0,w1),...(0,wpn)).
Conclua que dim(V x W) = dimV + dimW.
(b) Seja S um subespaco de V. Mostre que
As={(u,u) eV xV:iueStCcVxV
é um subespaco de V x V.
(c) Mostre que dimS = dimAg.
(d) Mostre que se S; e So sao subespagos de V' entao a aplicacao
T:S1><S2—>V, T(ul,UQ):ul—UQ
¢ uma aplicacgao linear.
(e) Mostre que Im(7") = S1 + 52
(f) Mostre que N(T') = {(u,u) € S1 x Sa:u € S1NS2} = Ag,ng, C S1 X Sa.
(g) Utilize o teorema do ntcleo e da imagem para mostrar que

dlm(Sl + SQ) = dimS; + dimSs; — d1m(5'1 N 52)

20. Seja F(R) o espago de todas as fungoes de R em R que admitem derivadas de todas as ordens
e seja S C F(R) o subespaco gerado por S = [senz, cosz]. Seja D : S — S a aplicacdo linear
que associa a cada fung@o a sua primeira derivada. Qual é a matriz da transformacao D com
respeito a base B = (senz, cosz) de S7

21. Considere a aplicacado linear T : P»(R) — P»(R) dada por
T(p(t)) = p'(t) +p'(1) — 2p(0) + p(t).

(a) Determine a matriz de T com respeito a base B = (1,t,12).
(b) Determine a matriz de T' com respeito a base B = (1 +¢,1 —¢,1 —t?).

22. Resolva os exercicios 18 a 27 da lista da poli (no link abaixo) para treinar escalonamento e
analise das solugoes de sistemas lineares:

https://www.ime.usp.br/mat/3457/Listas/2017/Listal %20-MAT3457%20-%202017.pdf
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