MAT134 - Introducao a Algebra Linear — Lista 2

1. Em cada um dos itens abaixo decida se S; C Sy, Sy C S, S1 = S5 ou se nenhuma
das opcoes anteriores é verdadeira. Justifique sua resposta! Por exemplo, se S; C Sy
demonstre a afirmagao, caso contrario encontre um elemento u que pertence a S7, mas
nao pertence a Sy e demonstre isso.

(a) S1=1[(1,-1,0),(0,1,1)] e Sy =[(1,1,2),(3,—1,2)].

(b) Sy =[(1,2,1,—1),(~1,1,2,1),(3,3,0,—3)] e S» = [(3,5,3, =3), (1, —2,0,5), (1,2,2, —1)].
(¢) Si =1, 0,1,0),(1, “1,2,1),(0,1,1,0)] e [(=2,1,1,1),(1,1,2,1), (—2,0,1, —1)].

(d) Si=[(1,2,-1,1),(2,1,1,-2)] e Sy = [(1, —1,~1,0), (0,1, 1, —1), (2, -5, —5,3)]

(e) Sy =1(1, 1,1),(2,1,1,-2)] e Sy é o subespago abaixo:

Sy ={(z,y,z,t) ER*: —x + 22 —t=0cy = z}.
(f) S ={(z,y,2,t) ER*: —x+2=0ex+y+2—1t=0}, e
Sy ={(z,y,2,t) ER*:y+22+t=0e22+y—t=0ecy+t=0}.
(g) Si={(v,y,2,t) ER*: —x+2=0ex+y+2—t=0}e
Sy ={(z,y,z,t) ER*:y+2z+t=0e2x+y—t =0}

2. Sejam S; e Sy subespagos vetoriais de R™. Mostre que:
(a) S1 NSy é um subespago vetorial de R™.

(b) Sy + S5 ={uy +uz:u; €51 euy €Sy} é um subespacgo vetorial de R”.

3. Em cada um dos itens do exercicio 1, encontre uma base e determine a dimensao de
S1, Sg, S1 NSy e S;+ 95 Nos casos em que os espagos S7 ou S, sejam dados por seus
geradores, determine uma base formada por um subconjunto dos geradores.

4. Complete as bases que vocé encontrou nos exercicios acima para bases do espaco R”
correspondentes (ou seja, complete as bases encontradas para uma base de R3 no caso
dos subespagos de 1(a) e de R* nos subespagos dos outros itens.

5. Sejam S, Sy, S, subespacos vetoriais de R™. Dizemos que S é a soma direta de Sy e S,
se S =514+ 5 eSS, NSy ={0}. Neste caso escrevemos S = 57 @ Ss.

Suponha que S = S; ® Ss e sejam By = (uq,...,ux) € By = (vq,...,v;) bases de S; e Sy
respectivamente. Mostre que B = (uq, ..., ug, v1,...,v;) ¢ uma base de S. Conclua que
se S =51 ® S, entao

dimS = dimS; 4+ dim.S,.



10.

11.

12.

13.

Decida se a seguinte afirmagao é verdadeira ou falsa. Prove ou dé um contra-exemplo:
Se S = 5; + .55 entao dimS = dimS; + dim.Ss.

Prove que
dlIIl(Sl + Sg) = dlmSl + dlmSQ - dlm(Sl N SQ)

[DICA: Use o teorema do completamento que diz o seguinte: Se S C R™ é um subespago
vetorial de dimensao g e wy, ..., w, sao vetores linearmente independentes de S entao
existem wy41,...,w, € S tais que B = (wy, ..., Wy, Wpi1, ..., w,) ¢ uma base de 5]

Seja S C R™ um subespaco vetorial e seja S+ seu complemento ortogonal (veja a lista 1
para a defini¢io). Mostre que R = S @ S+. Conclua que

dimS* = n — dim§.

Seja A € M,,x, uma matriz com m linhas e n colunas. Denote por uq,...u,, € R”
os vetores formados pelas linhas de A e por vq,...v, € R™ os vetores formados pelas
colunas de A. Seja T4 : R® — R™ a transformagao linear determinada pela matriz A.
Mostre que

(a) Im(T4) = [v1,...,0,].
(b) N(Ta)*t = [uy, ... Ul

(c) A quantidade de linhas linearmente independentes de A é igual a quantidade de
colunas linearmente independentes de A.

[DICA: Para demonstrar o item (c) utilize o teorema do nticleo e da imagem que diz o
seguinte: Se T : R™ — R™ é uma aplicagao linear entao dim(N (7)) + dim(Im(T)) = n.]

Seja T : R? — R* a aplicacao linear
T(z,y,2) = 2z —y,z+ z,x —y,y — 2).

Escreva a matriz de T’ com respeito a cada uma das bases de R? e R* que vocé encontrou
no exercicio 4.

Seja T : R* — R? a aplicacao linear
T(xuyVZ?t) = (QLU—y—FZ—Ft,.T—l—Z,y—t)

Escreva a matriz de 7' com respeito a cada uma das bases de R? e R* que vocé encontrou
no exercicio 4.

Seja S C R™ um subespaco vetorial e seja S+ seu complemento ortogonal. Seja B =
(U1, ..., Up, V1, ...V,—p) uma base de R™ onde (uy,...,u,) ¢ uma base de S e (vy,...v,_p)
¢ uma base de S*. Descreva as matrizes das projecoes ortogonais Pg e Pg1 com respeito
a base B.

Seja u = (3,—1,4,—1) € R* (onde as coordenadas estdo escritas com respeito a base
canonica de R*. Escreva as coordenadas de u com respeito a todas as bases de R* que
vocé encontrou no exercicio 4.
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