MAT134 - Introducao a Algebra Linear — Lista 1

1. Decida se cada uma das fungoes abaixo é uma aplicagao linear. Justifique sua resposta
com uma demonstracao. Para as fungoes que forem aplicacoes lineares, determine a
matriz que representa a mesma.

(a) T:R3> = R? T(z,y,2) = 2z —y,x+y+ 2).

(b) T:R3 =R T(x,y,2) = 2z —y,—y + 1).

(¢) T:R*— R T(x,y,2,w) = (V2 —y,cos(n/T)x +y + 2z, —In(3)y).
(d) T:R? - R T(x,y) = 2z —y, v +y,—y, ).

() T:R* =R T(x,y) = 2z —y,z +y, —y, ).

( R3S R T(x,y,2) = (22 — y, "V —y).

'R = R? T(z,y,2) = (22 — y,sen(z)).

R - R™ T(xy,29,...,2,) = (Y1,Y2, - - -, Ym) onde m < mn e
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Yi=T; + X1+ -+, paratodoi=1,2,...m

2. O produto escalar (ou produto interno) de R™ é a fungao
<> RPXR" =R, < (21,..0,20), (U1, -, Yn) >= Z:p,y,

Seja u € R™. Mostre que a fungao

T,:R" =R, T,v)=<u,v>

é uma aplicagao linear. Se u = (x1,...,x,), escreva a matriz da aplicagao linear T),.
3. Sejam eq, ..., e, os vetores que formam a base canonica de R", ou seja
e; = (z1,...,2,) com x; = 1 e x; = 0 para todo j # i.

Mostre que a funcao
T:R" =R T(u)=(<e,u><eu>,...,<e,U>)
é uma aplicacao linear. Determine a sua matriz.
4. Mostre que existe uma tnica aplicacao linear T : R? — R3 tal que
T(0,1)=(2,—-1,1), e T(0,1) = (1,1, 1).

Escreva uma férmula explicita para a fungao T' (ou seja, se T'(z,y) = (a, b, ¢), determine
a,b, e c em funccao de x,y). Escreva a matriz da aplicagao linear T



10.

11.

12.

Para a aplicacao linear T acima, mostre que a imagem de T é um plano 7 em R?. Escreva
uma equagao geral para o plano 7.

Observe que ao fazer isso vocé estara descrevendo o plano 7 como o ntcleo de uma
aplicacao linear S : R® — R. Determine a aplicacao linear S e sua matriz.

Mostre que existe uma tnica aplicacao linear T : R? — R? tal que
T(-1,2) = (1,0,3), e T(0,—1) = (1,—1,1).

Escreva uma férmula explicita para a fun¢do 7' (ou seja, se T'(z,y) = (a,b, ¢), determine
a,b, e ¢ em funccao de x,y). Escreva a matriz da aplicac¢ao linear 7T'.

Para a aplicacdo linear T acima, mostre que a imagem de T é um plano 7 em R?. Escreva
uma equagao geral para o plano 7.

Observe que ao fazer isso vocé estara descrevendo o plano 7 como o ntcleo de uma
aplicacao linear S : R® — R. Determine a aplicacao linear S e sua matriz.

Mostre que existe uma tnica aplicacao linear T : R? — R? tal que
7(1,0,0) = (-1,2), 7(0,1,0) = (1,—-1) e T(0,0,1) = (0, 1).

Escreva uma férmula explicita para a fungao 7' (ou seja, se T'(x,y, 2) = (a,b), determine
a,b em funcgao de z,y, z). Escreva a matriz da aplicagao linear 7.

Para a aplicacao linear T acima, mostre que o nicleo de 7' é uma reta r passando pela
origem em R3. Escreva uma equacao vetorial para a reta r.

Mostre que existe uma tnica aplicacao linear T : R® — R? tal que
T(-1,2,1)=(1,3), T(0,1,1) = (1,1) e T'(1,1,—1) = (1, —1).

Escreva uma férmula explicita para a funcao 7' (ou seja, se T'(x,y, z) = (a,b), determine
a,b em funcgao de z,y, z). Escreva a matriz da aplicagao linear 7.

Para a aplicacao linear T acima, mostre que o nicleo de 7' é uma reta r passando pela
origem em R3. Escreva uma equacao vetorial para a reta r.
Observe que ao fazer isso vocé estara descrevendo a reta r como a imagem de uma

aplicacao linear S : R — R®. Determine a aplicacao linear S e sua matriz.

Determine se os seguintes subconjuntos sao subespacos vetoriais. Justifique sua resposta
com uma demonstragao.

(a) S={(z,y,2) ER®: —x + 2y + 2 = 0}.

(b) S ={(z,y,2) eR*: —x + 2z =0}.
() S={(z,y,2) eR®: —x+y+2=0ez—22=0}
(d) S ={(z,y,2) € R?: z ¢ um ntimero inteiro}.
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{(2X,0,=)) e R*: A € R}.
{ON+3p, =X+ 1,20, 0 — N) € R® : pu, A € R}

(e (
(
{(X%,0,-)) e R®: X\ € R}.
(
(

) S
(f) S
() S
(h) S

) S

h
(i

Para cada um dos itens do exercicio 12 acima onde S é um subespaco, determine um
conjunto de geradores para S. Observe que fazer isso vocé estara descrevendo S como
a imagem de uma aplicacao linear. Escreva esta aplicagao linear (especificando também
seu dominio e seu contra-dominio).

{(x,y,2) € R®: —sen(z) + z = 0}.
{xy,zt)€R4 —x+22—t=0ex =y}

Para cada um dos itens do exercicio 12 acima onde S é um subespacgo, determine uma
aplicagao linear T para a qual S é o ntcleo de T. Observe que fazer isso vocé estara des-
crevendo S como o conjunto das solugoes de um sistema de equagoes lineares homogéneo.
Escreva este sistema.

Para cada um dos itens do exercicio 12 acima onde S é um subespaco, determine uma
base e a dimensao de S.

Dado um subespaco vetorial S C R", definimos o seu complemento ortogonal como sendo
+ = {u € R" :<u,v>=0 para todo v € S}.
Mostre que S+ é um subespaco vetorial de R".

Para cada um dos itens do exercicio 12 acima onde S é um subespacgo, determine uma
base e a dimensdo de S+.

Dado um subespaco vetorial S C R"™ definimos a projecao ortogonal de R” em S como

sendo a funcao
Ps:R" - R"

definida pelas seguintes condigoes:

e Pg ¢ linear;
e Pg(u) € S para todo u € R";
e u— Ps(u) € S* para todo u € R™.

Mostre que
(a) Pso Ps = Ps.
(b) A imagem de Pg é S.
(c) O niicleo de P ¢ S*.
)

(d) Pgi = Ign — Pg onde Ign : R" — R™ é a fungao identidade (ou seja Ign(u) = u) e
Pg. denota a projecao ortogonal no subespaco S+.
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(6) PSLOPSL—PSL

(f)

(g) O ntcleo de Pg. é S.
(h) (SH)*=5.

f) A imagem de Pg. é S*.

19. Para cada um dos itens do exercicio 12 acima onde S é um subespaco, escreva as ma-
trizes das aplicacoes Ps e Pgi. Determine uma férmula geral para Ps(u) e Pgi(u) para
qualquer u € R™ (onde n é o n do R™ correspondente de cada item).
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