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¢ Grupos



— Provérbios 20, Versiculo 11
Um grupo é um grupoide com um unico elemento.

Até a—erianea um grupo se dard a conhecer pelas suas agoes, ...

— Paolo Aluffi, Algebra: Chapter 0 [1]
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Dado um conjunto X, uma ac¢do de G em X é um homomorfismo de grupos
p: G— Sx
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Dado um conjunto X, uma acgdo de G em X é um homomorfismo de grupos
p: G— Aut(X) (em Set)
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Dados um grupo G, uma representacdo de G é um espago vetorial V
munido de um homomorfismo de grupos

p: G— GL(V)
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Dados um grupo G, uma representacdo de G é um espago vetorial V'
munido de um homomorfismo de grupos

p: G— Aut(V) (em C-Vect)
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Dados um grupo G, uma representacdo de G é um espago vetorial V'
munido de um homomorfismo de grupos
L]

p: G— Aut(V) (em C-Vect)
W C V é subrepresentagdo se GW C W
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Dados um grupo G, uma representacdo de G é um espago vetorial V'
munido de um homomorfismo de grupos

p: G— Aut(V) (em C-Vect)
W C V é subrepresentagdo se GW C W

V é irredutivel se as tnicas subrepresentacées de Vsdo Oe V
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Agoes de Grupos (em C-Vect)

Definicao
Dados um grupo G, uma representacdo de G é um espago vetorial V'
munido de um homomorfismo de grupos

p: G— Aut(V) (em C-Vect)

e W C V é subrepresentagdo se GWC W
e V éirredutivel se as tnicas subrepresentacdes de Vsdao 0e V
e Se Ve Wsdo G-representagbes e T: V— W é tal que
| 14
""l l“’
V—ar W

entdo T é dito um homomorfismo de representagoes



o Entender as representagoes de um grupo nos ajuda a entender o grupo
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Agoes de Grupos (em C-Vect)

o Entender as representacdes de um grupo nos ajuda a entender o grupo

Figure: A Tabela de Caracteres do Grupo Monstro

o Para extrair informagéo do grupo temos que entender (quase) todas as
suas representagoes!

o Classificar todas as representacdes de dimensao finita de G a menos de
isomorfismo

e Por onde comegar? Grupos finitos!



« Exemplos

7 ~ o
o C" é uma Sy-representacdo com e; — €q(y)
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« Exemplos

e C" é uma S,-representacio com e; — €o (i)
¢ O plano complexo com

N

— T

~

é uma Ds-representacio
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Representacoes de Grupos Finitos

e Exemplos
o C" é uma S,-representacio com e; — €o (i)
¢ O plano complexo com
(\o'

—— T

¢ uma Ds-representacio
e O espaco C[G] das fungdes f: G — C com

(9-N(h) = flg~"h)

é dito a representacdo regular de G
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Representacoes de Grupos Finitos

e Exemplos
o C" é uma S,-representacio com e; — €o (i)
¢ O plano complexo com
(\o'

—— T

¢ uma Ds-representacio
e O espaco C[G] das fungdes f: G — C com

(9-N(h) = flg~"h)

é dito a representacdo regular de G
e V& W, V® We V" sdo G-representagoes
e Mas por que grupo finitos? Por que eles séo finitos!

e Em particular, para G finito existe a média

G 210

geqG



VeWwWe U

Se G € finito, V é G-representagdo com dim V < oo e W é subrepresentagdo
de V entdo existe uma subrepresentacio U de V tal que
¢ Redutibilidade completa
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VeWwWe U

Se G € finito, V é G-representagdo com dim V < oo e W é subrepresentagdo
de V entdo existe uma subrepresentacio U de V tal que
¢ Redutibilidade completa

e Tome um produto interno H: V x V — C e considere

geG

1
() = g5 3 Hlgn, g
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Representacoes de Grupos Finitos

Teorema (de Maschke)

Se G é finito, V € G-representagdo com dim V < co e W € subrepresentagdo
de V entdo existe uma subrepresentagcio U de V tal que

VeweU

e Redutibilidade completa

e Tome um produto interno H: V x V — C e considere
1
<1), u> = @ Z H(!]”? gu)
geG

o (,) é G-invariante
(g0, gu) = (v, u)



Representacoes de Grupos Finitos

Teorema (de Maschke)

Se G é finito, V € G-representagdo com dim V < co e W € subrepresentagdo
de V entdo existe uma subrepresentagcio U de V tal que

VeweU

e Redutibilidade completa

e Tome um produto interno H: V x V — C e considere

(v, u) = % > Hgv, gu)
geG
e (,) é G-invariante
(gv, gu) = (v, u)
o U= W é subrepresentacio de V
VveWe U |



representagdes irredutiveis

o Toda G-representacdo de dimensdo finita é soma direta de
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representagoes irredutiveis

o Toda G-representacdo de dimensdo finita é soma direta de

Se Ve W sdo G-representagoes irredutiveis e T: V — W é homomorfismo
de representagdes entdo
(i) T=0 ou T é isomorfismo

(ii) T= AId para algum A € C
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Representacoes de Grupos Finitos

e Toda G-representacdo de dimensédo finita é soma direta de
representacoes irredutiveis

Lema (Schur)

Se Ve W sdao G-representagoes irredutiveis e T: V. — W é homomorfismo
de representacgoes entdo

(i) T=0 ou T € isomorfismo
(i) T= A1d para algum X € C

e Toda G-representagao irredutivel de dimenséo finita é subrepresentagao

de C[G]
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Representacoes de Grupos Finitos

e Toda G-representacdo de dimensédo finita é soma direta de
representacoes irredutiveis

Lema (Schur)
Se Ve W sdao G-representagoes irredutiveis e T: V. — W é homomorfismo
de representacgoes entdo
(i) T=0 ou T € isomorfismo
(i) T= A1d para algum X € C

e Toda G-representagao irredutivel de dimenséo finita é subrepresentagao

de C[G]

e Para G finito, classificar as representacdes irredutiveis é suficiente para
classificar todas as de dimenséo finita!

¢ E se G nao for finito???



o Grupos infinitos sdo complicados
e Solugdo?
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o Grupos infinitos sdo complicados
e Solugdo? Geometrial
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Grupos Topolégicos

e Grupos infinitos sdo complicados
e Solucdo? Geometria!
e Grupos Topolégicos = Grupos + Topologia
e GrpTop = Grp(Top)
GrpTop —— Grp

| |

Top — Set
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Grupos Topolégicos

e Grupos infinitos sdo complicados
e Solucdo? Geometria!
e Grupos Topolégicos = Grupos + Topologia
e GrpTop = Grp(Top)
GrpTop —— Grp

| |

Top — Set

e Podemos usar ferramentas da topologia!
o Exemplos

e Grupos discretos

e ReC

o« St={zcC:|g=1}

e GL,(R) e GL,(C)

o U(n)

e Grupos de Lie

e Grupos profinitos



representagdes de grupos topoldgicos

o Nio faz sentido esquecermos a topologia quando falamos de
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o Nio faz sentido esquecermos a topologia quando falamos de
representacoes de grupos topoldgicos
Uma representagdo V de G é dita continua se
(i) V é um espago vetorial topoldgico
(ii) A aplicagdo
é continua

(g, v) — gv
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Representacoes Continuas

e Nao faz sentido esquecermos a topologia quando falamos de
representacoes de grupos topoldgicos

Definicao
Uma representagdo V de G é dita continua se
(i) V é um espago vetorial topoldgico
(ii) A aplicagao
(9,v) — gv

é continua

e Representages continuas de G
e Subrepresentagdes fechadas de G

e Homomorfismos de representagdes continuos



o Tudo isso faz sentido do ponto de vista categdrico

Rep(G) = {

morfismos = {homomorfismos continuos}

objetos = {representacdes continuas}
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objetos = {representacdes continuas}
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e E dai?

e Todo grupo compacto (Hausdorff) G admite uma medida de Borel
G-invariante, nao-trivial, reqular e finita

e Todo grupo é Hausdoff e compacto

o Unica a menos de escalares

e Medida de Haar

G discreto ~» Medida de contagem
R"” ~» Medida de Lebesgue
S' ~» Medida angular
GLA(R) ~  */det
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o Se temos uma medida, sabemos integrar
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Representacoes Continuas

e Se temos uma medida, sabemos integrar

¢ Podemos reproduzir os argumentos de média em grupos compactos!
G~ e [ 9
al 2" ui@) Jo

o Generalizagdo estrita

Teorema (Maschke)

Se G € fintto compacto, V é G-representac¢do com dim V< oo e W é
subrepresentacio de V entdo existe uma subrepresentacio U de V tal que

VeWwWe U
e Tome um produto interno H: V x V — C e considere

1
(v, w) = TG)/GH(QM gu) dg



¢ Quase nao usamos a finitude de dim V'
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¢ Quase nao usamos a finitude de dim V'
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¢ Quase ndo usamos a finitude de dim V
Uma representagdo V de um grupo topoldgico G é dita unitdria se V é
espago de Hilbert e
(gv, gu) = (v, u)
para todo g € G.
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¢ Quase ndo usamos a finitude de dim V
Uma representagdo V de um grupo topoldgico G é dita unitdria se V é
espago de Hilbert e
(gv, gu) = (v, u)
para todo g € G.
Se G é compacto, V é G-representagdo unitdaria e WC V é
subrepresentacao de V entdo existe uma subrepresentacio U de V tal que

VeWwWe U
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o O espaco L*(G) com
(9-N(h) = flg~"h)

é uma G-representagdo unitérial

hofo) = /G H(9)F@ dg

(1)
(2)
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o O espaco L*(G) com
(9-N(h) = flg~"h)

é uma G-representagdo unitérial

hofo) = /G H(9)F@ dg

o Para G finito e discreto L?(G) = C[G]

(1)
(2)
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o O espaco L*(G) com
(9-N(h) = flg~"h)

o) = [ A((a) dg
é uma G-representagdo unitérial
« Para G finito e discreto L*(G) = C[G]
o Representacdo regular

(1)
(2)
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Representacoes Unitarias

e O espaco L?(G) com
(9-N(h) = flg—'h) (1)
o) = [ A(@E@ dg 2
G
é uma G-representagdo unitérial

« Para G finito e discreto L*(G) = C[G]
o Representagdo regular

¢ Podemos usar ferramentas da andlise funcional!
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Representacoes Unitarias

e O espago L*(G) com
(9-H(h) =fg~"h) (1)
o) = [ A(@E@ dg 2)
e

é uma G-representagdo unitérial
« Para G finito e discreto L*(G) = C[G]
o Representacdo regular

¢ Podemos usar ferramentas da andlise funcional!

e Toda G-representacdo unitaria V admite uma subrepresentacio W C V
nao nula com dim W < oo

Q:V—V

v / (v, gu)gu dg
G

e () é homomorfismo compacto e semi-positivo
¢ () admite um autovalor A > 0
e Pelo teorema espectral dim Vy < oo [ ]



o Toda representagdo unitéaria e irredutivel tem dimenséo finita
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o Toda representagdo unitéaria e irredutivel tem dimenséo finita
o Toda representagao irredutivel V é unitaria

O V— I2(G)

v— ®(v) : G— C

g+— f(gv)
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Representacoes Unitarias

o Toda representacdo unitaria e irredutivel tem dimenséao finita
e Toda representacao irredutivel V é unitéaria
o V— L*(G)
v— ®(v) : G— C
g f(gv)
e Para entender as representagoes de dimensdo finita basta entender as
irredutiveis

e Por onde comecar? Buscando invariantes!
Definicao
Se V é G-representagio com dim V < oo, seja

XV : G —C
g+ Tr(glv)



e Se T: V— W é isomorfismo entdo
xw(g) =

Tr(glw) = Te(T (g1v) T~ ) = Tr(glv) = xv(g)
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e Se T: V— W é isomorfismo entdo
xw(g) =
o xv(9) = xv(hgh™)

Tr(glw) = Te(T (g1v) T~ ) = Tr(glv) = xv(g)
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e Se T: V— W é isomorfismo entdo
xw(g) =
o xv(9) = xv(hgh™)

o Funcgées de classe

Tr(glw) = Te(T (g1v) T~ ) = Tr(glv) = xv(g)
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xw(g) =

e Se T: V— W é isomorfismo entdo

o xv(g) = xv(hgh™")

o Funcgées de classe

Tr(glw) = Te(T (g1v) T~ ) = Tr(glv) = xv(g)

s Xvew=Xv+tXWweXxvew =XV XW
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e Se T: V— W é isomorfismo entao
xw(g) = Tr(glw) = Te(T (g1v) T ") = Tr(glv) = xv(9)

« xv(9) = xv(hgh™")
o Fungoes de classe

e Xvew =XvtXweXvew =XV XW
« Os caracteres irredutiveis sdo ortogonais em L?(G)!

& | xvoxwla) dg = {1 ey

w(G) 0 se VW

e Os caracteres irredutiveis sdo linearmente independentes

o Uma representacdo de dimensdo finita é unicamente determinada
pelo seu carater

e Caracteres sdo um invariante perfeito

o Uma representacio V é irredutivel se, e somente se (xv, xv) =1



L2(G) = @ dim V-V

ved

e(G) =@CXV
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(G =PdimV-V

vea

e(G) = @Cxv
vea

o Generaliza resultados cldssicos de grupos finitos
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(G =PdimV-V

vea

e(G) =@CXV

ved

o Generaliza resultados cldssicos de grupos finitos
FinRep(G)

o Origens da teoria de representagies

o Encontrar os caracteres irredutiveis é suficiente para descrever
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Teoria de Caracteres

Teorema (Peter-Weyl)

G =@PdmVv-V
vea
e(@) = @Pcxv

ved

o Generaliza resultados classicos de grupos finitos
e Origens da teoria de representagies

o Encontrar os caracteres irredutiveis é suficiente para descrever
FinRep(G)

¢ Como?



¢ Se G é abeliano, entdo toda funcdo G — C é fungdo de classe
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e Se G é abeliano entao todo g € G é homomorfismo de representacoes
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e Se G é abeliano, entdo toda fungdo G — C é funcdo de classe

e Se G é abeliano entdo todo g € G é homomorfismo de representagoes
VsV
) I
V—y V

e Toda G-representagdo irredutivel é unidimensional

« xv(g) =p(9) €S

e xv: G — S é continua

e Se f: G — S* é continua entdo C com p(g) = f(g) Id é representacio

e Os caracteres irredutiveis sdo precisamente as funcoes continuas
1
G—S

« O dual G = Hom(G,S")

e Produto natural xv-xw = xvew
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« Gcoma topologia compacto-aberto é discreto

« Gcoma topologia compacto-aberto é compacto

Teorema (Pontryagin)
Para G compacto e abeliano a aplicagcdo avaliagdo
p: G— @
g— ¢(g): G — St
x — x(9)

é um isomorfismo de grupos topoldgicos

e Recuperamos toda a estrutura de G a partir de FinRep(G)
e Vale mais geralmente para grupos abelianos localmente compactos
e Normalmente é apresentado no contexto de analise harménica

¢ E se G nao for abeliano???
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Um grupo compacto G é unicamente determinado por FinRep(G) e por sua
estrutura monoidal simétrica.

FinRep(G)
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A Dualidade de Pontryagin

e (G é sempre abeliano

+ Nio temos nenhuma chance de obter G2 G

Teorema (Tannaka-Krein)

Um grupo compacto G é unicamente determinado por FinRep(G) e por sua
estrutura monotidal simétrica.

FinRep(G)
C-Vect

e Recupero ndo s6 a estrutura de grupo de G, mas também a topologia

e Analogos para outros sabores de grupos
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