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Preambulo

Motivacao

» 2018 - Tusenko e MacQuarrie - The path algebra as a left
adjoint functor - Algebras and Representation Theory;

» 2020 - Iusenko, MacQuarrie e Q - A functorial approach to
Gabriel k-quiver constructions for coalgebras and
pseudocompact algebras - Bulletin of the Brazilian
Mathematical Society.
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Introdugédo histérica

Uma introdugdo as coalgebras Primeiras defin
Teorema dos fismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Um pouco de histoéria

>
>
>
>
>
>
>

1941 - Hopf (Topologia algébrica);

1969 - Sweedler (Tratamento algébrico);

1980 - Abe (Grupos topologicos e grupos algébricos);
1993 - Montgomery (Agoes de algebras de Hopf);
2001 - Dascalescu, Nastasescu e Raianu;

2012 - Radford;

2020 - Ferreira e Murakami (Portugués).
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Introdugao histéri

Uma introdugédo as ¢ S Primeiras defir cemplos
Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Notacao

> Fixamos um corpo k;

> Toda algebra, coédlgebra, espago vetorial, transformacao
linear e produto tensorial serd sobre k, salvo mengao
contraria;

» Por algebra, entendemos como &lgebra associativa com
unidade (e homomorfismos de algebras sao unitais);

» Todo diagrama é comutativo;
» id sempre denotaré o mapa identidade;

1 sei=jy
> 0 = J denota a funcao delta de Kronecker.

0 sei#j
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Introdugao histor
Uma introdugdo as ras ri i exemplos
Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos
Teorema Fundamental das coalge

Definicao de uma coalgebra

Uma 4algebra é definida como uma categoria monoidal (tensor
category) da seguinte maneira: A = (4, m,n) é um espago
vetorial A juntamente com dois mapas lineares m: A®@ A — A,
en:k— A, satisfazendo:

A@AR AT A0 A A® A
. n®id id®n
] e e

A ® A m A k ® A ARQa— Aa A al<—a@A\ A ® k

associatividade da

multiplicacio propriedade da unidade
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Definicao de uma coalgebra

Uma 4lgebra é definida como uma categoria monoidal (tensor
category) da seguinte maneira: A = (4, m,n) é um espago
vetorial A juntamente com dois mapas lineares m: A® A — A,
en:k— A, satisfazendo:

AQRARA +—— AR A AR A
| | N
ARA+—— A kA A ARk
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Definicao de uma coalgebra

Uma codlgebra C = (C, A, &) é um espago vetorial C' juntamente
com dois mapas lineares A :C—>C®Cec:C —k,
satisfazendo:

C $> C® C k 1®c<—c c—c®1 C® k

Al lid@A l
ec®id id®ec

CoC 4 CoCal Coc

coassociatividade da

comultiplicacao propriedade da counidade
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Introdug

Uma introdugédo as ¢ S Primeir lefini¢oes e exemplos
Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Exemplo 1: codlgebra group-like

Seja C' um espago vetorial de dimensao 1 e {c¢} uma base de C.
Definimos
Ale)=c®c, ec)=1. (1)

Desse modo C' é uma codalgebra.
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Introdugéo histérica

Uma introdugdo as co¢ as Primeiras defini¢gbes e exemplos
Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Exemplo 1: codlgebra group-like

Seja C' um espago vetorial de dimensao 1 e {c} uma base de C.

Definimos
Alc) =c®c¢, ¢e(c)=1. (1)

Desse modo C' é uma coélgebra.
De fato, toda coalgebra de dimensao 1 é dada dessa forma, pois

Alc) =M@ dc=Ac®@c= Ae®e(c) Zc=e(c) = )\*17
logo

AXe) = AA(e) = Ade@ Ae, e(he) = Ae(c) =\ =1,
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Exemplo 1: codlgebra group-like

Seja C' um espago vetorial de dimensao 1 e {c} uma base de C.
Definimos

Alc) =c®¢, ¢e(c)=1. (1)

Desse modo C' é uma codalgebra.

De fato, toda coalgebra de dimensao 1 é dada dessa forma, pois
Alc) =A1c®@X2c=Ac®@c=> Ac®e(c) X c=e(c) = Afl,

logo

¢ A(Xe) = AA(e) = Ac® Ac, e(he) = Ae(e) = AA "L =1.

De modo geral, se S é um conjunto, definimos a codlgebra
group-like kS como o espago vetorial com base S e
comultiplicagao e counidade dado por (1) para todo elemento da
base, estendido por linearidade.
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Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Subcoalgebras e coalgebras cocomutativas

Seja C' uma coélgebra.

>

Um subespago vetorial D C C é uma subcodlgebra se
A(D) € D® D. Neste caso, D = (D, A|p, €|p) € uma
codlgebra;

C é simples se nao possui subcodlgebra prépria nao nula;
C' é cossemissimples se é a soma (direta) de subcoalgebras
simples;

OmapaT:C®C —-C®Cdadopor T(a®b)=b®aé
chamado twist;

A coalgebra cooposta de C & CP = (C,TA,¢);

C é cocomutativa se C' = CP,
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Exemplo 2: codlgebra trigonométrica

Seja C' um espago vetorial de dimensao 2 e {c¢,d} uma base de
C. Os mapas

Ale)=c®c—dod, e(c)=

L;
Ald)=d®@c+c®d, e(d) =0, @)

definem uma coélgebra, conhecida como codlgebra
trigonomeétrica.
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Exemplo 2: codlgebra trigonométrica

Seja C' um espago vetorial de dimensao 2 e {c,d} uma base de
C. Os mapas

Ale)=c®c—d®d, e(c)=

Ald)=d®@c+c®d, e(d) @

L
0,
definem uma coalgebra, conhecida como codlgebra
trigonomeétrica.

Se nao existir a raiz de A2 + 1 em k, entdo C é uma coalgebra

cocomutativa simples. Caso contrério, seja ¢ = y/—1, entao
(c+id) e (¢ —id) sao elementos group-like de C.
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Exemplo 3: coélgebra das poténcias divididas

Seja C' um espago vetorial e {¢,, |n € N} uma base de C. Os
mapas

Alen) =) i ®cni,  €(cn) = Som, (3)
=0

definem uma coalgebra, conhecida como codlgebra das poténcias
divididas.
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Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das coalgebras

Exemplo 4: coéalgebra matricial

Considere um espaco vetorial de dimensio n? e

{ci;j|1<i,j <n} uma base. Os mapas
Aleig) Zczl ®cj,  e(cig) = iy, (4)

definem uma coalgebra M¢ (n, k), conhecida como codlgebra
matricial.
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Exemplo 5: codlgebra matricial triangular superior

Considere o subespaco vetorial U (n, k) € M®(n, k) gerado por
{ci;j|i<j}. Os mapas

Alcig) = Y cu®ay, elcig) =i, (5)

i<y

definem uma codalgebra, conhecida como codlgebra matricial
triangular superior.
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Uma introdugédo as ¢ S Primeiras defir S € nplos
Teorema dos isomorfismos para coalgebras
Comoédulos

Teorema Fundamental das codlgebras

Homomorfismos de coalgebras

Considere duas coalgebras C' e D. Um mapa linear p: C' — D é
um homomorfismo de codlgebras se satisfaz:

c—" D c—""5D

2| | N L

C®Om>D®D
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Homomorfismos de coalgebras

Considere duas coalgebras C' e D. Um mapa linear p: C — D é
um homomorfismo de codlgebras se satisfaz:

c—" D c—"5D

2| | N L

CC —— D®D
P&P

» O mapa id : C' = C é um homomorfismo de coalgebras;

> A imagem homomofica de uma coalgebra ¢ uma
subcoalgebra;

» A composicao de homomorfismos de codlgebras é um
homomorfismo de coalgebras.
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Homomorfismos de coalgebras

Considere duas coalgebras C' e D. Um mapa linear p: C' — D é
um homomorfismo de codlgebras se satisfaz:

c—" D c—""5D

. | N L

CRC — D®D
PP

» O mapa id : C — C é um homomorfismo de coélgebras;
» A imagem homomoérfica de uma coalgebra é uma subcoélgebra;

» A composigao de homomorfismos de coalgebras é um homomorfismo de coalgebras.

Um subespago I C C' é um coideal de C' se satisfaz:

AN CCRI+I®C, el)=0 (6)
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Introdugao hist )

Uma introdugdo as ras Primeiras def e exemplos
Teorema dos morfismos para coalgebras
Comoédulos

Teorema Fundamental das coalgebras

Teorema dos isomorfismos para coalgebras

eedler,1969)

Sejam C' e D coalgebras, I C C um coideal, q : C — % a
projecao linear canénica e p : C — D um homomorfismo de
codlgebras. Entao:

Q@ o0 espaco quociente % tem uma unica estrutura de codlgebra
tal que o mapa q é um homomorfismo de codlgebras;

@ o kerp é um coideal de C, e;

@ se I C kerp, entao existe um c—L-D
unico homomorﬁsmo de \ J
codlgebras p: & — D tal a /P
que: g
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Uma introdugdo as

Introdugao hist

Primeiras definig mplos

Teorema dos morfis s para coalgebras
Comodulos

Teorema Fundamental das coalge

Exemplo 6: quocientes da coalgebra matricial

Considere a coalgebra matricial M (2, k) e sua base canonica

1o o 1 fo o o o
=g ol 2= g ol 21T |1 o|0%227 |g 1|-
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Exemplo 6: quocientes da coalgebra matricial

Considere a coalgebra matricial M (2, k) e sua base canonica

|10 101 100 100
61,1—00761,2—00762,1—10,62,2—01-

€ij, S€ ) < j

O mapa p(e; ;) = , ¢ um homomorfismo de

0, sei>j
coalgebras sobrejetor p : M (2,k) — U®(2,k) cujo niicleo
ker p = (e2,1)% ¢ o coideal gerado (como espago vetorial) por
e1-
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Exemplo 6: quocientes da coalgebra matricial

Considere a coalgebra matricial M (2, k) e sua base canonica

e_106_016_006_00
LL= |y o227 |g o217 |1 o227 |¢ 1]-

e;j, sei<j
0, sei>j
P ]MC(Z, k) — UC(Z7 k) cujo nucleo ker p = (e2 1)) € o coideal gerado (como espago vetorial)

O mapa p(e; ;) = , ¢ um homomorfismo de coalgebras sobrejetor

por ez 1.
O espago vetorial I = ({e11 —e22,€12 + €2,1)k € um coideal de

C
MC(2,k) e a codlgebra quociente w é isomorfa & codlgebra

trigonométrica, cujo isomorfismo é dado por

1 1
5(61,1 +e22) — ¢, 5(62,1 —e12) —d.
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Introdugao histéric
Primei definig exemplos

Uma introdugdo as co¢
Teorema dos isomorfismos para c

\lgebras

Comoédulos
Teorema Fundamental das codlgebras

Comodulos: definicao e exemplos

Seja C' uma coalgebra. Um C-comddulo a esquerda M = (M, p)
é um espago vetorial M e um mapa linear y: M — C' ®@ M tal

que:
M— sceoM Z—
ui lA@id ko M Iz
S~
C®MT®”>C®C®M e®id C®M

» (M,Tu) & um C°P-comodulo a direita,

» (C,A) é um comoddulo & esquerda (e & direita);

» Um subcoméddulo & esquerda de C' que também é um
subcomoédulo & direita é uma subcoélgebra;

» Se p:C — D é um homomorfismo de coalgebras, entao

, N N
nuel Quirino Coalgebra de caminhos funtorial
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Introdugao histéric
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Teorema fundamental das coalgebras

Theorem 1 (Sweedler, 1969)

Seja C uma codlgebra e considere X C C um subconjunto finito.
Entao existe uma subcodlgebra de dimensao finita D C C' que
contém X.
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Dualidade, parte

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade,

Dualidade entre algebras e codlgebras de dimensao finita

Seja V' um espago vetorial. Denotamos por V* = Homy(V, k) o
espago dual de V. Existe uma injecao linear

VRV (Ve V) (8)

dada por (e ® f)(u®v) = e(u) f(v), que é um isomorfismo
quando V tem dimensao finita.
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Dualidade, parte 1

Dualidade: ¢ as < sbras pseudocompactas = .
Dualidade, parte 2

Dualidade entre algebras e codlgebras de dimensao finita

Seja V um espago vetorial. Denotamos por V* = Homy (V, k) o espago dual de V. Existe uma
injegao linear
VIRV S (Ve V)T

dada por t(e ® f)(u ® v) = e(u)f(v), que é um isomorfismo quando V tem dimenséo finita.
Assim, se C' é uma coalgebra, C* é uma algebra com
multiplicacao m = A%, : C* ® C* — C* e unidade
n=c¢*:k— C* dados por:

m(e® f)(c) = e ® f)(A(e), nA)(c) = Aee).  (8)

nuel Quirino Coalgebra de caminhos funtorial



Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ & as pseudocompactas = .
S > Dualidade, parte 2

Dualidade entre algebras e codlgebras de dimensao finita

Seja V um espago vetorial. Denotamos por V* = Homy (V, k) o espago dual de V. Existe uma
injegao linear

L VFRVE S (Ve V)®
dada por t(e ® f)(u ® v) = e(u)f(v), que é um isomorfismo quando V tem dimensao finita.
Assim, se C' é uma coalgebra, C* é uma algebra com multiplicagio m = A*, : C* @ C* — C*
e unidade n = ¢* : k — C* dados por:

m(e ® f)(c) = (e ® f)(A(c)), n(N)(e) = Ae(c).

Se A é uma algebra de dimensao finita, entao A* é uma
coalgebra de dimensao finita com comultiplicacao
A=m*": A* - A* ® A* e counidade ¢ = n* : A* — k dados por

Af)a@b) = f(m(a@Db)), &(f) = fn(1)). (8)
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Dualidade, parte

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade,

Exemplo 1*: algebra dual da coélgebra group-like

Considere a coalgebra group-like kS com base {s|s € S}

A(s) =s®s, e(s)=1.
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Dualidade, parte

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade,

Exemplo 1*: algebra dual da coélgebra group-like

Considere a coalgebra group-like kS com base {s|s € S}
A(s) =s®s, e(s)=1.

Suponha S finito e considere a base dual de kS, isto é,

{s*|s € S} com s*(r) = d5, para todo r € S é uma base de
kS*. A unidade da algebra dual kS* é dada por (1) = > g s*
e sua multiplicagdo é dada por

s* ser=s

0 caso contrario

m(r* ®s*) = {
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Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade, parte 2

Exemplo 2*: algebra dual da codlgebra trigonométrica

Seja C' a coalgebra trigonométrica e k = R.

Alc)=c®@c—d®d, e(c)=
Ald)=d®@c+c®d, e(d)

9

1
0,
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Dualidade, parte

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade,

Exemplo 2*: algebra dual da codlgebra trigonométrica

Seja C' a coadlgebra trigonométrica e k = R.

Alc)=c®@c—d®d, e(c)=1
Ald)=d®c+c®d, e(d) =0,

A algebra dual C* tem unidade n(1) = c* e
m(d* ®@d") = —c".

Logo, C* é a algebra dos complexos sobre os reais.

Samuel Quirino Coalgebra de caminhos funtorial



Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade, parte 2

Exemplo 3*: algebra dual da coédlgebra de poténcias

Considere X uma subcodlgebra da coalgebra das poténcias
divididas com base {z" |0 < n < N}, para algum N € N.

Ae™) = 2t @a", e(a") = do,
=0
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Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade, parte 2

Exemplo 3*: algebra dual da coédlgebra de poténcias

Considere X uma subcoalgebra da coélgebra das poténcias
divididas com base {z" |0 < n < N}, para algum N € N.

Az") = Zx’ ® 2", e(z™) = dom,
=0

A unidade da algebra dual X* ¢ dada por 7(1) = 2° e sua
multiplicacao é dada por

m(xm* ® :L'n*) — xm-i—n*
Logo X* é a algebra quociente ﬁiﬁ]” da algebra dos polinémios

sobre o ideal gerado por 2V *1.
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Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade, parte 2

Exemplo 4*: algebra dual da codlgebra matricial

Considere a coalgebra matricial M (n, k) com base
{ei;|1<1,j<n}, para algum n € N

Alei ;) Eeu@em e(eij) = 6ijs
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Dualidade, parte 1

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas = 5
g g E I Dualidade, parte 2

Exemplo 4*: algebra dual da codlgebra matricial

Considere a coalgebra matricial M (n, k) com base
{eij|1<1i,j <n}, para algum n € N

n
Alei) = enu®@ery, elei) =i,
=1
A unidade da algebra dual M (n,k)* é dada por
n(1) = 7= e;; e sua multiplicagao é dada por

6*

1,8
m(e; ®e;f’s) =< ¥ .
0, caso contrario

sej=r

Portanto, M%(n, k)* = M(n, k) é a algebra das matrizes n x n.
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Dualidade, parte
Dualidade, parte

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas

Dualidade entre subobjetos e objetos quocientes

Se p: C — D é um homomorfismo de coélgebras, entao
p* : D* — C* dado por p*(f)(c) = f(p(c)) ¢ um homomorfismo
de algebras.

Proposigao 9 (Dascilescu, Nastasescu, Raianu, 2001)

O funtor contravariante (—)* : cog — alg € uma dualidade de
categorias.

Em particular existe uma relagao entre coideais e subélgebras,
subcoalgebras e ideais. Se V' C C, entao
» V é uma subcoalgebra de C <= V= é um ideal de C*;
» V é um coideal de C <= V' é uma subalgebra de C*;

onde
Vvi={feC*|f(x)=0,Vz eV}
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. Dualidade, parte 1
Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas 3
S S I I Dualidade, parte 2

Coalgebras como limites direto

Seja C' uma coalgebra e considere a familia de suas
subcoalgebras de dimensdo finita {C;) }icp, indexadas pelo
poset dirigido P com ordem parcial dada por ¢ < j sempre que
Cu) € Cy). Entao, C ¢é o limite direto:

D
N
P
! pL

ligrl Cu) (10)
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Dualidade, parte 1
Dualidade, parte 2

Dualidade: coalgebras <> alg as pseudocompactas

A algebra dual

Aplicando (—)* no diagrama (10), obtemos o limite inverso:
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Dualidade, parte 1
Dualidade, parte 2

Dualidade: coalgebras <+ algebras pseudocompactas

Dualidade entre coalgebras e algebras pseudocompactas

Uma algebra pseudocompacta é uma algebra topologica
Hausdorff completa possuindo uma base de vizinhangas
(abertas) do 0 que consiste de ideais (bilaterais) cofinitos.

Teorema 12 (Simson, 2007)

O funtor contravariante (—)* : Cog — Alg é uma dualidade de
categorias.

O funtor que faz a dualidade no sentido oposto é

(—)* : Alg — Cog, tomando o cuidado que A* = Hom(A4, k) sao
todas os mapas lineares continuos, tratando k como um anel
topologico com topologia discreta.
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ras basicas
bras pontu
>ra cotensori
as de caminhos como um funtor adjunto
COTresponc

Adjuncao

A filtracao por corradical

O corradical Cy de C' é a soma de todas as suas subcoalgebras
simples. Defina indutivamente

Co=Co1 ACy =AY (C® Co_y + Co 2 C).

A familia {C), }nen € a filtragao pelo corradical de C' e satisfaz:

Cn < C, Cn—l < Cna C= Ucna A(Cn) c Zn:Cn—z X C’L

=0

Co = J"HH(CHE,  Cp =T,

ebra de caminhos funtorial
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ras basicas

bras pontu

ra cotensori

Teorema dual de Wedderburn-Malcev

Seja p : C' — D um homomorfismo de coalgebras.
Dizemos que p é filtrado se p(Cy) € Dy. Em particular,

p filtrado = p(C,) C D, Vn € N.

C' & cossepardvel se a algebra dual de cada subcoélgebra simples
é separavel.

Theorem 2 (Abe, 1980)

Seja C uma codlgebra cossepardvel. Entao, existe um coideal I
tal que C = Cy & 1.
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Funtores correspondentes

Adjur

Equivaléncia de Morita-Takeuchi

Sejam B e C codlgebras e E € BMC. Sio equivalentes:

@ O funtor —OgE : MB — MY ¢ wma equivaléncia;

@ E € um cogerador injetivo quasi-finito e
= li%mi(HomMc (E;, E))*, onde {E;} € o sistema direto
dos subcomadulos de dimensao finita de E.

Teorema 14 (Chin-Montgomery, 1997)

Eziste uma codlgebra basica B tal que B é Morita- Takeuchs
equivalente a C.

Uma coélgebra B é bésica se a algebra dual de qualquer
subcodlgebra simples é uma alebra de divisao.
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A estrutura das codlgebras potuadas

C' é pontuada se S < C simples = dim(S) = 1.
> G(C)={geC|A(g) =g®g, c(g) =1} o conjunto de
todos os elementos group-like de C}
» kG(C) is the subcodlgebra group-like de C;
» Pyn(C)={peC|A({p) =p® g+ h®p} o conjunto de
todos os elementos g, h-primitivos, para g,h € G(C);

= P C
> Pyi(C) = (h— g) @ Pl (C); Pyu(C) = el

Teorema 15 (Taft-Wilson, 1974)

Seja C uma codlgebra pontuada. Entao

Co = kG(C); O = kG(C ( @ P )
g,heG(C
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correspondentes

Adjuncao

Coalgebras de caminhos

Seja Q um quiver (aljava). A coalgebra de caminhos kQ é o
espaco vetorial gerado pelos caminhos de () com estrutura:

1 selal=0
0 sela|>0"

A= 788, sa)=

VB=a
Exemplos:
,
Q: 12 2% 3. @ ?
kQ = U%(3,k), kQ ~ X
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bras pontu.
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Quiver de Gabriel para coalgebras

Seja C pontuada. O quiver de Gabriel Q¢ de C' é dado por:
> Qo = G(C);
» Nimero de flechas partindo de g e chegando em h é a
dimenséo de Py ;.

Teorema 16 (Radford, 1982)

Seja C uma codlgebra pontuada. Entdo existe um merqulho
C < kQc tal que (EQc)1 C C.
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Adjuncao

Coalgebra cotensorial

Sejam M € M® e N € “M. O produto cotensorial de M e N
sobre C' é dado por:

MOcN =ker(d@pu—rv®id: M@N - M ®@CQ® N).

Seja M um C-bicomédulo. A codlgebra cotensorial de C e M é a

coalgebra graduada

Cote (M) = @ M,

120

onde M0 = C e M"» = (M"-1)OcM;
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Funtores correspondentes
Adjuncao

Estrutura da coalgebra cotensorial

Almp, @ - @ma) =p(mp) @ (Mp—1 @ -+ @ my)

n—1
+ (Ma® - ®@mig) @ (M @+ @ my)
i=1

+(mp ® - ®@mg) @v(my)

ee(mp®---®mp) =0.
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Exemplos de coalgebras cotensoriais

kQ = COthO (VQl)
> kQo é a codlgebra group-like de Qo;

> V(@1 é o kQop-bicomodulo com estruturas:

pla) =tla) ®a, via)=a® s(a).

Lema 17 (Woodcock, 1997)

Se C' € cossemisimples, entao Coto (M) € graduado pelo
corradical, isto €

Cote (M), = @ M.

<n
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ebras pont
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ebras de caminhos como um funtor adjunto

Funtores correspondentes
Adjuncao

Propriedade universal da coalgebra cotensorial

o 18 (Nichols, 197

Seja po : D — C um homomorfismo de codlgebras e p1 : D — M
um homomorfismo de C-bicomddulos tal que pi1(Dgy) = 0. Existe
um tdnico homomorfismo de codlgebras p : D — Coteo (M)
satisfazendo:

Cotc(M) Cotc(M)

21 1
- -
p/// o p//’ Tl
/// //

-
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Funtores correspondentes
Adjuncao

Categorias

Denote por k-Quiv a categoria de k-quivers:

> VQ € k-Quiv, VQ = (VQo, VQ,1);
> pe Homk—Quiv(VQa VR)7 Y = (9007 QOe,f):
Q@ vo:VQy— VRy;
Q v VQes = VERy(e)00()
Denote por PCog a categoria de codlgebras pontuadas.
» C € PCog:
> pc Hompcog(C’, D)

@ o(Cn) C Dy,
@ p(G(C)) CcG(D)
Q@ 1(Pyn(C)) CPyig),pm)(D)
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Adjuncao

Funtor codlgebras de caminhos

Para cada VQ € k-Quiv, defina:

> EQ = k‘VQo, > VQ = @ VQe,fa
e,fEVQo
@ meVQ.y, @ um)=feom, @ vim)=mQe,

e, dado ¢ € Homy,_qQuiv(VQ, VR), considere os homomorfismos:

COtEQ(VQ) N COtER(VR) COtZQ (VQ) N COth(VR)

o

Y ——%— 2R Vo —— Vr
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Adjuncao

lgebras de caminhos como um funtor adjunto

Funtor quiver de Gabriel

Para cada C € PCog, defina:

> VQo = G(O), > VQqyn =Py n(0),

e, dado p € Hompcog(C, D), considere as restrigoes:

®o - G(C) — G(D)v Pg,h * pg,h(C’) - 15<,0()(Lt]),gz>()(h) (D)7

g~ pg) p— p(p)

muel Quirino
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Funtores

Proposi¢ao 19 (Iusenko, MacQuarri

Os mapas

kE[(VQo, VQe,p)] = Cotzy (Vo),  GQ(C) = (G(C), Py u(C))

definem funtores (covariantes)

k[—] : k-Quiv — PCog, GQ(-) : PCog — k-Quiv
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Observacao sobre morfismos

Considere a coalgebra de caminhos do quiver
3 +—2— 1,
Q: \ /
¢ b
2
com base {ej1, ez, €3,a,b,c,cb}, e os automorfismos de kQ:

a+ (es—e1) sew=a cb+a sew=ch
p(w) = (W) = :
w se w #£a w se w # cb

Assim, GQ(p) = GQ(id) = GQ(7).
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Categoria quociente

Dados p,y € Hompcog(C, D), escreva p ~ 7y se

(p—7)(Co) =0, (p —7)(C1) C Dy.

Proposigao 20 (Iusenko, MacQuarrie, Q., 2020)

» ~ define uma relacao de equivaléncia;
» p~v=(p—7)(Cn) C Dy_1 para todo n € N;

» o funtor projecao 11 : PCog — PCOg/N =: PCog_, reflete
isomorfismos e preserva monomorfismos.

A relacao ~ induz funtores %[—] : k-Quiv — PCog, ¢
GQ(-) : PCog,. — k-Quiv.
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Funtores correspondentes
Adjuncao

Teorema principal

Teorema 21 (Iusenko, MacQuarrie, Q., 2020)

O funtor %[—] : k-Quiv — PCog., ¢ adjunto a direita do funtor
GQ(-) : PCog,. — k-Quiv.
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Funtores corresponc
Adjuncao

Ideia da prova

Apresentamos a unidade da adjungao ’H?jt :C — E[@Q(C )]

C (&1
Cote, (&) Cotey (ct)
Wt > s,t /)r
H?? /,/\[ lﬂo HC i lm
C—Fr— Co C— &
s qt Co

e a counidade da adjuncao Eyq : é\Q(E[VQ]) - VQ
COtE(V)l
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Adjungao contravariante para PAlg
Adjuncio covariante para PAlg
FIM

Consideragdes finais

Adjungao contravariante para élgebras pseudocompactas

Teorema 22 (Iusenko, MacQuarrie,

A composicao dos funtores

k[-] (=)
k-Quiv % PCog,_, %’ PAlg,,

€ uma adjungao a esquerda.
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Adjungio contravariante para PAlg
Adjungao covariante para PAlg
FIM

Consideragdes finais

Adjungao covariante para algebras pseudocompactas

Teorema 23 (Iusenko, MacQuarrie, Q., 2020)

O diagrama abaizo

k[-]

ParCog = k-Quiv __ ~ PCog,_,
)k é‘@(_) _\*
er] T[] Jo

ParAlg 7— ~ ——— PAlg._

G[-]

mostra que o funtor T[[—] € adjunto & esquerda do funtor G[—]].

Samuel Quirino
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Adjungao contravariante para PAlg
Adjuncdo covariante para PAlg
FIM

Consid. Ses finais
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