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CONSIDERACOES INICIAIS

S = (S, <) um conjunto parcialmente ordenado - poset: um
conjunto S e uma ordem parcial <, i.e. uma relacfo binaria satis-
fazendo:

m reflexividade: a < a
m antissimetria:a <beb<a — a=b>b

m transitividade:a <beb=<c = a =<c

Observagdo

Nem todos os elementos de S precisam ser comparaveis.

Diagrama de Hasse: os pontos sdo os elementosde Seie — o j
sei < jendoexistet € Stalquei <t < j.
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CONSIDERACOES INICIAIS

S = {1, 2, 3 incomparéaveis}.

S 1 e 2 3 e

S={1<23<4,5<6}=(2202).
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N

1

Gustavo Peres Filbrich (IME - USP) Representacdes de Posets ABRIL DE 2021



CONSIDERACOES INICIAIS

S = {2, {x}, {y}. {z}. {x.¥}. {x. 2}, {y. 2}, {x,y. 2}} com ordem
parcial < dada pela inclusdo C (i.e. A< B < A C B).

{x,y,z}

{x.y} o {x.z} o {y.z} o

{x} o ) e {2}, o

Q
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Representagdes Matriciais
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REPRESENTA(;C)ES MATRICIAIS

De agora em diante:
m Fixados k um corpoe S = (S, <) um poset finito.
m Elementos de S denotados por {1,...,n}.

Definicao

Uma k—representacdo matricial de S é uma matriz em blocos

A=[ A1 |...] An 1}san
N—— N——
S1 Sn

para As,...,A, matrizes com coeficientes em k e 0 < §1,...,Sp+1
numeros inteiros.
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REPRESENTA(;C)ES MATRICIAIS

O conjunto Matg de todas as representacdes matriciais de S é fe-
chado com relacio a2 soma direta dada por

, (A o
A@A‘[o Al 0 A,

..lA, o ]

Chamamos de Gs o conjunto das composicdes de transformacdes
elementares dos seguintes tipos:

m simultineas entre linhas;
m entre colunas de cada bloco;

m paratodoi < j, as que adicionam uma coluna do i-ésimo
bloco a uma coluna do j-ésimo bloco.
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REPRESENTA(;C)ES MATRICIAIS

A é Gs-equivalente a B (denotado A ~g, B) quando B pode ser
obtida a partir de A por meio de uma sequéncia de transformacoes
em Gs U G

Problema matricial: denotado (Mats, Gs), classificar indecom-
poniveis em Matg/~g;.

(Matg, Gs) pode ser visto como uma categoria:

m objetos sdo matrizes em Matg

m morfismos sdo pares de matrizes (C, D) onde C € Gl(sy41, k)
eD e Gl(s; +...+ sy, k) é composicdo de matrizes
elementares correspondendo as transformacdes elementares
de tipo 2 e 3 na definicao de Gs.
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REPRESENTA(;C)ES MATRICIAIS

Aditivisacido de Matg é a categoria Matgd em que:
m objetos sdo sistemas V' = (V;;tj) = (V1,..., Vi1 b1, .. tn}

m um morfismo entre V e V’ € um par de mapas k-lineares
(9, gn+1) tal que o diagrama comuta:

)
Vie.. oV, — 2 Vo

QT Tgnﬂ
()

J
Vie..eV, — v/,
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REPRESENTA(;C)ES MATRICIAIS

Imersdo de categorias: q : Mats — Matgd.

S1
ke,
. A]
qA): kS —— k1 A=[ A1 |...| Ap ]}swa € Matg
: An N—— N——
: S1 Sn
ks

Lema

mA~g BemMats < q(A) = q(B)

m A indecomponivel em (Mats,Gs) < q(A) indecomponivel
em Mat‘S’d
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Representagdes por Subespacos
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REPRESENTACOES POR SUBESPACOS

Uma representacdo de S por subespacos é um sistema
V = (Vo ;Vi)ies em que:

m Vy é um k-espaco vetorial de dimensdo finita
m V; é subespaco vetorial de Vi para todo i € S
mi<j= ViCV;

Vo é chamado de espaco ambiente.

Um morfismo entre representacoes V e V’ ¢ um mapa k-linear
g:Vo— Vjtalque g(V;) C V/ paratodoi € S.
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REPRESENTACOES POR SUBESPACOS

2 e 4 e 6 e
S N
1 e 3 e 5 e
(e1,e2) (e2,e3) (e2)
v: ] ] ]
(e1+e2) (e3) 0
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REPRESENTACOES POR SUBESPACOS

Denotada por 8pg a categoria cujos

m objetos sdo todas as representacdes de S por subespacos

m morfismos sio todos os morfismos entre representagdes.

Soma direta entre V, V'’ € 8pg:

VeV :i=VooV;VieV)es

V € 8ps € chamada indecomponivel se 0 e V' sdo seus tnicos so-
mandos diretos.
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REPRESENTACOES POR SUBESPACOS

Ind(8pg) denota um conjunto de representantes das classes de iso-
morfismo dos objetos indecomponiveis de 3pg.

Dizemos que S é

m de tipo finito de representacio se Ind(8py) € finito;
m de tipo infinito de representacao se Ind(8py) € infinito.
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Funtor Reducio
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FUNTOR REDUCAO

Conexdo entre representacdes matriciais de S e representacées de S
por subespacos: funtor reducio H : Matgd — 3pg

m definido nos objetos:
U: (Uls-'-aUn+1;t1a~~~7tn) |_)H(U) :V: (VO;V])]GS
Vo := Unn
Vj:=Im @Ui i) Uppp=W|paraj=1,...,n
i<j
m e nos morfismos:

(9,9n+1) : V' — V mapaem Matgd = gn+1(Vj’) cV;

definimos H(g,gn+1) 1= gns
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FUNTOR REDUCAO

Denotamos por k(@), k(j " 0) e k(i) os seguintes objetos indecom-
poniveis em Mats"d:

0 0 0

" id

k@2): 0—k k(j/0): k—o0  kG): k“Sk

A uma categoria aditiva e 7 um conjunto de objetos de A, [I] é 0
ideal bilateral na categoria A que consiste em todos os morfismos
que se fatoram através de uma soma direta de objetos de 7.
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FUNTOR REDUCAO

Teorema

Para (Matsad)o a subcategoria plena de Matsad consistindo em objetos
que ndo possuem somandos da forma K(1 /' 0),...,K(n / 0),
entdo H induz uma equivaléncia de representacées

Hy : (Matd%)y — 3pg
e uma equivaléncia de categorias

Matd®/[K(1 /0),...,K(n / 0)] = 8pg
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Diferenciagdo: Elemento Maximal
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

Largura do poset: @(S) é o maior numero de elementos incom-
paraveis 2 a 2.

S: [ ] [ ] > [ ] :w(s):l
n

Outra caracterizacdo: tamanho da maior anticadeia em S.
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

iV:={jeS|j<i}paraieSs.

Definicdo

Dado ¢ € S elemento maximal tal que w(S \ ¢¥) < 2, definimos um
novo poset:

8.S := (S \ {c}) U{r vs|r,s,cincompardveis em S}
com relacdo < em 0.S dada da seguinte maneira:

m mantendo-se as relacoes entre elementos que jd estavam em S
mt<sVr & t<sout=<r
BrVs<t & r<tes=<t

mrVvs<r'vs e (r<r'our=<s)e(s<rous=<s).
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

Exemplo

1v2 e

0sS : 1 e 2 e
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

3V6 e

Wl
d e N
NN
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

Teorema (Nazarova & Roiter)

Sew(S) < 3ec € S éum elemento maximal, entdo:

B S e d.S sdo de mesmo tipo de representacdo;
m #Ind(Mat;,s) < #Ind(Mats) no caso em que ambos sdo finitos.

Corolario

S é de tipo finito de representacio <= w(S) < 3 e o processo de
diferenciacdo com relacdo a um elemento maximal reduz S ao poset
vazio em um nitmero finito de passos.
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

1v2
()
L[] () 93 o ° O1va [} ° 01 ° 7 (%)
(i [— = —
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

Exemplo (Continuacao)

3

v e—— e O
— e —— e N

93v6 o 9 (]
(g
3
3v5
.
93v6 . . 93vs ° ° '5_1) '5_3) 1%}
3 3

Gustavo Peres Filbrich (IME - USP) Representacdes de Posets ABRIL DE 2021



DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

5 1v2
° °
S ° ° ° — aSS; ° ° ° °
2 3 1
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DIFERENCIAQAOZ ELEMENTO MAXIMAL

Interpretacdo categorica da diferenciacdo: Funtor Diferenciacao

0 :8ps — 8Pa.s

= nos objetos: 9.(V) := V' = (V{;V))jess

V=V,
Vi=VenV; sejes
Vis=Ven (Ve + V) se r, s incomparaveis em .S

m enos morfismos: f: V — Wem 8p;, = fv)) cwj

— f define um mapa 9,(f) : 3.(V) — 9.(W)
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

1v2
/N
S: e . ° — 03S: e .
(e1 +e2)
V: (e1) (enex) (e1+e) +— 3(V): 0 (e1+e2)
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

(8ps)c denota subcategoria plena de $pg que consiste das represen-
tacoes que nio tém somando V = (Vy; V;);es com V, = 0.

Teorema (Gabriel)
S finito, ¢ € S maximal, w(S \ ¢¥) < 2 e d.(S) o diferencial de S com
respeito a c.
m 0. : 8pg — 8p,, s ¢ aditivo, pleno e denso - i.e. para todo
W € 8p;,s existe algum V' € 3pg tal que W = 9.(V).
B f:V — W mapaem (3pg). é isomorfismo <= 0O.(f) é
isomorfismo.
m #Ind(8pg) = #Ind(8p,,5) + (0.5 \ c¥|+1
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DIFERENCIAQAOI ELEMENTO MAXIMAL

Teorema (Kleiner)

Dado S um poset finito, $pg € de tipo finito de representacdo se e so-
mente se S ndo contém os subposets criticos de Kleiner:

1]

Ki=(1,1,1,1): o o o o K, =(2,2,2):

*e—> 00— 00— 00— 0

i
I

o — 00— 0
e —> 0

K3=(1,3,3): o Ks5=(1,2,5): o
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