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Considerações Iniciais

S ≡ (S, �) um conjunto parcialmente ordenado – poset: um
conjunto S e uma ordem parcial �, i.e. uma relação binária satis-
fazendo:

re�exividade: a � a

antissimetria: a � b e b � a =⇒ a = b

transitividade: a � b e b � c =⇒ a � c

Observação

Nem todos os elementos de S precisam ser comparáveis.

Diagrama de Hasse: os pontos são os elementos de S e h • −→ • i
se h ≺ i e não existe s ∈ S tal que h ≺ s ≺ i.
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Considerações Iniciais

Exemplo

S = {1, 2, 3 incomparáveis}.

S: •1 •2 •3

Exemplo

S = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6} = (2, 2, 2).

S:

•1

•2

•3

•4

•5

•6
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Considerações Iniciais

Exemplo

S = {∅, {w}, {x}, {y}, {w, x}, {w, y}, {x, y}, {w, x, y}} com ordem
parcial � dada pela inclusão ⊆ (i.e. A ≺ B ⇐⇒ A ⊂ B).

S :

•
∅

•{w} •{x} •{y}

•{w, x} •{w, y} •{x, y}

•
{w, x, y}
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Representações Matriciais

De agora em diante:
Fixados j um corpo e S ≡ (S, �) um poset �nito.
Elementos de S denotados por {1, . . . ,m}.

De�nição

Uma j−representação matricial de S é uma matriz em blocos

A = [ A1︸︷︷︸
r1

| . . . | Am︸︷︷︸
rm

]
}
rm+1

para A1, . . . ,Am matrizes com coe�cientes em j e 0 ≤ r1, . . . , rm+1
números inteiros.
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Representações Matriciais

O conjunto MatS de todas as representações matriciais de S é fe-
chado com relação à soma direta dada por

A ⊕ A′ =

[
A1 0 . . . Am 0
0 A′1 . . . 0 A′m

]
.

Chamamos de GS o conjunto das composições de transformações
elementares dos seguintes tipos:

simultâneas entre linhas;
entre colunas de cada bloco;
para todo h � i, as que adicionam uma coluna do h-ésimo
bloco a uma coluna do i-ésimo bloco.
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Representações Matriciais

A é GS-equivalente a B (denotado A ∼GS B) quando B pode ser
obtida a partir de A por meio de uma sequência de transformações
em GS ∪ G−1S .

Problema matricial: denotado (MatS ,GS), classi�car indecom-
poníveis em MatS/∼GS .

(MatS ,GS) pode ser visto como uma categoria:

objetos são matrizes em MatS
mor�smos são pares de matrizes (C,D) onde C ∈ Gl(rm+1, j)
e D ∈ Gl(r1 + . . . + rm, j) é composição de matrizes
elementares correspondendo às transformações elementares
de tipo 2 e 3 na de�nição de GS .
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Representações Matriciais

Aditivisação de MatS é a categoria MatadS em que:
objetos são sistemas V = (Vh ; si) = (V1, . . . ,Vm+1 ; s1, . . . sm}

V1
...

Vh
...

Vm

Vm+1

s1

sh

sm

ummor�smo entre V e V ′ é um par de mapas j-lineares
(g, gm+1) tal que o diagrama comuta:

V1 ⊕ . . . ⊕ Vm

V ′1 ⊕ . . . ⊕ V ′m

Vm+1

V ′m+1

g gm+1

(si )

(s′i )
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Representações Matriciais

Imersão de categorias: p : Mat S −→ Mat adS .

p(A) :

jr1
...

jri
...

jrm

jrm+1

A1

Ai

Am

A = [ A1︸︷︷︸
r1

| . . . | Am︸︷︷︸
rm

]
}
rm+1 ∈ Mat S

Lema

A ∼GS B em Mat S ⇐⇒ p(A) � p(B)
A indecomponível em (Mat S ,GS) ⇐⇒ p(A) indecomponível
em Mat adS
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Representações por Subespaços

De�nição

Uma representação de S por subespaços é um sistema
V = (V0 ;Vh)h∈S em que:

V0 é um j-espaço vetorial de dimensão �nita
Vh é subespaço vetorial de V0 para todo h ∈ S
h � i =⇒ Vh ⊆ Vi

V0 é chamado de espaço ambiente.

Um mor�smo entre representações V e V ′ é um mapa j-linear
g : V0 −→ V ′0 tal que g(Vh) ⊆ V ′h para todo h ∈ S.

Gustavo Peres Filbrich (IME - USP) Representações de Posets Abril de 2021 13 / 37



Representações por Subespaços

Exemplo

S:

•1

•2

•3

•4

•5

•6

V:

〈e1 + e2〉

〈e1, e2〉

〈e3〉

〈e2, e3〉

0

〈e2〉

〈e1, e2, e3〉
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Representações por Subespaços

Denotada por ¿¼S a categoria cujos

objetos são todas as representações de S por subespaços
mor�smos são todos os mor�smos entre representações.

Soma direta entre V,V ′ ∈ ¿¼S :

V ⊕ V ′ := (V0 ⊕ V ′0 ;Vh ⊕ V ′h )h∈S

V ∈ ¿¼S é chamada indecomponível se 0 e V são seus únicos so-
mandos diretos.
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Representações por Subespaços

Ind(¿¼S) denota um conjunto de representantes das classes de iso-
mor�smo dos objetos indecomponíveis de ¿¼S .

Dizemos que S é

de tipo �nito de representação se Ind(¿¼S) é �nito;
de tipo in�nito de representação se Ind(¿¼S) é in�nito.
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Funtor Redução

Conexão entre representações matriciais de S e representações de S
por subespaços: funtor reduçãoH : MatadS −→ ¿¼S

de�nido nos objetos:

U = (U1, . . . ,Um+1 ; s1, . . . , sm) ↦−→ H (U) = V = (V0 ;Vi)i∈S
V0 := Um+1

Vi := Im
©­«
⊕
h�i

Uh
sh−→ Um+1 = V0

ª®¬ para i = 1, . . . ,m

e nosmor�smos:

(g, gm+1) : V ′ −→ V mapa emMatadS =⇒ gm+1(V ′i ) ⊆ Vi

de�nimosH (g, gm+1) := gm+1
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Funtor Redução

Denotamos por j(∅), j(i ↗ 0) e j(h) os seguintes objetos indecom-
poníveis em Mat adS :

j(∅) : 0

...

0

...

0

j j(i ↗ 0) : j

...

0

...

0

0 j(h) : j

...

0

...

0

j
hd

A uma categoria aditiva e I um conjunto de objetos de A, [I] é o
ideal bilateral na categoria A que consiste em todos os mor�smos
que se fatoram através de uma soma direta de objetos de I.
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Funtor Redução

Teorema
Para (Mat adS )0 a subcategoria plena deMat

ad
S consistindo em objetos

que não possuem somandos da forma K (1 ↗ 0), . . . ,K (m ↗ 0),
entãoH induz uma equivalência de representações

H0 : (Mat adS )0 −→ ¿¼S

e uma equivalência de categorias

Mat adS /[K (1↗ 0), . . . ,K (m↗ 0)] � ¿¼S
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Diferenciação: Elemento Maximal

Largura do poset: ((S) é o maior número de elementos incom-
paráveis 2 a 2.

Exemplo

S : •
1

•
2

. . . •
m

=⇒ ((S) = 1

Outra caracterização: tamanho da maior anticadeia em S.
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

S : •

•

•

•

•

. . .

. . .

•

•

•

=⇒ ((S) = 2
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Diferenciação: Elemento Maximal

h5 := {i ∈ S | i � h} para h ∈ S.

De�nição

Dado c ∈ S elemento maximal tal que ((S \ c5) ≤ 2, de�nimos um
novo poset:

)cS :=
(
S \ {c}

)
∪ {q ∨ r | q, r, c incomparáveis em S}

com relação � em )cS dada da seguinte maneira:

mantendo-se as relações entre elementos que já estavam em S

s � r ∨ q ⇐⇒ s � r ou s � q

q ∨ r � s ⇐⇒ q � s e r � s

q ∨ r � q′ ∨ r′ ⇐⇒
(
q � q′ ou q � r′

)
e
(
r � q′ ou r � r′

)
.
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

S : •1 •2 •3

)3S : •1 •2

•1 ∨ 2
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

S : •1 •2

•3

•4

•5

•6

)1S : •6

•5

•4 •2

•3•2 ∨ 4

•2 ∨ 5

•2 ∨ 6

•3 ∨ 4

•3 ∨ 5

•3 ∨ 6
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Diferenciação: Elemento Maximal

Teorema (Nazarova & Roiter)
Se ((S) ≤ 3 e c ∈ S é um elemento maximal, então:

S e )cS são de mesmo tipo de representação;
#Ind(Mat )cS) < #Ind(Mat S) no caso em que ambos são �nitos.

Corolário
S é de tipo �nito de representação ⇐⇒ ((S) ≤ 3 e o processo de
diferenciação com relação a um elemento maximal reduz S ao poset
vazio em um número �nito de passos.
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

•
1

•
2

•
3

)3↦−→ •
1

•
2

•
1 ∨ 2

)1∨2↦−−−→ •
1

•
2

)1↦−→ •
2

)2↦−→ ∅
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

•
5

•
6

•
1

•
2

•
3

•
4

)4↦−→ •3 •6

•5

•6 ∨ 2

•5 ∨ 2

•2

•1

)6∨2↦−−−→

•3 •6

•5

•5 ∨ 2

•2

•1

)5∨2↦−−−→ •3

•3 ∨ 6

•6

•5 •1

•2
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo (Continuação)

)3∨6↦−−−→ •
3

•
5

•
6

•
1

•
2

)2↦−→ •
1

•
3

• 3 ∨ 5

•
3 ∨ 6

)3∨6↦−−−→ •
1

•
3

•
3 ∨ 5

)3∨5↦−−−→ •
1

•
3

)1↦−→ •
3

)3↦−→ ∅
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

S : •
1

•
2

•
3

•
4

•
5

↦−→ )5S : •
1

•
2

•
3

•
4

•
1 ∨ 2
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Diferenciação: Elemento Maximal

Interpretação categórica da diferenciação: Funtor Diferenciação

∂c : ¿¼S −→ ¿¼)cS

nos objetos: ∂c (V) := V ′ = (V ′0 ;V ′i )i∈)cS

V ′0 = Vc

V ′i = Vc ∩ Vi se i ∈ S
V ′q∨r = Vc ∩ (Vq + Vr) se q, r incomparáveis em )cS

e nosmor�smos: f : V −→W em ¿¼S =⇒ f(V ′i ) ⊆ W ′
i

=⇒ f de�ne um mapa ∂c (f) : ∂c (V) −→ ∂c (W)
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Diferenciação: Elemento Maximal

Exemplo

S : •
1

•
2

•
3

↦−→ )3S : •
1

•
2

•
1 ∨ 2

V :

〈e1, e2〉

〈e1〉 〈e1, e2〉 〈e1 + e2〉 ↦−→ ∂3(V) :

〈e1 + e2〉

0 〈e1 + e2〉

〈e1 + e2〉
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Diferenciação: Elemento Maximal

(¿¼S)c denota subcategoria plena de ¿¼S que consiste das represen-
tações que não têm somando V = (V0 ;Vh)h∈S com Vc = 0.

Teorema (Gabriel)
S �nito, c ∈ S maximal, ((S \ c5) ≤ 2 e )c (S) o diferencial de S com
respeito a c.

∂c : ¿¼S −→ ¿¼)cS é aditivo, pleno e denso – i.e. para todo
W ∈ ¿¼)cS existe algum V ∈ ¿¼S tal queW � ∂c(V).
f : V −→W mapa em (¿¼S)c é isomor�smo ⇐⇒ ∂c(f) é
isomor�smo.
#Ind(¿¼S) = #Ind(¿¼)cS) + |)cS \ c

5 | + 1
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Diferenciação: Elemento Maximal

Teorema (Kleiner)
Dado S um poset �nito, ¿¼S é de tipo �nito de representação se e so-
mente se S não contém os subposets críticos de Kleiner:

K1 = (1, 1, 1, 1) : • • • • K2 = (2, 2, 2) : •

•

•

•

•

•

K3 = (1, 3, 3) : • •

•

•

•

•

•

K4 = (N, 4) : •

•

•

•

•

•

•

•

K5 = (1, 2, 5) : • •

•

•

•

•

•

•
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