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O que faremos?
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Historico

1925: Homologia sdo grupos abelianos (E. Noether)

1945: G. Hochschild define cohomologia de dlgebras associativas.
1956: H. Cartan & S. Eilenberg definem através dos funtores Ext
e Tor.
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Notacoes

e k é um corpo arbitrario
e A é uma k-dlgebra

e M é um A-bimdédulo

e Q=
e A9 =A®...0 A (q vezes)
o A0 — &
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Homologia de Hochschild

Tome o complexo de cadeias (de k-espacos vetoriais)

02 M. & Mo A% &L g ASTH
onde a operador de bordo 4 é dado por

0g(m® a1 ®...®aq) =ma1 @ ...RQ ag+
q—1
—i—Z(—l)'m@ A®...Qaa4+1®
i=1

+(-1)%agm® a1 ® ... ® ag—1
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Homologia de Hochschild

Definicao
A homologia de Hochschild do par (A, M) é a homologia do
complexo acima, isto é,

HHg(A, M) = m.

Também usaremos a notagdo HH,(A) := HHq(A, A).
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Homologia de grau 0

Por exemplo, temos que HHy(A, M) = ker(dp)/Im(01), onde
Op=0edi: M® A — M é tal que

O1(m® a) = ma— am

Logo:

Proposicao
HHo(A, M) = M/[A, M].
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Exemplos da homologia

k, n=20
¢ HH"(k):{o n>0

© HH,(k[x]) = {g[f}; "o

® Se @ n3do tem ciclos orientados, ent3o

k@ n=0
W) E {o n>0
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Exemplos da homologia

® Se char(k) t m, entdo

kix]\ o J kIxl/(x™), n=0
HHn(W) = {k[x]/(xm_l), n>0

® Se char(k) | m, entdo

HH,(k[x]/(x™)) = k[x]/(x™) Vn.
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Através do Ext e Tor

Temos a dlgebra envelopante A ® A°P.

Teorema

Enxergando M como um (A ® A°P)-mddulo a direita, a homologia
de Hochschild satisfaz o seguinte isomorfismo:

HHg(A, M) = Torj®4" (M, A).
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Através do Ext e Tor

Definicao
Enxergando M como um (A ® A°)-médulo a esquerda, a
cohomologia dada por

HH* (A, M) := Extlys a0 (A, M)

é chamada de cohomologia de Hochschild.

Proposicao
HHO(A,M) = {m € M: am = ma} =: MA
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Notacoes

e A-Mod é a categoria dos A-mddulos a esquerda.
e Mod-A é a categoria dos A-mdédulos a direita.

e B-Bimod-A é a categoria dos B-A-bimédulos, com B agindo
a esquerda e A agindo a direita.
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Equivaléncia de Morita

Definicao

Dizemos que dois anéis A e B sao Morita-equivalentes se suas

categorias de médulos A-Mod e B-Mod sao equivalentes.

Exemplo

Para todo n > 1, vale que A e M,(A) sdo Morita-equivalentes.

Definicao
Um A-médulo P é dito um gerador se todo A-mddulo é isomorfo

a um quociente de uma soma direta de cépias de P.
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Equivaléncia de Morita

Definicao

Um A-médulo é dito um progerador se ele é um

gerador
projetivo

finitamente gerado.

Exemplo

A é um progerador em A-Mod, pois todo A-médulo é quociente de
um mdédulo livre:

Q

M
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Equivaléncia de Morita

Teorema
Sendo A e B anéis, temos as equivaléncias:

@ A e B sdo Morita-equivalentes.

@ Existe um progerador P € Mod-A tal que B = Enda(P).

@ Existem bimédulos P € B-Bimod-A e Q € A-Bimod-B tais
que Pop Q=B eQ®gPX=A.
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Equivaléncia de Morita

Esbogo da demonstracao.
(1) = (2) : Tome uma equivaléncia de categorias
F: Mod-B — Mod-A. Dado que B é um progerador, pode-se
provar que F(B) também é um progerador em A-Mod. E dado o
isomorfismo
Endg(B) = B
f—f(1)

podemos chegar que

B = Endg(B) = Enda(F(B)).

Guilherme Hochschild



Contexto
Definicdo
Invaridncia de Morita

Equivaléncia de Morita

Esboco da demonstracao.

(2) = (3) : Tomando o progerador P (de Mod-A), podemos dar a
ele uma estrutura de B-A-bimdédulo usando o isomorfismo
B = Enda(P) e que Enda(P) age em P a esquerda:

b-p:=b(p), be Enda(P), peP

Agora, o bimédulo “inverso” de P é definido por
Q := Homp(P, A), com a seguintes a¢cdes de A e de
Enda(P) & B:

(a-q)(p) == aq(p)
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Equivaléncia de Morita

Esboco da demonstracao.

(2) = (3) : Tomando o progerador P (de Mod-A), podemos dar a
ele uma estrutura de B-A-bimdédulo usando o isomorfismo
B = Enda(P) e que Enda(P) age em P a esquerda:

b-p:=b(p), be Enda(P), peP

Agora, o bimédulo “inverso” de P é definido por
Q := Homp(P, A), com a seguintes a¢cdes de A e de
Enda(P) & B:

(a-q)(p) == aq(p)

(g - b)(p) := (g b)(p)
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Equivaléncia de Morita

Esboco da demonstracido.

(3) = (1) : O seguinte par de funtores formam uma equivaléncia
de categorias:
P®s—: A-Mod — B-Mod

Q ®g —: B-Mod — A-Mod,
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Equivaléncia de Morita

Esboco da demonstracido.

(3) = (1) : O seguinte par de funtores formam uma equivaléncia
de categorias:
P®s—: A-Mod — B-Mod

Q ®g —: B-Mod — A-Mod,

pois

Q(@B (P@)A —) = (Q XB P) Rp— = A@)A — = idA—I\/Iod-
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Invariancia

Teorema

A (co)homologia de Hochschild é Morita-invariante. Isto é: se A e

B sio k-dlgebras Morita-equivalentes, entdo HH,(A) = HH.(B) e
HH*(A) = HH*(B).
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Invariancia

Esboco da demonstracao

Tome os funtores
P®as— R4 Q: A-Bimod — B-Bimod

QR ®p — ®g P: B-Bimod — A-Bimod.

Esses funtores levam resolucdo projetiva em resolucdo projetiva,
pois

sdo funtores exatos, ja que P e Q podem ser escolhidos como
projetivos.

Guilherme Hochschild



Contexto
Definicdo
Invaridncia de Morita

Invariancia

Esboco da demonstracao

Tome os funtores
P®as— R4 Q: A-Bimod — B-Bimod

QR ®p — ®g P: B-Bimod — A-Bimod.

Esses funtores levam resolucdo projetiva em resolucdo projetiva,
pois

sdo funtores exatos, ja que P e Q podem ser escolhidos como
projetivos.

levam mddulo projetivo em projetivo.
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Invariancia

Esboco da demonstracao

Com mais (muitos) detalhes, prova-se que os grupos de homologia:

> Extagacr (A, A) e Extggpoer (B, B) sdo isomorfos.
Torf‘z’Aop(A, A)e ToerBoP(B, B) sdo isomorfos.
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Invariancia

Coroldrio

Se A e B sdo k-dlgebras Morita-equivalentes, entdo seus centros
sdo isomorfos.

Demonstracao
Basta lembrar que HH(A) é o centro de A.

Coroldrio
Duas algebras comutativas sdo Morita-equivalentes se, e somente

se, elas sdo isomorfas.
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