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O que faremos?

@ Dimensio global de Anéis Noetherianos

© Anéis semi-primarios

© Produto tensorial
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O artigo

Auslander, Maurice, On the dimension of Modules and
Algebras (I11), 1955.
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Notacoes

@ R é um anel associativo com unidade

@ /.pd é a dimensdo projetiva de um mddulo a esquerda e r.pd a
de um médulo a direita.

e /.gldim(R) é a dimens3o global a esquerda de R, isto é, o
supremo das dimensdes projetivas de seus médulos a esquerda

o r.gldim é a dimensao global a direita
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

Simplificando a dim. global

Teorema
Vale que:

l.gldim(R) = sup l.pdr(B) = sup l.pdg(R/1),
B /

onde os supremos sdo tomados para B variando entre os
R-mddulos a esquerda gerados por um elemento e | variando entre
todos os ideais a esquerda de R.

Corolario

Se R ndo é semissimples, entdo I.gldim(R) = 1+ sup, I.pdgl
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

A dimens3o fraca

Um médulo a esquerda M é dito plano se — ®r M é um funtor
exato.

Definicao

A dimensao fraca de um R-mddulo a esquerda M é o menor
nimero n para o qual existe existe uma resolucao de M por
médulos planos cujo comprimento é n:

O—F,—... 2 Fp—>M—=0

Denotamos por /.wd(M).
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

A dimens3o fraca

Proposi¢cdo (Rotman 8.17)

Sobre um R-mdédulo 3 esquerda M, é equivalente
Q /l.wd(M)<n
Q@ Tor(N, M) = 0 para todo R-mddulo 3 direita N.

Tomando o supremo dentre todos os M, temos definida a
dimensao global fraca w.gldim(R).
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

N3ao é tao fraca assim

Teorema (Auslander)

Se R é noetheriano a esquerda, entdo |.gldim(R) = w.gldim(R).

Como relacionar Tor com Ext? Ou ser projetivo com ser plano?
Proposicao

Para todo R-mddulo a esquerda M, vale que |.wd(M) < [.pd(M).

Basta lembrar que todo médulo projetivo é plano. O
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

N3ao é tao fraca assim

Definicao

Um R-médulo M é finitamente apresentavel se existe uma
sequéncia exata R™ — R™ — M — 0. Ou, equivalentemente, se M
é da forma R"/Q, onde Q é um mddulo finitamente gerado.

A\

Teorema

Para médulos finitamente apresentaveis, € equivalente ser projetivo
e ser plano.

.
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

N3ao é tao fraca assim

Coroldrio (Rotman 3.57)

Se R € noetheriano a esquerda e M é R-mddulo a esquerda plano
e finitamente gerado, entdo M é projetivo.

Basta ver que todo R-mddulo a esquerda finitamente gerado é

finitamente apresentavel . D)

Teorema

Se R € noetheriano a esquerda e M é R-mddulo a esquerda
finitamente gerado, entdo |.wd(M) = I.pd(M).

&
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Dimens3o global de Anéis Noetherianos

N3ao é tao fraca assim

prova do teorema do Auslander:

O primeiro teorema que vimos hoje nos diz que a dimens3o global
pode ser tomada pelo supremo de médulos M f.g. Pode-se provar
que o mesmo também vale para a dimens3o fraca. Logo:

l.gldim(R) = sup [.pd(M) = sup l.wd(M) = w.gldim(R).
M f.g M f.g

Corolario

Se R € bilateralmente noetheriano, entdo
l.gldim(R) = w.gldim(R) = r.gldim(R).
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Anéis semi-primarios

Anéis semi-primarios

Definicao
Um anel R é dito semi-primdrio se o seu radical de Jacobson
J(R) é nilpotente e se R = R/J(R) é um anel semssimples.

@ Todo anel artiniano é semi-primario.

@ Se J(R) =0 e R n3o é semissimples, entdo R ndo é
semi-primario.
o 7Z e k[x] ndo sdo semi-primarios.
@ k[[x]] ndo é semi-primario, pois J(k[[x]]) = (x) ndo é
nilpotente.
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Anéis semi-primarios

Anéis semi-primarios

Teorema (Hopkins-Levitzki, 1939)

Se R é semi-primdrio, entdo € equivalente para um R-médulo M:
@ M ¢€ artiniano
@ M € noetheriano

@ M admite uma série de composicao

Corolario

Q@ R € artiniano (a esquerda) se, e somente se, é noetheriano (a
esquerda) e semi-primdrio

@ Se R for artiniano a esquerda, entdo R-mod é uma categoria
Krull-Schmidt.
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Anéis semi-primarios

Anéis semi-primarios: médulos simples

Se R = R/J(R) é semissimples, entdo todo R-mddulo simples é
somando direto de R.

Sendo S um R-mddulo simples e 0 # s € S, temos que
S = R/anng(s) = R/anng(s).

Assim, S é um R-médulo simples e somando direto de R (podendo
ser visto como médulo sobre R ou sobre R). Ol

v
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Anéis semi-primarios

Dimensoes de mddulos

Proposicao

Se R é semi-primdrio e R = R/J(R), entdo é equivalente para um
R-médulo M a esquerda:

TorR(R, M) = 0.
TorR(S, M) = 0 para todo médulo 3 direita simples S.
l.wd(M) < n.

Exth(M,R) = 0.
Eztp(M,S) = 0 para todo médulo a esquerda simples S.
l.pd(M) < n.

©000O06CO0
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Anéis semi-primarios

Dimensoes de mddulos

Esboco da demonstracido.

a) = b) e d) = e) seguem do lema anterior e do fato que Ext e
Tor comutam com somas diretas.

f) = a) segue do fato geral de que /.pd(M) > wd(M).

Vejamos ¢) = d): usando um resultado do livro do Cartan e do
Eilenberg, temos que, se | é um Z-mddulo injetivo, entdo, para
todo N mddulo a direita,

Ext®(M, Homgz (N, 1)) = Homgz(TorR(N, M), I

Assim, se vale c), entdo Ext(M, Homgz(N, 1)) = 0. O
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Anéis semi-primarios

Dimensoes de mddulos

Esboco da demonstracao.

Tome / tal que R pode ser mergulhado em | como grupo abeliano,
entao

R — Homz(ﬁ, /)
a— (fhr—r-a)
é um R-monomorfismo.
Dado que R é semissimples, temos que R é somando direto de

Homz(R,!). Logo, usando N = R e que Ext(M, —) preserva
somas diretas, podemos concluir que

Exth(M,R) =0

_u
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Anéis semi-primarios

Dimensao global de anéis semi-primarios

Corolario

Se R é um anel semi-primdrio, entio
l.gldim(R) = w.gldim(R) = r.gldim(R).

\

Teorema

Se R é semi-primdrio e R = R/J(R), entdo

gldim(R) =I.pdgr(R)
=1+ l.pdr(J(R))
=ap I.pdr(S),

onde o supremo € tomado sobre todos os R-mddulos simples S.
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Anéis semi-primarios

Dimensao global de anéis semi-primarios

Corolario

Se R é um anel semi-primdrio e R = R/J(R), entdo é equivalente:

Q gldim(R) <n
Q Exth(R,R)=0
Q@ ToR(R,R)=0
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Produto tensorial

Dimensao global do produto tensorial

Teorema

Se A e B sdo k-dlgebras, entio
w.gldim(A ® B) > w.gldim(A) + w.gldim(B).

Se assumirmos que A e B s3o semi-primarias e A® B é
semissimples, entdo A ® B € semi-primaria e

gldim(A @ B) = gldim(A) + gldim(B).
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Produto tensorial

Dimensao global do produto tensorial

Um resultado do livro do Cartan e Eilenberg diz que

Z TOI";(Ml, N1)®TOI‘§(M2, N2) = TOI“',?®B(M1 QR My, Ny ® N2)
p+q=n

para todo n > 0. Assim, se w.gldim(A) + w.gldim(B) > n, entdo
existem My, Ny, M>, N, tais que

Torj(My, Ny) # 0, Tors (Mz, N2) # 0
com p + g = n, entao
Tor2¥B(My @ My, Ny @ No) # 0

e, portanto, w.gldim(A® B) > n.
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Produto tensorial

Dimensao global do produto tensorial

Para o caso semi-primario, temos o seguinte isomorfismo

A® B _ A B
JA @B+A=JB)  JA) CIB)

=A®B,

onde pode-se notar que J(A) ® B+ A® J(B) € nilpotente. Usando
que A® B é semissimples, chega-se que A ® B é semi-primdria.
Agora, pelo ultimo corolario e o fato que

> Torj(A,A) ® Torj (B, B) = Tor,?(A® B, A B)
p+q=n

para todo n > 0, temos a conclusido.
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Produto tensorial
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