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Relembrando...

Um quiver € um grafo orientado.
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Relembrando...

Um quiver € um grafo orientado.

Notagdo: Q = (Qu, Q1, s, 1)
[ s&o os ;
m Qj séo as arestas;
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Relembrando...

Um quiver € um grafo orientado.

Notagdo: Q = (Qp, Q1, s, 1)
[ s&o os ;
m Qj séo as arestas;

m Orientacdo dada por s,t: Q; — Qu:
o € Qq saide e chega em
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Relembrando...

Um quiver € um grafo orientado.

Notacdo: Q = (Qp, Qy, S, t)
[ | Sao 0s ;
m Q sdo as arestas;
m Orientacdo dada por s,t: Q; — Qu:
o € Qq saide e chega em

Q sem a orientacédo é denotado por I'(Q).
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Convencoes

m k é um corpo algebricamente fechado.
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Convencoes

m k € um corpo algebricamente fechado.

m Todos os espagos vetoriais tém dimensao finita.

m Todos os quivers sao finitos e conexos.

m Grafos de Dynkin sdo os grafos de tipo A, D ou E:
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Convencoes

m k € um corpo algebricamente fechado.

m Todos os espagos vetoriais tém dimensao finita.

m Todos os quivers sao finitos e conexos.

m Grafos de Dynkin sdo os grafos de tipo A, D ou E:

o
o

o Ap, n=0: ;

o Dp,n>=4:

-0

2 n—-3 n-2
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Convencoes

o

<>E6:O o
o

<>E7:O o
o

<>E8:O
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Relembrando...
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Relembrando...

V é uma representacdo de Q se associa
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V é uma representacdo de Q se associa
m k-espaco vetorial V; a cada ;
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Relembrando...

V é uma representacdo de Q se associa
m k-espago vetorial V; a cada ;
m transformacao linear V) — Vj(,) a cada aresta a.
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Relembrando...

V é uma representacdo de Q se associa

m k-espaco vetorial V; a cada ;

m transformacao linear V) — Vj(,) a cada aresta a.
Notagdo: V = (Vi; Va)icqy,aco; -
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Relembrando...

V é uma representacdo de Q se associa

m k-espaco vetorial V; a cada ;

m transformacao linear V) — Vj(,) a cada aresta a.
Notagdo: V = (Vi; Va)icqy,aco; -

02,k ——

€ uma representagao de
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:

VeW:=(VieW; Voo W,),
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
VoW :=(VieW;V,.e W,),

em que
Vo, @ W, (v, w)
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
VoW :=(VieW;V,.e W,),

em que
Vo ® W, (v, w) = (Va(v), Wa(w)).
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
VoW :=(VieW;V,.e W,),

em que
Vo ® W, (v, w) = (Va(v), Wa(w)).

Uma representacao é indecomponivel
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
VoW :=(VieW;V,.e W,),

em que
Vo ® W, (v, w) = (Va(v), Wa(w)).

Uma representacao é indecomponivel se ndo & soma direta de
representagdes ndo nulas.
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Relembrando...

V, W representacoes de Q.
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Relembrando...

V, W representacoes de Q.
p = (pi)icq, € um morfismo de representacbes V — W se cada
pi: Vi > W, é k-linear
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Relembrando...

V, W representacoes de Q.
p = (pi)icq, € um morfismo de representagbes V — W se cada
pi: Vi — W, é k-linear e

Va
Vs — Vi

ps(a)l J{pt(a)

Wsia) —— Wi

comuta para toda aresta «.
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Relembrando...

V, W representacoes de Q.
p = (pi)icq, € um morfismo de representacbes V — W se cada
pi: Vi— W, é k-linear e

Vo
Vs) — Vi)

ps(a)i J’pt(a)

Wa
Ws) —— Wi

comuta para toda aresta «.

Temos assim a categoria das representacoes de Q, denotada
por rep Q.
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Teorema de Krull-Schmidt(—Remak—Azumaya?)
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Teorema

Q um quiver, V € rep Q ndo nula.
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Teorema de Krull-Schmidt(—Remak—Azumaya?)

Teorema

Q um quiver, V € rep Q ndo nula.

Existem V', V2 ..., V" e rep Q indecomponiveis tais que

VeVieVie. .. V.
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Teorema de Krull-Schmidt(—Remak—Azumaya?)

Teorema

Q um quiver, V € rep Q ndo nula.

Existem V', V2 ..., V" e rep Q indecomponiveis tais que
Vv=Vigo Ve ..o V.

Além disso, V1, V2, ... V" sdo Unicas.
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Forma simétrica de Euler
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Forma simétrica de Euler

A forma simétrica de Euler de Q (em R®), denotada (-, -)q,
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Forma simétrica de Euler

A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é
dada pela matriz

21d, —A,
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Forma simétrica de Euler

Definigao
A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é
dada pela matriz

21d, —A,

em que A é a matriz de adjacéncia de I'(Q).
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Forma simétrica de Euler

Definigao
A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é
dada pela matriz

21d, —A,

em que A é a matriz de adjacéncia de I'(Q). Ou seja,

(X’y)O =
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Forma simétrica de Euler

Definigao
A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é
dada pela matriz

21d, —A,

em que A é a matriz de adjacéncia de I'(Q). Ou seja,

(X, ¥)q =2 (Z Xi}’i)

iEQo
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Forma simétrica de Euler

Definigao
A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é

dada pela matriz
21ld, —A,

em que A é a matriz de adjacéncia de I'(Q). Ou seja,

(X,¥)q:=2 (Z Xi}’i) — ( Z Xs(a)Yt(a) T Xt(a)ys(a))-

/EQO a€Q1
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Forma de Tits
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

Ga(x) =

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,

Ga(x) == >, xf

i€eQo
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

= D = D Xs(a)Xi(a):

i€eQy aeQy

ou seja,
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

= D = D Xs(a)Xi(a):

i€eQy aeQy

ou seja,
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX = D) Xs(a)Xi(a):
ieQp acQ
a B
1 2 3
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX = D) Xs(a)Xi(a):
ieQp acQ
a B
1 2 3
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX = D) Xs(a)Xi(a):
ieQp acQ
a B
1 2 3
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX = D) Xs(a)Xi(a):
i€eQy aeQy
a B
1 2 3
Qo(x) = —X1X2

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX = D) Xs(a)Xi(a):
i€eQy aeQy
a B
1 2 3
Qo(x) = —X1Xp — XoX3
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Teorema de Gabriel

Teorema (Gabriel, 1972)
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Teorema de Gabriel

Teorema (Gabriel, 1972)

Q um quiver conexo. Sao equivalentes:
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Teorema de Gabriel

Teorema (Gabriel, 1972)

Q um quiver conexo. Sao equivalentes:
E Q tem tipo finito.
B ' (Q) é grafo de Dynkin.
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Teorema de Gabriel

Teorema (Gabriel, 1972)
Q um quiver conexo. Sao equivalentes:
g Q tem tipo finito.

I(Q) é grafo de Dynkin.
gq € positiva definida.
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Teorema de Gabriel 2
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Teorema de Gabriel 2

Teorema (Gabriel, 1972)
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Teorema de Gabriel 2

Teorema (Gabriel, 1972)

Seja Q tal que I'(Q) é grafo de Dynkin.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Teorema de Gabriel 2
“ l\ Q@O \\(\

Teorema (Gabriel, 1972)
Seja Q tal que I'(Q) é grafo de Dynkin. Entao V — d(V)

6\&\1\ - K &‘\Y\\\\'D VAN
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Teorema de Gabriel 2

Teorema (Gabriel, 1972)

Seja Q tal que I'(Q) é grafo de Dynkin. Entao V — d(V) induz
bijecao
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Teorema de Gabriel 2

Teorema (Gabriel, 1972)

Seja Q tal que I'(Q) é grafo de Dynkin. Entao V — d(V) induz
bijecao entre as de Q

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Teorema de Gabriel 2

Teorema (Gabriel, 1972)

Seja Q tal que I'(Q) é grafo de Dynkin. Entao V — d(V) induz
bijecao entre as de Qe as
raizes positivas de Q.

V) = d\
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Contexto

1972 Pierre Gabriel (Unzerlegbare Darstellungen I):
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Contexto

1972 Pierre Gabriel (Unzerlegbare Darstellungen I):
o Q@ é de tipo finito <= TI(Q) é Dynkin;
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Contexto

1972 Pierre Gabriel (Unzerlegbare Darstellungen I):
o Q é de tipo finito <= TI(Q) é Dynkin;

< Estabelece correspondéncia entre raizes e
indecomponiveis a posteriori.
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Contexto

1972 Pierre Gabriel (Unzerlegbare Darstellungen I):
o Q é de tipo finito <= TI(Q) é Dynkin;

< Estabelece correspondéncia entre raizes e
indecomponiveis a posteriori.

1973 |. N. Bernstein, |. M. Gel'fand, e V. A. Ponomarev (Coxeter
functors and Gabriel’s theorem):

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Contexto

1972 Pierre Gabriel (Unzerlegbare Darstellungen I):
o Q é de tipo finito <= TI(Q) é Dynkin;

< Estabelece correspondéncia entre raizes e
indecomponiveis a posteriori.

1973 |. N. Bernstein, |. M. Gel'fand, e V. A. Ponomarev (Coxeter
functors and Gabriel’s theorem):

“In this paper we try to remove to some extent the
‘mystique’ of this correspondence.”
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[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;

m Definir funtores reflexao rep Q — rep Q', em que Q' é um
certo quiver com I'(Q') = (Q);
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;

m Definir funtores reflexao rep Q — rep Q', em que Q' é um
certo quiver com I'(Q') = (Q);

m Provar bijecédo entre
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;

m Definir funtores reflexao rep Q — rep Q', em que Q' é um
certo quiver com I'(Q') = (Q);

m Provar bijecdo entre raizes positivas
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;

m Definir funtores reflexao rep Q — rep Q', em que Q' é um
certo quiver com I'(Q') = (Q);

m Provar bijecao entre raizes positivas e
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Resumo

m Definir sistema de raizes;

m Definir funtores reflexao rep Q — rep Q', em que Q' é um
certo quiver com I'(Q') = (Q);

m Provar bijecao entre raizes positivas e
usando um resultado
que associa os dois conceitos acima.
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Sistema de raizes
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Sistema de raizes

E um R-e.v. com p.i. (-, ).
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Um sistema de raizes € um conjunto finito R < E\{0}
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E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel
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E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

o spanR=E
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Sistema de raizes

E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

o spanR=E
o VYa,B € R,
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Sistema de raizes

E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

o spanR=E
o VYa,B € R, ( )
2(a, B
(o) <"
o Vo, B € R,
5_ 2.0
(a, )

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Sistema de raizes

E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

o spanR=E
o VYa,B € R, ( )
2(a, B
(a) <
o Vo, B € R, (. 8)
2(a, B
P w70
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Sistema de raizes

E um R-e.v. com p.i. (-, ).

Um sistema de raizes é um conjunto finito R < E\{0} tal que

o spanR=E
o VYa,B € R, ( )
2(a, B
(a) <
o Vo, B € R, (. 8)
2(a, B
I ) T ER
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Sistema de raizes
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Sistema de raizes
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Sistema de raizes

m Com o p.i. euclidiano,
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Sistema de raizes

m Com o p.i. euclidiano, s, () € reflexao de g pelo
hiperplano ortogonal a «.

—%&@ rl 7'.

WARES
N\ @
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Sistema de raizes

m Com o p.i. euclidiano, s, () € reflexao de g pelo
hiperplano ortogonal a «.

B S,S.(8) = S paratodo g€ E.
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Sistema de raizes
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Sistema de raizes

Motivacao para a definicao
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B g uma algebra de Lie semissimples

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Sistema de raizes

Motivacao para a definicao

B g uma algebra de Lie semissimples

m h c g subalgebra de Cartan
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Sistema de raizes

Motivacao para a definicao

B g uma algebra de Lie semissimples

m h c g subalgebra de Cartan

m Existe um R < h* que é sistema de raizes com um certo
produto interno
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Sistema de raizes

Motivacao para a definicao

B g uma algebra de Lie semissimples

m h c g subalgebra de Cartan

m Existe um R < h* que é sistema de raizes com um certo
produto interno

m Podemos recuperar g a partir de R
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Nosso sistema de raizes
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Nosso sistema de raizes
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Nosso sistema de raizes

Se I'(Q) é Dynkin, entao (-, -)q é produto interno em R,
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Nosso sistema de raizes

Se I'(Q) é Dynkin, entao (-, -)q é produto interno em R,

Lembrando:
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Nosso sistema de raizes

Se I'(Q) é Dynkin, entao (-, -)q é produto interno em R,

Lembrando:

(X, X)Q =2 (Z Xi2 - Z Xs(a)xt(a)) :

ieQy aeQy
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Nosso sistema de raizes
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Nosso sistema de raizes
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Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q =2}
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Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q =2}

é sistema de raizes de R% com o p.i. (-, -)q.
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Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q =2}

é sistema de raizes de R% com o p.i. (-, -)q.

m AR é finito.
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Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q =2}

é sistema de raizes de R% com o p.i. (-, -)q.

m R é finito.
m span R = R,

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q=2}
é sistema de raizes de R% com o p.i. (-, -)q.
m R é finito.

m span R = R, pois a base canénica a4, ..., a, esta
contida em R:
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Nosso sistema de raizes

O conjunto

R={xeZ%|(x,x)q =2}
é sistema de raizes de R% com o p.i. (-, -)q.
m R é finito.
m span R = R, pois a base canénica a4, ..., a, esta

contida em R:

(ovj, ) = 2(12 = 0) = 2.

N\ _
(XY = 2&?)% - LM&\M@L\)
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,

@, 8)a
ZA(MQ
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,

m Seo,B3€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,

m Seo,B3€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,

m Seo,B3€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,5€R,

m Seo,B3€R,
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Nosso sistema de raizes

m Sea,f€R,

m Seo,B3€R,

Sa(f) = B —(a, B)ga € R.

Chamamos os elementos de R de raizes de Q.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Nosso sistema de raizes

m Sea,f€R,

m Seo,B3€R,

Sa(f) = B —(a, B)ga € R.

Chamamos os elementos de R de raizes de Q.
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Nosso sistema de raizes

m Sea,f€R,

m Seo,B3€R,

Sa(f) = B —(a, B)ga € R.

Chamamos os elementos de R de raizes de Q.

Toda raiz é positiva ou negativa.
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Nosso sistema de raizes

m Sea,f€R,

m Seo,B3€R,

Sa(f) = B —(a, B)ga € R.

Chamamos os elementos de R de raizes de Q.

Proposicéo

Toda raiz é positiva ou negativa.

(x € Z% é positivo se x # 0 e x; > 0 para todo /.)
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Raizes simples e reflexdes simples
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Raizes simples e reflexdes simples
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Raizes simples e reflexdes simples

m Para cada i € Q, dizemos que «; € a i-ésima raiz simples.
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Raizes simples e reflexdes simples

m Para cada i € Qp, dizemos que «; é a i-ésima raiz simples.
W S; 1= S,, s80 as reflexbes simples.

S.‘(Qﬂ = b= (3 DY
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Raizes simples e reflexdes simples

m Para cada i € Q, dizemos que «; € a i-ésima raiz simples.

W S; ;= S,, S80 as reflexbes simples.

m O grupo W gerado pelas reflexdes simples é chamado
grupo de Weyl.
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Raizes simples e reflexdes simples

m Para cada i € Q, dizemos que «; € a i-ésima raiz simples.

W S; ;= S,, S80 as reflexbes simples.

m O grupo W gerado pelas reflexdes simples é chamado
grupo de Weyl.

m Chamamos
C=Sy -S4

de elemento de Coxeter.
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Raizes simples e reflexdes simples

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Raizes simples e reflexdes simples
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Raizes simples e reflexdes simples

1

ms '=s Vi= c'=s s
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Raizes simples e reflexdes simples

ms'=s Vi= c'=ssn

®m )V é um grupo finito que permuta os elementos de R.
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Elemento de Coxeter
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Elemento de Coxeter
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Elemento de Coxeter

Seja (€ Z%.
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

o W éfinito — IM > 0 tal que cM = 1.
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

o W éfinito — IM > 0 tal que cM = 1.

o Sejam B >0,y:=(14+c+---+cM 3.
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

o W éfinito = 3IM > 0 tal que cM = 1.
o Sejam 8> 0(y :=((1 + ¢+ -+ cM1)B.

o Ccy="
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

W é finito — IM > 0 tal que ¢V = 1.

<

<&

o Ccy="

<

s; s6 muda a /-ésima coord.
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

W é finito — IM > 0 tal que ¢V = 1.

<

o oy =" N S I

sj sé muda a i-ésima coord. = s;y =~

<&

<
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

W é finito — IM > 0 tal que ¢V = 1.

<

<&

o Ccy="

<

sj sé muda a i-ésima coord. = s;y =~
= 7 = (77 Ot,‘)QOé,’
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

W é finito — IM > 0 tal que ¢V = 1.

<

<&

o Ccy="

<

sj sé muda a i-ésima coord. = s;y =~

= fi—(Lalavi=x = (1,200=0 ¥
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Elemento de Coxeter

Seja 3 € Z%. Existe k > 0 tal que

c“(8) + 0.

W é finito — IM > 0 tal que ¢V = 1.

<

<&

o Ccy="

<

S; s6 muda a i-ésima coord. = sjy =«
= 7— (v, a))qei =7 = (7,ai)gq=0 Vi

o B+cf+--+cM1p=0
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Funtores reflexao

Sejam Q um quiver e i € Q.
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Funtores reflexao
Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se /i é poco

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Funtores reflexao
Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é poco/ :
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Funtores reflexao
Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)
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Funtores reflexao
Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)/
obtido invertendo as arestas ligadas a i
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Funtores reflexao

Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)/ como o quiver
obtido invertendo as arestas ligadas a i (= i vira
fonte

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Funtores reflexao

Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)/ como o quiver
obtido invertendo as arestas ligadas a i (= i vira
fonte/ ).

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Funtores reflexao
Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)/ como o quiver
obtido invertendo as arestas ligadas a i (= i vira

T o

\tQ
Definimos os funtores reflexao \

F*: repQ—rep S7(Q),

1

para i poco,
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Funtores reflexao

Sejam Q um quiver e i € Q.

m Se i é pogo/ , definimos S (Q)/ como o quiver
obtido invertendo as arestas ligadas a i (= i vira
fonte/ ).

i i

Definimos os funtores reflexao

F*: repQ—rep S7(Q),

1

para i pogo, e

F:repQ—rep S (Q),

1

para i
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Definicdo de F;
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Definicdo de F;

Nos objetos:
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Definicdo de F;

Nos objetos: Seja V € rep Q.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Definicdo de F;*

Nos objetos: Seja V € rep Q.
m F;" mantém os espagos vetoriais dos vértices # i
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Definicao de F;*

Nos objetos: Seja V € rep Q.

m F;" mantém os espagos vetoriais dos vértices # i e troca
Vi por
(I:,.Jr V)i = ker ¢;
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Definicao de F;*

Nos objetos: Seja V € rep Q.
m F;" mantém os espagos vetoriais dos vértices # i e troca

Vi por
(Fi+ V)i = ker ¢;
\ N, 9 )
\ - N \‘ \ . ) ;
LS 3 i \il
Q.- t s |
\. S

y>

9 N@N.o\, — N\,

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Definicdo de F;

Nos objetos: Seja V € rep Q.
m F;" mantém os espagos vetoriais dos vértices # i e troca

Vi por (,_-’+ V)i = ker p; C./ ® “\
\, \A\\i\ N : Ny

N

©i (X1,X2,X3) = V (X1) + Va(x2) + V4 (x3)
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Definicdo de F;
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Definicao de F;*

m F" mantém as transformagdes lineares das arestas longe
dei
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Definicao de F;

m F" mantém as transformagdes lineares das arestas longe
de i e, para a que chega em i,
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Definicdo de F;*

m F" mantém as transformagdes lineares das arestas longe
de i e, para a que chega em i, coloca

(F V)i = Talker s
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Definicdo de F;*

m F" mantém as transformagdes lineares das arestas longe
de i e, para a que chega em i, coloca

(F V)i = Talker s

em que 7, € a projecao

D Vs > Vsa)-
H(B)=i
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Definicdo de F;
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Definicdo de F;

Nos morfismos:
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Definicao de F;

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
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Defini¢ao de F;°

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
F:* mantém as transformagdes lineares nos vértices # i
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Defini¢ao de F;°

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
F:* mantém as transformagdes lineares nos vértices # i e
troca p; por

(Fi"p); = ( S Ps(a))

Ho)=i

ker ;
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Definicdo de F;*

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
F:* mantém as transformagdes lineares nos vértices # i e
troca p; por

\ 1 UFFp); = ( &, Ps(a))

0o—) ¢ &—o Ho)=i

ker ;
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Defini¢ao de F;°

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
F:* mantém as transformagdes lineares nos vértices # i e
troca p; por

(Fi"p); = ( S Ps(a))

Ho)=i

ker ;
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Definicao de F;*

Nos morfismos: Seja p = (p;): V — W morfismo em rep Q.
F:* mantém as transformagdes lineares nos vértices # i e
troca p; por

(Fi"p); = ( S Ps(a))

t(a)=i

ker ; 0\1 \@\] L

7Z Vi Vy Vi < \w“%\ A
T A e A T &
W1 > VV,'< W2 W1 \L‘fﬂq W2

@82\, 8\, MW, 9W,
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Funtores reflexao
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Funtores reflexao

Lema
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Funtores reflexao

Lema

V € rep Q indecomponivel, i poco.
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Funtores reflexao

Lema

V e rep Q indecomponivel, i poco. Entdo vale um dos dois:
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Funtores reflexao

Lema

V e rep Q indecomponivel, i poco. Entdo vale um dos dois:

B} V=S5()
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Funtores reflexao

Lema

V e rep Q indecomponivel, i poco. Entdo vale um dos dois:
| V=50

B FV é indecomponivel,
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Funtores reflexao

Lema

V e rep Q indecomponivel, i poco. Entdo vale um dos dois:
| V=50

B FV é indecomponivel,

FrFrv=V
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Funtores reflexao

Lema

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Entao vale um dos dois:
| V- S()
2] iVé indecomponivel, Wﬁ) & ,-» YW Q

FrFV=V él’ Q &Q)\

-

dFV)=g@dV). RBe —= >

]

prey S
J !
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Funtores reflexao

Lema

V e rep Q indecomponivel, i pees. Entao vale um dos dois:

f V=50 fome
H FTV é indecomponivel,

FHFESV = v

d(FV) = si(d V).

Vale analogo para i fonte.
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que,
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta i — j,
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta /i — j, entao i > J.

¢ ——

BT
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta /i — j,entdo i > j.

El Atribua a um pogo o numero 1.
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta /i — j,entdo i > j.

El Atribua a um pogo o numero 1.

H Repita os passos abaixo até terminar a numeracao:
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Uma numeracao admissivel (invertida)

Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta /i — j,entdo i > j.

El Atribua a um pogo o numero 1.

H Repita os passos abaixo até terminar a numeracao:

2.1 Se k é o menor nimero ainda nao atribuido, remova os
vértices 1,2,... k— 1.
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

le —y \\ \ <\S
Q aciclico com n vértices.

Podemos numerar os vértices de Q de modo que, se existe
aresta /i — j,entdo i > j.

El Atribua a um pogo o numero 1.

H Repita os passos abaixo até terminar a numeracao:

2.1 Se k é o menor nimero ainda nao atribuido, remova os
vértices 1,2,... k— 1.

2.2 Atribua a um pogo 0 numero k.
¥ ¥ Q4
QR 5 S Q

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Uma numeracéo admissivel (invertida)
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Uma numeracéo admissivel (invertida)

Exemplo

j
&3

R LE

oS
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Funtores de Coxeter
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Funtores de Coxeter

Q com numeracéo admissivel
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar

Ot = FEFT L FF

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar

Ot = FiFr L Ff, & = F Fy - Fp.
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar
Ot =FF" - F, ¢ =F F - Fy.

ot &~ sdo chamados funtores de Coxeter.

!

N

X
3 ¥
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar
Ot =FF" - F, ¢ =F F - Fy.

ot &~ sdo chamados funtores de Coxeter.

St O : repQ —repQ

Q=94
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar
Ot =FF" - F, ¢ =F F - Fy.
o+ &~ sdo chamados funtores de Coxeter.
St O : repQ —repQ

Definimos, para1 <j<n, k>0,
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar
Ot =FF" - F, ¢ =F F - Fy.

ot &~ sdo chamados funtores de Coxeter.

St O : repQ —repQ

Definimos, para1 <j<n, k>0,

V(ka-j)
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Funtores de Coxeter

Q com numeracgao admissivel = faz sentido aplicar
Ot =FF" - F, ¢ =F F - Fy.

ot &~ sdo chamados funtores de Coxeter.
St O : repQ —repQ
Definimos, para1 <j<n, k > 0, éU\*\Q _ S\, T&S* \’T)Q
- R Y\*"
1

ykn+i) . ,:j+ L F(@T)RV.

B R BN
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[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ideia da prova
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ideia da prova

m V e rep Q é indecomponivel
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ideia da prova

m V erep Q éindecomponivel = dV e R,.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ideia da prova

m V erep Q éindecomponivel = dV e R,.

m Seja W € rep Q indecomponivel comd W =d V.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ideia da prova

m V erep Q éindecomponivel = dV e R,.

m Seja W € rep Q indecomponivel comd W = d V. Entao
Wx>~V.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

QR
[

m V erep Q éindecomponivel = dV e R,.

m Seja W € rep Q indecomponivel comd W = d V. Entao
Wx>~V.

m [V] — d V éinjecdo das classes de indecomp. em R,
que é finito.
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[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i poco.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i),
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo F;*V é
indecomponivel
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo F;*V é
indecomponivel e

d(FV) = s;(d V).
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo F;*V é
indecomponivel e

d(FV) = s;(d V).

Assuma numeracao admissivel.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo F;*V é
indecomponivel e

d(FV) = s;(d V).

Assuma numeracao admissivel.

\Xi \
VAN TR N TR (s
\} (:)reg Q\H Yfepg> SRR i re@nﬂ\j

deﬁid@ D

N B me n Lt e (W)

o\
NN SR

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito
A seq.
dV, si(dV), ssi(dV), ..., s 8sckdV),

se mantém positiva enquanto V=1 2 S(j)
(= dVEH=1 2 o))

S
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[(Q) Dynkin = tipo finito
A seq.
dV, si(dV), ssi(dV), ..., s 8sckdV),

se mantém positiva enquanto V=1 2 S(j)
(= dVkH=1) 2 o))

Fr N Fy Fr Y

repQ —— rep ST (Q) o rep QU1 +))
~ J’d ld dl
R %, R 2 .. il > R
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[(Q) Dynkin = tipo finito
A seq.
dV, si(dV), ssi(dV), ..., s 8sckdV),

se mantém positiva enquanto V=1 2 S(j)
(= dVEH=1 2 o))

Fr N Fy Fr Y

repQ —— rep ST (Q) o rep QU1 +))
J’d ld dl
R %, R 2 .. il > R
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[(Q) Dynkin = tipo finito
A seq. \IUUIHS-Q + SQ\
dV, si(dV), ssi(dV), ..., s 8sckdV),

se mantém positiva enquanto V=1 2 S(j)
(= dVEH=1 2 o))

Fr N Fy Fr Y

repQ —— rep ST (Q) o rep QU1 +))
| I |
R %, R 2 .. il > R

Existe m > 0 tal que ¢"(d V) + 0.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



[(Q) Dynkin = tipo finito
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Seja kn + j minimo tal que s;;18; - s1ck(d V) # 0.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Seja kn + j minimo tal que s;;18; - s1ck(d V) # 0.

m Vo) _ S(j 4 1)
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[(Q) Dynkin = tipo finito
Q\ﬂ — GV & \li—

Seja kn + j minimo tal que s;;18; - s1ck(d V) # 0.
m V) — S(j+ 1)

mssickdV)=d V&) = q; € Q+
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Seja kn + j minimo tal que s;;18; - s1ck(d V) # 0.
m V) — S(j+ 1)
mssick(d V) =d VD) = o4

m kn + j s6 depende de d V.

IR\ ¢, 5 AN
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Seja kn + j minimo tal que s;;18; - s1ck(d V) # 0.
m V) = S(j + 1) \A 4 NN
mssick(d V) =d VD) = o4 <
m kn + j s6 depende de d V. N '&? A

Seja W e rep Q indecomp. comd W = d V. Como a seq.

dW, si(dW), sosi(dW), ..., sj---s2scK(d W),

€ a mesma que para d V, valem as mesmas propriedades para
w.
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[(Q) Dynkin = tipo finito
ANESS

repQ —— - = rep QUkn+/=1) ——— rep QUkn+))
it

ld @ D dl (i] dl
RQ _ St . S R i R

%QH\ S | 6“ .

(\Q‘N’ “MQ{\A oy
A
W
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[(Q) Dynkin = tipo finito

N e

¥ \ (\Lww ‘\\" S(S‘\

repQ —— -+ —— rep QUknti=1) ——— rep QUkn+))
F Fits j
| i |
R St ... S s R 5 R

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo V é
indecomponivel e

“LL\YQ VxF FV.

culni wi-\ Y
\_%; V\; \{JK\LV\'\Y’)\\ ; \!\‘ (" A
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[(Q) Dynkin = tipo finito

repQ —— - > rep QUknti=1) ——— rep QUkn+))
1 j—1 j
L B |
R St ... St s R 5 R

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo V é
indecomponivel e

V=F FV.

)
- Fj+ L F1+(¢+)kW
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[(Q) Dynkin = tipo finito

repQ —— - > rep QUknti=1) ——— rep QUkn+))
1 j—1 j
L B |
R St ... St s R 5 R

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo V é
indecomponivel e

V=F Frv.

FroFHoh)w =83 +1)
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[(Q) Dynkin = tipo finito

T = N

re(pQ —— - — rep QUMD rep QW)
F. Fr, A
|s | dl
R St ... St s R 5 R

V € rep Q indecomponivel, i pogo. Se V # S(i), entdo V é

indecomponivel e \X
V=F FV. \A 3

ZF - F (0T W = S(j+ 1) ) LF FHohkY
Ve £
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ficou provado que
m se V e rep Q € indecomponivel, entdod V € R, ;
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ficou provado que
m se V e rep Q € indecomponivel, entdod V € R, ;

m se W erep Q é indecomp. talque d W = d V, entéo
VW.
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ficou provado que
m se V e rep Q € indecomponivel, entdod V € R, ;

m se W erep Q é indecomp. talque d W = d V, entéo
V>W.

Ou seja, a fungao que vai das
nas raizes positivas de Q dada por

V] —dV

esta bem def. e é injetora .
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[(Q) Dynkin = tipo finito

Ficou provado que
m se V e rep Q € indecomponivel, entdod V € R, ;

m se W erep Q é indecomp. talque d W = d V, entéo
VW.

Ou seja, a fungao que vai das
nas raizes positivas de Q dada por

V] —dV

esta bem def. e é injetora .

Portanto, Q tem tipo finito.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Falta provar que a fungao é sobrejetora,
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Bijecao entre classes de indecomp. e R,

Falta provar que a fungao é sobrejetora, ou seja, que toda raiz
positiva € vetor dimenséo de alguma rep. indecomponivel.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.

Queremos V € rep Q indecomp.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.

Queremos V € rep Q indecomp. tal que d V = a.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.
Queremos V € rep Q indecomp. tal que d V = a.

m 3k > 0 tal que c*(a) + 0.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.
Queremos V € rep Q indecomp. tal que d V = a.
m 3k > 0 tal que c*(a) + 0.
m Seja kn + j maximo tal que
s1(a), S2(@), ..., 881 $1¢(a) =1 B

s&o positivas.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.
Queremos V € rep Q indecomp. tal que d V = a.
m 3k > 0 tal que c*(a) + 0.
m Seja kn + j maximo tal que
s1(a), S2(@), ..., 881 $1¢(a) =1 B

séo positivas. Entdo 8 > 0
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Seja a € Ry.
Queremos V € rep Q indecomp. tal que d V = a.
m 3k > 0 tal que c*(a) + 0.
m Seja kn + j maximo tal que
s1(a), S2(@), ..., 881 $1¢(a) =1 B

séo positivas. Entdo 3 > 0 e s;_1(3) * 0.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R_uR,.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

u /8>075j+1(6)<0
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>0,51(8) <0 = B = Noj4
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>0,81(8) <0 = B=Naj 1 = B=aqj1

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>0,81(8) <0 = B=Naj 1 = B=aqj1

m Ou seja,
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>05.1(8) <0 = B=Naj;1 = =01
m Ouseja, ;- s1ck(a) =d S(j +1).

m Ou ainda,
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>05.1(8) <0 = B=Naj;1 = =01
m Ouseja, ;- s1ck(a) =d S(j +1).

m Ou ainda,
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>05.1(8) <0 = B=Naj;1 = =01
m Ouseja, ;- s1ck(a) =d S(j +1).

m Ou ainda,
a=cKsy- - 5(dS(+1)).
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

m R é estavel por reflexdes simples.
mR=R uAR,.
m s; s6 muda a coordenada i.

m3>05.1(8) <0 = B=Naj;1 = =01
m Ouseja, ;- s1ck(a) =d S(j +1).

m Ou ainda,
a=cKsy- - 5(dS(+1)).

o= d(O)FF - FS(j+1))?
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Bijec&do entre classes de indecomp. e R,

Definamos
V= (67)F - FS(+1).
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
Definamos
V= (67)F - FS(+1).

Provaremos que V é indecomp.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
Definamos
V= (67)F - FS(+1).

Provaremos que V € indecomp. e « =d V.
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
Definamos
V= (67)F - FS(+1).

Provaremos que V € indecomp. e « =d V.

Sj-- 51 Ck(Oé) = Ot
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Bijec&do entre classes de indecomp. e R,
Definamos
V= (67)F - FS(+1).

Provaremos que V € indecomp. e « =d V.

Sj-- 51 Ck(@) = Ot
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