Teorema de Gabriel para representacdes de
quivers |

Adriana Mayumi Shiguihara

Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo

30 de abril de 2021

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



O que veremos

Bl Conceitos basicos

Bl O teorema de Gabriel
m Parte 1
m Parte 2

El Referéncias

Adriana Mayumi Shiguihara

Teorema de Gabriel



Relembrando...

Um quiver € um grafo orientado.

Notagéo: Q = (Qp, Qy, S, 1)
[ | Sao 0s ;
m Q sdo as arestas;
m Orientacao dada por s,t: Qy — Qy:
o € Qq saide e chega em

Q sem a orientacdo é denotado por I'(Q).
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Convencoes

m k € um corpo algebricamente fechado.

m Todos os espagos vetoriais tém dimensao finita.

m Todos os quivers sao finitos e conexos.

m Grafos de Dynkin sdo os grafos de tipo A, D ou E:

o
o

o Ap, n=0: ;

o Dp,n=4:

-0

2 n—-3 n-2
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Convencoes

o

<>E6:O o
o

<>E7:O o
o

<>E8:O
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Relembrando...

V é uma representacdo de Q se associa

m k-espaco vetorial V; a cada ;

m transformacao linear V) — Vj(,) a cada aresta a.
Notagdo: V = (Vi; Va)icqy,aco; -

02,k ——

€ uma representagao de
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Relembrando...

Soma diretade V, W de Q:
VoW :=(VieW;V.e W,),

em que
Vo @ W, (v, w) = (Va(v), Wa(w)).

Uma representacao é indecomponivel se ndo é soma direta de
representacdes ndo nulas.
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Relembrando...

V, W representacoes de Q.
p = (pi)icq, € um morfismo de representagbes V — W se cada
pi: Vi— W, é k-linear e

Vo
Vsi) — Vi)

ps(a)i J’pt(a)

Wa
Ws) —— Wi

comuta para toda aresta «.

Temos assim a categoria das representacoes de Q, denotada
por rep Q.
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Teorema de Krull-Schmidt(—Remak—Azumaya?)

Teorema

Q um quiver, V € rep Q ndo nula.

Existem V', V2 ..., V" e rep Q indecomponiveis tais que
Vv=Vigo Ve ..o V.

Além disso, V1, V2, ... V" sdo Unicas.
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Curiosidade

Teorema

Seja A uma categoria aditiva tal que

m todo objeto de A é soma direta finita de indecomponiveis;

m para todo X € A indecomponivel, o anel End_4(X) é local.

Entédo vale a unicidade da decomposigcéo em A.

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Forma simétrica de Euler

Definigao
A forma simétrica de Euler de Q (em R%), denotada (-, -)q, é

dada pela matriz
21ld, —A,

em que A é a matriz de adjacéncia de I'(Q). Ou seja,

(X,¥)q:=2 (Z Xi}’i) — ( Z Xs(a)Yt(a) T Xt(a)ys(a))-

/EQO a€Q1
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Forma de Tits

A forma de Tits de Q é a forma quadratica qg: Z% — Z
definida por

dalx) = 3(x o,

ou seja,
= DX D) Xs(a)X(a):
i€eQy aeQy
a B
1 2 3
Qo(x) = —X1Xp — XoX3
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Teorema de Gabriel

Teorema (Gabriel, 1972)

Q um quiver conexo. Sao equivalentes:
B Q tem tipo finito.
A ' (Q) é grafo de Dynkin.
H qq € positiva definida.
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Curiosidade

Teorema (Nazarova, 1973)

Q um quiver conexo. S&o equivalentes:
K Q é de tipo manso.
H '(Q) é grafo de Dynkin estendido.
H go € ndo negativa.

/\
<>7\,,,n>0: g

=
3 n n+1

-
3>

& Dn,n>4

2 n+1
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Curiosidade

<>E6:O o
o E7: 0
<>E8:0
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Tipo finito = qq positiva definida

Ideia da prova

m Espaco de representacoes de Q

m Isomorfismos traduzidos em uma agéao de grupos

m Interpretagdo geométrica da hipétese
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Geometria Algébrica

Definigao

Uma variedade (afim) € um conjunto de zeros comuns de
polinbmios.

Ou seja, as variedades sao os fechados da top. de Zariski.

Um espaco topoldgico € irredutivel se nao pode ser escrito
como unido de dois fechados distintos ndo vazios.

A" ¢ irredutivel na top. de Zariski.
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Grupos algébricos

G é grupo algébrico se é grupo + variedade e

GxG—-G G- G

(X, y) > Xx-y X = x

sao morfismos de variedades.
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Acdes de grupos algébricos

Acdo de grupos algébricos de G sobre uma variedade X:

acao de grupos de G sobre X + morfismo de variedades

Ou seja, morfismo
GxX—-X
(9, X) =~ g-x
tal que, Vg,he G, Vx € X,

(gh)-x=g-(h-
e -x=x.

=
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Acdes de grupos algébricos

G age sobre X.
m Estabilizador de x € X:

Gx:={geG|g-x=x}.

m Orbitade x € X:

G-x:={g-x|ge G}
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Acdes de grupos algébricos

Teorema

X variedade, G age sobre X. Vx € X,

dim Gy = dmG—-dim G- x.
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Resumo

Basta provar que qg(v) > O parave Zf‘) n&ao nulo.

m Espaco de representagdes de dimensao v

m Isomorfismos dessas representagcdes como grupo
algébrico

m # de representacdes de dimensao v sera finito

m Resultado sobre dimensao
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Espaco de representagdes

Fixemos v € Zf‘).
Representacdo x com d(x) = v:
m Nos vértices - espacgos vetoriais x; >~ k"

m Nas arestas - matrizes X, € My, x v, (K)

Definimos o espaco de representacbées de dimensao v como

R(V) := H My iy (K)-

ae Q1
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Espaco de representacoes

Se Q for

1 2 3

entédo qualquer V € rep Q de dimenséo v = (p, g, r) € da forma

Va Vs

kP s k9

s kI,

com
Va € qup(k), V,B € erq(k)

Adriana Mayumi Shiguihara Teorema de Gabriel



Espaco de representacoes

Considerando
Mm>< n(k) = Am'ns

temos

R(v) = ] AYie s

a€Q1

dim R(V) = Z Vl‘(a)vs(a)'

acQ
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Espaco de representagdes: isomorfismo

x,x" € R(v).

x = x' < existe g = (gj)ieq, COM g; iso. Vi tal que

Xs(a) RN Xt(a)

gs(a>J( J’gt(a)
/

s@) T 7 X

comuta Vo, ou seja,

X(/x = gl‘(a)xags(a)_1 Y.
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Espaco de representagdes: isomorfismo

O conjunto dos isomorfismos de k" & GLj(Kk).

Observacao

X ~ X' <= existe

9= (9icaye [ [ GLv(K)
i€Qo

tal que
Xy = gt(a)xags(a)_1 Vau
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Espaco de representacoes

Definamos

GL(v) := | ] GLy,(k).

iGQo

m GL(v) é grupo algébrico*;
m GL(v) age sobre R(v) por

g x = (G %ebste) ") g
e isso é uma agao de grupos algébricos;

m x,x' € R(v) sdo isomorfas <= estdo na mesma
GL(v)-0rbita.
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Tipo finito = qq positiva definida

Seja Q de tipo finito.

m # de indecomp. de rep Q é finito.

m Fixado v e fo’, s6 temos # finito de maneiras de compor
uma rep. de dimenséo v.

m # de GL(v)-6rbitas é finito.
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Tipo finito = qq positiva definida

Podemos escrever

m R(v) é unido finita de fechados.

m R(v) é espacgo afim = é irredutivel = sé sobra um
termo.

Portanto, o fecho de alguma das 6rbitas é o espaco todo.
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Tipo finito = qq positiva definida

Seja x € R(v) com Orbita densa.

d(v) =X V= X VsV
ieQq ae@

=dimGL(v) —dimR(v)
= dimGL(v) — dim GL(v) - x
= dim GL(v)x> 07?
O conjunto
{(Aldy)i [ A e k*} < GL(v)x

é variedade de dimensao 1.
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Qo positiva definida = '(Q) Dynkin

Seja Q tal que qq € positiva definida.

Ideia da prova

m Forma de Tits de grafo de Dynkin estendido nao é positiva
definida

m [(Q) ndo pode conter Dynkin estendido
m [(Q) é arvore (aciclico, conexo, finito)

m Indugéo no # de vértices
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Grafos de Dynkin estendidos

/\
02”:”20: 5

3 n n+1

& Dn,n>4

3 4 n—-2n-1

2 n+1
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Grafos de Dynkin estendidos
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Casol —i=Dj 1 (n=05)

1 2 n—4n-3

Seja j o vizinho do vértice iem I,
mj=1= [ =D,
m2<j<n-3— DycT.
mj=n—-2o0uj=n—1

o nN=5= T = Ds.
°oBb<nN<8— Tl =E,

o n=9— Egcl'.
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