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Convenções

Corpos considerados serão algebricamente fechados e denotados por
k .

Álgebras são anéis que também são k-espaços vetoriais.

Módulos são k-espaços vetoriais com ação da álgebra, serão
considerados módulos a direita.
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Análise: Como Encontrar o Quiver de Gabriel?
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Motivação e História

P1: Como estudar o objeto
abstrato álgebra?
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P1: Como estudar o objeto
abstrato álgebra?

R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
módulo!

Figure: E. Noether (1882-1935)
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R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
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Motivação e História

P1: Como estudar o objeto
abstrato álgebra?

R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
módulo!

P2: E como se estuda módulos?

R2: (1972) através de
representações de quivers!

Figure: E. Noether (1882-1935)

Figure: P. Gabriel (1933-2015)
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O que é um Quiver

Quiver é um outro nome para grafo orientado!
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O que é um Quiver

Quiver é um outro nome para grafo orientado!

Definition

Um quiver é uma quádrupla Q = (Q0,Q1, s : Q1 → Q0, t : Q1 → Q0). O
conjunto Q0 é denotado conjunto dos vértices Q, Q1 é denotado conjunto
das arestas (ou flechas) de Q, s é uma função que para cada flecha
associa o vértice de onde ela sai (do inglês, source) e t é uma função que
para cada flecha associa o vértice onde ela chega (do inglês, target).
Notação para uma flecha entre a e b será α = (a|α|b)
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O que é um Quiver
Quiver é um outro nome para grafo orientado!

Definition

Um quiver é uma quádrupla Q = (Q0,Q1, s : Q1 → Q0, t : Q1 → Q0). O
conjunto Q0 é denotado conjunto dos vértices Q, Q1 é denotado conjunto
das arestas (ou flechas) de Q, s é uma função que para cada flecha
associa o vértice de onde ela sai (do inglês, source) e t é uma função que
para cada flecha associa o vértice onde ela chega (do inglês, target).
Notação para uma flecha entre a e b será α = (a|α|b)

Exemplos:
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Construindo a Álgebra de Caminhos

Um caminho entre os vértices a e b de um quiver Q é uma
concatenação de flechas α1α2 · · ·αn tais que: s(α1) = a, t(αn) = b e
t(αi ) = s(αi+1).
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Definimos, para cada a ∈ Q0, um caminho de comprimento zero
denotado por �a = (a||a).
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Construindo a Álgebra de Caminhos

Um caminho entre os vértices a e b de um quiver Q é uma
concatenação de flechas α1α2 · · ·αn tais que: s(α1) = a, t(αn) = b e
t(αi ) = s(αi+1).

Definimos, para cada a ∈ Q0, um caminho de comprimento zero
denotado por �a = (a||a).
Considere kQ o espaço vetorial que tem como base todos os
caminhos de Q e todos os caminhos de comprimento zero.

Definimos o produto associativo e distributivo

· : kQ × kQ → kQ

((a|α1 · · ·αn|b), (c |β1 · · ·βm|d)) �→ δbc(α1 · · ·αnβ1 · · ·βm)

Roger R Primolan (Universidade de São Paulo)́Algebras de Caminhos e Representações de Quiver 05 de março de 2021 8 / 25



Exemplos
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Propriedades
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Ideais Admisśıveis
Ideal de destaque: o ideal gerado por Q1, isto é, pelas flechas e
denotado por R (do alemão, richtungsspfeil, seta de direção).

R =
�

α∈Q1

kα
�

|ρ|=2

kρ⊕ · · · .
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Ideais Admisśıveis
Ideal de destaque: o ideal gerado por Q1, isto é, pelas flechas e
denotado por R (do alemão, richtungsspfeil, seta de direção).

R =
�

α∈Q1

kα
�

|ρ|=2

kρ⊕ · · · .

Motivo:

Um ideal I � kQ é dito admisśıvel quando Rm ⊆ I ⊆ R2, para algum
inteiro m � 2. Ideais admisśıveis são finitamente gerados por relações,
que são elementos ρ =

�
λiωi , em que cada ωi é um caminho entre

os mesmos vértices a e b.
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Como encontrar A ∼= kQ/I?
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Śıntese: Realizando Álgebras como Quocientes de Álgebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-álgebra A básica de dimensão finita e um sciop
{e1, . . . , en} ⊆ A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por QA,
como:
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{e1, . . . , en} ⊆ A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por QA,
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(Q0)A = {1, . . . , n}, isto é, tem a mesma cardinalidade do sciop.
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Śıntese: Realizando Álgebras como Quocientes de Álgebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-álgebra A básica de dimensão finita e um sciop
{e1, . . . , en} ⊆ A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por QA,
como:

(Q0)A = {1, . . . , n}, isto é, tem a mesma cardinalidade do sciop.

Dados i , j ∈ (Q0)A, a quantidade de flechas de (Q1)A com ińıcio em i
e fim em j é dimk ei (radA/ rad

2 A)ej .
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Śıntese: Realizando Álgebras como Quocientes de Álgebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-álgebra A básica de dimensão finita e um sciop
{e1, . . . , en} ⊆ A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por QA,
como:

(Q0)A = {1, . . . , n}, isto é, tem a mesma cardinalidade do sciop.

Dados i , j ∈ (Q0)A, a quantidade de flechas de (Q1)A com ińıcio em i
e fim em j é dimk ei (radA/ rad

2 A)ej .

Theorem

Para uma álgebra A nas condições da definição acima, existe um ideal
admisśıvel I � kQA tal que A ∼= kQA/I .
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Exemplos
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Módulos e Representações de Quivers

4 Considerações Finais

Roger R Primolan (Universidade de São Paulo)́Algebras de Caminhos e Representações de Quiver 05 de março de 2021 15 / 25



Análise: Exemplos de Módulos
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Representações de Quivers

Definition

Dado um quiver finito Q uma representação k-linear de Q é:

Para cada vértice a ∈ Q0 um k-espaço vetorial Va.

Para cada flecha α : a → b ∈ Q1 uma transformação linear
Tα : Va → Vb.
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Representações de Quivers

Definition

Dado um quiver finito Q uma representação k-linear de Q é:

Para cada vértice a ∈ Q0 um k-espaço vetorial Va.

Para cada flecha α : a → b ∈ Q1 uma transformação linear
Tα : Va → Vb.

Um morfismo de representações é uma faḿılia (fa)a∈Q0 tal que
fb ◦ Tα = Tα ◦ fb, para todo α : a → b ∈ Q1.

Definition

Para um caminho ω = α1 · · ·αn entre a e b definimos
Tω = Tαn · · ·Tα1 : Va → Vb. Para uma relação ρ =

�
λωω entre a e b

definimos ρ =
�

λωTω. Uma representação do quiver conectado (Q, I ) é
uma representação de Q tal que Tρ = 0 para toda relação ρ ∈ I .

Roger R Primolan (Universidade de São Paulo)́Algebras de Caminhos e Representações de Quiver 05 de março de 2021 17 / 25



É posśıvel reverter o processo?
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Obtendo um kQ/I -módulo através de uma representação
de (Q, I ).

Theorem

Existe uma equivalência de categorias Mod(kQ/I ) ∼= Rep(Q, I ) que se
restringe a uma equivalência mod(kQ/I ) ∼= rep(Q, I ).
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Obtendo um kQ/I -módulo através de uma representação
de (Q, I ).

Theorem

Existe uma equivalência de categorias Mod(kQ/I ) ∼= Rep(Q, I ) que se
restringe a uma equivalência mod(kQ/I ) ∼= rep(Q, I ).

Moralmente...

Estudar módulos sobre kQ/I se resume a estudo de coisas lineares, que
são as representações.
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Aplicações e Exemplos
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Considerações Finais

Um isomorfismo de álgebras A ∼= kQ/I gera uma equivalência de
categorias ModA ∼= Mod(kQ/I ).
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Considerações Finais

Um isomorfismo de álgebras A ∼= kQ/I gera uma equivalência de
categorias ModA ∼= Mod(kQ/I ).

Para toda álgebra A de dimensão finita é posśıvel construir uma
álgebra básica Ab (também de dimensão finita) tal que
ModA ∼= Mod(Ab).
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Considerações Finais

Um isomorfismo de álgebras A ∼= kQ/I gera uma equivalência de
categorias ModA ∼= Mod(kQ/I ).

Para toda álgebra A de dimensão finita é posśıvel construir uma
álgebra básica Ab (também de dimensão finita) tal que
ModA ∼= Mod(Ab).

ModA ∼= Mod(Ab) ∼= Mod(kQ/I ).
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Perguntas
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