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Convencoes

@ Corpos considerados serdo algebricamente fechados e denotados por

k.
@ Algebras sio anéis que também s3o k-espacos vetoriais.

@ Moédulos s3o k-espacos vetoriais com acdo da algebra, serao
considerados médulos a direita.
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Motivacdo e Histéria

@ P1: Como estudar o objeto
abstrato dlgebra?
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Motivacdo e Histéria

@ P1: Como estudar o objeto
abstrato dlgebra?

e R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
médulo!

Figure: E. Noether (1882-1935)
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Motivacdo e Histéria

@ P1: Como estudar o objeto
abstrato dlgebra?

e R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
médulo!

@ P2: E como se estuda médulos?

Figure: E. Noether (1882-1935)
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Motivacdo e Histéria

@ P1: Como estudar o objeto
abstrato dlgebra?

e R1: (1921) através de outro
objeto um pouco mais
“concreto”, chamado de
mddulo!

o P2:

e R2: (1972) através de
representacdes de quivers!
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E como se estuda médulos?

im&m do dinno b\

o4 @ nzoO [¢D]

Figure: P. Gabriel (1933-2015)

05 de margo de 2021

5/25



Table of Contents

@ Algebra de Caminhos
@ O que é um Quiver?
@ Construindo a Algebra de Caminhos
@ |deais Admissiveis
@ Anélise: Como Encontrar o Quiver de Gabriel?
@ Sintese: Realizando Algebras como Quocientes de Algebras de
Caminhos

Roger R Primolan (Universidade de Sao PauhA’Igebras de Caminhos e Representagdes de Q. 05 de margo de 2021 6/25



O que é um Quiver

Quiver é um outro nome para grafo orientado!
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O que é um Quiver

Quiver é um outro nome para grafo orientado!

Definition

Um quiver é uma quadrupla @ = (Qp, @1,5: @1 — Qo,t: Q1 — Q). O
conjunto Qg é denotado conjunto dos vértices Q, @1 é denotado conjunto
das arestas (ou flechas) de Q, s é uma fun¢do que para cada flecha
associa o vértice de onde ela sai (do inglés, source) e t é uma fungio que
para cada flecha associa o vértice onde ela chega (do inglés, target).
Notag¢do para uma flecha entre a e b serd o = (a|a|b)
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O que é um Quiver

Quiver é um outro nome para grafo orientado!

Definition

Um quiver é uma quadrupla Q@ = (Qo, Q1,5 : @1 — Qo,t: Q1 — Q). O
conjunto Qg é denotado conjunto dos vértices @, @1 é denotado conjunto
das arestas (ou flechas) de Q, s é uma fun¢do que para cada flecha
associa o vértice de onde ela sai (do inglés, source) e t é uma fun¢do que
para cada flecha associa o vértice onde ela chega (do inglés, target).
Notagdo para uma flecha entre a e b serd a = (a|al|b)

Exemplos:

Qd. ./s '4 ()
D 3 . (L.
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Construindo a Algebra de Caminhos {) avicho

LS e
" / covinho
\
." Ik)

@ Um caminho entre os vértices a e b de um quiver @ é uma
concatenagdo de flechas ajaz - - - vy tais que: s(ag) = a, t(an) =b e
t(a,-) = s(a;+1).
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Construindo a Algebra de Caminhos Caminho
w

@ Um caminho entre os vértices a e b de um quiver @ é uma
concatenagdo de flechas ajaz - - - vy tais que: s(ag) = a, t(an) =b e
t(a,-) = S(Oé,'+1).

@ Definimos, para cada a € @, um caminho de comprimento zero
denotado por €, = (al|a).
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Construindo a Algebra de Caminhos Camisho
w

@ Um caminho entre os vértices a e b de um quiver @ é uma
concatenagdo de flechas ajaz - - - vy tais que: s(ag) = a, t(an) =b e
t(a,-) = s(a;+1).

@ Definimos, para cada a € @, um caminho de comprimento zero
denotado por €, = (al|a).

o Considere k@ o espaco vetorial que tem como base todos os
caminhos de @ e todos os caminhos de comprimento zero.
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Construindo a Algebra de Caminhos (1) camisho
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@ Um caminho entre os vértices a e b de um quiver @ é uma
concatenagdo de flechas ajaz - - - vy tais que: s(ag) = a, t(an) =b e
t(a,-) = S(Oz,url).

@ Definimos, para cada a € @, um caminho de comprimento zero
denotado por €, = (al|a).

o Considere k@ o espaco vetorial que tem como base todos os
caminhos de @ e todos os caminhos de comprimento zero.

@ Definimos o produto associativo e distributivo
wo'= [alepls) (sle14)

- kQ X kQ — k@ = (alxpy\4)
((a’al to an|b)7 (C‘/Bl o /Bm’d)) — 5bc(041 s anﬂl .. /Bm)
ww=0
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Propriedades
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Ideais Admissiveis

o ldeal de destaque: o ideal gerado por @1, isto €, pelas flechas e
denotado por R (do aleméo, richtungsspfeil, seta de diregcdo).

R=E kaPkpo---.

acl  |p|=2
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Ideais Admissiveis

o ldeal de destaque: o ideal gerado por @1, isto €, pelas flechas e
denotado por R (do aleméo, richtungsspfeil, seta de diregcdo).

R=E kaPkpo---.

aeQr  |p|=2

e Motivo:
O kg ® ka @kt - N R v
E@ = 0eB, %ue&. Ipl-2 K SRS A 3 ) o2 0 ka
R YN A R e,
x EaRE 2 @ Rol
R Lab

e Um ideal / < kQ é dito admissivel quando R™ C | C R?, para algum
inteiro m 2 2. ldeais admissiveis s3o finitamente gerados por relacdes,
que sdo elementos p = > \jw;, em que cada w; é um caminho entre
0s mesmos vértices a e b.
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Como encontrar A= kQ/I?
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Sintese: Realizando Algebras como Quocientes de Algebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-algebra A basica de dimens3o finita e um sciop
{e1,...,en} C A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por Qa,
como:
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Sintese: Realizando Algebras como Quocientes de Algebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-algebra A basica de dimensao finita e um sciop
{e1,...,en} C A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por Qa,
como:

o (Q)a=1{1,...,n}, isto é tem a mesma cardinalidade do sciop.

Roger R Primolan (Universidade de Sao PauhA’Igebras de Caminhos e Representagdes de Q. 05 de margo de 2021 13 /25



Sintese: Realizando Algebras como Quocientes de Algebras
de Caminhos

Definition

Dada uma k-algebra A basica de dimensao finita e um sciop
{e1,...,en} C A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por Qa,
como:

o (Q)a=1{1,...,n}, isto é tem a mesma cardinalidade do sciop.

e Dados i,j € (Qo)a, a quantidade de flechas de (Q1)a com inicio em i
e fim em j é dimy e;(rad A/ rad? A)e;.

Roger R Primolan (Universidade de Sao PauhA’Igebras de Caminhos e Representagdes de Q. 05 de margo de 2021 13 /25



Sintese: Realizando Algebras como Quocientes de Algebras
de Caminhos

Definition
Dada uma k-algebra A basica de dimensao finita e um sciop

{e1,...,en} C A definimos o quiver de Gabriel de A, denotado por Qa,
como:

o (Q)a=1{1,...,n}, isto é tem a mesma cardinalidade do sciop.

e Dados i,j € (Qo)a, a quantidade de flechas de (Q1)a com inicio em i
e fim em j é dimy e;(rad A/ rad? A)e;.

Theorem

Para uma algebra A nas condicées da definicdo acima, existe um ideal
admissivel | < kQa tal que A= kQa/l.
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Exemplos
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Andlise: Exemplos de Mdédulos
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Andlise: Exemplos de Mdédulos
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Representacdes de Quivers

Definition
Dado um quiver finito @ uma representacdo k-linear de @ é:
@ Para cada vértice a € Qy um k-espaco vetorial V.

@ Para cada flecha oo : a — b € @1 uma transformacao linear
Ta . Va — Vb.
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Representacdes de Quivers

Definition
Dado um quiver finito @ uma representacdo k-linear de @ é:
o Para cada vértice a € Qg um k-espaco vetorial V.
o Para cada flecha o : a — b € @1 uma transformacao linear
To: Vo — V.
Um morfismo de representagGes é uma familia (f,).cq, tal que
foo Ty =8u0f,, paratodoa:a— be Q.

Definition

Para um caminho w = a3 - - - @, entre a e b definimos

To=Ta, -+ Tay: Va— Vp. Para uma relagdo p = > A, ,w entre ae b
definimos p = >~ A, T,. Uma representagdo do quiver conectado (Q, /) é
uma representacdo de Q tal que 7, = 0 para toda relagdo p € /.
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E possivel reverter o processo?

Seipe (M) T g, ucq, Umn vepsrbogin de @iT):
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E possivel reverter o processo?
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Obtendo um kQ//-mddulo através de uma representacio

de (Q, /).

Theorem

Existe uma equivaléncia de categorias Mod(kQ/I) = Rep(Q, /) que se
restringe a uma equivaléncia mod(kQ/1) = rep(Q, /).
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Obtendo um kQ//-mddulo através de uma representacio

de (Q, /).

Theorem

Existe uma equivaléncia de categorias Mod(kQ/I) = Rep(Q, /) que se
restringe a uma equivaléncia mod(kQ/1) = rep(Q, /).

Moralmente...

Estudar médulos sobre kQ// se resume a estudo de coisas lineares, que
sa0 as representacoes.
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Aplicacoes e Exemplos
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Aplicacoes e Exemplos
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Consideracoes Finais

e Um isomorfismo de dlgebras A = kQ/I gera uma equivaléncia de
categorias Mod A = Mod(kQ//).
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Consideracoes Finais

e Um isomorfismo de dlgebras A = kQ/I gera uma equivaléncia de
categorias Mod A = Mod(kQ//).

@ Para toda algebra A de dimens3o finita é possivel construir uma
4lgebra basica AP (também de dimensio finita) tal que
Mod A = Mod(A®).
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Consideracoes Finais

e Um isomorfismo de dlgebras A = kQ/I gera uma equivaléncia de
categorias Mod A = Mod(kQ//).

@ Para toda algebra A de dimens3o finita é possivel construir uma
algebra basica AP (também de dimens3o finita) tal que
Mod A = Mod(A®).

e Mod A = Mod(AP) = Mod(kQ/1).
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