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1° Semestre de 2021

1 Sistemas de Congruéncias Lineares

(1) Resolva os seguintes sistemas de congruéncias lineares:

x=1 (mod 3) x =5 (mod 6) ii; Enmgi g;
(a) ¢ x=2 (mod5) , (b) { x=4 (mod 11) , (c) _
x =3 (mod 7) x =3 (mod 7) x=4 (mod5)
- - x=0 (mod7)
(2) Resolva os seguintes sistemas de congruéncias lineares:
4x =3 (mod 7) 3x =5 (mod 2)
(a) { 5x=4 (mod 11) , (b) = —3 (mod?5) .
11x =8 (mod 13) 4x =7 (mod 9)

(3) Determine o menor inteiro a, maior que 100, tal que:

2|a; 3] (a+1);4|(a+2);5]|(a+3); 6] (a+4).

(4) Se de uma cesta com ovos retiramos duas unidades por vez, sobra 1 ovo. O mesmo acontece se
0s ovos sdo retirados de 3 em 3, de 4 em 4, de 5 em 5, de 6 em 6. Mas ndo resta nenhum resto se
retiramos 7 unidades cada vez. Qual € menor numero possivel de ovos na cesta?

(5) William resolveu fazer uma tabela, onde cada elemento corresponde exatamente a0 menor nimero
natural que deixa o resto equivalente na coluna na divisdo por 7 e o resto equivalente a linha na divisao
por 3. Por exemplo, 19 pertence a linha assinalada com 1 e a coluna assinalada com 5, pois deixa
restos 1 e 5 na divis@o por 3 e 7, respectivamente.

012|345 |6
0
1 19
2

(a) Ajude William, completando a tabela.

(b) Observe que todos os nimeros de 0 a 20 apareceram na tabela uma dnica vez. Porqué isso
ocorreu? O mesmo acontece se fizermos uma tabela semelhante para os restos por 4 e 67
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(6) Resolva a equagio x> = 11 (mod 35).

(7) * Sabemos que quando um sistema de congruéncias satisfaz as condi¢des do Teorema Chinés dos
Restos, entdo ele de fato possui uma utnica soluc@o para certo médulo. Nesta questdo, veremos um
critério para determinar se um sistema arbitrario de congruéncias possui solucgao.

(a) Mostre que o sistema de congruéncias

{x =c¢; (mod n)

x=cy (mod ny)

possui solugdo apenas se ¢; = ¢ (mod mdc(nq,717)). Mostre também que a solugdo € tinica
(mod mmc(ny,ny)).

(b) Utilizando o item anterior, pode-se provar por induc@o que o sistema de congruéncias

(

C1 (mod 111)
cp (mod ny)

(¥ = (mod ny)
possui solugdo apenas se ¢; = ¢; (mod mdc(n;, n;)) para todos i,j, com i # j, sendo que,
caso exista, a solugdo é dnica (mod mmc(ny,ny,...,n;)). Verifique se o sistema de con-
gruéncias
(x=15 (mod 26)
x =25 (mod 37)
x =48 (mod 59)
x =57 (mod 77)
x =78 (mod 87)
x =15 (mod 111)
(x=49 (mod 127)

possui solucao.

(8) Seja N = 1234567 . ..20202021 o nimero obtido escrevendo os inteiros de 1 até 2021 concate-
nados. Qual € o resto que N deixa quando dividido por 40?
[Dica:] Noteque N =1 (mod 5)e N =5 (mod 8) para, entdo, usar o Teorema Chinés dos Restos.

(9) * Gabriel, ao resolver o sistema com n > 1 congruéncias

.

x=1 (mod 3)
x=4 (mod 5)

x=3n—-2 (mod F,i3)
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onde F, denota o n-ésimo nimero de Fibonacci, percebeu que a menor solucdo inteira positiva era
exatamente a soma dos produtos de cada resto por seu respectivo médulo. Qual foi o sistema de
congruéncias que Gabriel resolveu?

(10) * Encontre uma lista de 17 inteiros positivos consecutivos tais que cada um € divisivel por um
ou mais primos p do intervalo 2 < p < 13.
[Dica:] Enumere as possibilidades de divisores para cada elemento da lista para avaliar uma possivel
composi¢do, montando um sistema de congruéncias e usando o Teorema Chinés dos Restos para
resolvé-lo e descobrir os elementos da lista.

2 Teoremas de Euler, Fermat e Wilson

(1) Seja a um inteiro. Demonstre as afirmagdes abaixo.
(a) a® =a (mod 15);
(b) Se mdc(a,35) = 1entio a'?> =1 (mod 35);
(c) Semdc(a,42) = 1 entdo 168 | a® — 1;
(d) a® =a (mod 26).

2)

(a) Sejam a, b inteiros e seja p um primo positivo tal que mdc(a, p) = 1. Mostre que x = a?~2b
é solugdo da congruénciaax = b (mod p).

(b) Resolva as congruéncias 6x =5 (mod 11) e 3x = 17 (mod 29).

(3) Encontre o resto da divisdo de

(a) 5 por 7. (b) 5'% por 11. (c) 157 por 11.

(d) 31200 por 28. (e) 27" por 352.

(4) Encontre os dois dltimos digitos de

(a) 2999; (b) 3999; (C) 52020;
(d) 72019; (E) 1232010; (f) 5572012.
%)

(a) Seja p um inteiro primo e sejam 4, b inteiros arbitrarios. Mostre que se a? = b (mod p)
entdoa = b (mod p).

(b) Seja p > 2 um primo. Mostre que

427+ 4+ (p—1)P=0 (mod p).



(6) Mostre que 28 = 1 (mod 17) e que 2'° =1 (mod 17).
(7) Sejam p um primo e a um inteiro tal que p  a. Prove que
(a) sep > 2,511%1 =1 (mod p) ou ar =1 (mod p);
(b) o menor inteiro positivo e tal que a° = 1 (mod p) é divisor de p — 1;

(c) seeé o inteiro acima de x é um inteiro tal que a* =1 (mod p) entdo e | x.

®)

(a) Sejam p, g primos distintos e impares tais que (p — 1) | (9§ — 1). Mostre que se mdc(a, pg) =
lentioa’ ' =1 (mod pq).

(b) Seja a um inteiro. Prove que 2%’ = a (mod 1729); a” = a (mod 158).

(9) Sejam a um inteiro e  um inteiro positivo tais que mdc(a,n) = mdc(a — 1,n) = 1. Prove que

14a+---+a?M1=0 (mod n).

(10) Sejam m, n inteiros positivos relativamente primos. Prove que

m?M 4?0 =1 (mod mn).

(11) Determine o resto da divisdo de a por b nos casos
(a) a=15'eb=17.
(b) a=2-(26)!'eb=29.

(12) Retna os inteiros 2,3, . ..,21 em pares (a,b) tais que ab =1 (mod 23).
(13) Mostre que 18! = —1 (mod 437).

(14) Encontre o resto da divisdo de
(a) 5!-25!por 31, (b) 97! por 101; (c) 65! por71;
d) 53! por 61; e) 149! por 139; 97! por 103.
( p p p

(15) Resolva cada uma das equacdes abaixo:

(a) g(n) = 3. (b) g(2n) = p(3n). (c) gn) =2
(@) g(m) = 2. () glm) =6. (f) 9lm) =26,

4



(16) Mostre que para todo n temos

(a) ¢(4n) =2¢(2n); (b) ¢(4n +2) = ¢(2n +1);
(17) Observe que
6! = —1 (mod?7)
5! = 1 (mod 7)
412 = —1 (mod 7)
33 = 1 (mod 7)

(a) Fagaomesmo célculo para o médulo 11, ou seja, calcule 10! (mod 11),9!1! (mod 11),...,5!5!
(mod 11).

(b) Com base no enunciado e nos resultados do item (a), conjecture uma férmula para realizar esses
cilculos e demonstre-a.

(¢) Qual é o resto da divisdo de 15! - 31! por 2021?

(18) Existem exatamente 5 pares de nimeros primos de 2 algarismos (p, ), p < g, tais que p! deixa
resto p na divisdo por ¢, € 15 pares de niimeros primos de 3 algarismos satisfazendo essa condigao.

(a) Mostre que (11,29), (19,59), (43,61), (47,83) e (53,61) sdo todos os pares de primos de 2
algarismos satisfazendo essa condigdo.

(b) Mostre que (653,661) é um par de nimeros primos de 3 algarismos satisfazendo a condi¢éo
do enunciado.
[Dica:] Use que 8! +1 =0 (mod 661) e 8-248 =1 (mod 661).
(19) Verifique se cada afirmacdo abaixo é verdadeira ou falsa:
(a) Se mdc(m,n) = 1entdo mdc(¢(n), p(m)) = 1.
(b) Se n ndo é primo, entdo mdc(n, p(n)) > 1.

(c) Se m e n satisfazem ng(m) = mge(n), entdo m = n.

(20) * Sejam D(n) = {d,...,d;} os divisores positivos de n. Assim, dy = 1, e dj = n.
(a) Sen =12, calcule ¢(dy) + ...+ @(dy).

(b) Encontre o valor de

(1) +¢(2) +...+ ¢(2),
onde ¢ € IN.

(c) Sendo p um nimero primo, encontre o valor de

(1) +o(p)+...+ o(p'),

onde ¢ € IN.
(d) Prove que, para todo n € IN¥,

Y. o(d)=n

deD(n)

[Dica:] Utilize o Teorema Fundamental da Aritmética e o item anterior.



21)

(a) Prove que, para n nimero natural e a € Z, com mdc(a,n) = 1 se m, k sdo naturais positivos
tais que 1 = k (mod ¢(n)), entdo a™ = a* (mod n).

(b) Sejaa € Z tal que mdc(a,561) = 1. Prove que a®® = 1 (mod 561). Isto é um contraexem-
plo ao Pequeno Teorema de Fermat?

(22) * Mostre que

¢(n) <n,

S5
IN

para todo 7 inteiro positivo.

(23) * Nessa questdo, vamos analisar um algoritmo para determinar o menor 7 tal que @(n) = m.
Seja D(m) = {dy,...,dx} o conjunto dos divisores positivos de m, e seja S(m) o conjunto dos
niimeros primos tais que seu antecessor é divisor de m. Para cada p € S(m), vamos criar o conjunto

Ly ={(L,1)}u{("(p-1p" H1 <e<t+1},
onde t € tal que p' | m, mas p“’l t m. Note que cada L, pode ser escrito na forma

Lp = {(ﬂdl,dl), (ﬂdz,dz),. Cey (ﬂdk,dk)}.

Agora, definimos os conjuntos P;, parai € IN* recursivamente da seguinte maneira:

b, = LPVPE = Zﬂtb%,d , (l/‘ld,d) € Py, (bd,d) € LW > 2.
td

Entéo, a soma de todos os n tais que ¢(n) = m é dada pelo termo de P, correspondente ao par
(am, m). Vejamos um exemplo para entender este processo: Se m = 6, entdo D(6) = {1,2,3,6}, ¢
S(6) = {2,3,7}. Temos entdo

L ={(1,1),(21),(42)}, L3={(11),(32),(96)} e Ly={(1,1),(76)}.
Os conjuntos P; respectivos serao
P=1L, P,=4{(31),(13,2),(27,6)} e P3;=1{(3,1),(13,2),(48,6)}.

Assim, a soma de todos os n tais que ¢(n) = 6 é 48. De fato, 7 + 9 + 14 + 18 = 48.
Utilize esse método para encontrar a soma de todos os valores de n que satisfazem

(a) @(n) =12 (b) @(n) =28

(24) * O sistema de criptografia RSA é um dos mais utilizados do mundo para criptografar mensagens.
Nesse método, ha uma chave publica e uma chave privada. A chave publica pode ser distribuida
livremente, enquanto a chave privada € a Gnica que permite decriptografar a mensagem. Para gerar
essas chaves, seguem-se os seguintes passos:

* Escolha de forma aleatéria dois nimeros primos p € ¢;

* Calcule n = pg;



* Calcule p(n) = (p—1)(g —1);
* Escolha um inteiro e tal que 1 < e < ¢(n), de forma que mdc(e, ¢(n)) = 1;

* - Calcule d de forma que de =1 (mod ¢(n)), ou seja, d seja o inverso multiplicativo de e em

(mod ¢(n)).

Portanto, a chave publica serd o par (1, e), e a chave privada serd a tripla (p, g,d).
Assim, se associarmos a cada letra do alfabeto o nimero que representa sua posicdo, ou seja, A valer
1, B valer 2, C valer 3, e assim por diante, podemos criptografar e decriptografar mensagens.

(a) Vamos criptografar a palavra IME. Podemos descrevé-la como 9-13-5. Utilizando p = 3 e
g=11:
& Encontre e ¢(n).
¥ Verifique que e = 7 é um possivel valor para compor a chave publica;
@& Encontre o valor de d tal que (p, g, d) seja uma chave privada.

# Criptografe a palavra IME, calculando m® (mod n) para cada nimero m correspondente
a respectiva letra.

(b) Utilizando a chave privada do item anterior, decriptografe a mensagem abaixo:

ZULZXCAEI



