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1 Axiomatica de Z

(1) Dado um inteiro x, chamamos de valor absoluto de x o numero inteiro designado por|x| e definido

por
X, sex >0
x| = :
—x, sex <0
Sejam a, b € Z. Prove que
(a) [a] = 0;
(b) |a] = 0 se, e somente se, a = 0;
(c) —lal <a <lal;
(d) [ab] =]a]lb]
(e) |a+0b| <l|a| +|b|;
(f) |lal = 1b]] <la—b].

(2) Prove que o conjunto S = {m € Z | 7 < m < 8} é vazio.

(3) Um elemento a € Z ¢ dito inversivel se existir um elemento a’ € Z. tal que aa’ = 1. Mostre que
os unicos elementos inversiveis de Z sao 1 e —1.

(4) Sejam p,q € Z.
(a) Prove que
(i) p-(=q)=(=p)-q=—(p-q);
(it) (=p)- (=) =p-q.

(b) Mostre que se a multiplicacdo em Z tivesse sido definida satisfazendo (—p) - (—q) = —(p - q),
para todos p,q € IN, entdo os niimeros inteiros ndo satisfariam os seguintes axiomas:

(i) Propriedade cancelativa: para toda terna de inteiros 4,b,c, com a # 0, tem-se que, se
ab = ac,entdo b = c.

(i) Propriedade distributiva: para toda terna de inteiros a, b, ¢ de inteiros tem-se que a(b +
c) = ab + ac.

(c) Se fosse vélido que (—3) - (—5) = —15, mostre que terfamos 7 - 2 = —16.



2 Inducao Finita

(1) Prove que se vale o Principio da Indugdo Finita, entdo vale o Principio da Boa Ordem.

(2) Prove que se vale a segunda forma do Principio da Indug¢do Finita, entdo vale o Principio da Boa
Ordem.
(3) Prove por indugdo que

nn+1)2n+1)
6

n
(a) K2 =124+22+.. . +n’= ,n > 1;
k=1

2
(b) fk3=13+23+...+n3= (@) ,Vn > 1;
k=1

(c) [Desigualdade de Bernoulli] (1 + k)" > 1+ nh, onde h > 0 esté fixado e n > 0.

(4) Prove por inducao que

(a) n3+ 2n é sempre divisivel por 3 para todo n > 0;

(b) 5" — 4n + 15 é sempre divisivel por 16 para todo n > 0;

(c) 2n3 + 3n? 4 7n é sempre divisivel por 6 para todo 1 > 0.

(d) 4?"~1 41 é sempre divisivel por 5 para todo n > 1.

(e) 6272 43+ 1 371 ¢ sempre divisivel por 11 para todo n > 1.
(5) Sejam a e r dois nimeros inteiros. Dizemos que a sequéncia {ag, ay,...,a,}, onde a; = a,a, =
a+r,a3=a+2r,...,a, =a+ (n—1)réuma progressdo aritmética de razdo r. Prove, utilizando

o principio de inducao finita, que a soma dos 7 primeiros termos de uma progressao aritmética ¢ dada

por:
Yoa=at(atr)t(at2n) ot (k-1 = 120D
i=1

(6) Considere a seguinte sequéncia de somas:

1 _ 1
S B
_+_ 4

2 T3
brivi = &
atsatats = o

e seja P(n) a soma

1 2 3 n—1
2 a AT

Determine uma expressdo para P(n) e, em seguida, utilizando o Principio da Indugéo Finita, prove
sua validade paran > 2.



(7) Prove que se n > 3, entdo a soma dos angulos internos de um poligono regular de n lados é

(n—2)-180°

(8) Sabe-se que a forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi é dada por
z = p(cos B + isenh),

onde 6 = arg z e p = |z| = Va? + b2. Prove, utilizando o Principio de Induc@o Finita, a férmula de
De Moivre, isto é, se z = p(cos 6 + isenf), entdo

z" = p"(cos(nf) + isen(nd)), Vn € N.

(9) Sejaa # 0 € Z e m € IN. Definimos a poténcia ndo-negativa de a do seguinte modo:

1, sem =20
a =< a, sem=1.
a™Ll.g, sem>1

Prove que
(a) a™-a" =a™+n,Ym,n € N;
(b) (a™)* =a™",¥m,n € N.

(10) Prove que x — y divide x" — y"* para quaisquer inteiros x, y distintos e n > 1.

(11) Para todo inteiro n > 1, prove que

xn

1—x

1
(a) —x—1+x+x x4

(b) 14+2+22+...+2" 1 =2" 1 ([Dica:] Use o item anterior).

(12) * Seja n um inteiro positivo. Mostre que

n
() X (~D*G) =0 (b) 2 0=
(13) Prove por inducdo finita para todo n > 1 que
(@) —— e >

n+1l n+2 2n = 247

(b) (1—1)-(1—%)-....(1_%> il
(o) 1-142-21+...4n-nl=(n+1) -1,

(@) ottt =
1-2 2.3 "7 n-(n+1) n+1




(14)

(a) Considere a sequéncia de ndmeros inteiros (4, ), > dada por

2, sen =0;
an = < 3, sen=1;.

3a,_1—2a, 5, sen>2

Mostre que
a, =2"+1, Vn>0.

(b) Considere a sequéncia de nimeros inteiros (by ), > dada por

0, sen = 0;
b, =<1, sen=1;.
3b,_ —2b,_>, sen>?2

Mostre que
b,=2"-1, V¥Yn>0.

(c) Considere a Sequéncia de Fibonacci (Fy),>( dada por

0, sen =0;
F, =41, sen=1;.

Mostre que
(i) Fi—FuprFir = (=)™
(ii) Fyy1Fuq2 — FyFy3 = (—1)™.

(15) Prove que, se n ¢ um multiplo de 8, entdao F, é multiplo de 7.
[Dica:] Prove que F,,y8 = 7F,; 14 — Fy.

(16) * Prove que todo nimero natural pode ser representado como uma soma de diversos nimeros de
Fibonacci distintos.

(17) O que h4 de errado com a seguinte demonstracao por inducao de que para todo inteiro positivo 1
nés temos a1 = 1?

1

Demonstrag¢do: Para n = 1,a'~1 = 4% = 1, correto. Assumindo o teorema valido para

k <mn,temos paran +1:

a(n—'_l)_l — ai’l = = = ].,

como desejadvamos.



(18) * E dado um conjunto de n pontos em um circulo e cada par de pontos estd ligado por um
segmento. Acontece que trés desses segmentos nunca se encontram no mesmo ponto. Em quantas
partes eles dividem o interior do circulo?

(19) * [Pizza de Steiner] Qual é o maior nimero de partes em que se pode dividir o plano com n
cortes retos?

(20) Suponha um campeonato de futebol com 7 times onde todos jogam contra todos uma Unica vez.
- < . .  n(n—1)

Prove por indug@o que o nimero total de jogos é —

(21) * Faca uma conjectura sobre as somas das diagonais ascendentes no Triangulo de Pascal con-

forme indicado. Prove que sua conjectura € verdadeira.

SANNE

1
(22) Sabe-se que x + = d é um inteiro.

1 o .
(a) Prove que x" + —, também € um inteiro, qualquer que seja o nimero natural 7.
X

(b) * Encontre todos os valores de d > 2 tais que 194 é um termo da sequéncia

1, 1 5 1
X+ —,x +—2,x +—3, .
X X X

Observacdo: Exercicios marcados com * sdo extras.



