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PREFACIO

Este liviro esta baseado em notas escritas para o curso de Algcbra
I do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Pau-
lo {(IME-USP}. Elas foram experimentadas enwe 1977 ¢ 1980 na forma
de apostitas. Depois desse periodo foi feita uma edi¢io preliminar que
permitiu uma maior divulgacio e, dessa [urma, elas foram usadas nio
s6 na USP como tambéim em cutras universicacles. Isso permitiu testar
sua receptividade entre os alunos e [azev diversas cotvecoes.

O conteddo deste livro apresenta algumas oportunidades dida-
ticas muito interessantes. Elc se propée a inwroduzir win grande niune-
ro de demonsuracocs caracteristicas do método axiomatico, familia-
rizando gradualmente o cstudante com o formalismo que ird encon-
trar i medida que progride em seus estudos. Os conceitos wrabalhacos
sa0 hem conhecidos do leitor, de modo que ele pode ir se adaplando
aos novos metedos ¢ ao nivel de rigor necessario sem a dificuldace
adicional de compreender idéias que lhe sdo estranhas,

O grau de formalizagao que adotamos é médio, apenas o sufi-
ciente para ilustrar o método axiomdtico. Assim, os proprios axiomas
foram apresentados de um ponto de visia que poderiamos quatificar
de ingénuo, mas, a partir dai, fomos bastante cuidadosos iras demons-
wagdes,

Devemos dizer ainda uma palavra quianto i apresentacio dos
temas. Ela representa uma proposta ou, melhor, uma tomada de posi-
¢a0 quanto a lorma em que acreditamos que a matemiitica deve ser

apresentada. Tomamos especial cuidado em inwoduzir ao longoe do
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texto um grande ndmero de informacoes histdricas, o que tem wma
dupla finalidade.

De um lado, achamos que tanto conceitos comao novos proble-
mas nio devem ser inwoduzidos “em abstrato™ apenas porque o pro-
fessol ou o programa querem se ocupar deles. Acreditamos que se
deve levay em conta a molivaciao ¢ a relevancia dos temas em conside-
racio. A histéria das questoes watadas € frequientemente da matkor im-
portincia nesse sentido. Isso € particularmente verdadeiro ac tratar
de conceitos aritméticos ou algébricos, cuja motivacac nao esta ligada
a nossa inticao do mundo fisico, como acontece em outros ramos da
matemalica,

De outro lado, acreditamaos também que um texto, ou um cur-
$0, ndc se deve limitar a transmidr apenas o contetdo “técnico” da
matéria, deve-se preccupar ltambém com a formacao do estudante,
Nesse sentido, & tac importante para o future profissional o estudo de
uma determinacla disciplina quanto ¢ das circunstancias em que se
desenvolveu,

Gostariamos de poder transmitir ¢ssas inquietudes ao estudan-
te, para que este livro possa vir a ser para ele uma das muitas portas a
matematica superior.

Quando da primeira redagao destas notas, a Profa. Sara 5.
Herkowicz fez numerosas sugestocs que contribuiram muite para o
aprimoramento da versao tinal. Tanto a monitora Heloisa D. Borsani,
gue nos auxiliou na conteccao da primeira versio mimeografada, como
o0s alunos Kunio Okuda. Dehorah Martins Raphael e Fernando Qua-
dros Gouvéa, que fizeram uma cuidadosa leitura dos primeiros origi-
nais, sao hoje doutores em matematica. A todos ¢les somos muito gra-
tos pela valiosa colaboragao.

Ao tongo dos anos em que este texto foi empregado em forma
experimental, diversos outros colegas nos auxiliaram com muitas cor-
re¢oes. Somos particularmentte gratos aos Profs. Leila M. Figueiredo,
Roberto C, F. Costa, Maria Lucia S. Singer e Renate Watanabe, e ao
aluno Jodo F. Barros pela leitura meticulosa do mesmo, que nos levou

a corrigir um grande niimeyo de detalhes,

s autores

NUMEROS INTEIROS

1.1 INTRODUCAO

A geometria costuma ser apresentada como uma ciéncia na qual
todas as proposicées podem ser logicamente demonstradas a partir de
algumas afirmacdes iniciais chamadas axiomas ou postulados. Essa apre-
sentacao & muito antiga, data do século IV a.C., quando Euclides de
Alexandria cscreveu seus famosos Elementos.

Algo Mem diferente acontece com a dlgebra e, em particular,
com a teoria elementar de nimeros, que serd o objeto destas notas,
Parece claro que a no¢io de nimero natural desenvolveu-se gradati-
vamente a partir da experiéncia cotidiana. Seu emprego foi-se genera-
lizando aos poucos, e as propriedades das operacées foram admitidas
como um fato experimental.

Fato andlogo acontecen com a nocio de racionais nao-negati-
vos, isto &, numeros da forma «/b em que « ¢ #sio niumeros naturais,
que surgiram ligados a problemas de grandezas geométricas.

O mesmo nio aconteceu com o0s nlmeros inteiros negativos, O

primeiro uso conhecido desses niameros encontra-se numa obra in-
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diana, atribuicla a Brahmagupta (628 d.C. aproximaclamente), na qual
sdo interpretados como dividas.

Foi precisamente a possibilidade de dar diversas interpretagdes
aos ntimeros negativos que fez com que cles fossem aceitos aos poucos
na coletividade matematica. Porém, desde seu aparccimento, esses
numeros suscitaram duvidas quanto i sua legitimidade. Em 1543 Stieffel
ainda os chamava cle nimeros absurdos, e Cardano, contemporianeo
dle Stieffel, denominava-os solugoes falsas de wima cquagao.

Foi o aparecimento dos niimeros complexos, ligados 4 proble-
mas de resolucao de equagoces, mas sem uma interprelagao empirica
acessivel, que levou a ciéncia européia a refletir sobre a natureza dos
numeros.

O primeiro a tentar dar 4 dlgebra uma estruna légica compa-
ravel 2 geomeltria dos Efementos de Euclides foi o inglés George Peacok
que, no scu Treatise on Algebra, publicado em 1830 e ampliado a dois
volumes emn 1843, destacou pela primeira vez a importincia das cha-
madas “leis formais”, isto &, das propriedades das operagoes, marcan-
do assim o inicic do pensamento axiomatico em dlgebra.

Attude semeihanie foi assumicda por seu contemporineo ¢ ami-
go, Augusto de Morgan, na sua Trigonometry and Double Algebra,
publicada também em 1830

Em geral, os lextos apresentam aos cstudantes teorias ja bem
organizadas, partindo de um punbado de axiomas ¢ demonstrandoe
ordenadamente todos os resultados subseqiientes e esic livio nao sera
excecdo. Quercmos, no entanto, advertir que esta abordagem da
freqiientemente ao estudante uma impressao ervada da nawreza da
evolucdo da matemdtica, comao se primeiro se fixassem as bases para so
cdlepois se desenvolver a teoria.

O processo historico mostra que a realidade foi bem diferente.
No século XVII, Leonhard Euler descobriu as famosas formulas que
levam seu nome, refacionando exponenciais com numeros comple-
xos, ¢ Karl F. Gauss demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra,
quc atirma que toda equagiao polinomial com coelicienies reais admi-
te pelo menos uma raiz complexa. Contudo, a primeira (undamenta-
cao precisa da nocdo de niimero complexo como par ordenado de
mimeros veais ¢ atribuida a $H William R, Hamilion e data de 1333,

Como os miumeros complexos foram os ¢ue levantaram mais da-

Numeros Inteiros *

vidas quanto 4 sua legitimidadc, foram também cles os primeiros a ser
fundamentados de forma cuidadosa, usando-se a nocio de niimero
real, que foi formalizada sé em 1872 por Richard Dedekind.

No seu estudo dos niimeros reais, Dedekind ap6ia-s¢ nos racio-
nais, que, por sua vez, definem-se a partir de pares ordenados de nu-
meros inteiros, Mas, afinal, o que sio os numeros inteiros?

A nocio de nimero natwral (a partir da qual se pode explicitar
a no¢ao de inteiros} foi fundamentada com precisao pela primeira vez
por Giuseppe Peano em 1889 na sua Arithmetica Principia Nova
Methodo Exposita. O método de Peano, com leves variantes, ¢ usado
até hoje por numerosos textos, mas tem o inconveniente de ser longo
e demorado. Segundo essa teoria, a definicio de niimero natural &
estabelecida a partir de trés conceitos primitivos ¢ cinco axiomas. O
leitor interessado nesse ponto de vista podera consultar o ultimo capi-
tulo destas notas,

Noés preferimos dar diretamente uma fundamentacio axiomarica
dos niimeros inteiros, bastante usada em algumas das referéncias clas-
sicas, que nos permitirad chegar mais rapidamente a resultados signifi-
cativos,

1.2  UMA FUNDAMENTACAO AXIOMATICA

Osnumeros inteiros formam um conjunto, que notaremos por Z,
no qual estao definidas duas operacdes, que chamaremos de adi¢io e
multiplica¢io e denotaremos por + e - . Em Ztambém estd definida uma
relacdo que permite comparar os seus elementos, a relacdo “menor ou
igual”, que indicaremos pors,

Como nao desejamos ser excessivamente formais, nio definire-
mos aqui os conceitos de operagao ¢ relacho; limitar-nos-emos a usa-
los no seu sentido intuitivo,

Os axiomas que passaremos a detalhar descreverio algumas das
propriedades basicas das operagées ¢ da relagio “menor ou igual”,
que tomaremos como base para desenvolver a teoria, Qualquer outra
propriedade, mesmo que intuitivamente ébvia, podera ser demonstra-
da a partir dessas.

15
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Observamos que em qualquer apresenlagao axiomatica o co-
meco tende a ser cansativo, precisamente por ser necessario demaons-
wrar alguns fatos que sao bem conhecidos. Tentamos poupar o leitor,
na medida do possivel, desse inevitavel aborrecimento. Assim, nosso
sistbina de axiomas é superabundante, isto &, admitunos 111ais proprie-
dades do que as estritamente necessarias, esperando tornar mais flu-
ente a exposi¢io. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar os
cxercicios,

O primeiro grupo de axiomas descrevera algumas proprieda-
des da soma que certamente sao familiares ao leitor.

A1 Propricdade Associativa; Para toda terna a, 4, ¢ de inteivos tem-

sC que
a+{b+cdy=(a+dbi+r .

A2  Existéncia do Neutro: Existe um unico elemento, denominado
newfre aditive ou zere, que indicaremos por 0, tal que

a+0=a,paratodo ae Z .

A% Existéncia do Oposto: Para cada inteiro « existe um tnico ele-
mento que chamaremos oposto de « e indicaremos por —a, tal

que
a+{=a)=0.

A4 Propriedade Comutadva: Para todo pay «, & de inteiros tem-se

que
a+b=0+a

O préximo grupo de axiomas explicita algumas das proprieda-

des da multiplicacao.

AD  Propriedade Associativa: Para woda leyna o, b, ¢ de inteiros tem-

se que

a{be)y=(ab} .

Nimeros Intefros

A6  Existéncia do Neutro: Existe um tinico elemento, diferente de
zero, denominado neutro multiplicativo, que indicaremos por
1, tal que

1-a=a,paratodoae Z .

A7 Propriedade Cancelativa: Para toda ternaa, b, cde inteiros, com
a#0, tem-se que,

se ab=ac,entio, b=c .

A8 Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de inteiros, tem-se
que

(Tb= bci' .

Comparando o grupo de axiomas dados para a adicao € a mul-
tiplicacdo, percebe-se uma grande semelhanca entre ambos. A Gnica
diferenca notavel surge entre os axiomas A.3 e A.7. Um anilogo a A.3
para muldplica¢io afirmaria que para todo a€ Z existe um elemento,
digamos, 2’ € Z, tal quea -a’ = 1. Sabemos, porém, que isso nio aconte-
ce:quando a=2, por exemplo, nio existe nenhum inteiro 2’ tal que 22’
=1 (para consideragdes mais precisas veja o exercicio 7).

Poderiamos nos perguntar ainda por que nao colocar, entre os
axiomas da adicao, um anilogo i propriedade cancelativa A.7. Nao o
fizemos apenas porque é muito ficil demonstrar esse resultado a par-
tir dos axiomas.

1.2 Proprosicao (PROPRIEDADE CANCELATIVA DA ADICAQ)
Para toda terna a, b, ¢ de inteiros tem-se que,

sea+b=a+c,enmtiob=c .

DEMONSTRACAO
Se a+ b=a+ c,somando o oposto de a a ambos os membros
dessa igualdade, temos que

{(—a)+(a+by=(~a)+{a+ )

i5
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Usando a propriedade associativa, temos:

[(-a)+(a)]+b=[(-a)+(a)l)+c,

isto &,
0+b=0+c,
portanto,
b=c. [ ]

O proximo axioma relaciona ambas operagoes.

A9  Propriedade Diswributiva: Para toda terna a, b, cde inteiros iem-
se que

a(b+c)=ab+ac.

As préximas afirmagdes também sio intuitivamente evidentes,
mas conforme o plano inicial serao demonstradas com base nos axio-
mas até aqui introduzidos,

1.2.2 Prorosi¢cio
Paia todo inteiro a, tem-se quca-0=0.

DEMONSTRACAO
Comoa-0+a2:-0=a(0+0)=a-0=2a-0+0,comparando o

primeiro e o iiltimo termo da cadeia de igualdades acima temos que
a-0+a-0=a-0+0.

Usando a propriedade cancelativa da adi¢io, vem imediatamente que

a-0=0. n

1.2.3 Prorosicio

Sejam a, b inteiros, tais que a- b=0. Entdo, a= 0 ou b=0.

Nameros Inteiros  *

DEMONSTRACAO

Se ab=(, usando a proposicio anterior podemos escrever essa
igualdade naformaab=2.0,

Se a =0, a proposicao estd demonstrada. Se a # 0 , podemos
usar o axioma A.7 para cancelar e obtemos b= 0. |

Se o leitor lembra da forma como sdo apresentadas as opera-
¢bes com numeros inteiros no curso secundirio € o mistério que en-
volve o processo de decidir o sinal de um produto, certamente apreci-
ara as vantagens do método axiomitico da proposicio seguinte.

1.2.4 Prorosicio (REGRa DOS SINAIS)
Sefam a e b inteiros. Entdo vale;

(i) -=(-a) =a
(i) (-a)(b) =-(ab)=a(-b)
(iii) (-a)(-b) = ab .

DEMONSTRACAO

Notamos inicialmente que podemos interpretar o axioma A.3
da seguinte forma: o oposto de,um clemento a ¢ o Gnico inteiro que
verifica a equagio a+ x=0.

Para provar (i) basta obhservar que a verifica a equacio
(-a)+ x=10. Conseqlientemente, a ¢ o cposto de —a (que € o
elemento indicado por— {-a) ).

Para provar a primeira igualdade de (i), basta observar que
(-2) béasoluciode ab+x=0, j& que

ab+ (-a)b=[(-a)+al b=0-b=0 .
Analogamente, verifique que 2b+ a(-b) =0 .

Para (iii), podemos observar diretamente que aplicando (ii) te-
mos

(—a)-(=by=—(al{-b))=—(=(ab})) .

Iz
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€ usando também (i) no dltimo Llermo segue que

(—a}{=bh)=ab . |
EXERCICIOS
L. Sejam « ¢ &inteiros. Mostrar que:

{1} (-1)a=-a.

(iiy Sea*=0,cntioa=0 .

(iii} Seda’=qg entioa=0oua=1

(ivi A equagdo «+ x=btem uma tnica solu¢io em Z .

2, Mostrar que, se no sistema de axiomas substituimos A.7 pela
proposicaa 1.2.3, entao a propriedade cancelativa da muliiplica-
¢io pode ser demonstrada a partir de novo sistema de axiomas,

Enunciaremos a seguir os axioras referentes a relagao “menor
ou igual”.

Al0  Propricdade Reflexiva: Para todo inteiro « tem-se que ¢ = «.

A1l Propriedade Anti-siméwica; Dades dois inteiros «e &, se « < b
ebh<q,entao a=04.

Al2 Propriedade Transitiva: Para toda terna «, &, ¢ de inteiros tem-
scque,seashe bSe enmaoasc,

Por causa dos axiomas A.10, A. 11 e A 12 diz-se que arelagao < é
uma relagdo de ordem. .

Usaremos o simbolo « < § para indicar que « £ b, mas a# & ;
nesse caso, diremos que a & menor que b . No que segue, cmprega-
remaes 0s lermos “positivo” ¢ “negative” no seu sentido usual, is10 €,
para indicar que um certo mimero é maior ou MENOT (ue 2€ro, res-
pectivamente. Quando conveniente, usarcmos também os simbolos 4

>a ou b> ¢ paraindicar que a<b on «< b,

Al3  Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer @ ¢ b temese quc ou
a<bouw a=bou bca.

Nimeros Ineeiros ®

Devemos ainda introduzir alguns axiomas que vineulem a rela-
¢ao de ordem com as operacdes:

Ald4 Paratodaterna a, b, ¢ de inteiros, se a< b, entioa +rc< b+ .
Al5 Paratodaternaa b ¢ deinteiros, sca<h e € ¢, entao ac = be .
Note que, no nosso sistema de axiomas, admite-se que 1 = 0,
porém, nao sabemos aindase 0<1 ou 1< 0. Felizmente, ji estamos
em condicoes de elucidar essa divida tio pouco razodvel,
1.2.5 Prorosicio
Seja a um inteiro. Entio:
(i) Sea<, entdo—az(.

(i) Seaz, entio-a<0),
(iii) at 2 0 (isto é na cermmologia usual, todo guadrado é

ndo negativo).
(ivy 1>0.
DEMONSTRACAO

Se a2 0, usando o axioma A.14 podemos somar —2a ambos os
membros e temos

(—a)+as{-a)+0,istoé, 08—z .

A demonstracao de (ii} é andloga,

" Para provar (i) discutremos separadamente dois casos, Sea =z @,
podemos, usando A.15, multiplicar ambos os membros dessa desi-
gualdade por ae obtemos diretamente 2- 220 2, isto é, 220, S8c
a<0,de {i) vem quc—22 0. Da parte anterior temos que { —a ¥z 0
¢, da parte (iii) da proposicao 1.2.4 vem que (-4 V2= logo a‘zu.

Finalmente, como 1 = 1%, (iv) seguc imediatamente de (iii). B

EXERCICIOS

3. Sejam a ¢ b inteiros wis que o < b Provar que —a»> -0,

19
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4. Demeonstrar que as afirmacées obtidas dos axiomas A 12, A l4 ¢
A.15 substituindo o simbolo £ por < sdo verdadeiras.

5, Dado um inteire a, chamamos valor absoluio de 2 o nimero
inteiro designado por | 4l e definido como segue:
Seazl,entiolal=a .

Sea<Gentiolal=—a .

Sejam a e binteiros. Provar que:

(1) lalz0elil=0seesomentesc a=1

(iy —lal€aglal .
(iii) l-=ai=lal .
(iv) labl=lallbl

(v} la+ bI<ia+ 11 (desigualdade triangular)
(viy  Llal=1ht1£ la—-hl.

Para apresentar nosso tltimo axioma, introduziremos primeiro

alguns conceitos,
1.2.6 Dernicio

Seja A4 um suhconjunto de Z. Dizse que A ¢ limitado inferior-
mente sc existe algum inteiro & wal que, para todo ae A, lem-sc que
Asa.

Um elemento a, € Adiz-se clemento minimo de 4 se, para todo
ae A, tem-se quea, < a (verifique que, se existe um elemento minimo
de A, ele € Gnico).

De forma analoga define-se conjunto dmitado superiormente ¢
elemento maximo de um conjuinto. .

Usaremos as simbolos i A e nrax Apara indicar o minimo ¢ o

maximo de um conjunto 4, quando existirem.

A.16 Principio da Boa Ordem: Todo conjunto nio-vazio de inteiros
nao-negativos contém um clemento minimo.
Note que, como consequéncia dos axiomas A 14 ¢ A.15, pode-
mos provar que 0 < 1, Porém, ainda nio conseguimos demons-
war o fato ébvio de que ndo existem inteiros enwre 0 ¢ 1. Esse ¢
o conteudo da préxima proposicao.

Nrimeros neefros  »
1.2.7 PROPOSICAO
Seja a um inteiro il que0 <4< 1. Entio. a=0 ou =1,

DEMONSTRACAO

Suponhamos por absurdo que exista min inteiro a diferente de
0 e 1 nessas condicoes, Assim, o conjuntlo S={ue ZI10<a<]1)seria
nao-vazio ¢ pelo Principio da Boa Ovdem existivia m = min S,

Como me 8 temos quem=Uem< !, Usando o axioma A.15,
muliiplicando por m a segunda desigualdade. obtemos m* < 17 . As-
sim, m® > 0 (verifique) e, como m< 1 da propriedade transitiva te-
mos m?<1.Logo, m*& Scémenor gue sen clemento minimo, uma
contradicao. [ ]

O Principio da Boa Ordem desempenhari uin papel importan-
te em muitas demonstraghes. Para ilusuar como o uilizamos, provare-
mos que o conjunto dos Weiros positivos (et a chamada Propriedade
Arquimediana. Veja também a proposicio 1.2.9 ¢ o exercicio 8,

1.2.8 Prorosicio (PROPRIEDADE ARQUIMEDLAKA)

Sejam a ¢ b inteiros positivos. Entio, cxiste um inteiro positivo
ntal que na> b

DEMONSTRACAO
Suponhamoes que a afirmagcio nioe seja verdadeira. Isso significa
que, para todo inteiro positive 2. tem-se que b2 pa. Assin, o conjunco

S={b-nalneZ n>al

esta formado por inteiros nio-negativos. Contorme o Principio da Boa
Ordem, existe m=min 5. Como mre &, ole ¢ daforma =6 — 1
para algum re 77,

Consideramos entio o clemento n'= h={ = 1 )a, que também
pertence a 8, ¢ temos

m=b—{r+lYa=(b-r1)=a= =<1

(pois 2> 0 ;verifique!l).
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Teriamos, entiio, que m’ € § ¢ ' < m = min S, uma contra-

dicdo. | |

Note que, trivialmente, se um conjunto 1 tem um minimo, en-
tio A é limitado inferiormente. A reciproca também € verdadeira, como

demonstraremos a seguir.

1.2.9 Prorosicac

Todo conjunto ndovazio de intefros limitados inferiormente tem

minimeo.

DEMONSTRACAO
Seja A um tal conjunto ¢ s¢ja ainda k € Z tal que, para todo
ae A, tem-se que k< a. Consideramos entio o conjunto

S={a-klas Aj .

Obviamente, S ¢, jd que A é naovazio. L, como &£, para
todo ae A, os elementos de § sio ndo-negativos. Do Principio da Boa
Ordem, existc m = min 5. que seri da forma mr =a - &, para algum
a, € A.Mostraremos que o elemcnio 2, assim determinado ¢ o mini-
mo de A.

Como a, éum elemento de A4, s6 resta verificar que, para todo
ae A, tem-se que a, < a.Suponhamos que isso N30 acontega; existi-
ria, entao, a e A tal que a <ag. Somando — & i nbos os membros,
a - k< 4= L= m. Teriamos exibido, assim, um elemento de Smenor

que m = min 5, vma contradigao.

EXERCICIOS -

6. Seja g um inteiro. Provar que, se be Z ¢ualque a< b<a+tl
entio b= 4 ou b=a+ 1. (Note que csse resultado permite
definir a nocio de “sucessor” de um inteiro. Esse € nm dos con-
ceitos em que G. Peano se hascou para ¢laborar sua axiomatica

do namero natural.)

Um elemento a € Zdiz-se inversielse existe i ontro clemento

=T

Nrmeros fnreiros * 28

P - oy - 3 3

2 e Z al que aa’ =1 . Mostrar que os 1inicos elementos
mversiveis de Zsio 1 ¢ - 1. {Sugestio: provar que, se aa" =1,
entdoial=1.).

8. Provar que todo conjunto nio-vazio de inteiros limitade superi-
ormente contém um elemento maximo.

9. Provar que, se um conjunto de inteiros tem elemento minimo,

entao este ¢ Gnico. Fazer o mesmo, em relacio ao miximo.
EXERCICIOS SUPLEMENTARES

10, Sejam a, b, ¢, d intciros, Provar que

(i) Scazbecz},entdo acz bhe .

(ii) Scce>»0cac<he,entio a<h .

(iii) Sec<OQeac>bc,entao a<h .

(ivy a’—ab+ B 20 {Sugestiao: dividit em casos. Por exem-
ple,a, b20)

(v} Sea<bd,entio 2* < H*. E verdade que, s¢ a< b, entio
at< bty

(vi} Se ;-.’-b> D,enthoa>0cbhb>0oua<lc hc(y,

(vil) Sel<agbheclccsd, entio ac< bd .

(viii) Se0Sa<bel<ecd, entdo ac< b,

(ix} Sca'=b",cnthioa=h. {Sugestio: dividir cm casos. Por
exemplo, 4. 520.)

(x) Sea+at+ra+ra=0 enthoa=0

. _ = ] = ~
11. Provar que a equacio x~ + 1 = 0 njo tem solucio em Z.

12, Demonstrar que, para todo inteivo & . a-1 é o maior inteiro
menor que 2.

Os proximos exercicios mostram alguas alternativas possiveis
na formulacio do sistema de axiomas,

13. Provar que u propricdade cancelativa A7 pode ser deduzida
usando o axioma A. 13, se este for tormulado para a relacio <.
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14,

16.

17.

1.3

Provar que a propriedade comurativa da adicio A.4 € conseqlién-
ciado caso particulara+{(-a) ={ -a) + 2 ¢ dosdemais axiomas.

{Sugestao: desenvolver (a+ £) (1+]) de duas formas diferentes.)

Provar que o axioma A.13 (Tricotomia) é consequéncia do se-
guinte caso particular: dado um inteiro # , tem-se que ou a< 0

ona=0ouax>0.

Provar que, se nos axiomas A2, A3 ¢ A6 supomos apenas 4
exssténcia de neuwro aditivo, de oposto de um elemento ¢ de
neutro multiplicativo, entio pode-se demonsirar que esses ele-

MenLos sio Bhicos.

Seja P=|ae ZI|a>0} {isto &, o conjunto dos inteiros que
usualmente chamamos de positivos). Provar que:

{1} Se ae Pe be P, entho a+ be P,

(ii) Se ae Pe be P, entio ahe P.

(iii} Paratodoa¢ Z ,vale uina ¢ somenie uima das seguintes
possibilidades: 2=0 ou ae P ou —a2€ P .

Demenstrar que, se aceitarmos os axiomas A.1, A.2 e A3, se
admitirmos a existéncia de um subconjunto £ < Z verificando
as condicoes (1), (i) e (iii) acima ¢ se definirmoes uma relagao
de ordem por < b se e somente se a= b on b-—ae P, entdo
os axiomas A.10, A.11, A.12, A.13, A. 14 ¢ A.15 podem ser de-
monstrados come proposicoes.

O PRINCIPIO DE INDUCAQ COMPLETA

.

As ciéncias naturais utilizam o método chamado inducao

empirica para formular leis que devem reger determinados fendme-

nos a partir de um grande nimero de observagdes particulares,

selecionadas adequadamente. Esse tipo de procedimento. embora nao

scja uma demonstra¢io de que um dado fato ¢ logicamente verdadei-

ro, é fregiientemente satisfatorio, Por exemplo: ninguém duvidana de

que quando um corpo ¢ liberado ao sen proprio peso, no vacuo, na

supetficie da Terra, ele cai segundo a vertical local.

Niimeros Ineiros *

A validadc de wm teorema matematico sc estabelece de forma

totalmente diferente, Verificar que uma corta afirmacio é verdadcira

num grande namero de casos particulares nao nos permitira concluir

que ¢la é vilida.

Com efcito, dada a expressao §{n) = n°— n+ 41 , consideremos

a seguinte afirmacdo: para cada inteiro positivo 12, o valor de d(n) é

um nimero primo (estamos supondo aqui que o leitor esta familiari-

zado com a nogao de nitmero primo; de qualquer forma, ¢la sera defi-

nida no préximo capitilo).

Para z1=1 temos que ¢(1) = 41 . Da mesma forma, ¢(2) = 43,
§(3) = 47 e sc o leitor tiver paciéncia suficiente poderd verificar que a

afirmacao € verdadeira para os primeiros 40 valores de n. Porém, para

n =41 temos que ¢(41) =41 - 41, que nao ¢ um nimero primo.

Consideremos entdo uma afirmacio como a seguinte: a soma

dos 77 primeiros inteiros positivos € igual a

m{n+l) .
—— ', ou ¢m simbolos,
1+l
1+2+3+...+n-= (c )
)

Como verificar sua validade? Evidentemente, é impossivel

demonstri-la cm todos os casos particulares.

Para demonstrar a verdade desse tipo de proposicao, que na

realidade ¢ uma sequéncia infinita de proposicdes, uma para cada in-

teirg positivo, introduziremos o chamado mérodo de recorréncia ou
de inducao completa Paraisso, comegaremos demonstrando o seguinte

resuliado:

1.3.1 TrorEMA

Sejam & wm inteiro dado ¢ 8 um conjuinio de ineciros maiores

ou Iguais 4 1, que (em as seguiites propricdades:

(i) ae 5,

(i}  Se um fmeiro k2 a pertence a 8, entio k =1 também

pereeiice a 8.

Entio S ¢ o conjunio de todos os inteiros maiores ou jyuads a a .
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DEMONSTRACAD

Suponhamos que a afirmacao scja falsa. Entdo, o conjunto §°
dos inteiros maiores ou iguais a 2 que nio pertencem a §¢ nao-vazio
(e limitado inferiormente por a) . Conforme a proposicio 1.2.9, exis-
le mr=min&’.

Como a€ §, certamente a< m,logo asm-1< m. Temos
aindaque m~1l<m=min & ,logom-1¢ 5 iscoc, m-1¢e §.
Conforme (ii}, teremos entao que m = ( m—1)+1 € §, uma contradi-
cio, jiqueme § . u

1.3.2 Corotario (Princieto pi INDucAo CompeLETA — 1" ForMaA)

Seja a um intelro dado. Suponhamos gue para cadi intefron 2 a
estd dada uwma afirmacio A (1) de forma que:
(i) A (a) € verdadelra,
(i}  Se para um inwiro k2 a. A (k)Y & verdadeira, entio
A k+ 1) € verdadeira,

Entio a afirmacao A (n) & verdadelta para todo intefron 2 a .

DEMONSTRACAO

Basta considerar o conjunto §dos inteiros n 2 & para os quais
A {n) é verdadeira ¢ verificar que csta nas condicocs do tcorema antce-
rior. Assim, Scontém fodos os inteiros maiores ou iguais a a ¢ segue

a lese. |

1.3.3 ExempLO
Provaremos agora que a térmula

1+2+..,+;1:M

9

éverdadeiraparatodonz 1.

Niumeros Nteiros ®

Para 2= 1, a térmula acima da

1= L{1+1}

s e, 1=1.

Assim, nossa afirmacio é verdadeira para n = 1 . Deveremos
mostrar agora que, se a afirmacao ¢ verdadeira para 2 = £, entao tam-
bém ¢ verdadeira para 7=k +1 .

Estamos admitindo, entio, como verdadciro que

(k+1)

1+2+ .. +4=
+2+ .4 5

Somando £ + 1 a ambos os membros dessa igualdade temos

k(k+1) - KAL) +2(k+1)

L+ 24+ ks (ke1)=—o + (ki - ,

isto €,

1) (k+2)
1+2+..‘+k+(k+1)=(i\+—)2—(——' ,
que é a férmula correspondente a 1= £+ 1, cuja validade queriamos
demonstrar.

.

1.3.4 ExeEmMrLo {SOMa DOS TERMOS DE UMA PROGRESSA( ARITMETICA)

Sejam a e rdois mimeros intelros. A seqiiéncia A, =a,a,=a+r,
a,=a+2f ..,a, =i+ ( 1=1) 1, ... diz-sc uma progressao aritmctica de
razdo r. Provaremos que a soma dos 17 primeiros termos de uma pro-

gressao ariumética é

a+{a+ry+..+(a+{n-1)r)y= 2

Como efeito, paran=1a formuia ¢

(8

a=1- == isto é, para =1 cla é verdadeira.

1o

¥
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Suponhamos agora que a formula valha paranz = £, isto €, admi-
timos que vale
Ei2a+{k-1}r
a+(a+r)y+..+(a+t{k=1)r)= —(—; 1)

Somando a + &r 2 ambos os membros dessa igualdade, temos

K(2a+ (1N
——

a+(a+ M+ {at (=11 +(a+v k) = +{a+ k)=

_kQRat(A-1)n+2(arksy _ 2ak+ A(k=1) r+2a+24r

9 2

 2alkr 1) vkr(k=1+2)  Qa(ke +kr(k=1)
= 5 _ : _
_ (k+1)(2a+4&0)
=

isto &, o
at(a+ry+..+{a+kr)s= (_i._“r)'

2

que ¢ a formula corvespondente a ;= 4+1, cuja validade queriamos
demonstrar,

1.5.5 ExEmpLo

Mostraremos agora um resullado da geome via do plano: “a soma
dos dngulos internos de um poligono convexo de 1 lados é
§=(n-2)180°,n23".
Dec fato, para =3 temos que o poligono convexo coreespon-

dente ¢ um tidngulo ¢ sabemos da geometria elementar que a soma

dos seus dngulos ¢ 180°,

4 &
Suponhamos a afirmacao vilida para a
|
n=k=3 isto ¢, que asoma dos dngulos \
de um poligono convexo com & lados é 5, 4

= (k=2 I180° ¢ consideremos o poligono

convexo a, a4 a com k+ 1 lados. a,

Numeros Inteiros *

O poligono a, a,... a, que se obtem wacando o segmento a, a,
tem 4 lados; conseqiientemente, a soma dos seus dngulos € 5, = (A-2)
180° .

Agora, a soma dos dngulos do poligono original serd &, mais
a soma dos dngulos do widngulo a, a, a,, isto é, § | =5, +180° =
{(k=2)180° +180° = (k-1) 180°.

1

1.3.6 ExcsmrLo

Consideremos a formula 227 > 30% + 37+ 1 . O leitor podera
verificar diretamente que ela é talsa pua #2=1 ¢ 17=2. Porém, para
=3 obtemos 54 > 37 , que ¢ uma afirmacao verdadeira.

Suponhamaos, entdo, que a afitmacio é verdadeira para n= k>
3, isto &, que 247 > 3%% + 84 + 1, Tentaremos demonstrar que a afirma-
¢io também ¢ verdadeira para 1= 4+ 1, isto €, que

Q(hk+1)3>3(&+1)+3(k+1)+1

Temos que

2 hk+ 1) = S84+ 1) =287 + 647+ 6k+ 2 .
Usam‘io a hipétese de indugao, vem

Q(k+1 >3k +3k+1+6k°+6hk+2=

=3 (47 +2k+ 1) +8k+64"=

=3 ( &+ 1)°+34+647.

Como A2 3, emos que 6472 54 > % = 1 ¢ substituindo na
férmula acima obtemos:

QU+ > S (A+1)24 34 +3+ 1 = 3(&+ 127+ 3(4+1) + 1,

COImo th‘l‘f&ﬂl os demonstrar,

29
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Podemos, afirmar, entao que a férmula dada é vilida para wdo
inteiro maior ou igual a 3.

EXERCICIOS

*

1. Usando a formula de exemplo 1.3.3, dar outra demonsbragio
da férmula que da a soma dos 1 primeiros 1ermos de uma pro-

gressao aritmética.

2. Caleular a soma dos 21 primeiros ndmeros pares,
3. Calcular a soma dos 2 primeiros inteiros impares.
4, Preovar quc para todo inteiro positive 12 vale:
i
. . s A{2n+1) (n+1
12492, 924 4 2o ARAFD 4])
6
5. {Soma dos termos de uma progressio geoméuica} Sejam a ¢ r
dois nimeros inteiros, r# 1. A seqiéncia a,= a2, a,=r,
J2 Y = I - - . = 2 g
a,=r"a ... a =r""a,. dizse uma progressio geometrica

de razio r. Provar que a soma dos n primciros termos de uma
progressao geométrica é

r"a-a
" r- 1 N
> 1 1 1 n
6. Provar que 1——2 + 5—3 + ... +;1(n_+l_) = ;.:1

~1

Provar que o namero de diagonais de um poligono convexe

de 1 lades ¢ 2U1=3)
5]

Existe uma variante do Principio de Inducio, que € ttil em al-

gumas demonstracdes.
1.3.7 TreorEMA

Sejam a um Inteiro dado e S um conjunto de inteiros maiores
ou fguals a a, que tein as seguintes propriedades:

(i} ae S

Nimeros foteiros » 3]

(1)  Se &k &éum intciro mafor ou fgual a a tal que todo inteiro
m verificando a< m <k pertence a 8, entio k+ 1
pertence a5 .

Enddo, §éoconfunto de todos os inteiros malores ou iguais a a.

DEMONSTRACAO
Suponhamos que a afirmacao seja falsa. Entio, o conjunto §°
dos inteiros maiores ou iguais a 2, que nao pertencem 4.5, é ndo-vazio
¢ limitade inferiormente. Conforme a proposigio 1.2.9, existe
my, = min §’, e pela condicio (i) certamente m, > 2, logo m-1za.
Como m, € o menor dos elementos de 5°. podemos concluir que
osinteiros @, a+ 1, ..., m, -1 todos periencem a §. Logo, aplicando
a condigao (ii) para k= m -1, temos que ( m,—1)+1=m,pertence
a &;uma contradicao. ]

1.3.8 Corotirio (PrINcIPIO DE INpUCA0 CoMPLETA — 2 FORMA)

Suponhamos que para cada ingciro n 2 a estd dada uma afirma-
cdo A(n} de forma que

(i) A{a) ¢ verdadeira,
(i) S&A(m) éverdadeira para todo Inteiro m afqueas m= i,
erttdo A ( k+ 1) éverdacleira.

Endio A(n} éverdadeira para todo fnreiron 2 a.

Deixamos a demonstracio a cargo do leitor, que podera fazé-la
imitando a do corolario 1.3.2.

1.3.9 Exearro

Vamos definir uma seqiéncia da seguinte forma: os dois pri-
meiros termos serao a, = 1 ¢ a,= 3 ; cada um dos termos subseqiientes
define-se como a soma dos dois anteriores, isto é, a, = a,__ +a, .

Assim, os primeiros termos dessa seqiéncia serdo: 1,3,4,7, 11, 18,29, .
Queremos demonstrar que, para cada n, vale a desigualdade:

i ik
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@

Dc fato, para 1= T temos 1 < % epara n=2wcmos 3< [g]

Seja entao & 2 2 ¢ suponhamos agora que ¢la vale para todo
=1 k41
inteiro positivo menor ou igual a . Queremos provar quea, <4l .

Temos entaoque a, = a, +a

P
Da hipdtese de inducao, a afirmacao vale, em particular, para
n=4Fke n=4k-1. Logo, temos

7 A [7 F=1
‘3,&<[?J e a < 2] , donde

como queriamos demonstrar. {(Nesse cxemplo usamos proprie-
dades elementares da exponenciagdo, que o leitor demonsurard no
exercicio 8.)

Antes de concluir esta se¢do, gostariamos de observar que a
indugao completa fornece também um método para definir novos
conceitos (o chamado método de recorréncia).

Por exemplo, dado um inteire 4, podemos definir poténcia de a
dc expoente positivo da seguinte forma:

it

. . . . . -1
(i)  Para cada inteiro posiuvo 2, definimos 2" = a - a

O par de condigdes acima dd uma regra que especifica o signifi-
cado do simbolo a” para cada inteiro 22 1 . Por convencao definire-
mos ainda a” = 1.

O méiodo de recorréncia também € usado para definir o sim-

hole n! {(fatorial de #1). Definimaos:

Nimeros Intefros  *

| UFsC |

(i) Ift=1.
(iiy n!

n{{n-1)"!] paratodo inteiro n =2 .

Assim, temosque 11=1, 21=2.1,31=3.2.1 e, em geral, n!
é o produto de todos 0s niimeros positivos menores ou iguais a n . Por
conveniénctia, define-se também 0! =1 *.

Como seria de se esperar, quando se define um objeto matema-
tico por recorréncia, e Principio de Indugio Completa revela-sc uima
ferramenta Gtil para estudar esse objeto, Os exercicios 8 ¢ 10 ilustrarao

esse fato.

EXERCICIOS

8. Sejam g e b inteiros, Provar que:
(i) a™g"= g,

(]1) ( ‘?HI ) n =3 Err s R

mo_ o
*

(ii) (ab)"=a"b

quaisquer que sejam m, 220 .

w0

Decidir s¢ as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas:

(i) {(mm!=m!n!, paratodom n=1.
iy Gnea)l=ml+ nl, paratodom, nz1.

10.  Provar que:

. €
{1) nt>np- parawodonzd.
Gi)y ot>n paratodo 22 6.

{*) Note gue, sem mencio explicita, fizemos uso de definicoes por recorréncia nos

exemplos 1.3.4, 1.2.9 ¢ no exercivia 5.

33
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L. Sejam a e bintciros ¢ # um inteiro maior ou igual a 1. Provar

que:

(1}  Senéimparea”=p" entio a= b .
(i) Sené pare a”= 5" entioa=+% b .
(i} Sc ac b sio positivos e 2" < b” entio a< b .

O que se pode afirmarse 4 e & sio negativos? E se sio inteiros
quaisquer?

O uso do Principio de Inducio Completa como método de de-
MONSIracao parece ser muito an tigo € estd implicito na obra de Euclides.
Aceita-se freqilentemente que a primeira formulacio explicita desse
principio se deve a Blaise Pascal, num folheio mtitulado  Trasié du
Triangle Arithmétigue, escrito em 1654, mas publicado somente de-
pois de 1665, porque Pascal havia se retirado da matematica para dedi-
carse d religidao * . Descobriu-se postcriormente que o essencial desse
folheto estava contido na correspondéncia mantida entre Pascal e Pierre
dc Fermat sobre o jogo de azar. Essa mesma correspondéncia ¢ consi-
derada hoje a origem da Teoria das Probabilidades.

O nome “inducio matemiatica” surgiu bem mais tarde. Apare-
ceu pela primeira vez em 1838 num artigo de Morgan. Essc principio
desempenha um papel essencial na fundamentacio do nimero nat-
ral devida a G. Peano, que mencionamos em 1.1

Sobre a histéria do Principio de Inducio, o leitor pode consul-
1ar, por exemplo, o artigo de F. Cajori, “Origin of the Name
AMathemadical Induction’™, American AMathematical Monthly, 25 (1918),
pp. 197-201,

(*}  Lemos, por exem plo. na Flisisria di Matenitica de Carl B. Bover (Sio Paulo,
Edusp e Edgar Bliicher, 1974}, que, na noite de 23 de novembro de 1654, das
22h30min ds 29h30min, Pascal experimenton um éxtase refigiose que o levon a
abandonar a céncta pela teologie. Uma noite, em 1658, tma dor de dentes o
impedia de dormir ¢, paradistrairse, volton ao estiudo da cicléide. A dor melha-
rou milagrosamente e Puscal considerouw isso um sinal de que o estuclo da mare-
matica nio desagraduva a Deus,

Ndmeros Intefros  *

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

12, Demonstirar que para todo inteiro positivo 71 vale:

. 1 9
1 13+23+.”+1}3=[§n(u+])]‘.

I 1, [ 242
(ii) 1+2(§)+3(§)2+.‘-+u(2) =4-a
1 1 1 1
2 -y (1 )= —
(i) (1 2)(1 f%) { m]) e

(iv) 1+2+.+271=929_7, ,
(vi <27,

13.  Seja xum inteiro positivo. Demonswrar que
{(l+x)">1+nx,paratodonz2.

4. Demonstrar que, tragcando-se 22 retas em um plano, nio se pode
4 : . 3
dividi-lo em mais de 2" “partes” .

1.4 O TEOREMA DO BINOMIO

O leitor certamente estd familiarizado, desde o curso sccundario,
com as poténcias de um bindmio. Assim, por exemplo, temaos que
(a+h)=a+b,

{a+b)=a"+2ab+ b?,
{a+ HY =2a"+8a°h+3ab"+ b,

Nesta secdo utilizaremos o Principio de Inducdo Completa para
demonstrar a formula que di a expressio de { 2+ b)”, para qualquer
inteiro positivo 11 . Esse teorema é freqiientemente awibuido a Newton,
mas era conhecido ha muito tempo pela ciéncia européia ¢ mesmo
antes por autores orientais, ac menos de forma empirica. A razio pe‘la
qual se associa 0 nome Newton a esse resultado é que cle conseguiu

(e
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cstendé-lo para coeficientes fraciondrios (que nio consideraremos
aqui}. Quando o expoente nio ¢ um inteiro positivo, o desenvolvi-
menlo do binémio conduz a séries infinitas; isso o levou naturalmente
a ideta de limite. O Tcorema do Bindémio, junto com suas preocupa-
¢cdes com o problema da determinacdo de tangentes, pode, assim, ser
considerado parte da “pré-histdria” do cileulo diferencial,

Introduzircmos primeiro os nimeros combinatorios, ji que eles
rao desempenhar um papel fundamental no Teorema do Binémio.

Desde empos muito remotos os homens ém-se preocupado com
o problema de saber de quantas maneiras se pode combinar um deter-
minado nimero de lewas, Por exemplo, no Sefer lewird — um livro
quc data dos primeiros sécules da cra crista e que, segundo a tradigio
oral, teria sido composto pelo pauiarca Abrado milhares de anos antes
— lemos:

Aleph com todas ¢ todas com Aleph.
Beth com todas e wodas com Beth.

Se repetem num circulo e existem em 231 portas *.

O que o autor quer dizer € o seguinte: ¢ alfabeto hebraico ¢
formado por 22 letras {(das quais as duas primeiras sdo precisamente
Aleph ¢ Beth) ¢ estd-se tentando determinar quantos grupos de duas
letras podem ser formados com elas. Como veremos adiante, essc ni-
mero ¢ precisamente 231,

Esse problema pode ser enunciado de forma geral. Seja
A=la s um conjunio ndo vazio, com iz elementos; desejamas deter-
minar o nimero de subconjuntos de A com & elementos, onde 4 éum
inteiro 1al que 0 £ A< . Denotaremos esse nimero pelo simbolo
HJ . que sc 1&: combinagdes de # elemenios tomados £ a k. Nio é di-

ficil determinar o nimero.

1.4.1 Prorosicio

Nus condiches acinny, lem-se que:

[n] B n!
AT kil n-ky

{*) Ver, por exemplo. A Kaplan, Sepher Jecsdnd, Madrid, Ed. Mirach, S 1994, p.1568.
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DEMONRSTRACAO

Faremos a demonstracio por indugédo sobre 1.

Se 11 = 1, os inicos valores possiveis para A sao k=0ek=1.0Obvia-
mente, um conjunto com um elemento tem um Gnico subconjunto

com O elementos {0 vazio) € um tnico subconjunto com 1 clemento

{ele proprio), donde

gt

o ile ——
Temos: oy~ ¢ D1yt

de modo que o enunciado é validosc =1
Suponhamos, agora, como hipétese de inducao, que a proposi-
¢io € vilida para conjuntos com n-1 (122 ) elementos, seja £
intciro tal que 02 A<~ 1 e el um conjunto com melementos.
'amos denotar por 1 o nimero de subconjuntos de A que (ém &
elementos e que nio contém, entre cles, o elemento a e denotar por
s0 numero de subconjuntos de A que tém £ clementos e que contém

o elemento a,. Entao, claramente, lemos que

[ﬂ] =r+s
I = .

Note que rnada mais € do que o nimero de subconjuntos de

A ={a, .., a _ tquetém &clemenios. Logo,

e [n—l] _ {rn-13!
Tk kU (n-k-11!

E os subconjuntos de & elementos de A que contém a, €s(ao
formados pela uniio de | :r”} com subconjunios de A" que em k=1

elementos. Portanto,

oo [u—l]
k-1

Segue=se, entao, que

)

-1

A-1
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Essa relacdo entre numeros combinatérios € conhecida como
Formula de Stieffel

Podemos calcular os niimeros do segundo membro a partir da
nossa hipétese de indugio. Temos, assim, que

[n] o {n=1)1 . (r-1}!
N TP T S YT

Como Ml =(k-1})ke (n=-k)=(n-k-1) (np-4k),
podemos escrever as fracdes acima com denominador comum:

[n] _a=hln-k)  (a-Dik Dl a-k+k) ol
KL grn=dot -0 KRa-k M=

o que demonstra a formula para 0 € £ < - 1. Para 4 = n, tem-se

[n] =l o (ﬁ!-ﬂ)t =1 "

Note que todos os fatores de ( u — £ }! comparecem cm ! .

- b L.
Cancelando, podemos dar outra expressao para [A ] com a qual é mais

facil calcular:

l.-:] . n(n—l).;{(.!(n—kﬂ)

No numerador, temos £ fatores decrescentes comecando por 17
e no denominador, & fatores crescentes comecando por 1.
Assim, por exemplo, temos que

[’?] _7:6:5
3 1.2.3

No caso particular das “portas” mencionadas no Sefer Yeizird,
(eI OS que

[22] 2221
2

. LAY
Também vale a pena observar que, pelo fato de [1’(} indicar um

nimero de subconjuntos, ele ¢ sempre um inteiro, apesar de a expres-
sao oblida ter denominadores. Segue-se, entao, o seguinte:
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1.4.2 Cororirio
Sejam k, 1 intefros positivos, com k< n. Endo,

K in-£)0 divide nt .

Agora estamos em condigdes de estabelecer a férimula do

bhinémio.

1.4.3 TeOREMA

Sejam a e b intefros e 1 wm inteiro positivo, Entio,

o nl oy, [n] ti=1 [H] =22 { 1 ] n=1 ﬂ] "
{a+h) —[O]a ti1]2 b+ 9|2 b+ + el ab™ + n b
ou, usando a notacio de “somatodrias”,

1l n ) )
(a+ b)’ = ) [ A]a”" b
i=0 I
DEMONSTRACAO
Usaremos a primeira forma do Principio de Inducéo.
Paran=1,aférmulaobtidaé (a+ b)! = [é} a+ [” b=a+h;
logo, a afirmacio é verdadeira nesse caso, '
Suponhamos, entdo, que a formula € valida para 7= 421 .
Temos que

(a+ Y =(a+hb)(a+ b)*=a(;:+b)‘*+ bla+ 3%

Usando a hipotese de induczo. vem

ata+h)* = g]a‘“] +ma* b+[§ a* 1 p? +..‘+L(f]} a bl {ﬂ +ab*,
blash)* :[{;] a*b+ ﬂ a* 'y é a2 pd +.‘.+Lél}abk + i b
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Somando ambas as expressocs, temos

(a+ )1 =[ﬂ attly {[‘1{]+ [g]} a*b+ {[;}rm} Akt BTy

SRR

¢, usando repetidamente a Formula de Sieffel, obtemos

o] ﬂ’+1] Lk [ﬁ""l], X {1\] kel
a +[1 ab+ .+ ,{- Jb-i—kb .

A,

(a+by*! =[0

A+1

. &
Como ainda [0] = I 0

€ [k] = [kﬂ] temos finalmente
Lk M1

(a+by*l = [AE]J atl o4 {}{U{I] aAb 4+ [A’;] PLRAY TR
k+1] i [k+l] &l
b bl
+[ PR VS

Coemo um exercicio simples, o leitor pode provar gue

[2] - [HEJ('J ’

Isso mostra que coeficientes eqifidistantes dos extremaos sio Iguais

no desenvolvimento de ( a+ b)" .

Se dispusermos os coeficientes binomiais por filas, correspon-

dentes a cada poténcia, obteremos o seguinte diagrama:

n=0 1

=1 i 1

n=2 1 2 1

=3 | 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=5 1 5 10 10 5

Numeros fntefros *

Essa disposicao de numeros € conhecida como widngulo de
Pascal ou tridngulo aritmético. £ muito facil dar uma regra para sua
formacgao: os lados estao formados por 1's e cada nimero no interior
do tridngulo é a soma dos dois nimeros mais proximos dele, na fila
anterior. O leitor poderi justificar facilmente esta regra, relendo a de-
monstracao do teorema 1.4.3,

Comeo dissemos na se¢ao anterior, Pascal explicitou pela primei-
ra vez o Principio de Inducdo no seu trabalho sobre o triingulo. Po-
rém, o conhecimento do Teorema do Tridngulo é bem anterior; apa-
rece numa obra de Chu Shih-Chich, o Ssu-ypiian yi-chien (Espelho
Precioso dos Quatro Elementos), publicado em 1303, que inclui os
coeficientes binomiais até a oitava poténcia. Chu nao se atribui o méri-
to da descoberta e referese ao tridngulo como o “diagrama do velho
método para achar poténcias citavas ou menores™. O ridngulo aritmé-
tico também aparece numa obra drabe de Al-Kashi, do século XV.

EXERCICIOS
1. Para nz 1, provar que:

{n-1).

o1 —

N i ) o
(1) = . S€ © SOTENte 5¢ /1 &€ umn Inteo impare k=
£ +7

(ii.)[”]< [An ] se e somente se 0 2k <l fn-1)
P W se 0sk<g .

2. Para n>4 ¢ 2<L<n-2, provar que
[n] _ [n—?] 9 1?—2] [H—EJ
)T k2l TR -l Tk )

3, Para 121, demonswar as identidades:
, [n] [n] . [n] n
(1){0 gt ] 29

(Sugestao: facer a = & = | no Teorema do Bindmioc.}

4
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@ g (7] (2]~ -1 HE
i 7] +2[5] +.s INEEE

{Sugestao: expandir n ( 1+ 5)""' pelo Teorema do Bindmio e
fazer 5 =1 . Observar, ainda, que 2 [”I]J =(k+1) [}(nl] !
. +

(iv) [3’}+ 9 m - [;J =3

(i) Paranz2?2, provar que [3} ot [‘;J =[”;IJ .

{(ii} Observando ainda que 2 {?] +m=m? param 2z 2, deduzir:

_a{n+1)(2n+1)
B 6

g o 2
1"+ 2°+.. + n°

Nos exercicios seguintes, indicaremos por T o termo que ocu-

pa o lugar 7 no desenvohimento do binémio, ou seja, O correspon-
dente ao indice /- 1 na somatéria.

5.

6.

=1

No desenvalvimento de { x+ 2)”, os termos Tm e 7, sdo equi-

distantes dos extremos. Determinar z ¢ o valor de

T

=3

7

No desenvolvimento de [¢1\'+é]n , sabe-se que 7 = 945
cab= 3 ¥ 56x

4

Determinar iz, a ¢ b,

Determinar o coeficiente numérico de maior valor absoluto no
desenvolvimento de ( 4y — 5r) 4,

. 3 o ] 20 .
No desenvolvimento de [2-\"+ —q] , determinar:
X

{i) 0 termo central;

Nameros Inteiros * 45

4 Il‘k; + Lo . L .-
(i) O coeficiente do termo em X', sc exisir, € © t€rmo si
métrico.
. B 6 -
(i) Se existem termosem &£, X € X

ped

B4

p
9 Dado o binémio [‘IX Sx“] , determinar ¢ e } de modo que

7. seja independente de x e que o termo central ocupe o déci-
I

mo lugar.

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

10.  Provar que a soma de todos os coeficientes da fila #-€sima do
tridngulo de Pascal & duas vezes a soma dos coeficientes da fila

anterior.

1l.  Seja bum inteiro do interior do tridngulo de Pascal. Provar que
béigual d soma de todos os inteiros que o precedem, na diagonal
acima de b;isto &, b =1 +...+ 4 + vcomo na figura.
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12, Seja b um inteiro do interior do triangulo de Pascal, Provar que

b~1 ¢éigual 4 soma de todos os inteiros contidos na regiio
indicada na figura.

N

DIVISIBILIDADE

21 ALGORITMO DA DIVISAO

Uma equacao do tipo bx=a pode ou nao ter solucao no con-
junto dos ndmeros inteiros; isso dependerd dos coeficicntes e bda
equacao. Quando tal solugio existe, diz-se que a € divshefpor b, Mais
precisamente:

2.1.1 DERNICAQ

Sejam a e b nameros inteiros. Diz-se que b divide & (ou que b
€ um divisor de a ou, ainda, que a é um multipla de b} se existe um
inteiro ¢ tal que be=a.

Usaremos a notacao » | a para indicar que b divide 2. A nega-
¢ao dessa afirmacio scrd indicada por bta .

Convém observar que, se b# 0, o inteiro ¢ nas condigoes da
definicio € uinico. De fato, se existisse outro ¢’ tal que be'= a, teriamos
que bc =bc’ e, cancelando, vem que ¢ = ¢’. O inteiro assim definido
chama-se guociente de a por be € indicado por

c=a/b=2
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Por outro lado, note que 0la se e somente se a = 0. Nesse caso,
o quociente nao € Gnicoe pois 0 - ¢ = 0, para todo inteiro c. Por causa
disso, costuma-se excluir o caso em que o divisor € nulo, e nés vamos
aderir a essa convenciao: cm mdo o que segue, mesmo que ndo sejfa
explicitamente dito, estaremos admitindo que todos os divisores consi-
derados sio diferentes de zero.

2.1.2 Prorosicio
Seblaeaz0, entiol bl1<al

DEMONSTRACAO

Se b | a, existe ce Zial que bc = a. Tomando médulos em am-
bos os membros, tem-se que | H 1l ¢l =1al

Como lc | é um inteiro positivo, temos que 1 < icl e, multipli-

cando ambos os membros dessa desigualdade por 151, temos que
IAl<lbltel=1al . u

2.1.3 CoroLARIO

(i) Os inicos divisores de 1 sao 1 e-1,
(i Sealbebla entioa=1t b

DEsonsTRACAD

(i) Se bé um divisor de 1, ltemos, pela proposicio anterior,
que | 1< 1. Da proposigio 1.2.7 sabemos que nio exis
tem inteiros entre O ¢ 1; como b# 0, temos que 0 < | b1,
Loge, 'b1=1e, portanto, b=+1 ou b=-1

(i)  Se albe bla existem inteiros ce o taisque ac= be bd= a.
Substituindo na segunda igualdade o valor de_ b dado
pela primeira, temos

acd = a
¢, como a# (), podemos cancelar, donde

cf=1.

Divisibilidade *

Logo, d € um divisor dc 1; pela parte anterior, ¢ = £1. Conse-
glientemente,

a=xb. [ ]

Na proposicao seguinte, reunimos algumas das propriedades
elementares da divisibilidade.

2.1.4 PROPOSICAQ

Qualisquer que sejam 0s nitmeros iteiros a, b, ¢, d (lembrando
que assumimos os divisores diferentes de zero), valem:

{D) ala .

(il Sealb chlcgendoale .

{ili) Sealb e cld, entdioacl bd .

{ivi Sealbealc emdoal(b+ ) .

{v) Sealb, entdo para todo me Z, tem-se que almb .

(M) Sealb e alc emdo. para todos m, n€ Z, tem-se que
al{mb+ ney .

DEMONSTRACAO

(i) Basta observar que podemos escrever g+ 1=2a .

(i1}  Por definicao, existem inteiros d ¢ d', tais que ad = be
bd’ = ¢ . Substituindo o valor de £ dado pela primeira
igualdade, temos = { ad)d’ = a( dd’ ), logo al ¢ .

{(iii) Novamente, por definicic, existem inteiros fe £, tais que
af=b e cf’ = d . Multiplicando ordenadamente ambas
as igualdadcs, temos ac ( ') = bd. donde segue a tese .

(iv)  Existem intciros de o', tals que ad = b e ad" = ¢
Somando ordenadamente ambas as igualdades, temos
ald+d’y = b+ c,donde al (b+e) .

(v}  Se alb, exist¢ um inteiro ¢ tal que a2c = b Multiplicando
por i, temos a{ cm ) = bm; portanio, al bm .

(vi)  Scgue diretamente de (v} e (iv) . [ ]

Note que a relagao | tem algumas propriedades semelhanies

47
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aquelas da relacio <. Com efeito, compare (i) e (ii) da proposicio
anterior com as dadas pelos axiomas A. 10 e A.12. Por outro lado, exis-
tem lambém algumas diferencas; por exemplo, compare a parte (ii)
do corolirio 2.1.3 com o axioma A.11. Ainda, conforme o axioma A.1 5,
dois inteiros 2 ¢ bsio sempre comparaveis, na relagio €, isto €, 2< b
ou < a.Isso nao € necessartamente verdadeiro paraa relacio ! ; de
fato, temos, por exemplo, que 314 e também que 413 ,

EXERCICIOS

I. Decidir se as afirmacdes abaixo sio verdadeiras ou falsas, dan-
do a demenstracio ou um contra-exemplo. Comparar com as
propriedades da relacio < |
Sejam a, be ¢ inteiros quaisquenr:

(1) Se al b, entdo (a+ ) 1 (b+ o)
{ii) Seal!h entio aclbc .

(i} Se al b, entdo (b )| (~a) .

(iv) Scal(b+o,entioaiboualc.

2. Sejam a, b, ¢ inteiros. Provar que:

(i} Scalb,cntflo(—a)lb,al(——b)e(—a)l(—b) .
(ii)  Se c#0, entdo albse c somente se acl be .

O leitor certamente sabe que, s¢ A ta, existe um método para
“dividir” 2 por b, obtendo-sc um resto, ¢ que esse “processo” de divisao
lermina quando o resto € menor que b, Por exemplo,se a=2437 ¢ b
=5, fazemos:

243715

20 487 )
43

40

37

35

2

¢ temos que 2437 =5 - 487 + 2,

Divisibilidade

Isso pode ser enunciado de forma geral: dados dois inteiros a e
bcom b#0, sempre existem ge r taisque a=bg+ re 0= r<lbl

Antes de dar a demonstragio formal desse resultado, gostaria-
mos de dar uma interpretacao dele. Note que bg ¢ um malaplo de b,
e r=a- bg.Acondicao 0 £ r<| b | pode ser interpretada no seguinte
sentdo: estamos procurando um muliplo de &, menor ou igual a a
(ji que a— bg = 0 ), mas quc esteja “o mais perto possivel de 27, Essa
idéia sugere o método de demonstracao.

Primeiro estudaremos um caso particular:

2.1.5 LEMa

Sejam a e b inteiros, tais que a 2 0 ¢ b > 0. Entdo, existem q e r,

aisquea=bg+rrel=sr<b .

DEMONSTRACAO
Consideremos o seguinte conjunto

S=la-bxlxe Z a-bx20) .

Quando x = 0, temos que 2— bx = 22 0 ¢ um elemento de §,
logo, S# ¢.

Pelo Principio da Boa Ordem, existe r= min S Comore 8 cle
também ¢é da forma r=a- bgz 0, paraalgum ge Z

Para mostrar que as condi¢des do enunciado estao verificadas,
bastara provar que r< b. De fato, se fosse r2 b, teriamos que:

a-blg+tl)=a-bg—-b=r-5b20,

logo, a— b (g+]1) também pertenceriaa S
Masa—-b(g+l)=r-ba<r= min 8, uma contradicao . [ |

2.1.6 TEOREMA (ALGORITMO DA DIVISAO)

Sefam a e b inteiros. com b # 0. Entdo, existem inteiros q e 1,

tnicos, talsquea=bg+re0<r<ib/.

49
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DEMONSTRACAD
Mostraremos inicialmente que podemos determinar g e rquan-
do b> 0 e aé qualquer.
O caso a 2 0 estd dado pelo lema anterior.
. Se a <0 podemos, ainda pelo lema anterior, determinar ¢’ e r’

tais que
lal=bg"++" ¢ 0= <h,

Ser=0,temos—lal=a=b(-¢")+0,eoparg=¢q’, r=20
verifica as condicdes do teorema.
Se r' >0, temos

a=—lal=b{(—q )~ r'=b(-q )=b+ b=1"=b(=g'=1) + (b-r').

Obviamente, 0 < b — r’ < b; logo, os inteiros g=— ¢'-1 ¢
r=b-r" verificam as condi¢tes do enunciado . )

Agora provaremos que o resultado também vaie quando b <0,
Qualquer que seja a, pela parte anterior, podemos determinar ¢’ e 1’
tais que

a=slblg'+r c 0Sr<lbl.
Quando b< ), temos que | b1 =- b, logo,
a=lblg+r=(=-bYg +r=b(-qg Yy+r",

¢ osinteiros ¢ = —~g' ¢ r=r' estao nas condi¢des do enunciado .
Finalmente, provaremos que, se {g, 1) ¢ (g, 1"} sdo dois pares

de inteiros verificando as condicbes doenunciado, entao g= ¢’ e r=r",

De fato, temos que
217 gb+r=a=qg b+r'.

Podemos supor, por exemplo, que r' 2 r . Da igualdade acima,
temos ( g—g’ ) b=r'—-r.
Como I 51> r’, também temos r'- r< | &1, Substituindo,

Divisibilidade »

(g— g Yb<1ble, tomando modulos,
O0<tlg-—g' l1bl<I Bl .

Comol 51> 0, podemos cancelar e obtemos 01 g- g’ 1<1.Da
proposicao 1.2.7, vem que I g— ¢’ 1 = 0, isto ¢, ¢ = g’. Na igualdade
2.1.7, temos agora gb + r= gb+ 1’ . Cancelando, scgue r=1r’ . n

2.1.8 DEFINICAO

Os niimeros g € rdeterminados no teorema anterior chamam-

se, respectivamente, gquociente e resto da divisio de a por b.
Os exercicios 3, 4 e 5 sao uma aplicacio do Algoritmo de Divisdo.
EXERCICIOS

3. Usar o Algoritmo da Divisao para provar que:

(iy  Todo inteiro impar é daforma4k+ 1lou4k+3 .

(iiy O quadrado de um inteiro é da forma 3k ou 3k +1 .

(iii) O quadrado de um inteiro ¢ da forma 44 oudk+1 .

(iv) O cubo de um inteiro é da forma 9%, 9k + 1 ou 9k + 8 .

4. (i) Provar que, de trés inteiros consecutivos, um € mualtiplo

de 3 .

(iiy  Mais geralmente, provar que, de z2inteiros consecutivos,
um & multplo de z .

5. Provar, diretamente ¢ também usando inducao, que
6l (+1){2n+1) paratodon=1 .

6. Provar que, se a ¢ b sdo inteiros com 5> 0, entio existem intei-

ros g e r,Gnicos, tais que 2= bg+ r,com 2b < r<3b .

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

7. Provar que todo inteiro da forma 6% + 5 € 1ambém da forma
3k + 2, mas nao vale a reciproca .

5
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10.

1L

12.

13.

14.

Mostrar que, se um inteiro é um quadrado e também ¢ um
cubo (como 64 = 8% = 4% entdo & da forma 74 ou 7k + 1.

Demonstrar a seguinte versio do Algoritmo da Divisao: sejam a €
binteires, com b # 0, Entao, existem inteiros ge r, vinicos, tais que

1
a=bg+r, com—glblcrégibl

{Sugestao: tomar primeiro a= bg' + r' com 0<r' <i bl. Quando

*

1
O<r E% I b1, tomar 1= e g= ¢ quando;lbl{r% b1,

tomar r=r' —1bleg=g +1,s¢c b>0o0u g=¢g-1se b<0)

Seja aum inteiro. Provar que um dos inteiros a, 2+ 2, a+ 4 é miil-

tiplode 3.
Para todo inteiro g, provar que 41{a*+2) .
Seja 12 1. Provar que:

Gy 71231y,
(i) 81(8%7).
(1) 3427 (=1y"") .

- . . - 9
Mostrar que, se a é um inteiro tal que 2t 2, entao 81 (#-1) .

Provar que:

(i} A soma dos quadrados de dois inteiros impares nao podc
ser um quadrado perfeito .

(iiy O produto de quatro inteiros consecutivas é a diferenca
entre um quadrado perfeitoe 1.

{iiy A diferenca de dois cubos de inteiros conseculivos nio é

divisivel por 2.

Provar quc:

{i) Se a é um inteiro impar, entdo 241 a { -1y .

16.

17.

18.

20,

2.2
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(i)  Se ae bsao inteiros impares, entio § | { a*~H) .
(iii) Seaéuminteiro tal que 2t ae 3ta, entio 24 1 ( #2+23) .
(iv}  Seazéuminteiroarbitririo, entio 360 1 2%{ a*=1){ 2°- 4).

Determinar o menor inteiro positivo n, tal que 9357 é miild-
plo de 43. Idem, tal que 935 + n é muldplo de 43 .

Sejam a=bg+r ea=(b+1) g+ r’, com a, bpositivos, 0 < r<
(ble0<r <lb+11.Provar que ¢ = ¢’ se ¢ somentese r g .

(1)  Determinar a e b tais que a -~ b= 184, ¢ 0 quociente e o
resto da divisio de a por b scjam, respectivamente,
g=16er=4 .

(i) Idem,a-b=274,g=16er=19 .

{iif) Quais as condi¢des sobre g, rc s para que existam
inteiros ae b, taisque a= bg+rea-b=s7?

(1) Que condigdes devem verificar inteiros 1 ¢ s para que
existam £ inteiros consecutivos cuja soma seja s 7
{ii) Determinar oito inteiros consecutivos, 0s maiores possi-

vels, cuja soma € menor ou igual a 1000

Sejam a ¢ binteiros, b# 0, € seja ro resto de divisio de a por b.
Se > () é outro inteiro, provar que:

{i) O resto da divisao de acpor bcé ic .
(i) Se clae clh entho clr, e o resto da divisiao de 2/¢
porb/cé r/c

NUMERACAO

Hi wina anedota sobre um mercador alemdo do séctilo
XV quc. embora eu 1130 possa autenticar; ¢ tio caracteristica dz
situacdo existente, que ndo posso resistir d tentacdo de contd-fa,
O mercador tnha um filho ao qual desefava dar uma ampla
formacdo comcrcial, Chamou um emincnee professor dz uni-
versidade para the perguntar para onde devia emdar seu fitho.
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Q professor respondeu que, se os conhecimentos matemdiicos
do fithe deviam limitarse 4 adigcio e subtracio, provavelmente
nuima uaiversidade alemad pudesse obter essa instrucao; mas, se
gueria chegar d multiplicacdo e divisao, como estas tinham sido
muito estidadas na Itdlia, ele pensava que somente nesse pais

poderia aprendé-las. T. Dantzig

A numerac¢do escrita nasceu, nas épocas mais primitivas, do de-
scjo de manter registro de gado ou outros bens, com marcas ou tragos
cm paus, pedras, tabuas de argila etc. E pelo menos tio antiga quanto
a escrita, e talvez anterior: é possivel que o registro de nimeros tenha
sugerido o registro de sons.

Os sistemas de escrita numérica mais antigos que se conhecem
sdo os dos egipcios e 0s dos sumérios, que datam aproximadamente do
anc 3500 a.C.

Para os egipcios, um traco vertical valia 1; o naaimero 10 era re-
presentado por um osso de calcanhar invertido M; 0100 por um la(:t?
9, e o 1000 por uma flor de lotus** | . Ouwros nlumeros eram escri-
tos ¢com a combinacao desses simbolos. Assim, por exemplo 2125 se

FLoNAY

O quadro seguinte di uma idéia da semelhanca enuwre o sistema

escrevia como

cgipcio e o sumério.

1 3 10 13 20 23 100 1000

Egipcios LT 0 NN nnu 2 1

Sumérios Y < |l o<l ‘Y' -

(*) Numero, 1 Linguagem da Ciéncia. Zahar, Rio de Janeiro, 1970
{**) Tinham também simbolas para mumeros bem maiores. Ver por exemplo, o
livro de C, Boyer, op. it

Divisibilidade »

Um novo estagio na histéria da numeracio corresponde aos
sistemas hebraico e grego. Ambos os povos atribuiam valores numéri-
cos as letras.

O sistema romano (usado até hoje para datas, niimeros de capi-
tulos etc.) mostra influéncias gregas no uso de letras para representar
nameros: por exemplo, X para dez, C para cem e M para mil; porém,
em esséncia, estd baseado nos mesmos principios que a numeragao
egipcia ou suméria.

Se tratasse apenas de registrar niimeros, as diferencas de um siste-
ma para outro nao teriam grande importdncia; o problema é que de-
pendemos da escrita dos ntimeros para a realizacio pratica das ope-
ragoes. As dificuldades envolvidas no use do sistema romano explicam a
anedota com que iniciamos esta secio (sugerimos ao leitor pemnsar como
calcular o produto de CCXVII por CXIX sem usar numeracao deci-
mal; ou pior ainda, a divisio do primeire desses hitmeros pelo segundot).

A numeracio posicional de base 10, que adotamos atualmente,
teve sua origem nha Tndia, aproximadamente no fim do século V, e foi
divulgada na Europa em torno do ano 825 d.C. pelo matematico drabe
Mohamed Ben Mussa Al Khawarismi. Na obra de Arvabhata, intitulada
Aryabhativa (um pequeno volume escrito em verso, publicado em 499
d.C.), aparece a frase “de lugar para lugar, cada um vale dez vezes o
precedente”, que sugere o uso do Principio de Posicao. Porém, a pri-
meira aparicio inquestionavel de um zero na India é do ano 876 d.C.

A palayra hindu para o zero era sunva, que significava “vazio™
ou “em branco”. Quando os arabes adotaram 1 numeragio hindu,
traduziram esse termo por cifr, que significa vazio em arabe. Deste
derivaa palavia cifra, que, até na obra de Gauss ~ ltimo grande ma-
tematico a escrever em latim —, ainda conserviva seu significado Jpri-
mitivo de zero,

Deicnhamo-nos, entio, para pensar no que EXPressamos quan-
do escrevemos um inteiro positivo no sistema decimal, Quando escre-
vemos 3 427, por excmplo, estamos nos referindo na verdade 20 nG-
mero que se obiém fazendo:

3-10°+4-10%4+2. 10+ 7

55
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Mais geralmente, uma expressao do tipo 4 _a__,.. a, a,, no
sistema decimal, representa o nimero

a l0"+a 10" '+.+a2, 10+a, .
1 -1 1 Q

A primeira vantagem € que esse sistema representa uma grande
economia de notag¢ho. Usando apenas os dez simbolos-0,1,2,...,9 -,
podemas escrever qualquer inteiro positivo, Uma vantagem adicional,
¢ decerto amais importante, € que permite dar regras de calculo simples.

Um instante de reflexiao nos mostrara que nada determina que
a basc de numeracio seja necessariamente dez. Com toda probabilida-
de, essc € o sistema usado quase que universalmente pelo fato de ter-
mos dez dedos disponiveis nas mios para nos auxiliar nos calculos.

Teoricamente, entretanto, poderiamos escolher uma base de
numeragae arhitriria, como demonstraremos a seguir.

221 TEoreEMA

Seja b2 2um inteiro. Todo intefro positivo a podec ser escrito de

modo tnico na forma
a=r b%+r B '+ +r b+r,
n n=1 1 i
e quen 2 0, r # 0e para cada indice i, 051 £ n, tem-se que
]
0= r, < b .

DEMONSTRACAG
(i Existéncia

Dividindo 2 por b, obtemos numeros g, 1, tais que

a=bg +r,0sr<b .

Dividindo g, por b, obtemos g, 1|, tals que
g,=bg tr,0sr<bh

Essc processo pode ser repetido; porém, como cada quociente ob-

telo é o negativo e necessariamente menor que o anterior (verifi-

Divisibilidade *

que!), em algnm passo deveremos obter um quociente nulo.

Suponhamos que o primeiro quociente nulo seja o #-ésimo.

a = bg+r, 0<r<b.
Gy = bg+ 1 0sn<bh.
g = bg+r, 0srn<b.

qﬂ—? =bqn-l+1;1—1.0gr <b.

-1

G, =b.0+r  O<r<b.

Agora, podemos substituir o valor de g, a primeira expressio
e continuar fazendo substituicdes sucessivas.

a = bq+r=b(bg+r)+r=0b%q +br+r=

= b? (bg,+ 1) + br + 1 = b* G, + b2;;2+ br,+r, =

= po- (bg . +r )+ b"2 P gt t b r + br 1 =

n=1 =1

I

i n-1 . = ¢
+ 2. 2 . -
DU+ by BT e+ BT+ b+ .

Essa ¢ uma expressao para 2 nas condi¢des do enunciado,
(ii}  Unicidade

Suponhamos que temos duas cxpressoes para a:

- n . | . 2 . -
a LN N I R AR R

* 3 -l 2 2 2 2
o Ot b to I D +;]b+ r,

H

Pondo em evidéncia b em ambas as expressoes, temos

a bir b" 4. +r, b+ ry+r=

_ LY -1 Lt .t 2
=b(1mb +.‘.fgb+!])+fnl

B ¥ . - a
Como 0 £ < bO<ry 0 < b, da unicidade do quociente e resto
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da divisao inteira, vem que

—_ ¥ —_ 3 ¥
r, b” I, 2 n=r_»5b" by 41l bt

*
m 1 e‘?ﬂ_rﬂ

. Agora, repetinde o processo, temos que

=2 . . rpm=-2 L2 L
b{r b +...+32}+Il—b(fmb LR I

¢, usando novamente a unicidade de quociente e do resto, temaos

5
r =r’| crnb” S+t

_ 7 m-2 L?
) =r b tootr,

2 n 2

Dessa forma, poderemos demonstrar sucessivamente que os
cocficientes em ambas as cxpressoes sao iguais {note que esse racioci-
nio pode ser formalizado, usando inducac completa).

Tdlizamos o simboelo (r r

FER TR

|~ Ty}, Para representar a expres-
sio de a na basc b, que determinamos no teorema anterior. Natural-
mente, cmitiremos menciona-la explicitamente, quando trabalharmos
com numeros na base 10,

Note que 2 demonstracao anterior dd um método para determi-
nar a expressie de um nimero dado na base 10, numa outra base.

2.2.2 ExemrLo

Escrever o niimero 1 329 em base 5.
Prccisamos efetuar as divisoes sucessivas:

1520 | 5
32 ‘ 265 | 5 .
29 15| 53 |5
4 0 03 (10 5

3 0 2 5

&
=

Divisibilidade <« 59

Conforme demonstramos no teorema anterior, a expressio de
1329 em base 5 serd

1329={(20 304)5 ‘
2.2.3 EXEMPLO

Escrever 855 em base 12.

Observamos inicialmente que precisamos de mais dois algaris-
mos correspondentes aos inteiros 10 e 11. Notamos: o= 10, § = 11,
Agora, efetuamos as divisdes sucessivas:

855 12
015 71 12
3 11 5 12
5

Logo, 855 = {(533) -
Para obter a expressao de um ntiimero escrito em outra base, na
base 10, basta interpretar o significado da expressio.

2.2.4 ExeEmrrLo

.

Escrever (1 233) , em base 10.
Temos que (1235),=6"+2.6°+3.6+5=311.

EXERCICIOS
1. Escrever:

(i) 1 472 em base 5 .
(ii) 218 em base 2 .
(iii} 15 422 em base 12 .

2. Escrever:

(i) (2 356)._ cm base 10 .
(ii} (53‘2)ﬁ cm basc 8 .
{iil) (21)3 cm base 12 |
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4.

3 F _ . .
Sejam=(r r .5}, Provarqueb'm=(r r .5, 00..0),
PV
i = . - = n<
Sejam m= (rn.r“_l... ), i = (s”‘ 5 so}b‘Prmarque,se ,

entio m < 7. Dar um critério para comparar m e m’ em geral.

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

-1

10,

(Critérios de divisibilidade) Seja bum inteiro positivo cuja

expressao na bhase 10 é

. n-=1
b=r 107+ 7, 1077 +.4+ 1 10+, .
Provar que:

(i) 21bsecsomentesc 2]z, .

(iiy 31 bseesomentese 3{r, +r1+...+rn)

(iii) 51 bseesomenteseblr

(iv) 91bse e somente se 9I{r, +r]+..‘+rn)

(v} 11! bsecsomentese 111 (:}}—r|+113~‘.‘+(—1)" r,) -

Quais sao os ntimeros que, em base 10, sio representados com
todos os algarismos iguais e que sao divisiveis por 37 E por 9° E

por 117

Determinar todos os inteiros positivos miltiplos de 5 quc, em
base 10, sio de 3 algarismos e cuja soma dos algarismos € 19.

Provar que nenhum inteiro da seqiéneia 11, 111, 1111,... ¢
um quadrado perfeito. (Sugestio: um termo arbitrario dessa se
guéncia pode scr escrito na formalll..111=111... 108 + 3= 4k+3.)

() Demonstrar que todo guadrado perfeito é da forma 5%
oubk+l.

(i) Gomo aplicacio, indicar em quais algarismos-pode ter-
minar um quadrado perfeito .

(i} Demonstrar que, se (rés inteiros positivbs a, b. ¢ verifi-
cam a condicio a° = b%+ ¢*, entio, entre eles hd um mal-
tiplo de 5 ¢ um muluplo de 2.

Determinar um numero de quatro algarismos que, somado com

a soma de scus algarismos, resulta 2 603.

11.

12,

13,

14.

2.3

Divisibilidade

{1)  Mostrar que nenhum quadrado perfeito se escreve com
todos os seus algarismos iguais.

(i)  Determinar um quadrado perfeito n tal que 1= (aabb) 10

Determinar um inteiro nda forma n = {ab) 1o que ¢ maltiplo de
3 el que n%= (bxax) 0

Determinar o menor inteiro positivo 17 tal que 91 se escreve
com os mesmos algarismos de 22, na ordem contraria.

Um farmacéudco tem apenas pesos de lg, 3g, 9g, 27g, 8lg e
uma balan¢a de dois pratos (os pesos podem ser colocados em
ambos os pratos). Mostrar que ele pode pesar qualquer objeto
com até 121g (Sugestio: exercicio 9 de 2.1.)

IDEAIS E MAXIMO DIVISOR COMUM

E impossivel escrever um cubo como soma de dois cubos, uma
quarta poténcia como soma de duas quartas poténcias, e, em
geral, qualquer poténcia maior que a segunda como soma de
dddas poténcias similares. Para isto eu descobri uma prova verda-
deiramente maravilhosa, mas esta margem ¢ muito pequena para
conté-la.

Picrre de Fermat, em torno de 1637.

Pierre de Fermat (1601-1655), funcionario publico francés, foi

o ulumo dos grandes matemiticos amadorcs que cultivava o estudo

dessa ciéncia apenas como um Aobby. Fez importantissimas contribui-

¢oes 4 matemdtica, e seu nome estd ligado as origens da geomerria

analitica, do cdlculo, da probabilidade e, sobretudo, da moderna teo-

ria dos niimeros. A citagio que transcrevemos foi deixada por cle numa

traducdo da Arithmetica, de Diophanto de Alexandria, ¢ grandes mate-

miticos tentaram, ao longo de séculos, descobrira prova mencionada.

A afirmacao reproduzida passou a ser conhecida como o “alu-

mo tcorema de Fermat” ou, ainda, como g “‘conjetura de Fermat”,

61
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Explicitamente, ela afirma que se, 72 3, entdo a equagao X+ =2
nao tem solucdes inteiras.

O préprio Fermat publicou uma demonstracao para o caso em
que 11= 4. No século XVIII, Euler provou que ela é verdadeira também
c‘luando 1= 3, mas sua demonstragao era muito complicada € a valida-
de nesse caso s6 foi completamente aceita quando Gauss deu uma nova
demonstra¢io. O caso em que n=5 foi estudado por Dirichlet, no sécu-
lo XIX, € o caso n=7, por Lamé, em 1839.

Lamé propds uma demonstragio geral, intreduzindo uma “arit-
mética” de certos numeros complexos, € assumindo implicitamente
que cla tinha as mesmas propriedades da aritmética usual. Isso susci-
tou certas diavidas em Liouville, que as comunicou a Kummer, Este
provou que a pressuposicao de Lamé era falsa. Porém, conseguiu res-
galar em parte as idéias envolvidas nessa demonstracao e provar que a
conjetura vale quando /7€ um “primo regular” (a definicio desse con-
ceito & muito técnica e escapa aos limites deste livro). Esse foi o pri-
meiro resultado de carater geral em relagio a conjetura de Fermat.

A questio permaneceu em aberto durante muitissimo tempo e,
ocasionalmente, alguns matematicos acreditaram té-la provado. A his-
toria comecou a ser solucionada em junho de 1993, quando o mate-
matico Andrew Wiles, numa série de trés conferéncias proferidas na
Universidade de Cambridge, anunciou a prova da conjetura. Havia,
porém, uma falha no raciocinio, que levou mais de um ano para ser
corrigida. Finalmente, em 1995, Wiles publicou a demonstra¢ao com-
pleta em uma revista * . Um dos passos da demonstragio foi elaborado
em colaboragio com Richard Taylor ¢ publicado como artigo inde-
pendente no mesmo volume da revista ** . O contendo desses artigos
é altamente técnico e certamente esta fora do alcance do leitor destas
notas. Porém, pode ser interessante ler as piginas 449 a 454, em quc o
autor conta o processe de descoberta.

(*) A. Wiles, “Elliptic Curves and Fermat's Last Theorem”, Anmals of Madh., 141,
3 (1995), pp. 443-351.
(**) A Wiles e R. Taylor, “Ring-theoretic Properties of Certain Hecke Algebras”,

Annals. of Math.. 141, 3 {1993), pp, 553-572.

Divisibilidade

Quando da tentativa de resgatar a demonsaacio de Lamé, em 1843,
Kummer definiu uma nova classe de niimeros, que chamou de nime-
ros ideals. Mais tarde, Richard Dedekind trabalhou com a arimmética dos
chamados ntmeros algébricos e substituiu na sua teoria os nGmeros
ideais de Kummer por certos conjuntos, que também chamou de jdeais.

A nocao de ideal, além das intmeras aplicagcoes em diversos cam-

pos, permite dar um tratamento muito simples a questdes da Teoria
Elementar de Niameros.

2.3.1 DermNicio

Um conjunto nio-vazio fde niimeros inteiros diz-se um idea/de
Z se

i) o,.fef=0+Pe ).
(i) ve J,ae Z = oae f.

E ficil dar exemplos triviais de ideais: o préprio conjunto Z de
todos 0s nimeros inteiros certamente ¢ um ideal de Z, e o conjunto
{0} também c é.

Um exemplo mais interessante é o conjunto dos nimeros pa-
res; de fate, a soma de niimeros pares é par e o produto de um niime-
ro par por qualquer némero também é par. Porém, é facil ver que o
conjunte §fdos nimeros impares nao € ideal; de fato, a soma de dois
elementos de 7nio pertence a I,

O conjunto dos nameros pares nada mais é do que o conjunto
dos maltiplos de 2. Podemos obter novos exemplos com uma constru-
cao aniloga.

Dado um inteiro m, indicaremos pot i Z o conjunto:
mZ={mx|lxe Z|,

1510 €, o conjunto de odos os multiplos de .

Mostraremos que mZ & um ideal. Com efeito, dados o, Be mZ
existem x, ye Z, tais que o = mxc f§ = m. Entio, temos que
o+ B=m(xty) € mZ Por outro lado, dado 4 € Z, temos que
Ga=m(xa) e mZ,

63
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Um fato interessante é que esses sio todos os exemplos possi-
veis, COMO veTemos a seguir.

2.3.2 TEOREMA

- Seja J um ideal de ZZ. Enido, [ = { 0 } ou existe um inteiro positi-
vom tal que [ = m Z.

DEMONSTRACAD

Seja J um ideal de Z

Se = {0}, existe pelo menos um inteiro a= 0 tal que 2€ J Da
condicio (ii) da definicao de ideal vem que —a< J. Como ae (-a)
pertencem a J , podemos afirmar que Jcontém inteiros positivos. As-
sim, o conjunto J* =& e J o> 0} é nao-vazio, Pelo Principio de Boa
Ordem, existe nm = mim f*.

Provaremos que J é, precisamente, o conjunto dos miiltiplos de
m,isto &, J=mZ .

De fato, como m € f, a condigio (ii) da definicao 2.3.1 mostra
que, para todo x € Z, tem-sc que mx<€ J logo, mZ C J. Para provara
inclusio contraria, consideraremos um elemento qualquer ot e J ¢
provaremos que ¢ um multiplo de m. Efetuando a divisdo inteira de o
por m podemos determinar ¢ e rtais que o = mq+ r.em que 0 < r<m.
Se r= 0, como p = 0—mq € tanto ¢ quanto mq pertencem a j teriamos
que re J'. Mas, r< m= minj*, uma contradi¢ao. Assim, r= 0, logo,

o = /g € um milltiplo de . |
EXERCICIOS

1. Provar que o inteiro positivo m nas condigdes de 2.3.2 € unico.
2. Quais dos seguintes conjuntos sio ideais do Z'? Em cada res-

posta afirmativa, determinar o inteiro positivo nas condi¢oes do
teorema 2.3.2 . :

(i)  Todos os inteiros 22 tais que alguma poténcia de 1 seja
divisivel por 64 .

(iiy Todos os inteiros 1 tais que o1 24 .

(iii) Todos os inteiros 2 tais que 6 ) 17 ¢ 241 .

Divisibilidade  +
(v} Todos os inteiros 1 tais quc 211 seja divisivel por 9 .

Agora, passaremos a estudar alguns conccitos de teoria eleinen-
tar de niimeros cujo estudo ¢ facilitado pelo uso da nogie de ideal.

Em toda esta se¢iio, 2 e bindicario inteiros, nio ambos nulos.

Um inteiro cdiz-se um divisor comum deae b scclaecl b. QO
conjunto D (a, b) de todos os divisores comuns de a2 e b é limitado
superiormente (pois se 2 # (), para todo elemento ce D (a, b) temos
que ¢ <1 al). Conseqlientemente, D ( 4, &) tem miximo.

2.3.3 DemriNiCcio

Chama-se midximo divisor comum de a e b o maior de seus
divisores comuns, isto &,

mdc(a by=maxD(a b).
2.3.4 Treorema bE BEzouT

Sejam a, b inteiros e d = mde (a,b } . Entio, cxistem inteirosr e
5 ais que d = ra + sh.

DEMONST;{A(‘AO

Consideremos o conjunto f={ xa+tyb | x, ye ZZ }. Mostrare-
mos que J € um ideal dc z7. Com cfcito, dados o, p € [, eles devem
ser da forma

a=xa+nb e P=xa+yb.
Temos, entic, que
o+ B o= (x+x)a+ (rty,) be J.
De forma analoga, temos que, para todo ae Ze todo g e [,
o € J Agora, do teorema 2.3.2 vem que existe um inteiro positivo x,

Gl que /= x Z2. Moswaremos que X = mde tah) = d.
Com efeito, como 2 é da forma 2= 1-a+ 0-b, temos que ae /,

]
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logo x| a . De forma idéntica, vem que Xl b, portanto x € D(ab).

Ainda, como o proprio x, € um clementode j, entao deve ser da
forma x,=ra+ sh,comr,se Z .

Finalmente, para provar que x,¢ o maior dos elementos dc
f){a,b) , consideramos d’ € D(a, b} .

Comod') ae d'| b,vemque d’ | (sra+ sb); logo, d' x, Poran-
to, [d" 11X =X, e segue a Lese . ]

EXERCICIOS

Afuncio Zx Z- ({00 — Z°
Ld, ) — mde(a, )

pode ser considerada como uma opera¢ao cm Z. O exerciclo abaixo
estuda as semelhancas e diferencas em relacio as operacdes de adigao

e muldplicagao.

3. Sejam a, bc enumeros inteiros, Verificar se as afirmacées abai-
xo sioverdadeiras ou falsas, dando a demonstragao ou um con-

tra-exemplo:

{i) mde(a, bYy=mdc( b a).
(i) mdc(mdc{a b)c y=mdc(a mde(bc))
(i) A operagio Zx Z~- (0, 0 - Z"
(a, b) = mdcia, b)

tem elemento nenuo.
{(ivy mdcial)=1.
{v) mdc(a, b+ e)=mde(a b)+mdc(ac).
(i) mdc(a bc)=mdec(a b) mdc(acy.
(vily mdc{(aa)y=1al.
(vitiy mdc{a be)=bmde(a c}.
{ix} mdc(ab,cd)=mdc{ac) mdc{ b, d).
(x) blaomdc(a b)=1D1.
(xi} mdc(-a b)=mdc{a-b)= mdc{a b).

4. Sejam a, b e d inteiros, com d > 0. Decidiv se as alirmacoes
abaixo o verdadeiras ou Gdsas, dundo a demonstragio ou um

contra-exemplo.

Divisibilidade

(i) Secxistem r, se Z tais que = ra+sbh, entio d= mdctab).
(ii} Secxistem r, s€ Z tais que ra+sb =1, enao mdc(a,b) = 1.

Note-se que no decorrer da demonstracio do teorema 2.3.4
provamos também que todoe divisor comum de ae b é um divisor de
d=mde ( a, b) . Naverdade, cssa propriedade pode ser usada para
caracterizar o maximo divisor comum de deis niimeros, como demons-
traremos a seguir .

2.3.5 TEOREMA

Scjam a, b inteiros, Um inteiro positivo d é o maximo divisor
comum de a e b se e somentc se verifica

(i) dlaedlb .
(i) Sedlaedlb,cntaiod ld.

DEMONSTRACGAC

Seja o = mde (a, b). Entio, obviamente dverifica (i}, e, na de-
monstracao do Teorema de Bézoul, provamos também que a condi-
cao (ii) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo o verifica {i), cntao
de D(a b J. A condicao (ii} afirma que, se d” € &' ( a2, b)), enlio
d’ld; logo, d' < d, donde segue que d € o maior dos divisores co-
muns., Portanto, d= mdc{ a, b) . [ ]

A caracterizacao do maximo divisor comum dada pelo teorema
anterior apresenia algumas vantagens. Entre outras, ¢ mais ficil de ser
usada e simplificara algumas das demonstragdes que se scguem.

2.3.6 Prorosicio

Sefam a, b ilnteiros, d=mdc( a b ) e ¢ wm intelro nao nulo.
Enrao:

(i) mde{ac, bo)y =dlc
(iily Seclacclb entiomde{aic, b/e) = dfl el
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DEMONSTRACAD

Para (i), mostraremos quc o | ¢ | verifica as condigdes (i) e {ii)
do teorema 2.3.5 em relacio aos inteiros ab ¢ be

De fato, como d= mdc ( a, b)), temos em particular que dla,
logo, (d1c ) | fac). Da mesma forma, (d ¢ )| {bc) Ainda, do Teo-
rema de Bézout, temos que existem r, s& Ztais que d= ra+ sh. Logo,

dlcl=r{alcl)+s(blcl).

Agora, se o ¢ um inteiro tal que o' lac e 'l be, da relacao
acima vem imediatamente que ' i{ d 1 ¢ 1}

Para provar {ii), poderiamos usar um raciecinio andlogo, mas
daremos nma demonstracio mais breve, usando o resulltado anterior.
Sejax=udc(a/c,b/c) . De{i) lemos que

mdc(a,b) = mdc ( f.c_.P‘c )=n:rd(.‘(f,!3 lel,
c ¢ cc

d/lcl. =

isto &, d=xlc |, donde x

() préximo resultado, embora de demonstragao simples, sera

de uso freqliiente na toria .
2.8.7 TeoreMa DE EUCLIDES
Sejam a, b, ¢ intefros tais quc albe. Semdc(a, b ) =1, entdoalc

DEMONSTRACAQ
Se mdc ( a, b) = 1, da proposicio anterior temos que
mdc (ac, bc)=1cl.
Agora, obviamente alac ¢, da hipdtese, allc . Consequente-
mente, usando {ii} do tcorema 2.3.5 (emos que allcl,

logo ale,
|

2.3.8 DENNICAO

Doisinteiros ac b dizem-se refativamente primosse mdc(ab) = 1.

Podemos entio enunciar o Teorema de Euclides da scguinte
forma: se um nimero divide um produto de dois fatores e € relativa-

mente primo com um deles, entao divide o outro.

Divisibifidade
2.3.9 Prorosicio

Sejam a e b inteiros relativamente primos, ¢ seja ¢ um outro
inteiro tal que 21 ce b | c. Endio, ab | c.

DEMONSTRACAD

Se al ¢, podemos escrever ¢ = a- g .Agora, blagemdc(a b) = 1.
Do teorema anterior, £1 g, isto é, podcmos escrever g = br. com re Z,
Substitindo na expressao de ¢, temos ¢ = abr; logo, ab! ¢ . [ |

EXERCICIOS

5. Sejam a, b, cinteiros. Provar que
(i) Scalbemde( b c)=1,entdo mde(a c)=1.
() mdc( a c)=mde{ bc)=1se e somente sc mdc{abd=1.

6. Dar cuira demonstragio do teorema de Euclides, usande o fato
de que l=mdc( a, b}=ra+sh,parar,se Z .

7. A proposicao 2.3.9 pode ser gencralizada. De fato: sc ae bsio
inteiros e o = mdec (a,5), dado um ourro inteiro ctal quealce
bl ¢, provar que ab .

8. Dar uma demonstragio direta da proposicio 2.3.9, imitan-
do a demonswracio do teorema de Euclides,

9. Sejam a, bintetros tais que mdc(a,b) = 1, Provar quc:

(i) madclat b ab)=1.

(iiy mde(a+r b a-b)y=1ou?2.

() mdc(a+ b.a%+ab+ b7y =1.

(iv) mde(a+ b a=ab+ b’y =1ous.
{v) mdc{2a+ b a+2h)=10u3.

() mde(a+b A+ b y=1on?.

10, Sejam a um inteiro, pumi inwiro positivo e o = mdc (a, a+n).
Provar que ol .
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EXERCICIOS SUPLEMENTARES
11.  Sejam a, b, cintciros. Provar gue

{1} Se 874l bce a e bsao relativamente primos, entao a lc.
(ii)  Se ae bsio relativamente primos e ¢ | { a+5), entio
mdc{acy=mdc( bc)=1.
(i) Sc 2 e bsio relativamente primos, entao
mc (ac, b) = mde (¢, b) .
(ivy mdc (a, by = mdcia, at b} .

12.  Sejam a e binteiros relativamente primos e 21 um outro inteiro.

Calcular:

{i) mdec{a+nba+{n+1)b) .
(Y mdc(a+nb a+t{n+2)5b)

13.  Sejam ae binteiros. Provar que, se mdc(a, 1) = mde (b 4) =2

entao, mdc (a+h, 4y =4 .

14.  Provar que, se d é wm divisor positivo comum de a e b, entao

o= mde (a.b) se e somente se mde (;_; : 5") =1.

15.  Sejam, a, b, ¢inteiros, d = mdc {a, &). Provar que:

(i) Osinteiros 1, stais que d= ra+ sbnao estao univocamente

delerminados
(ii)  Existem inteiros #; stais que ¢ = ra+ sbse € somente se dlc
(iti)  Para cada par de inteiros r, stais que d = ra + sb, tem-se

quemdc(r, 5} = 1
16.  Sejam a, hinieiros. Para 72 1, provar que:

(Y  mdc{a b)=1seesomente se mde (a”, b") =1
{Sugestio: exercicio 5{ii}) .
(iiy &'l B'seesomentesealb.

17.  Seja A um subcenjunto nao-vazio de Z tal que, se a,a, € A,
entio a, + a, € A Provar que A é um ideal de Z' .

Divisibilidade

2.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES

O lettor certamente conhece, do curso secundario, o método
para determinar o mdc de dois niimeros usando 2 decomposicao de-
les em fatores primos {quc wataremos brevemente em 2.6). Porém,
quando se trata de nimeros muito grandes, pode nao ser ficil encon-
trar essa decomposicao. O métado que damos a seguir € baseado ape-
nas em divisbes sucessivas e aparece ne livro sétimo dos Elementos de
Euclides; porém, hi evidéncias histéricas de que o métodoe seja ainda
anterior a essa obra,

2.4.1 LEmMa

Sejam a, b inteiros. b= ¢, e sefam g, r o quociente e o resto da
divisdo de a por b, respectivamente, Entio, D (a,b)=D (b, r M temos
também gue mdc ( a, b ) = mdc b rh

DEMONSTRAGAQ

Podemos escrever a = bg+rSejaxe D(a b} Entao, xlae
x| b.Masr=a- bge xdivide cada um dos somados, logo x| 1: Mostra-
mos, assim, que D { 4, b)Y < D ( b, r). A inclusic contraria segue de
forma aniloga, donde resulta a igualdade dos conjuntos.

Se 0s conjuntos sao iguais, seus maximos também coincidem,
isto &, mdc ( a, b) = mde (b r). |

Segue do lema acima que o problema dec achar o mdc { a, b)
reduz-se a achar o mde ( b, r) .

Nawralmente, pode-se repetir esse processo. Fazendo divisdes
SUCESsIVas, leremos:

a = bq +r, 0 <lbl.
b = ngtn, 0Sn<r.
no=ngtn, 0sr<rn,.
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Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode conti-
nuar indefinidamente, e alguma das divisées deve ser exata. Suponha-
Mos entao que r,, seja o primeiro resto nulo, como estd indicado
antes. Do lema, temos que

mdc{a, b)=mdc (b, I‘]) = mdc( £y, 0} == mdc( Fyys ;;J)

Finalmente, como rnl Iy ¢ facil ver que mdc (r”_ . r”) =r,
logo, mdc { a, b)) = r, Demonstramos assim que, Ressc processo, o
maximo divisor comum de ze » é o Gltimo resto diferente de zero.
Usualmente, para dividir 2 por & utilizamos o seguinte esquema:
a b5
r q

Se mudarmos um poucoe ¢ esquema para

sera facil dispor os niimeros que intervém no processo de calculo do
mde {a, b

q, 9 Gy | e e | g, G
a b I8 r, Fyo | o) .
Jrl :2 3‘3 jrn 0

2.4.2 ExrMmrLo

Vamos calcular o mdc {1 128, 336). Temos:

3 2 1 4
1128 336 120 96 24
120 96 24 0

Logo, mde {1 128, 336 ) =24 ,

Divisibilidade »

Notamos, agora, que essc processo também permite determi-
nar hiteiros re s nas condicdes do Teorema de Bézout. De falo, da
primeira das divisées, lemos que

n=a-gq b,

. isto é, 1, foi escrito como uma combinacao linear de 2 e 4. Substituin-

do 1, pelo seu valor na segunda, temos: H= (a— b g, + 7, logo,
n=—gua+ (l+qq)b .

Novamente, pudemos escrevel r, como combinacao linearde ae b, Na
igualdade seguintc poderemos substituir 7, ¢ 1, pelas expressdes acha-
das e escrever 1y em fun¢io de a c b. Reiterando o processo, obteremos
finalmente uma expressao para r, como combinacio lincar de ae b,

Escrevendo explicitamente as divisdes, no caso do exemplo 2.4.2
lemos:

(I) 1128 = 3.336+120.

(2) 836 = 2.120+96,
3y 120 = 1.96+24.
4) 96 = 4.24.

Em (1). obtemos 120 = 1 128 — 3 . 336. Substituindo em (2},
vem que 336 =2- (1128- 3-336) +96,logo, 96=- 2.1 128 + 7- 336,

Finalmente, em (3) obteremaos
1128 - 3x336=1-(-2-1128 + 7. 336 ) + 24, logo,
24=3-1128-10. 336 .

Assim, um par de inteiros 7; § nas condicées do Teorema de
Bézout é dado por r=d e s= - 10.
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EXERCICIOS
i Usar o Algoritmo de Euclides para obter nimeros re s satisfa-
zendo:

. (Y mdc(56,72) =56r+ 725 .
(iiy  mdc (24, 138) = 24r+ 1385 .
(iil) mde (119, 272) = 119,+ 2725 .

2. Demeonstrar a proposi¢io 2.5.6 lancando mio do Algoritmo de
Euclides,
3. Determinar um multiplo de 19 e um multplo de 17 cuja dife-

renga seja b.

4, Sejam ay, Ay, gy @ numeros inteiros nao todos nulos e
D (a, a,....a) o conjunto dos seus divisores comuns. Defini-

mos, entao, que
mdc (a, ag,..., a,) = max D (2 ay ., a).
(i) Provar que, se a, # 0 e mde (a a,) = d, entio

).

(ii}  Provar que, se D= mdc (al, Ayeey A, }, entao existem in-

mde (31. F IO an) = mdc (d, gy A,

121108 Mo 1, tals que

D=ra+.+r 2a
171 non

(iii) Calcular mde(96, 1974, 858) e determinar r, s, £ tais que
d=r96+ 51974 + 1 858.

5. Resolver novamente o cxcrcicio 14 de 2.3 lan¢ando mio do
algoritmo de Euclides.

25  MINIMO MULTIPLO COMUM

Sejam a e b inteiros nao-nulos. Um inteiro ¢ diz-se um miift-
plo comum de 2 e b sc alce blc. Indicaremos por M{ a, b)) o
conjunto de todos s maltiplos comuns de ae be por Miia b)o

Divisibilidade *

conjunto de todos os multiplos comuns positivos de ae b .
Certamente M*(a, &) # §, pois lal |l bl e M (a, b); logo, pelo
Principio da Boa Ordem, esse conjunto contém um clemento minimo.

2.5.1 Derinicio

Chama-se minimo miiltiplo comum de a e bo menor dos seus
miuiltiplos positivos comuns, isto é,

mme{a by=minM*{a b)

2.5.2 Lema

Sejfam a e b inteiros. Entio, o mme (a. b } divide todo outro
mifuplo comum de a e b.

DEMONSTRACAD

Usaremos novamente a noc¢ido de ideal.

Mostraremos inicialmente que A ( 2,  } € um ideal. De fato,
sejam o, Be M ( a b ). Temos que aloe alP; logo, ai (0+8). Da
mesma forma, bl { o+ [ ). A outra condi¢ao da defini¢io 2.3.1 segue
facilmente.

Do teorema 2.5.2, sabemos que M { a, &) deve serdaforma mZ.
em que i € precisamente ¢ elemento minimo de M7 a, &), isto &,
m=mmc{ ab).

Assim, se m'e M (ab) = m Z, entdo m | n’, como queriamos

demonstrar. |

Podemos agora dar uma outra caracterizacio do mmc de dois

inteiros.

2.5.3 TeoRrREMA

Sefam a, b e Z e m um inteiro positivo, Entdo, m = mmc ( a, b}
se e somente se m verifica:

iy alm, blm .
(i) Scalnr’ e bl ', entiom| i’
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DEMONSTRAGAD

Do lema 2.5.2 vem que o mmc (a, &) verifica as condigdes (i} e
(i1} do enunciado,

Reciprocamente, se m verifica as condicdes, de (i) temos que
mé M (a b),c(ii) mostraque m=minM"* (a b), jaiquem<im’l.
Logo, m=mmc{a b). [ ]

2.5.4 TEOREMA

Sejama, be Z d=mdc{a b)cm=mmc{ab). Entio,
md=1abl

DEMONSTRACAD

Consideremos o caso em que a ¢ b sdo positivos (apenas para
cvitar ter que escrever as barras (| 1) a cada passo, ja que a demonsira-
cao seria idéntica). Seja entdo
ab
-
Queremos provar que X = /it e, para isso, bastard provar que x verifica

A=

as condicdes do teorema 2.5.3.

Escrevendo a= a de b= b d,vem, da parte {ii) da proposi¢io
2.3.6, que mdc (:.-'], h) = 1, ¢ podemos escrever x = a b. Da mesma
forma, x = ab, . Segue, entdo, imediatamente que alxe blx, logo, a
condicio (1) do 1eorema esed verificada.

Seja agora " € Zum maoltiplo comum de ae b Como alnr,
existe g€ Ztalque m’=ag = a, dg . Ainda, b7, isto ¢, bl dt a, dq.
logo, bl | a,q.

Como mdc (a,, b]) =1, do Teorema de Euclides 2.3.7 vem que
b)iq. Assim, podemos escrever g = b ¢ e, substituindo na expressio de
nr,lemos m o= a d’bl ¢ isto &, 1’ = xc¢, ¢ segue que X1 pr

Assim, verificamos que x satisfaz também a condigao (ii) do

tcorcma 2.5.3; logo, x =m , como queriamos demonsurar. [

O teorema acima dd entio um método de cdleulo para o
mme (a, b). Dados a, be Z, podemos calcular o mde (a,b) pelo
Algoritmo de Euclides e depois obter
Labl

mme(aby = m

Divisibilidade *
EXERCICIOS

1. Determinar o minimo maltiplo comum dos pares de inteiros
dados no exercicio 9 de 2.9,

2. Para todo ne Z, n 20, =L, calculay

{1) mme (o, n+1}) .

(i) mmc(2n-1,2n+1) .

(iil) mmc{2n, 2m+2) .

(iv) mumcine, (mt1)), ce Z,cz20.

3. (i) Determinar inteiros positivos a ¢ b lais que ab= 9900 e
mme{a b =330 .
(i) Determinar inteiros positivos 2 e & tais que a+b= 581 ¢
mmec(ab) _ 240
mdc{ab)

4, Determinar todos os inteiros positivos 2 e b tais que mmc {a,b)
=72 ¢ mdc{ab) =36 .

5. Dados os inteiros nac-nulos a ¢ b, provar que:

(i) . mdc{a,d) = mmc(a,b) se e somentescial =158l.
(ii) Parawdo ke Z k=0, mmc (ka, kb) =1 k| mmc (a, b) .
(iii) Se klae klh, mmc(ﬁ{ ,2) -mmc{ab),
k& 1 &1
6. Sejam a c b inteiros positivos. Provar que o nimero de mulu-
plos de a contidos no conjunto{ b, 2b,..., ab} € igual ao mdc(a, b} .

2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Nesta secao mosiraremos que todo inteiro diferente de 0,1 e -1
pode-se expressar como praduto de nimeros primos, de forma tni-
ca, a menos da ordem dos fatores. Esse resultado, conhecido como o
Teorema Fundamental da Aritmética, ja aparcce do livro IX dos Ele-
mentosde Euclides e destaca a importincia dos primos na Teoria dos
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Nuameros: eles desempenham um papel andlogo ao dos dtomos na
estrutura da matéria. Todos 0s outros nimeros podem ser obtidos
através de produtos dos niimeros primos.

Comecaremos lembrando sua definicao .

-

2.6.1 DonmNcio

Um inteiro p diz-se primo se tem exatamente dois divisores po-

siuvos, L elpl.

Note que a definicio exclui propositadamente o {), que tem in-
finitos divisores posidves, e os inteiros 1 e—1 que tém wm divisor positivo.

Um numero diferente de 0, 1 e -1 que nao ¢ primo diz-se com-
posto. Note que, da defini¢io, vem imediatamente que, se um inteiro
nao-nule 2 é composto, ele admite um divisor 5 tal que | 51 seja dife-
rente de 1 e delal, isto é, um divisor &tal que 1 <t bl <l2l. Um divisor
nessas condi¢cbes diz-se wmn divisor proprio de a .

Comcgarcmos provando uma propricdade muito importante dos

nimeros primos.
2.6.2 Prorosicio

Seja p um niimero primo, ¢ s¢jam a e b inteiros.

{i} Sc p fa, emdomde (p, a) = 1.
(i) Seplab, entioplaoupih.

DEMONSTRAGAO
(iy  Se pta o Gnico divisor comum positivo de 2e p € 1,
donde segue imediatamente a tese.
(i)  Suponhamos que p!ab. Sc pla, atese estd verificada. Em
caso contririo, da parte anterior temos que mdc (p,aj = 1,
¢, do Tcorcma de Euclides 2.3.7, vem quc pl b, [ ]

2.6.3 CoroLARIO

Se um mimero primo p divide um produto a, a,.. 2, eiio

pla, para algum k1< ksn.

Dhvisibifidade »

DEMONSTRACAO
Segue imediatamentc da proposi¢ao, usando inducio. ]

Notamos ainda que a parte (ii} da proposicio 2.6.2 pode ser
usada para caracterizar a nogio de niimero primo.

2.6.4 Teorema

Seja p um inteiro diferente de 0, 1 ¢ -1, Entio, p é primo se ¢
somente se, toda vez que p divide um produto do dois ndmeros, p
divide pelo menos um dos fatores.

DEMONSTRACAO

Num sentido, o enunciado nada mais € do que a parte {ii} da
proposi¢io 2.6.2.

Para provar a afirmacio no outro sentido, vamos raciocinar por
absurdo. Suponhamos que p tenha a propriedade do enunciado mas
n3o seja primo. Entio, Ip | pode ser escrito na forma | pl = 2.5, onde a
¢ bsao divisores préprios positivos, isto &, verificam

I<a<lpl e l<b<lpl .
Conseqilentemente, pl ab, mas ptae pth; uma contradicio. m

A seguir daremos o primeiro passo na direcao do resultado mais
importante desta secio.

2.6.5 Lima

Todo intciro 3> 1 pode ser escrito como produto de miimeros

primos,

DEMONSTRACAO

Usaremos a segunda forma do Principio de Inducio.

Para a = 2 0 enunciado ¢ verdadeiro, ja que 2 €, cle proprio,
um numero primo. Suponhameos agora que o resultado scja verdadei-
ro para todo inteiro £, 2 < b < 4. Mostraremos gue também vale para a.

Se a é primo, o lema esta demonstrado, Caso contrdrio, 4admice
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um divisor posttivo btal que 1 < b< a. Isto é, 2= be, ¢ temos também
1 < ¢< a. Pela hipétese de indugiio, & ¢ ¢ podem ser escritos como
produto de primos, na forma

b=p ..p,€=q . q..

Substituindo, temos a= p,... p_q,.. q,, € o resultado também
vale para a . |

2.6.6 TEOREMA

Seja a> 1 um inteiro. Eniao, existem primos positivosp, < p, S...
S p, laisque a=p, p,... p,, € €553 decomposicao ¢ unica.

DEMONSTRACAC

No lema anterior, provamos a cxisténcia da decomposicao. Res-
ta apenas provar sua unicidade.

Dado um inteiro a, ele pode admitir, em principio, mais de uma
decomposicao em produto de fatores primos. Chamaremos compri-
mento de uma decomposi¢io ao numero de fatores que nela compa-
recem,

Farcmos a demonstragdo por indugiio no comprimento de uma
decomposicao de 4.

Suponhamos que 2 admita uma decomposicao do tipo a= p,,

onde p, ¢ primo, e que vale

a=p =g 99,

cm que g, € g, <... < ¢_sio primos positivos. Como g, divide ¢, ¢,... ¢,
g, deve dividir p, , que € primo. Entdo, devemos ter p, = g Cancelan-
do,vem 1 = Goer G, - Sc s> 1, teriamos que ¢ primo 9, seria inversivel,
uma contradi¢ao. Assim, s = 1 e, como ji provamos que'p, = ¢, , ©
primeiro passo de indugao esta verificado.

Suponhamos agora o resultado verdadeiro para todo inteiro que
admita uma decomposi¢io de comprimente A2 1, e seja 2 um inteiro
com uma decomposicio de comprimento &+1. Se a admite outra de-

COMPOsi¢Ao, [emos

Divisibifidade *

267 a=p..p.,,=q.-q,,

em que g, < g, <... < ¢, sdo primos positivos.

Como na primeira parte, ¢, 1 p, ... p,,, €, pelo coroldrio 2.6.3,
temos que g,| p,, para algum £ Como p, é primo, devemos ter nova-
mente que g, = p; . Em particular, ¢, 2 p, .

De forma aniloga, pode-se obter que p, = g;, para algum ;.
Logo, p, 2 q,- De ambas as designaldades, vem que P =q, Finalmen-
te, cancelando em 2.6.7, temos que

Pore Pry = o 9

Agora, o primeiro membro da igualdade tem uma decomposi-
¢ao de comprimento £, logo, da hipétese de inducio, admite uma
Unica decomposicao. Assiin, temos & = s-1, donde A +1 = se p.= ¢q,,
para i=2,., &+ 1. Como ji provamos que p, = g,, ambas as expres-
soes de 2 coincidem. u

Agrupando primos eventualmente repetidos na decomposicao
de a, podemos enunciar o teorema anterior de forma levemente dife-
rente, Também podemos estendé-lo a niimeros negativos.

2.6.8 Trorema FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Seja a um inteiro diferente de 0, 1 e -1, Entao, existem primos
POSItvOS p, < p, <. < p_e INEIros positivos 1. 1, .. , 11 lais que
a=Lpypy emque B= =zl conforime a sefia positive ou nogativa.

Além disso, cssa decomposicio ¢ tinica.

DEMONSTRACAO

Temos que a= Elal, onde £=1 ou E= -1, conforme a scja
positive ou negativo. Como |l al é positivo, do teorema anterior, temos
que existem primos p; S p, ... £ p s que

a= Epl Py P, -

L7
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Agrupando os primos eventualmente repetidos, podemos cscrever

a= E p™.. p"

A unicidade seguc direlamentc do teorema anterior.

Uma consequténcia importantissima do Teorema Fundamental
da Ariumética ¢ que ele permite dar wina nova caracterizagao do mdce
mme de dois nimeros. Para isso, faremos algumas observacoes preli-
minares.

Consideremos primeiro uma situacao particular. A decomposi-

¢io em fatores primos dos niimeros 360 e 4 725 é

360 = 2°. 3.5,
4795 2.7

1}
e
=
|81

Os primos que comparecem numa € noutra decomposi¢ao nao
sio todos iguais; porém usando expoentes iguais a 0, podemos dar
decomposi¢ées com o0s mesnos primos:

[ %1}
~¥

360 = 2°. 3%
4725

I
N
w
L)
o
ra
b |

Naturalmente, isso pode ser feito para qualquer par de name-
ros. Assim, o leitor podera formalizar a demonstragao da seguinte con-
seqiiéncia do Teorema Fundamental.

2.6.9 CoroLARIO

Sejam a e d inteiros diferentes de 0, 1 e —-1. Entdo, existemn
Primos positivos p < p, < ... < p, € Inteiros ndo-Negativos 1,,..., 1.,

m,,....m (mas cventualmente iguals a zero, se necessirio) tais que

!
a=Lopih . pr

d=L, prooopin

em queEf +1,/i=1,2

Divisibilidade

Usando essas decomposicoes, podemos dar um critério de
divisibilidade que formulamos apenas para inteiros positivos (obser-
var que isso nac € uma perda de generalidade, ja que | ase e somente
se | | divide lal) .

26.10 LEma

i1

. n _m o, . .,
Sgam a= p..pced=p™.. p" Inteiros positivos. onde
Py e P, S30 primos positivos ¢ n.,m,, 1 £ 7 <t sdo intciros nao-

negadivos, Enrao, dla se e somente se m<n, 1<i<e.

DEMONSTRACAO
Se dl a, existe um inteiro positivo ¢ tal que a = de . Escrevendo
Cc= plr, pfr, temos que :

[FFIES nr o+
i 1.

p‘rl e pf::Pf?l _.‘p:hr | p;l "'P;\{ = p] 1 . Pt

Do teorema 2.6.6, vem que sz =m + 1, donde nzm, 1</<r.
{Note que nessa prova assumimos que os primos que aparecem na
decomposicio de ¢ 530 os mesmos que nas decomposicdes de ae d,
isto ¢, que ¢ ndo € miltiplo de nenhum outro primo. Mostre quc é
correto proceder assim!)

Reciprocamente, se m’.S 1, 1 £ i< ¢, chamando r=n-m,
temos que

r

i Iy
=p, e o =doplt o ple

Logo, dla . [ |

26.11 TrorEMma

: A n m moo.o o«
Sejama= p, L. p’r e b=p P, Hciros nas condigées

1
do lema 2.6.10. Entio,

d=mdc{ab =p]a' p!a: , ¢m que o = min {n,, m) 1<i<y,
B P

m = mmc (a,h) =P, j

voemquef =max(n,m)1<i<y.

&3
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DEMONSTRACAO

Bastard provar que os inteiros ¢ ¢ m verificam as condigées dos
teoremas 2.3.5 e 2,5.3, respectivamente, Isto seguira facilmente do uso
repetido do lema anterior. Deixamos a tarefa a cargo do leitor.  ®

EXERCICIOS

Ao refazer as demonstracdes das proposicdes e resolver os exerci-
clos relacionados abaixo, usando as informacées desta secio, o leitor
podera apreciar a eficicia do Teorema Fundamental da Aritmética
como ferramenta na Teoria dos Nameros.

1. Demonstrar as proposicoes 2.3.6, 2.3.7 ¢ 2.3.9, usando o lema
2.6.10 e o teorema 2.6.11 .

2. Resolver os exercicios 4, 6, 8, 9(iii), 13 e 15 de 2.3, usando o
Teorema Fundamental da Ariunética e o teorema 2.6.11 ,

3, Demonstrar o teorema 2.5.4 usando o teorema 2.6.11 .

4, Resolver o exercicio 5 de 2.6 usando o teorema 2.6.11 .

A Teoria dos Nimeros ¢ um dos ramos mais antigos da matema-
tica. Muitos dos seus problemas nasceram mais ligados a questoes mis-
ticas do que a consideragbes dc cariter cientifico.

Quando se perguntou a Pitdgoras o que é um amigo, ele res-
pondeu: “aquelc que € o outro eu, como acontece com 220 ¢ 284", O
que Pitigoras tinha em mcnte é o seguinte: os divisores positivos de
284, diferentes dele proprio, sio 1, 2, 4, 71 e 142, cuja soma € precisa-
mente 220; da mesma forma, a soma dos divisores positivos de 220,
diferentes dele, é 284. Dois niumeros nessas condi¢tes dizem-se amigos.

Um conceito semelhante € o de nimero perfeito. Um nimere
diz-sc perfeito sc € igual i soma dos scus divisores positivos diferentes
dele proprio, isto €, se € amigo de si mesmo.

Os primciros nameros perfeitos sao 6 e 28, e alguns estudiosos
da Biblia atribuem a essa propriedade o papel desses nameros na
descricdo do universo {ver a esse respeito R. Danuig, op.cit).

De qualquer forma, o conceito de nluneros amigos chamou a

Divisibilidade »

atencao para um problema; determinar o ntmero de divisores de um
nimero dado ou, ainda, calcular a soma desses divisores.

Podemos usar o Teorema Fundamental da Aritmética ¢ o lema
2.6.10 para responder essas questdes .

2.6.12 Prorosicio

Sejaa=ph.. p' adecomposicio de mm niimero a> | nas
condicoes do Teorema Fundamental da Arvinnética. Endio, o niimero
de divisores positivos de a ¢ a soma de todos esses divisores estio da-
dos, respectivamente, por

n{a) = (nI + 1} (n2 +1)... (n{+ 1}

pl-1 _ Pl =1 pl -1

s(ay = -
p,-1 p.-1 r-1

DEMONSTRACAD

Do lema 2.6.10, vemn que existem tantos divisores positivos de a
quantos nameros da forma

d: ."]’II"‘ il < < < 5
P p(r,como_m!._ni,l_fsam

Note que, conforme esse critério, os divisores posttivos de asio
todos os termos do desenvolvimento do produto

§= (pf]’ + pll +oetplh) (Pl + pf_, + +pf‘-‘) (p?+ pi +ot pily

Como cada paréntesc coném n,+ 1 parcelas, 1 €7< ¢, temos
que 0 numero total de termos no desenvolvimento é

ala = (nl +1) (m,+ 1) (n,+1)

Ainda, uma vez desenvolvido, o numero Sacima é a soma de
todos os divisores de z, isto é, S= s{a). Agora, usando a férmula que
da a soma dos termos de uma progressio geométrica (veja o exerci-
cio 5 de 1.1.3), temos que
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1.
P p e plia b 1 rsige.
I I I P}. _1
Logo,
Hr\*l 1 n:f.f_l H{d 1
oy 2T P W P [ ]
Pl p-1 Pl
EXERCICIOS
5. Seja 1> 2. Provar que, se 27— 1 é primo, entio 2 a-lygr_ 13y é
perfeito .
6. Determinar todos os inteiros 2 € b tais que a tem 21 divisores

positivos, b tem 10 divisores positivos € mdc (a,b) = 18 .

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

7. Sejam a e b inteiros tais que mdc (a,b) = p, um inteiro primo.
Calcular mdc (%, b} e mdc (a°,b%) .

8. Provarquc 44+ 3 ¢ 5k + 4 sao relativamente primos, para todo
inteiro £.
4. Mostrar que wés impares positivos consecutivos nio podem ser

todos primos, com exceqio de 3,5, 7.
10.  Scjam p, g primos tais que p 2 ¢ 2 5. Provar que 241 (p* - ¢°) .
11.  Seja 2 um inteiro positive. Provar que:

(i) Se 11> 4 nido é primo, entio ol (=131 .

(1) Nenhum inteiro da forma 8” + 1 é primo .

(iii)  Se o inteiro 2" - 1 ¢ primo, entdo 2 ¢ primo . .

(iv} Todo intciroda forma ¥ + 4, comn > 1, é composto.

(v)  Todo inteiro 11 > 11 pode ser escrito como soma de dois
nimercs COMpOoSLOS Positivos.

(vi) Teodo primo da forma 311 + 1 ¢ também da forma 6m + 1,
para algum me Z.

{vii} Todo inteire da forma 31 + 2 tem um fator primo dessa

forma.

Divisibifidade

(viii) O aGnico primo da forma n*-1é7,
{ix} O dnico primo 1 tal que 31+ 1 seja um quadrado perfei-
toéh.

12, Provar que

() Se péum primo maior que 3, p* + 2 é composto .
(1) Se péum primo impar diferente de 5, entio 10 é divisor
dep’+loude p®+1.

13.  Determinar a maior poténcia de 14 que divide 100!
14, Determinar todos os primos que dividem 50! .

15, Sejam m e ninteiros tais que mde (m,n) = 1. Provar que se 1

€ quadrado perfeito, entdo mr e n sio quadrados perfeitos.

16.  Um inteiro dizse livre de quadrados se nio é divisivel pelo
quadrado de nenhum inteiro maior que 1.
Provar que:

() Uminteiro é livre de quadrados se e somente se pode ser
fatorado em um produto de primos distinios .
(i} Todo inteiro € produto de um inteiro livre de quadrados
" porum quadrado perfeito .

17. Mostrar que, dados um intciro 7 ¢ um primo p, # pode ser escri-
to naforma 2= p* m, em que £2 0 ¢ m é um inteiro nio divisivel
por o

2.7 A DISTRIBUICAO DOS PRIMOS

As questoes tratadas na secio anterior destacam o papel que os
nameros primos desempenham na Teoria dos Numeros, Mas, dado
um inteiro positvo em pardcular, como decidir se ele € um nimero primo?

Uldlizando ingenuamente a definicio, um método possivel se-
ria testar se ele ¢ ou ndo, divisivel por algum dos intciros positivos
menores que ele proprio {excewwando-se, ¢ claro, o 1),

&7
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Notamos inicialmente que se > 0 € um divisor proprio de um
inteiro positivo a, temos que 2= dc, em que ¢ > 1. Se acontecesse d>Va
e c> va , teriamos que 2= de>Va Va = 2, uma contradigio. Demons-
tramos, assim, que todo nimero composto 2 tem um divisor priine
menor ou igual a Va , Ainda, se d é um divisor de 2, e p & um divisor
primo de d, temos que pla, logo, todo nimero composto a tem um
divisor menor ou igual ava .

O critério acima simplifica muito a tarefa de determinar se um
inteiro é primo. Consideremos, por exemplo, o inteiro 2= 223, Entao,
temos que 14< Va <15. Assim, devemos testar se a ¢, ou nao, divisivel
pclos primos 2, 3, 5, 7,11, 13, Uma verificacio direta mostra quc 223 ¢
primo.

Usando cssas idéias, Eratésthenes (276 - 194 a.C.), que fot dire-
tor da famosa biblioteca de Alexandria, elaborou um método para
detcrminar todos os primos menores que um certo niimero dado N> 0.
Este método é conhecido como o Crivo de Eratosthenes.

Primeiro se escrevem todos os inteiros positivos menores ou
iguais a V. Depois, suprimimos todos os milltiplos de 2, diferentes do
proprio 2 (para isso, basta ir riscando 0s ndimeros escritos, de dois em
dois}; depois, os miltiplos de 3 diferentes de 3 e assim sucessivamente.
O Crivo de Eratosthenes para os niimeros menores que 100 € oseguinte:

1 2 3 4 5 f 7 # g Y
11 ¢ 13 4 I3 ré 17 ¥¢ 19 &
¢ ¢ 93 4 95 38 ¥ I 29 P@

31 #2 A3 34 B B 37 3 30 4
41 42 43 44 43 46 47 48 4% B
51 %2 33 B4 BB 36 B7 B8 B9 #4
61 @2 @3 64 ¢35 66 67 48 6 7D
71 #2073 M M w7718 9
g1 42 83 &4 #3 d6 #7180 9
91 ¢ 93 %4 95 @46 97 HE 99 140

Note que, como Y100 = 10, basta riscar multiplos dos primos 2,
3,5¢7.
Uma questio que se apresenta naturalmente ¢ saber se o con-

junto dos primos é finito ou s¢, pelo conurario, a scqiéncia dos primos

Divisibilidade  *

¢ infinita. A resposta também aparece na obra de Euclides, num
teorema cuja demonstracio é considerada, até hoje, um medelo de
raciocinio matemdtico *

2.7.1 TEOREMA

O conjunto dos miimeros primos é infinito.

DeyonstrACAG
Suponhamos que o conjunto dos primos positivos seja finito e
sejam p,, P,,..., p, esses primos. Consideremos, entio, o nimere

P=p py..p,+ 1.

Conforme o lema 2.6.5, Padmite um divisor positivo primo p, . Como
p;€ um dos elementos do conjunto acima, p, divide o produto

Py Py p, - Entio, pdivide ambém 1 = P—p p, ... p , uma contradi-
¢ao, [ ]

O leitor encontrard outras demonstracoes desse resultado
sugeridas nos exercicios.

A distribuigio dos primos é extremamente irregular e tem sido
ohjeto de estudo de grandes matemiticos, Porém, muitas conjeturas,
facels de formular numa linguagem acessivel mesmo a alguém com
conhecimentos rudimentares de matemaltica, continuam ainda sem
solug¢io,

Um exemplo, nesse sentido, ¢ o seguinte: dois niimeros primos
dizem-se primos gémeosse a diferenc¢a entre ambos ¢ 2. Alguns exem-
plos de pares de primos gémeossan: 3¢ 5,5¢7,11¢ 13,17 19, 2% ¢
31, 41 e 43.

Conjeturou-se que o ndmero de parces de primos gémeos é infi-
nito, mas até hoje nao foi possivel decidir se essa afirmacio é verdadei-
ra ou falsa.

(*) O maior primo conhecido. por ocasido da publicacieo deste livro, fol descober-

to por David Slowinski cm 1006, Ele é p= 2971,
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Por outro lado, é possivel demonstrar que existem primos con-
secutivos “tao afastados quanto se desejar”. A expressao “primos conse-
cutivos” € usada no sentido de “consecutivos na seqiiéncia dos primos”,
isto €, 1odo niimero compreendido entre ambos € composto. Para isso,
pl:ecisaremos do seguinte:

2.7.2 LEma

Dado um inteiro positivo n, ¢ possivel determinar n inteiros
consecutivos tais que nenhum deles sefa primo.

DEMONSTRACAO
Dado 1, consideremos a seqiéncia de inteiros

(n+ 1 +2, (n+ 13 +3, .., (n+ D1+ (n+1)
Obviamente, essa sequéncia tlem 22 termos e todo namero da forma
(n+ 1)1+ m,com2<m<n+1,

¢ composto { ja que ¢ um mildtiplo de m). u

2.7.53 CoroLArRIO

Dado um inteiro positivo i1, existem dois primos consecutivos

ph' [)h_” {ais que p‘,HI - p-": > 1.

DEMONSTRACAD
Seja p, o maior dos primos gue sio menores quc {(a+1)!1 + 2.
Entio, p, < (m+1)! + 1. Do lema anterior, temos ainda que

Puii® (1) + (1) .

Fazendo a diferenga entre ambas as designaldades, temos

Ph+1_ijh>”' =

Vista a dificuldade de estudar a forma em que os primos s¢
distribuem cnure os nimeros inteiros, wina abordagem razoavel da

Divisibitidade »

questao € procurar funcdes ¥ (n) cujos valores percorrem um con-
Junto de primos, quando #z percorre os inteiros positivos.

Na Idade Média, acreditava-se que o polindémio £(n) = n%+ n+
41 s6 assumia valores primos. Essa afirmagio é verdadeira para valores
menores ot iguais a 39. Para n = 40, temos

£(40) = 407 + 40 + 41 = 40(40+1) + 41 = 40 - 41 + 41 = 41 - 41,

quc nao € primo (o leitor poderia se perguntar como ¢ possivel que na
Idade Média se acreditasse nessa afirmacao, quando ¢ tao ficil mostrar
que ela ¢ falsa. Nota-se, assim, como ¢ importante ter uma boa notagao
para explicitar os problemas!). Alids, ¢ ficil provar que nio cxistem
polindmios nessas condigdes.

2.7.4 PROPOSICAD

Nio existe nenhum polindmio f 15+ nio constante, com cocfici-
entes inteiros, tal que £ (1) seja primo, para todo inteiro positivo n.

DEMONSTRACAD

Suponhamos que fix) =a x"+a PGl
m n -

. +o.t a X+ a, sejatal

que £{n1) € primo, para todo 22 0.

Seja entao p o primo que se obtém para um valor 71, fixo, isto &,
pP= f(nn)i Consideremos entao a cxpressao f(n, + {p), com tarbiwra-
rio. Temos

m=1 .

— . m .
f(n”+£p} =a, (nn+rp) +a, (1,+1p) -+ a (un+tp) + iy

Desenvolvendo cada uma das poténcias pela férmula do binémio e
agrupando os primeiros termos de cada desenvolvimento, obtemos

_ ] . m-1 N .
flopppy=a, mi+a, o0+ +a o +a+y (&,
em que Y( ) indica um certo polindmio em ¢, de grau m (verifique!).
Além disso, todos os termos que nio foram destacados contém pcomo
fator, logo, podemos pdr pem evidéncia na expressao dey(¢) e escreve-
lo na forma w(s) = pg{), em quc g{ ¢ indica um outro polinémio em

¢, também dec grau m. Como
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i ; a1 _
m Apr Ty teta ta,=p,

lemos
f(f}0+rp) =p+pgi=pl+gln).

A igualdade acima mostra que p If{nn+rp) . Se f(nﬂ+rp) € pri-
mo, devemos ter f{n+p} = = p, donde 1 + g () = £ 1, para todo «
Temos assim uma contradicio, pois g (£} nio é consiante. [

Note que o teorema anterior refere-se a polinémios numa vari-
avel. Em 1970, Matiyasevie construiu um polinémio em varias varidveis
com coeficientes inteiros, cujos valores percorrem todos os primos po-
sitivos ¢ inteiros negativos.

Ja sabemos que ¢ conjunto dos niimeros primos ¢ infinito. Mui-
tas Lentativas 1€m side feitas para avaliar a “velocidade de crescimento”
dos primos.

Indicando por®(x) o nimero de primos positivos menores que
um dado nimero real x, pode-se demonstrar que essa func¢ao cresce
“com a mesma velocidade” que a funcao

X

log x
Mais precisamente, o chamado Teorema dos Numeros Primosafirma

que

lim ™%}
o x/logx

Legendre foi o primeiro a avaliar x{x) para valores grandes de
x, em seu Essai sur la théorie des nombres, publicado em 1798, Mas o
Teorema dos Naimeros Primos sé foi demonstrado, independentemen-
te, ecm 1896, por Hadamard e de La Vallée Poussin. ’

Em 1949, Alte Selberg descobriu uma prova desse teorema que niao
usa métodos de anilise, o que se acreditava impossivel at¢ aquela data.

Pelo seu trabalho, rcccheu a medalha Fields (a maior distincac
possivel em matemdtca}, no Congresso Internacional de Mateméticos em
1950.

Divisibilidade =

Ainda hoje permaneccm sem resposta inimeros problemas,
de formulacio elementar, cm torno dos niumeros primos,

Vimos no exercicio 5 de 2.6 que, s¢ 27— 1 & primo, entio o
nimero 27 (2°-1) é perfeito; a demonstracio desse fato se deve a
Euclides. Os primeiros niimeros perfeitos sao 6, 28, 496 ¢ 8 128 e sio
obtdos atribuindo a 11 os valores 2, 3,5 ¢ 7. O seguinte niimero perfei-
to que se obtém fazendo 1 = 13 (2!'-1) nio é primo; ver o exercicio
8(iii) de 3.2 . Como ja vimos (exercicio 11(iii) dc 2.6}, se 2°-1 € pri-
mo, entao i ¢ primo. Logo, tedos os expocntes usados devem ser pri-
mos. O sexto e sétimo nameros perfeitos sio 216 (217_1) ¢ 218 (2-ye
foram determinados por Cataldi em 1548,

Note que a formula para obter nimeros perfeitos sé permite
encontrar niimeros pares; Euler demonstrou que todo perfeito par é
dessa forma (ver o exercicio 11). Outro problema nao solucionado é
decidir se existem, ou nio, ndmeros perfcitos impares.

Assim, parece natural tentar determinar para que primos p o
nimero 2£-1 ¢ primo. Tal problema foi considerado por Martin
Mersennc (1588-1648), ¢ até hoje os nimeros da forma 2-1, com p
primo, chamam-sc Nineros de Mersenne. Decidir quais nimeros de
Mersenne sao primos é um problema ainda nao totalmente resolvido.
Tém-se apenas resultados em casos particulares ¢ recentemente alguns
primos de Mersenne foram obtidos através de computadores.

Qutro dpo de numeros relevantes sao os da forma £, = 27 41
Pode-se demonstrar que o poligono regular com um nincro primo p
dec lados € construtivel com régua ¢ compasso sc ¢ somente se p é dessa
forma (ver também o exercicio 3). Em 164}, Fermat mostrou que os
Numeros FH sao primos para 2= 0, 1, 2, 3, 4, e conjeturou quc todo
numero dessa forma ¢ primo. Por causa disso, csses niimeros sio co-
nhecidas como Nimeros de Fermat. Em 1739, Euler demonstrou que
F, ¢ divisivel por 641, o que prova que essa conjetura € falsa (ver o
excmplo 3.2.8). Ainda ndo sc conhece nenhum outro primo de Fermat
além dos cinco primeiros; também nao se sabe se o nimero de primos
de Fermat €, ou nao, infinico.

Ourro problema de enunciado clementar envolvendo primos
foi formulado por Christian Goldbach, em 1742, numa carta dirigida
a Euler, na qual conjetura que todo inteiro positivo par ¢ soma de

dois niimcros positivos que sao primos ou iguais a 1,
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Para os primeiros inteiros pares temos

2=1+1,

4=2+2=1+3,
6=3+3=1+5,
8=3+5=1+7,
10=3+7=5+5.

Avalidade da conjetura de Goldbach ja foi verificada para todo nome-
ro par menor que 100 000. Porém, em toda a sua generalidade conu-

nua a ser mais nm desafic aos matematicos.

EXERCICIOS

[

Decidir se 1009 é primo, testando todos os possiveis divisores
i 1009

primos p s~
Seja 7um nimero natural tal que nenhum primo p s¥a1 divida

2. Provar que 71 € um primo ou um produto de dois primos,

Demonstrar que existem infinitos primos de forma 41 + 3, com
neZ,

Demonstrar que existem infinitos primos de forma 32+ 2, com
ne Z.

Provar que, se 2 + 1 € primo para algum m > 0, entao m € uma

poténcia de 2.

Scjap, =2, p,=2,p,=5,p,, ., p,, - ASEQUENCIA dos niimeros

primos positivos em sua ordem natural,

(1) Mosuarquep | Sp py.p,tl.

at-l
(i) Demonstrar por inducio que p < (2)* ,n21.

(iii) Concluir que cxistem pelo menos 7+ 1 primos menores
9
que {2)°7 .

®

10.

11.

12.

13,

Dhivisibitidade

Consideramos a seguinte seqiiéncia de inteiros positivos:

ni=2,n2=n|+l,u3=n n2+1,...,n =, n

f ] +1, ...

| A-1

{1 Provar que, se /< &, entao mdc (a,om ) =1.
(i)  Concluir que o conjunto dos niimeros primos € infinito,

Seja [p], -, P, tum conjunto de primos positivos. Chamemos
de Ao produto de rquaisquer desses primos ¢ de B ¢ quociente

p]P‘_""pH .
(i) Provar que Py divide cu 4 ou B, mas nio ambos .
(1)  Provar que A+ B tem um divisor primo p ¢ {p,,..., p

b

I
(i) Concluir que o conjunto dos primos € infinito .

Provar que existem infinitos primos, assumindo por ahsurdo que
cxiste um primo p maior que todos os outros ¢ considerando o
inteire p! + 1 para chegar a uma contradigao.

Para cadaintciro 12 1, seja p, 0 n-ésimo niimero primo positivo.
Provar que o intciro p, p,... p, + 1 nao ¢ um quadrado perfeito.

(i}  Sejam ze binteiros positivos relativamente primeoes. Pro-

T var que s{ab) = 5(a) s(b) (s (a) = soma dos divisores po-
sitivos de a ; ver a proposicio 2.6.12) .

(ii)  Seja 7 um inteiro positivo par. Podemos escrever 1 na

forma n=2"1m, em que £2 2 e mdc (2,m) = 1. Provar

que, se 12 é perfeito, (2¥ - 1)1 m.

(ili}  Sejam e mcomo em {ii} e scja m’ = 2] " Provar que
s(my=m+ .

(iv) Concluir que m & primo .

Sejam a e bintciros relativamente primos e mum inteiro positi
vo. Provar que, na progressao b, a + b, 2a+ b... ka+ b, .
existem infinitos termos relativamente primos com m.

Provar que, se a # b, existem infinitos inteiros positivos 27 1ais
que a2 +1 ¢ b+n sejam relativamente primos,
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CONGRUENCIAS

8.1 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Nesta secdo consideremos equacdes da forma
aX+ bY=c¢

em que a, e csao numeros inteiros, € 2 e H nio sao ambos nulos,
Procuraremos solucdes inteiras, isto €, pares de ndmeros x, y& Z tais
que ax+ by=rc.

O primeiro a considerar problemas desse tipo, isto €, equagdes
indeterminadas que eventualmentc admitem infinitas solucdes, foi
Diophanto de Alexandria (em torno de 250 d.C.); porém, ele procu-
rava solugdes racionais, De qualquer forma, esse tipo de equagoes
associa-se tradicionalmente ao seu nome e, por extensao, até hoje o
adjetivo “diofantino” ¢ usado para indicar problemas relativos a niume-
ros inteiros.

Na verdade, seria mais justo associar esses problemas ac nome
dc Fermat, que foi o primeiro a chamar a atengao sobre as questdes
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aritméticas estritamente no conjunto dos niimeros inteiros, no pream-
bulo de um problema que propds em 1657,

Natuoralmente, muitos problemas da vida diaria admitem ape-
nas solugdes inteiras. Suponhameos, por exemplo, que se quer adquirir
um determinado liquido que é vendido em recipientes de 7 | ou de
15 1 e se deseja fazer uma compra de 125 1. Chamando de xe y o
numero de recipientes de 15 1 € 7 |, respectivamente, a resolugio do
problema acima nos leva a equagao diofantina:

15X +7Y=125,

No exemplo 3.1.5 estudaremos a resolucdo deste problema.

De uma perspectiva mais moederna, podemos dar uma interpre-
tacio geométrica dessas questoes,

O leitor sabe que uma equacio do uipo aX + bY= ¢, em que se
admitem valores reais para as variiveis X e ¥, representa uma reta no
plano cartesiano. Assim, podemos interpretar a resolucao da equacao
diofantina como o problema de determinar os pontos da reta que tém

ambas as coordenadas inteiras. [T PR T T N S T (R
] | 1 | ] | 1 ]
T 1 isgh
R e el ] i el
Por exemplo, a figura ao lado " Cor
. . Foma=r ol e A

representa o grafice da reta Uy 4 2 ey
X ~2F=~1. Assinalamos al- L N 0 L
. kA==t -F-1-4
guns pontos dessa reta cujas co- s o)
ordenadas sao ambas inteiras FTTATETT T e
< ¢ - bl d = k=4 - —I=d
| ] | ] I ] 1 [}
F~ - r T~ 51

Algumas equacdes diofantinas nunca tém solucao. Por exem-
plo, na equa¢io 4X + 6¥= 5, para qualquer par dc inteiros xe y, o
primeiro membro é um nimero par, enquanio o segundo € impar.
Portanto, essa equacao nao tem solugao.

Comegaremos o estudo procurando condi¢des para a existen-
cia de solucoes.

5.1.1 Proraosicio

Sefam a, bc cinteirosed =mdc( a, b) . A equagdo diofantina
aX+ b¥Y=c tem sofucies se e somente sedlc.

Congruéneias  *

DEMONSTRAGAO

Consideremos o conjunto 7 de todos os valores que o primeiro
membro pode assumir, isto é,

f={ax+by!x,ye Z ).

Como no Teorema de Bézout (2.3.4) , vem que J¢é um ideal de
Z ;mais ainda, se d = mdc ( a, b) vem tamhém que

I=dZ .

Obviamente, a equacio tem solugio se e somente se c€ I, eisso
acontece se ¢ somente se dlc. [ ]

Veremos agora como resolver uma equacio diofantina no caso
em que existem soluges,

3.1.2 Trokrema

Sefam a , b e ¢ imeiros tais que d = mdc ( a, b} divide ¢ .
Escrevendo d na formad=ra + sb,comr,se Z , temos que
. €t € - .
X =0 7’ Fg =5 7 € uma solugao da equacio aX+ BY= ¢,

Toda ouwra solucdo ¢ da forma

c a
b, F=8.=—-2¢, comte Z.
d d

£, reciprocamente, para todo t € Z os valores x e y dados pelas
formulas acima sido solu¢cées da equacio,

DEMONSTRACAO

Se d=ra+ sh, multiplicando ambos 0s membros por c/d
temos que

aleelrg)o-e

=

ale
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- =r- £y = 5. £ ] & uma soluca
Logo, | x, =1 R Yo= 5 o ] é uma solugao.
Devemos provar agora que 1odo par de inteiros da forma dada no

enunciado éselucdo e, reciprocamente, que toda solucio é dessaforma,

De fato, dados x= x, + % Ly=y,- ‘(Ej ¢, substituindo na equa-
. ¢
¢do, temos

F

L b a ., ab ab ,_ N
_x“+c—!t +b FymSt|=axy ook by, - 7 t=ax, +by,=c.
Scja agora (x°, ¢') uma solucio. Moswraremos que existe r€ Z
L i o ﬂ
1l que x" = x + GO ERS
Como (x', p") é solugio, temos que

3‘\_3 + b]‘ == 3_\'0 + b}:n .

donde

Escrevendo a=a,d ¢ b=5 d, temos que

meeia,, b

(a2 b _d_
s 1)=md¢[ ]—;}—1.

d'd
Dividindo a expressao acima por o, vem que:
313 a(x'-x,)= b‘, ()'0—}”),

Em particular, b 12, (x’-x;) {pois b, divide o segundo mem-
bro); como mdc (a , b} =1, do Teorema de Fuclides (2.3.7) temos

que bl l{x - xn) c existe € Zal que x" - X, = bl t,isto &,

X,=Xn+£’ ¢,
o

Ainda, substituindo x* - x, por blf na relacio 3.1.3, temos
a b t=b{y,-y),donde

t |

s

PRy A=y

Congrudncizs * 10
3.1.4 ExemrLo

Vamos determinar as solucoes de 56 X + 72Y = 40 .

Temos que mdc (56,72} =8. Como 8140, a equacio tem, de
fato, solucdes,

Calculando r e s tais que r56 + 572 = 8 . temos que r = 4
€ 5= 3 (para isso, pode-se usar 0 Algoritmo de Euclides; ver 2.4.2},

Multiplicando por o _ 5, temos uma solugio particular:

8
x,=20 e y,=-15.
56 72 .
Calculando 5 - 7 e 8- 9, temos que toda outra solugio
é da forma
x=20+9¢, v=-10=-5t, te Z

3.1.5 Exemrio

Consideremos a equagao correspondente ao problema dec que
falamos no comeco da secao:

15X +7¥=125,

Temos quemdc(15,7)=1.Como (1) - 15+(-2).7=1,vem
quec uma solugao particular €

x,=1125=125
Yy==2-125 = =250

e as outras solucées sio da forma

x=125+7r
F==250-15¢, com te Z .

Considerando o problema que levou a essa equacao, vemos que
86 inleressam respostas nao-negativas; assim, devemos ler

1254 7120 ,isto é, r=2-17
=250 -15¢20,ist0 ¢, ¢£-17.
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A Gnica resposta nao-negativa sc obtém, portanto, para ¢ = -17

€, nesse caso, temos

x=6 eyp=5.

EXERCICIOS

1.

I

Resolver as seguintes equagdes diofantinas;

(i) 2X +3Y =9 .
(i) 3X +5Y =47 .
(i) 8X +7V =38 .

(iv) 47X+29Y =999 .

Determinar todas as solucdes nos inteiros positivos das equa-
coes:

(i) 34X + 21Y =906 .

(iiy 123X + 360Y = 99 |

(i) 30X + 17F =300 .

Seja 4 um inteiro primo. Provar que a equagao X4+avi=
tem solucdo inteira se e somente se X =5 . Nesse caso, determi-

nar suas solugoes,

Determinar todos os miltiplos positivos de 11 e de 9 cuja soma
seja 270.

Determinar todos os naturais menores que 1000 que tém como
restos 9, na divisao por 37, e 15, na divisao por 52.

Determinar o menor inteiro positivo que tem como restos 16 ¢
27, quando dividido, respectivamente, por 39 € 56.

Expressar o namero 100 como a soma de dois inteiros positivos
de modo que o primeiro seja divisivel por 7 e o segundo, por 1 1.

10.

11.

12.

13.

3.2

Congruéncias  *

Prove que, se x € ) 530 inteiros tais que 2x + 3y seja multiplo de
17, entao 9x + 5yambém é miltiplo de 17.

Certo senhor, ao descontar um cheque em seu banco, receben,
sem notar, 0 numero de reais trocados pelo nimero de cen-
tavos € vice-versa. Em seguida, gastou 68 centavos e observou,
surpreso, que tinha o dobro da quantia original do cheque. De-
terminar o menor valor possivel no qual o cheque foi preen-
chido.

Somando-se um certo milltiple 6.¥ de 6 com um certo multiplo
9pde 9, obtém-se 126. Se x e y sdc trocados, a nova soma é
114. Determinar xc p.

Sejam a, b > 0 relativamente primos. Provar que a equacio
diofantina ax— &y = ¢ tem infinitas solucdes nos inteiros posi-
tivos,

(i)  Provar que a equacao diofantina aX + Y+ ¢Z = d tem
solucio se e somente se mdc { a, b, ¢) divide d.

{ii) Determinar todas as solugdes inteiras de 15X + 12Y +
+30Z2=24.

Um pescador tenta pescar um cardume jogando diversas redes
na agua. Se cair exatamente um peixe em cada rede, salvam-se

ainda 2 peixes. Se cairem 1 peixes em cada rede, sobram n
redes vazias. Quantas 520 as redes? Quantos sao os peixes?

CONGRUENCIAS

Como mencionamos no final de 2.7, problemas sobre niimeros

perfeitos levam a estudar niimeros da forma 2”7 -1 e a procurar seus

diviseres. Mais geralmente, podemos pensar em estadar os nlimeros

daforma a”~1,coma € Z.
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Numa carta de 1640 dirigida a Bernhard Frénicle de Bessy,
Fermat anunciava um resultado surpreendente: se p é um primo ¢ a
um inteiro que nio é divisivel por p, entio p divide 2771 . Na mes-
ma carta, comentava: “Eu lhe enviaria a demonstracio se nio temesse
qﬁe cla é demasiado comprida”

A primeira demonstracao desse resultado, conhecido como “Pe-
queno Teorema de Fermat” (para distingui-lo do Grande Teorema de
Fermat, mencionado em 2.3}, foi publicada em 1736, quase um século
depois, por Euler. Posteriormente, Euler deu cutras demonstracdes
do mesmo resultado. Numa delas, ele utiliza freqiientemente os “res-
tos de divisoes por p”, que deram origem i Teoria das Congruéncias,
Esse método de trabalho também foi usado por Lagrange ¢ Legendre,
mas 86 se tornou cxplicito nas Disquisitiones de Gauss, na qual apare-
cem a defini¢io precisa e o simbolismo que se usa até hoje.

Veremos nos exemplos como a intreducio dessa notacdo sinté-
tica simplifica o estudo de muitas questdes de divisibilidade.

5.2.1 DerNICAO

Seja m = 0 um inteiro fixo. Dois inteiros a2 e b dizem-se con-
gruentes méduios mse m divide a diferenca a— 5.

Nesse caso, escrevemos a=b (mod m) , Para indicar que ae b
ndo sdo congruentes médulos m , escreveremos 2z b (mod m). (Gauss
escreve nas Disquisitiones que foi induzido a utilizar o simbolo = devi-
do 4 grandce analogia com a igualdade algébrica.)

Com a nossa definicao, a=b (mod 1) sc e somentic sc a1l {a=-b),
ou, equivalentemente, se existe um inteiro g tal que a =b+ mq.

Como m (a-Fb) se e somente se lml | {2- b}, limitar-nos-
emos a considerar o case em que m >},

Por exemplo, 5 =9 (mod 2) e também 5 =9 {(mod 4). Alias, ¢
facil verificar que dois niimeros sio congruentes médulo 2 s¢ e somen-
te se eles sio ambos pares ou ambos impares.

Podemos dar outra caracterizacio da nocice de congruéncia.
3.2.2 ProrosICAo

Seja m um inteiro fixo. Dois fnteiros a ¢ b sio congruentes

Congruaéneias *

modulo m se e somente se elos tém como resto 0 mesmo mteiro
quando dividimos por m .

DEMONSTRACAO

Sejam

C. a = mq + r;, com 0£!‘|<J’n
= b

mq, + Iy, com O<r, <m .
Entao,
a=b=m(q-q)+(r-r),

logo,

ml(a-b)sccsomenteseml| (r—r,).

Ainda, como () £ | - r,l<m . temos que m | ro-i,)sce
somente se 1, -+, =0.

Conseqiicntemente, 2= & (mod m) s¢ ¢ somente sc 1, = #

<4, B

Utlizando uma circunferéncia dividida em m partes. podemos
obter uma representacao pictérica da congruéncia médule m , Para
isso, fazemos corresponder a cada ponto assinalado um dos nimeros
0,1,..., m-1, como na figura abaixe. Como dois quaisquer desses
inteiros ndo sio congruentes médulos @ (prove!) e todo inteiro €
congruente a um ¢ apenas um desses nameros, podemos associar cada
inteiro a um anico ponto assinalado.

m
0

wee M+ (M-1), m-1 1, m+l ...

2, m+2 ...

Com essa correspondéncia, dois inteiros sio congruentes moé-
dulos m sc © somente se estiverem represeniados pelo mesmo ponto

da circunferéncia.
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Uma colecio de m inteiros { @y, 3m} diz-se um sistema com-
pleto de residuos mddulos m se cada inteiro € congruente modulo m
aum Gnico a,. Obviamente, o sistema completo de residuos mais sim-
ples que podemos obter {0, 1,..., m—1}. Mas nao é o tinico possivel.
O'leitor poderi verificar facilmente que, escolhendo-se um inteiro qual-
quer para cadanm dos pentos indicados na circunferéncia, obtemos um
conjunto de m inteiros que formam um sistemna completo de residuos,

Por exemplo, os seguintes sio sistemas completos de residuos modulo &:

10,1,2,3, 4},
{536!7'8‘9},
(12,24, 35,-4,18}.

Vamos verificar que, tal como Gauss afirmara, existe uma gran-
de semelhanca entre as propriedades da congruéncia ¢ da igualdade.

3.2.3 Prorosicio

Sejam m > O um inteiro fixe, e a, b, ¢, d Iimeiros arbitririos,
Entdo, valem as seguintes propriedades:

(i} a=a(mod m).

(ii) Sea=b{modm), entiob=a{mod m) .

(iiil} Sea=bh(modm) e b=c{mod m), cntioa=c(mod m).

{(iv) Sea=b(mod m}ec=d(mod m}, entdoa+ c=b+d
(mod ) .

(V) Seasb(mod m), cntdoa+ c=b+ c{mod m) .

{(vily  Sea=b(mod m) ce=d{mod m}, entio ac=hbd (mod m},

(vil) Se a= b {mod m), entio a" = b" (mod m), para todo
inteiro positivo 1 .

(vill) Sea+c=b+ c{mod m) , entioa= b {mod m) .

DEMONSTRACAOQ

As propriedades (i) e (ii) sio de demonstragio imediata € ficam
a cargo do leitor.

Para provar (iii), observamos que, se a= b (mod m)e c=d
(mod m), temos que m! (a- b)em| ( b—c¢) . Consequentemente,
ml{{a=b)Y+(b-c)),istoé, ml{a—c), logoa=c(modm).

Congruéncias

Ademonstragao de (iv) é analoga i anterior, ¢ (v) segue de (iv),
observando por {i) que c= ¢ (mod m) ..

Para provar (vi), mudaremos levemente a estratégia. Se 2= b
(mod m) e ¢ = d (mod m}, existem inteiros ¢, e g, taislque a=b+g.m
ec=d+ g,m, logo

ac=bd+ ( bg,+ bg + qg,m) m,
isto é,
ml ( ac- bd) ,donde ac= bd (mod m) .

Novamente, {vii} segue de (vi), tomando-se 2= ¢, b= o ¢ usan-
de inducio em 1. '

Finalmente, para demonstrar (viii}, observamos que, se a + ¢=
= b+ c(mod m) , temos diretamente que m { (a+cy-(b+c) )}
logo, ml{a-b),istoé, a=h (mod m) . a

A propriedade (viii) da proposi¢ao anterior é analoga 4
cancelatva da soma. A semelhanca com as propriedades da igualdade
sugere que também poderia valer a cancelativa do produto, isto €, que,
se ¢#0(modm) , entdo ac= be (mod m) implica a= b (mod m) (ou,
em termos de divisibilidade se mtcemlc(a- b}, entiom|(a=b);
como ja sabemos, isso vale em geral se mdc{ m, ¢) =1} . Isio em geral
é falso, como mostra o seguinte exemplo: 3 2 0 (mod 6) e 3.3 = 3.5
{mod 6) mas 3 5 (mod 6},

Mais precisamente, vale:

3.2.4 Prorosicio

Seja m um inteiro fixo e sejam a, b e ¢ inteiros arbitrarios. Sc
mdc (¢, m) =1, emdo ac= bc{mod m) implicaa= b (mod m) .

DEMONSTRACAO

Se ac= be (mod m), temos que m | {a-b)c.

Como mdc { ¢, m) =1, do Teorema de Euclides (2.3.7) vem
que m| (a-bh) ,donde a= b (mod m) . [ |

Observamos de passagem que, se mdc{ ¢, m)=d=#1, sempre
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cxistem inteiros a e b tais que a # b (mod m) , mas ac= be (mod m):
se d=m,isto &, se c=0 {mod m}, entdo, parainteiros arbidrios a e b,
tem-se que ac = be (mod m) , independentemente de ae bserem ou
nio-congruentes médulo m; se d < m escrevendo

m=4Ld,
c = k'd,

tem-se que
k#0 {modm) ,masc- k=c-0 (mod m), poisck=Kk"dk=k"m.
325 ExemrLo

. s = it i
Vamos determinar o resto da divisio de 3™ por 26 .

Escrevendo 5% =26¢ + r, o problema cquivale a determinar o
inteiro r alque 0<r<25e tal que 5% =r (mod 26} .

Notamos que 52295 isto &, 2= _1 (mod 26} . Usando a parte
(vii) da proposicio 1.3.3, temos que 5*= (-1)* (mod 26), isto & 3tz
(mod 26).

Finalmente, 3% = (5*)'°, logo, 5% = (1)'® (mod 26) , donde o

resto da divisio de 5% por 26 é 1.
3.2.6 Exemrro

Vamos determinar o algarismo das unidades de 3'%.

Note que, em geral, sea=a 10"+ a, 1077+ .+ 410+ 2, en-
o a=a, (mod 10) . Detemos entao determinar um nimero x tal
que 0 x<9e 3= x (mod 10} .

Agora, 32=-1 (med 10), logo 3*=1 (nod 10) e, portanto,
3= (3H® =1 (mod 10) . )

3.2.7 Expvmrio

No exercicio 5 de 2.2, o leitor determinou critérios para que
um namero fosse divisivel por 3. 9 e 11, a partir de sua expressao na
base 10. Mostraremos aqui como essa discussie se simplifica introdu-

zindo a linguagem de congruéncias.

Congruénecias *

Seja

a=2a10"+ 3”_110”'1 to.t+al0+a,, com0<a <9 para

i=0,1 ,..‘,ueaniﬁ.

Notamos inicialmente que 10 =1 {mod 3} , conseqlientemens-
te, temos que 10°=1 (mod %), para 1odo inteiro positive 7, donde,
usando a parte (vi) da proposi¢io 3.2, temos que

a,10’=a,(mod 3), paral <j< 1.
Somando ordenadamente todas essas congruéncias, temaos que

_ H =1 h =
a=al0"+a, 10" +. . +210+a,=

=a +a,  +..+a, (mod 3},

Isto &, existe um inteiro £ tal que

a={a,+a,  +..+a)+3k,
Conseqgiientemente, 2 é maltiplo de 3 se e somente se a soma de

seus algarismos a_+a _ +...+a, também o for.

-1

Como 1emos também que 10 =1 (mod 9), um raciocinio idén-
tico a0 anterior mostra que a ¢ maltiplo de 9 se ¢ somente se a soma de
seus algarismos o for.

Finalmente, como 1t=-1 {(mod 11), temos que

107 = -1 (mod 11), se 7 é impar
10' = 1(mod I}, se i é par.

Multiplicando pclos algarismos a_ correspondentes ¢ somando,
tal como antes, temos

a= 3”10” +.a‘”_110““1 +..+a 10+ a = (—1)“3” + (ﬂ-l)""lan_] +

+..+(-a,)+a, {mod 11)
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isto &,
as(ag+a+ oy =(a +a,+..) (mod 11) .
Consequentemente, a ¢ multiplo de 11 se e somente se
111 ((30+32+...)—(a]+33+...)) .

3.2.8 ExEMPLO

Dissemos no fim de 2.7 que Fermat conjeturou que todo niime-
ro da forma ¥, = 2% 16 primo, e que provou que isso € verdade para
a=0,1,2, 3 4, Porém, a afirmacio é falsa para n =5 ji que Euler
provou que F, é divisivel por 641. Veremos como isso podc ser feito
usando congruéncias. Temos que

F5=22‘E'+1=23?+L
Agora,
92-4, 2t=16, 2°=16-16 =256, 2'%=65536 .

Dividindo 65 536 por 641, obtemos um resto igual a 154. Pode-

mos, entz'io, escrever que
218 = 154 (mod 641}, donde 2% = 1542 (mod 641)

Agora, 1547 = 23 716, e dividindo por 641 obtemos que
1542 = 640 (mod 641) .

Logo,
232 = 640 (mod 641) e 2% + 1 =641 (mod 641),

isto &, 641 1 (2% + 1),
EXERCICIOS

1. (i) A que namero entre 0 e 6 € congruente médule 7 o pro-
duto 11-18.2 322.13-19 ?
(i) A quenumero entre ¢ € 3 é congruente modulo 4asoma
1+2+2%4+ 42

10.

Congruéncias

Sejam a, b, r inteiros, s um inteire nao-nule. Provar que
a= b (mod 1) se € somente se as= bs (mod rs) ,

Seja 2 um inteiro. Provar que:

{i) a’é congruente a 0, I ou 4 médulo 8.
(i) Se a ¢ um cubo, entio alé congruente a 0, 1, 9 ou 28
médulo 36.

(iti) Se2tae 3ta,entioa =1 {mod 24) .

Determinar todos os inteiros positivos i tais que toda solucio
da congruéncia X?=0 (mod m) também seja solucio da
congruéncia X=10 (mod m) .

Sejam s, 1, inteiros relativamente primos e seja 2um inteiro

i g
arbitrario. Provar que a=0 (imod m m,) se e somente se
a=0 (mod m)) ea=0 (mod m,). Mostrar com um exemplo que

a hipotese mdc (m,, m,) = 1 é essencial.

1!
Provar que 7' = n (mod 42), para todo inteiro z7.
Determinar o resto das divisdes:

(i) + De2por? .
(i) Dedl®por7 .
(iii) DPel®+2°+ .. +100°por4 .

Usar congruéncias para verificar que:
(i) 8912 -1).

iy  97i¢(2¥_-1).
iy 231¢2"'-1).

. + + - ot &5
Seja 2 um inteiro impar. Provar que ¢ = 1(mod 2%, para
todo inteiro 121 .

Seja | @, dg. ., a”} um sistema completo de residuos médulo
a1, e seja & um inteiro @l que mde (an} =1 . Provar que
laa . aa,,.., aa_}¢umsistema completo de residuos modulo 21,
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3.3 RESOLUCAO DE CONGRUENCIAS LINEARES

Nesta secao cstudaremos o problema de resolver equagdes da
forma aX= b (mod m) , onde a, b e m indicam inteiros dados, com
m> 1,

Note que, se x é uma solucido de uma tal equacio, ax — b deve
ser multplo de m , isto ¢, deve existir p1al que ax = b— my, ou seja,
ax + my=5hH . Em outras palavras, se x € solucdo da equacao
aX= b {mod m), existe y € Zal qucopar ( x, y) ésolucio da equa-
¢ao diofantina aX+ m¥= 56 .

Reciprocamente, é facil ver que se { x, p ) & uma solugio
da equacdo diofantina aX + mY= b, entao x € solugio de
aX = b (mod m},

Usando entio a proposicao 3.1.1 , podemos afirmar:

%.3.1 TEOREMA

A congruéneia aX= b (mod m) tem solucio se e somente se
o= mde (a, oy divide By

Neste caso sabemos que, se ( x,,, y,) ¢ uma solugio particular
da equacac diofantina, sua solucao geral é

x=x +2,
] d
-
Y=y, df’ te Z.
Ainda, escrevendo @ na forma d=ra+sme b= b]d , com

1,5, b e Z,sabemos que uma solugio particular da diofantina € dada
por x,=rb , y,=sb .

.

Conseqitentemente, scgue que todas as solucdes da congruéncia
dada sao da forma

R . m
3.3.2 x-:bﬁﬁr,teZZ.

Atribuindo a rosvalores ¢ =0, 1, ..., -1, obtemos as solucdes

Congruéncias *

2 d-1
%, s Xy = Th +?m‘j.

Mostraremos que toda outra solugio € congruente a uma dessas

g « . P m _
3.8.3 ,:’.xa-:b',, A‘,—.’bf+§, X?—Ib‘,+

médulo m. De fato, se
= m
x= rb] + 7 ¢

é dada por outro valor de ¢, dividindo ¢ por & podemos escrever
t=g-d+r’,onde0<r" <d-1.Logo,

X=rb1+§(qd+r')=rb]+£{-m+mq,
isto é,
x=rbl +gm {(mod m) .

Como 0 £ r’ £ d-1, osegundo membro da congruéncia actima
& uma das soluges dadas em 3.3.3 .

Provaremos ainda que estas solucdes nao sao congruentes entre

si médulo m .
De fato, suponhamos que

h
X, = rb] + 7 m

fosse congruente a

X, = ;'b] + éf m, module m,

emque 0< k< i< d-1.Teriamos entio

rbl+§rm5rb]+£m(modm),
isto €,
%I?E (T(modm),
logo,
(h-k)2
m{ )d
Como(}sh—k<d,temosque0£(h—k)%(d%;:m‘

Mas mz | (h-—k)% ,logo ( A— k) =0¢, portanto, 1= £.
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Reunindo as informagoes obtidas, temos:
3.3.4 TroREMA

- Sefam a e m inteiros, d=mdc (a, m) e b um milltplo de d.
Escrevendo d=ra+sm comr,se Z e b= bld ., 4 congruéncia
aX=b{mod m) tem d solucées nio congruentes, duas a duas,
méduio m:

d-1

m
=rb +—m.
1 4

_ _ . 2
—rbl, xl—rb1+ ,,xg-:b]+gm,”.,,\

ol d d-1

)

Toda outra solucio € congruente a uma dessas, moduio m .
3.3.5 CoroLAro

Se a e m sdo inteiros relativamente primos, a congruéncia
aX=bimod m) tem sempre solucdo. Escrevendo1 = ra+ sm , temos
que x = rb é uma sofucdo e € tinica modulo m (isto € toda outra solu-
¢do ¢ congruente médulom arb).

3.3.6 ExemrLo

Consideremos a congruéncia —3X= 18(mod 15) .Falculamos
mde (-3,15) =3, '

Escrevendo 4(-3) + 1:15 = 3, vem que r=4, ¢ podemos tam-
bém czilcu]ar bl = 6. Uma solucio particular serd, entao, X,=24 e,
COmo §5 =5, temos que

Xn=24, X]=24+5=29, x2=24+10=34

sao solucoes da congruéncia dada. Toda outra solugiio serd congruente
a uma dessas, modulo 15,

No exemplo anterior, resolvemos uma congruéncia linear obser-
vando que, essencialmente, trata-se apenas de uma equacao diofantina
levemente disfarcada. .

A titulo de ilustragao, mostraremos a seguir como este proble-
ma poderia ser resolvido sem referéncia alguma as equagoes diofantinas

Congruéncias  *

{faremos isso ndo so para enriquecer o ponto de vista do leitor, mas
também para demonstrar um resultado que nos sera 1til mais adiante).

Consideremos novanmente uma congruéncia do tipo aX=b
{(mod m) e seja d=mdc (a,m) . Se x & uma solugao, temos gue
m l{ax— b); logo, d1{ax- b) e, como dla, devemaos ter que 415,
Descobrimos assim, novamente, que para que a congruéncia tenha
solucao ¢ condicio necessiria que o 15 . Do processo de resolucio
seguird que essa condicio é também suficiente.

Escrevendo a = a d, b= bde m=nd, a congruéncia toma a
forma a dX= b d{mod nd) .

E facil verificar que essa congruéncia ¢ equivalente a

337 a,X=b, (modn),

isto &, que os conjuntos de solugées de uma ¢ outra coincidem.
Ainda, escrevende o = ra+ sm = ra]d+ snd, temos que

1 =ra +sn,logora =1 (mod n}.

Multiplicando (3.3.7) por r, temos que
ra X= rbl {mod n) .

Ma; ra]XE X (mod 1} , logo, toda solucio de (3.3.7) também

é solugao de
338 X=rb, (modn).

Reciprocamente, se x= rb, (mod n} , entdo ra x= b, {mod n)
e,como mdc{r,n) = 1, podemos cancelar para obter a,x= b] {mod m,
isto &, toda solugdo de (3.8.8) € solucao de (3.3.7).

Provamos acima:

3.3.9 Prorosicao
Sejam a ¢ m Inteiros ¢ bum milapio de d=mde (a,nn . Escre-

vendo a= ald, b= bld, m=nd e d naformad =ra+ sm, temos

gue a congruéneiz aX = b (mod m) é cquialente a X=rb (modn).
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A vantagem da proposicio anterior é que é muito facil dar a

solugio de X = rb (mod a) . Eli é
X=f‘b]+ﬂf,fE zZ .
m
Lembrando que 1= rE temos

L1}
x=rb]+g t, te Z .

Temos determinada, assim, a solugdo geral da congruéncia dada,
que coincide com a que achamos em 3.3.2. Daqui em diante, o estudo
da determinacio das solucdes diferentes moédulo m pode ser feito como

antes.

3.3.10 ExemprLO

Consideremos a congruéncia 6= 14 (mod 4). Calculando
d = mde (6,4) = 2 e escrevendo 2 = 1.6 + (-1) 4, temos que
b _m _
r=1, b = p =7 en= d 2.

Conseqiientemente, a equacio dada € equivalente a
X="7(mod 2},

cuja solugio geral ¢ x=7+2¢ .t € Z. -,
Assim, as solucoes diferentes médulo 4 sao

xn=7ex =7+2=9

1

e toda outra solugio é congruente a uma dessas, modulo 4.

EXERCICIOS
1. Resolva as seguintes congruéncias lineares:

G) 25X =15 (mod 29) .

Congruéneias *

(i) 5X =2 (mod 26) .
(i) 140 X =133 (mod 301) .

2. Usando congruéncias, resolva as segnintes equacdes diofantinas:

(i) 4X +51Y=9.
(i) 12X + 257 =331,

3. Determinar todas as solugoes da congruéncia linear 3.X - 7 ¥= 11
(mod 13) .
4, Resolva a congruéncia linear 17.X=3 {mod 2,3.5.7) .

3.4  SISTEMAS DE CONGRUENCIAS LINEARES

Aproximadamente no primeiro século a.C., o autor chinés Sun-
Tsu, num livro intitulado Suan-Ching (Aritmética), considerava, num
verso chamado tai-yenr (grande generalizagao), o seguinte problema:
determinar um nimero tal que dividido por 3,5 ¢ 7dérestos 2, 3 e 2,
respectivamente.

Seu método de resolucao consistia em delerminar nimeros au-
xiliares 70, 21 e 15 e notar que 233 = 2.70 + 5.21 + 2.15 é solugio. Divi-
dindo esse resultado por 3.5-7, obtinha 23 como resto, que € a menor
solucao positiva do problema (no exemplo 3.4.4 esse método de reso-
higdo sera justificado).

Esses resultados tornaram-se conhecidos na Europa sé a partr
de 1852 ¢, apds algumas discussdes sobre a validade do método de
trabalho, observou-se, em 1874, que essa técnica era essencialmente a
mesma contida na Disquisitiones Arichmeticae, de K. F. Gauss.

Talvez seja interessante observar que, também por volta do ano
100 a.C., o pitagérico Nichomanus considerou o mesmo problema que
Sun-Tsu e achou a solucio 23,

Traduzido para a linguagem de congruéncias, o problema de
Sun-Tsu consiste em determinar um inteiro que seja solu¢ao simultd-
nea das seguintes cquagéces:
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341 (i) X=2{(mod3)
(i} X=3{modb)
(iii) X'=2 {mod7)

Vejamos como esse problema pode ser resolvido. Conforme
mostramos na se¢ao anterior, os inteiros que verificam a primeira equa-
¢io 3.4.1 estio dados pela férmula

x=2+3p.

Desses, os que forem solucio de (ii) deverao verificar também
2+ 3Y=3(mod5) ,isto é,3F=1 (mod 5) .

A solucao desta nltima equacao esta dada por

y=2+52 .

Substituindo na expressao de x, temos que os niimeros da forma
x=2+3(24b2)=8+152

sao solucdes simultdneas de (i) e (ii).
Finalmente, para que sejam solucdes de (iii) também, eles de-

vem verificar

8+15Z=2 (mod 7) ,isto &, 15Z2=-6 (mod 7) ,

cujas solugdes estdo dadas por
e
z=-6+7¢.
Substituindo novamente na expressao de x, temos que os intei-

ros da forma

x=8+15(-6+7¢) =-82+105¢

si0 solucoes simultineas das trés efquacdes.
Por excmplo, para £= 1, obtemos x = 23 que ¢, de fato, uma

resposta para o problema de Sun-Tsu.

Congruéncias ¢

Naturalmente, parece razoivel tentar discutir ¢ problema de
forma mais geral. Consideremos entio um sistema da forma:

342 a}xY—__" b} (modm})
a,X'= b, (mod m, )

aX= bﬁ_ (mod m,.).

Obviamente, para que o sistema tenha solucio, serd necessario
que cada uma das congruéncias, considerada individualmente, admi-
ta solugido. Conforme visto em 3.3.1, chamando d}.z mdc{ a,m}, a
condicao necessaria sera que d,.l b;‘ JI1EPis &

Nesse caso, conforme a proposicio 3.3.9 , cada uma das equa-
¢bes do sistema ¢é equivalente a uma equacdo da forma X= <,
{mod n!.) ,onde a,.= m!./d {a proposi¢ao 3.53.9 nos da também o valor
de c;, mas preferimos escrevé-lo assim por enguanto, para nao sobre-
carregar a notacio).

Conseqitentemente, o sistema dado € equivalente ao sistema

343 X = ¢, (mod )
X = ¢, (mod n,)
X =¢, (mod nﬁ_)

€, portanto, saberemos resolver o problema se conseguirmos determi-
nar as solucoes de 3.4.3. Essa questio serd resolvida no préximo resul-
tado, cujo nome lembra as origens desse problema. (Introduziremos,
porém, uma hipétese adicional sobre os médulos; ver no fim desta
secdo uma discussio sobre essa hipétese.)

3.4.4 Trorrma CHiNES po REsTO

Sejam ., iy, .., 0, inteiros, relativamernte primos dois i dois
(isto & taisque, se i#f , cniio mdc(n},, ﬁ}) = 1), e sefam L N
ineeiros arbitrrios. Entio, o sistema de congruéncias lineares
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A =¢ {mod ) Se x é outra solucio, temos que x = ¢, {modn), 1 <7< k. Como
X = €y {mod n2) tambéim X, = ¢ {mod n, ), da transitividade da relacdo de congruéncia
vem que x=x; (mod n,),isto é, .1 (x-x,) ,paracada /7, 1 <7<k,
) X =c¢, (mod ) Ainda, como os inteiros n, sio relativamente primos, temos que
nan, .. nkl I:X—-XO) ,logo,,\’s,\*n (mod n) . [
admite uma solucio, que é finica modulo n = mn, ..,
5.4.6 EXEMmrLO
DEMONSTRACAO
Imitande a resolucio do problema de Sun-Tsu, poderiamos re- Consideremos o sistema
solver a primeira congruéncia, depois substituir a solucao na segunda
¢ assim sucessivamente. Isso daria lugar a muitos cilculos; seguiremos 6X=Y (mod 4)
entio um caminhe mais simples, exibindo diretamente uma solucdo. 2X=1 (mod 3)
Consideremos o namero 12 = n, 1, ... 11, . Para cada indice 7 de- 4X=2 (mod?7).

: x n . .
finimos entdio N, = 7. Como N, &€ o produto de todos os inteiros

n, ..., 1, — omitido o proprio 1, — e eles 520 relativamente primos Caleulamos

com 11, segue que mdec (N, 2,) = 1.

Podemos determinar entdo inteiros r, , 5, tais que mdc (6,4) =9 (1)6+ (<14 =9

mdc(2,3) =1 -1)2+(1)3=1
mdci4,7) =1 (D L+(=1)7=1,

Il
f]

d,
. d,
345 r, N +sn,=1, 1<ig4. d«;

Mostraremos, entdo, que o namero - . . .
Usando a proposicio 3.3.9 sabemos que o sistemna € equivalente a

Xg=c ry Ni+ gy, Ny+ ...+ ¢, r, N,

0 7 2 J’ X =2 (mod2)
X =-1 d
¢ uma salucio do sistema dado. {mod 3)
A =4 (mod 7).

De fato, observamos inicialmente que se j#7, entao NV =
J Consideramosn = 2.3.7 = 42¢ definimos NV, = 21, N, =14 | N, = 6. Es-

0
(mod n.) , pois n, € um dos fatores de N, , logo, ¢, r, N =10 .
4 S crevemos, entio,

J
(mod n,) , donde segue NG,

(1} 21 +{-10) 2 1, logo, r; = 1.
(-1314 + (5) 3 = 1l,logo, 1, =—1.

Ainda, de 3.4.5vem que s, N =1 (modnf) ogo,x, =c,r,N.= (-1) 6 + (1) 7 = 1,logo, r; =-1.
= c;,(mod 1}, isto é, x, € solugao da equagio X'= ¢, (mod a1}, para

X'=c|rlNl+c N+ +e,r N

{ gy Yy Ny =N (“‘_Od m).

cada 7, conseqiientemente, € uma solucao do sistema, Donde
Resta unicamente mostrar que toda outra selugao & congruente

a x, médulo 1. Isso € facil. ¥y = 22121+ (1) (1) M+ 4 (-1) 6 =32 .
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Logo, toda outra solucio do sistema é da forma

x=32+42¢, r € Z (verifique!} .

3.4.7 EXEMPLG

Vamos aplicar 0 método do teorema 3.4.4 ao problema de
Sun-Tsu.
O sistema que consideramos é

X =2 (mod?2)
X =3 (mod B)
X =2 (mod 7}.

Determinamos 11 = 3-5-7 = 105 e N =35, N,=21, N, = 15.
Temos:

(235 + {-23)3 =1, logo, rn=2.
(1)21 + (-4}5 =1,logo,r?=1.
()15 + (-2)7 =1,logo,r3=l.

Logo, X, = 2.{2-35) + 321 + 2.15 = 233 € uma sclu¢do. Como
233 dividido por 3-5-7 = 105 dd resto 23 , vem quc x| = 23 € também
uma solugao particular {a menor selucéo positiva) e podemos cxpres-
sar a solug¢ao geral novamente na forma

x=23+105¢

(note que 0s ntimeros 70, 21 € 15 na expressao de X, 520 0§ NUMmMeros
auxiliares de Sun-Tsu). )
LUma obsﬁyagﬁo final: a hiptese do Teorema Chinés do Resto,
de que os modulos sejam dois a dois relativamente primos, ¢ necessa-
ria para garantir que o sistema tenha solugio, guaisquer que sejam os

valores dos coeficientes €1 Cgrnny €

Congruéncias  ®
Quando essa hipdtese nio esta verificada, o sistema pode ou

nao ter solugdes e sera necessario estudi-lo individualmente, como

faremos nos préximos exemplos.

3.4.8 ExeEmrLO
Consideremos o sistema

-1{mod 4)
2 {(mod®6).

X
X

Como o sistema nao esta has condicdes do Teorema Chinés do
Resto, tentamos a resolucao diretamente. As solugoes da primeira equa-

¢A0 sao os inteiros da forma
x=-1+4V.
Para que sejam solucdes também da segunda, deveremos ter
-1+ 4¥=2 (mod 6} ,
isto é,
4¥=3 (mod 6) .
Como 2 = mdc (4,6) nio é divisor de 3, essa ultima equacao

nio tem solugdes. Conseqlientemente, nio existe nenhum inteiro que

seja solucio do sistema dado.
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3.4.9 ExEMPIO 3. (i) Determinar trés inteiros consecutivos tais quc um deles
seja divisivel por um quadrado perfeito.
Consideremos o sistema
) (ii)  Determinar wés inteiros consecutivos tais que o primeiro
X =-1(mod4) seja divisivel por um quadiado, o segundo por um cubo e
X =3 (modf) 0 terceiro por uma quarta poténcia,

Novamente, as solugoes da primeira equacao estao dadas por

X=-14+4V. 4. {1) Provar que as congruéncias A= 2 (mod nl e X=5H
(mod m) tém uma solucio comum se e somente se mdc
Substituindo na segunda, temos (m,m|(a—- b} . Provar que a solucdo ¢ tnica médulo

mmec (m,n) .
-1+4¥=3 (mod 6} ,isto ¢,4¥=4 {(mod 6) .

(ii}  Mostrar que o sistema de congruéncias

Como mdc (4,6) = 2, esta equacio € equivalente a X =5 (mod 6}
X = 7 {mod 15)
2¥=2(mod 3) , nio tem solugio.

cujas solucdes sio daforma p=1+31,1e€ Z2 .

Substituindo na expressio de x, temos que todo nimero da 5. Um (‘:e‘rt.o inteiro erftre 1 e 1 200 tem como restos 1, .2 ? 6 quan-
formax=—1+4(1+30) =8+ 12¢ . t € Z.ésolucio do sistema . do dividido respectivamente por 9, 11 e 13. Determini-lo.
EXERCICIOS 6. Se de uma cesta com ovos retiramos duas unidades por vez, so-

bra um ovoe. O mesmo acontece $e 08 0vos sao retirados 3a 3, 4

a4,5a5%o0u 6a 6. Masnio resta nenhum ovo se retirarmos 7

unidades por vez. Encontrar o menor niimero possivel de ovos.
I, Resolver os seguintes sistemas de congruéncias lineares:

{i) X=1({mod3), X=2 (mod5), X=3{maod 7).

(i) X=5(modé6), X=4 (mod 11), X=3 (mod 7). -

7. A Teoria do Biorritmo diz que os estados fisico, mental e emocio-
nal de uma pessoa oscilam periedicamente, a partir do dia do
2, Determinar o menor inteiroe a > 100 ] que nascimento, em ciclos de 23 dias, 29 dias ¢ 33 dias, respectiva-

2':’3,3[(a+1),4|(£?+?),5|(&‘+5),6|{;-1+4)‘
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mente. Dado que os dias mais positivos dos ciclos fisico, mental

e emocional sio, respectivamente, o scX1o, o séimo e 0 oltavo

de cada ciclo, nos primeiros dez anos de vida de uma pessoa,
. quantas vezes os és ciclos estio simultaneamente no ponto

maximo?

(Agradecemos ao prof. Fernando Quadros Gouvéa por este

problema.)

3.5 OS TEOREMAS DE FERMAT, EULER E WILSON

Dissemos, no comeco de 3.2, que Fermat afirmou em 1640 que,
se 2 &€ um inteiro nao divisivel por um primo p, entio p divide
aP=1 = 1. A seguir daremos uma demonstracao desse resultado, for-

mulando-o na linguagem de congruéncias.
3.5.1 TEOREMA DE FERMAT

Sejam p um primo e 3 um inLeiro tal que p t a. Entao,
a?~'=1{mod p) .

DEMORSTRACAD
Consideremos o conjunto de inteiros

352 (a,%,3a,...(p-1)al.

Dados dois elementos quaisquer desse conjunto, eles nao 530
congruentes entre si, médulo p, pois, se xa=ja (mod p) com 1 =x,
vy <p-1,como mde{a, py=1 , cancelando teriamos x = ¥ (mod p) .

o que nio acontece, ji que os elementos do conjunto
353 {(1,2.3,..,p-11

nao sio congruentes entre si, modulo p .
Além disso, nenhum dos elementos de (3.5.2) é congruente a 0
médulo p, ja que, se pl xa , com 1 £ x<p-1,entio plxoupla,o

que nao acontece.
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Seguc-se entio que os clementos dc 3.5.2 sio congruentes aos
elementos de 3.56.3, numa ordem conveniente.

Temos, entao, p—1 congruéncias da forma

a=x; (mod p)
2a = x, (mod p}

(p-lla=x,  (modp),

on " " - g 3 ek
de,\1 » X s e X, | $a008 inteiros 1,2, ..., p—1, eventualmente em
uma outra ordem.

Multiplicando ordenadamente essas congruéncias, temos
a-2a-..(p-lya=1-2... (p-1) (mod p},

ou seja,
(p=-Dta*'=(p-1)1 (mod p) .

Como mde ({(p-1)!, p) = I {verifique!), podemos cancelar e
obtemos

aP'=1 (mod p) .

3.5.4 CoROLARIO

Sefam p um primo ¢ a um Inteiro arbitrdrio. Entio, a¥ = a
(mod p} .

DEMONSTRACAO
Se pt a,do teoremaacima temos quca” ™ =1 (mod p); mulipli-
cando os membros dessa congruéncia por a segue que 2’ = a (mod p).
Sc pla,entio pla”, e conseqiientemente p | (a”-2a) ; logo,
a’=a (mod p) . [ ]

O Teorema de Fermat pode ser usado para provar diversos re-
sultados sobre divisibilidade. Ilustraremos essa afirmacioe com al-
guns exemplos.
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3.5.5 EXEMPLO

Seja 2 um inteiro arbitrario. Provaremos que o algarismo das
. 5 - .
unidades de 2 e de 2° € o mesmo (quando escritos em base 10}.

Se re sindicam esses algarismos, como a=r (mod 10} e

a®=s (mod 10), para concluir a igualdade bastara mostrar que
2%=a (mod 10) .

Do Teorema de Fermat, temos que a®=a(mod 5), logo,
51(F-a).

Por outro lado, 2 | { 2°- 2), pois a e 2% sio ambos pares ou
ambos impares.

Como mdc(2,5) = 1, temos que 101 { a’-a),como queriamos
demonstrar.

35,6 ExemrLo
Dados a e Hinteiros arbitririos ¢ pum primo, tem-se que
{(a+b)f=af+bP{modp).

De fato, tomando congruéncias mddulo p e usando repetida-
mente o Teorema de Fermat, temos que

(a+b)=a+b=af+5bF (modp).

Em 1747, Euler publicou uma generalizacio do Teorema de
Fermat, que demonstraremos a seguir.

Sugerimos primeiro ao leitor que retorne 4 demonstracao do
Teorema de Fermat e se pergunte o que aconteceria se tentissemaos
refazé-la substituindo o primo p por um inteiro 77 tal que mdc

(n,a) = 1. Verificard que todos os passos sdo validos, exceto o alumo; -

se n nio ¢ primo, temos que mdc (2,{n-1)!) # 1 ¢ ndo poderemos
cancelar o fator (11— 1)! na congruéncia final!

Porém, podese modificar levernente essa prova para obter um
resultado igualmente interessante,

Dado 11, vamos considerar o conjunto de nimeros compreen-
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didos entre 1 e { 7 — 1) que sio relativamente primos com 7, que
denotamos

cx )

A={X], Xgsos X,

isto €, cada x, € tal que
1< X, < n-1e mdc (x,, m=1.

Por exemplo, se n= 12, temos o conjunto

pois todo cutro nimero entre 1 e 11 tem algum tator comum com 12,
Agora, dado cutro nimero a tal que mde {(a,m) = 1, considera-
mos o conjunto de nimeros

B={X] a‘,x?a,...,xfa}.

Como x, a ¢ relativamente primo com 72, o resto da divisio de
x,a por 11 deve ser um dos elementos de 4.

Ainda, como X as X.a (mod 1) implica X,= X, (mod 1), jidque
mdc (a,n) =1, temos -~ como antes — que os elementos de B sao
respectivamente congruentes aos elementos de A € que elementos di-
ferentes correspondem a elementos diferentes.

Temos novamente as congruéncias:

by
I

= x, (mod 7}
{mod )

bt
1]
e

x,a = x, {mod n} ,

em que os elementos S JEND SR o sa0 os de A, eventualmente em
i ) ‘
ocutra ordem.

Como antes, multiplicando essas congruéncias, temos

. Y - .
X Xy X A= X XX, {mod n)

129
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Como cada x; , 1 /< ¢, € relativamente primo com 1, temos
que mdc (X, X, ... X, 1) =1 c podemos cancelar para obter

a'=1l{mod n) .

O leitor deve observar que o niimere natural ¢ € uma funcao de

2 mais precisamente:
3.5.7 DEFINICAD

Para cada intewro n21, indicaremos por ¢{n} o ntmerc de
inteiros positivos, menores ou iguais a 2, que sao relativamente pri-
mos com 7. A funcio assim definida chama-se funcdo ¢ de Euler.

Por exemplo, se 11=4, 0s inteiros positivos menoves ou iguais a
4, relativamente primos com 4, sao 1 ¢ 3, assim ¢(4) = 2.

Analogamente, temos §(5) =4, ${6) =2 ¢, se p é primo,
o(p}=p-1.

Notemos, finalmente, que o conjunto A= {x] ) Xy s oen s X{} das
consideragcdes anteriores esta formado precisamente pelos inteiros po-
sitivos, menores ou iguais a », relativamente primos com n; logo,
t=4{n).

Com es5a NOLagao, provamos o seguinte:

3.5.8 TroreMa DE EULER
Sefam a ¢ n inteiros com n 2 1, tafs que mdc(a, m) = 1. Emtao,
2t =1 (mod n) .

Notc que, se pé primo,$( p) = p-1;assim, o Teorema de Kermat
seguc como um caso particular do Teorema de Euler.

Em 1770, um matematico inglés chamado Edward Waring pu-
blicou um tratado sobre Teoria dos NOomeros, chamado Meditationes
Algebricae, no qual inclufa um resultado que lhe fora comunicado
por um de seus alunos, John Wilson, segundo o qual todo primo p
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divide o nimero {p —1)!+1. Na época nio passava de uma conjetura,
que Lagrange demonstrou em 1771.

A seguir, daremos uma prova simples, usando mais uma vez a
no¢ao de congruéncias.

Comecamos com um lema,

359 LEma

Seja p>0 wum inteiro primo. Consideremos o conjunto
C=1{1, 2,...,p-1}. Para cada elemento a < C existe um nidmero
beCtalqueab=1(mod p) .

DEMONSTRACAO
Basta observar que isso € um conseqiéncia imediata do corolario
3.3.5 (verifique!}. [ |

Como ilustra¢ao do lema acima, consideremos o caso em que

p=11,
Por exemplo, se a = 2, resolvendo a congruéncia obtemos

6-2=1 (mod p) .
De forma andloga, temos:

1-1=1(mod11).
2.-6=1(mod 11},
3:.4=1{mod 11).

4.3=1(mod 11),
5:-9=1 (med 11).
6-2=1 (mod1l).
7:-8=1(mod11)
8-7=1 (mod 11)
9-5=1(mod 11).

10-10=1 {fmod 11) .

137



132

* Numeros: Uma Inrodugio d Matemitica

Observamos, na tabela anterior, que os 1inicos elementos que
verificam a” = 1(mod 11) (isto é, tais que b=a no lema anterior} sio

a=1 e a=10 . Mostraremos que isso € um fato geral,
3510 Leua

Seja p um inteiro primo. Os inicos elementos do conjunto
C=1(1,2, ... ,p-1} que verificam a equacdo x’=1 (mod p) siol e
-1

DEMONSTRACAO

Se ae Céal que a% = 1{mod p), temos que p | (a°~1) , isto &,
plia=1) (a+1).

Como p € primo, devemos ter que pl {a—1} ou pl {a+1).

No primeiro caso, como 1 < a <p-l,temosque2<a+1<p
€ que a unica possibilidade ¢ a+ 1 = p,logoa=p-1.

De forma anéloga, se p | (a— 1), concluise facilmente que a
tnica possibilidade é a=1. [ |

3.5.11 TeOREMA DE WiLsON
Sefa p um inteiro primo. Entao
(p-13+1=0(mod p) .
DEMONSTRACAD

Se p=2 oup= 3o enunciado é verdadeiro. Suponhamosp > 3.
Conforme os dois lemas anteriores, podemos agrupar os nune-

ros da scqiiéncia
2,3, ...,(p-2)

em pares a, 2’ taisque a#a’ e aa' =1(mod p}.
Consequentemente, fazendo o produte dos elementos dessa

seqliéncia, temos

2-%3...(p-2)=limod p).
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Multiplicando a congruéncia acima pela congruéncia p-1=-1

(mod p), obtemos

(p-1)=-1{mod p),

logo,

(p=Dit+1=0{mod p) . n
EXERCICIOS
L. Seja a um inteiro. Provar que:

(a) a*' =aimod 15}, a7 =a(mod 42) .
(by Se mdc{a, 35) =1, entio a'? =1 (mod 35) .
(¢} Se mdc{a, 42) =1, entio 3-7-81(a"-1).

{i) Sejam a e b inteirose p um primo al que mdc {a,p) = 1.
Verificar que uma solucao da congruéncia ax= b (med p)
é dada por x= a? b,

(il Resolver as congruéncias 2x =1 (mod 31), 6x=5
(mod 11) e 3x=17 {mad 29} .

Sejam p um inteiro ¢ 2 e b inteiros arbitrarios, Provar que, se
a#= b (mod p), entho a= b{mod p).

Seja p>2 um primo. Provar que 17+ 27+ L+ (p-1¥=0
(mod p) .

Seja p um primo.

(i) Mostre que x2=( p--.\']2 {mod p), paratode xe Z
(ii) Mostre que cstes 520 0s anicos ndmeros congruentes

a

- o . 2 N
médulo p, naseqiiéncia 1°, 9% ., ({p-1)
Demonstrar o Teorema de Fermat por inducéo.

(@) Mostrarque 2°=1(mod 17}, 2'°=1(mod 17) (conse-
quentemente, dados um inteiro a € um primo g quc 2o
divide 2, (p-1) nao é, em geral, 0 menor inceiro
positivo tal que 4”7 = 1 (mod p). Compare com o
Tearema de Fermat).
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10.

IT.

12.

13.

14.

15,

18.

Sejam p um primo e 2 um inteiro tal que pta. Provar que:
il #-1

() Sep>2,2a°=1({modp) oua’ =-1(mod p) .

(c) O menor inteiro positivo ¢ tal que a°= 1 {(mod p) ¢
divisorde (p-1}).

(d) Se e ¢ ointeiro acima, entdo todo inteiro x tal que
2*=1 (mod p) é mildplo de ¢.

Sejam p, ¢ primos distintos e impares taisque (p—1}1 {g-1).
Se mdc(a, pg) =1, provar que a?"'=1{mod pg) .

Seja 2 um inteiro. Provar que
(i) 2" =a(mod]1729).
(i) a""=a(mod 158).

Sejam a, n inteiros tais que mdc (a,n) = mdc {(a-1, n) = 1.
Provar que 1 + a+ ... + a*™~'=0 (mod n) .

Scjam m, n inteiros relativamente primos. Provar que
m? L g% = Limod mm) .

Seja p um primo distinto de 2 ¢ 5. Provar que p divide infini-
tos intciros da seqiiénceia: 1, 11, 111, 1111, ... .

Determinar o inteiro r tal que a=bg+r, com 0srsbh,
quando

(1) a= 15! e h=17

(i) a=2(26!) ¢ b=29,

Reunir os inteiros 2, 3, ... , 21 em pares a, b tais que
ab=1(mod 23) .

Mostrar que 18! =-1(mod 437) .

Seja p um inteiro primo. Provar que:

(i} (p-Iyt={p-1)mod(1+2+ .. +(p=-1)).
{ii}  Para todo inteiro a,
pl@+(p-1)ta e pi((p-1)ta’+a). »
(i) Se p éimpar entio 12+ 32 5. (p-2)?=(-1)" (mod p).
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8.6 INTFIROS MODULO m

Na sua Theory of Numbers, G. B. Matheus escreveu: “A inven-
¢do do simbelo = por Gauss nos dd um exemplo impressionante das
vantagens que podem derivar-se da notacio apropriada, € marca uma
época no desenvolvimente da ciéncia da aritmética”.

Como dissemos no inicio de 3.2, Gauss a introduz por causa da
semelhanca entre as propriedades da congruéncia e da igualdade, se-
melhanca que se tornard mais clara no que se segue.

Nesta se¢ao consideraremos as cengruéncias sob um novo pon-
to de vista que permitird reinterpretar e talvez compreender melhor
os resultados das secoes anteriores. Para isso, introduziremos inicial-
mente um conceite que sera fundamental,

Em toda esta secido, m indicard um inteiro maior que 1, dado.

3.6.1 DEepNICAO

Seja a um inteiro, Chama-se classe de congruéncia de 2 médulo
m o copjunto formado por todos os inteiros que sio congruentesa a
modulo m. Denotaremos esse conjunto por a. Temos, entao,

F={xeZ| x=a(mod m)}.

Como x = g(mod m) secsomeniese x ¢daforma x=a+ um,

para algum re Z, também podemos escrever
F=la+rimlte Z}.

Mostraremos a seguir que a relagdo de congruéncia entre nu-
meros se traduz em igualdade no sentido estrito entre classes.

3.6.2 Prorosicio

Sejam ae b inteiros. Entio 2= & (mod a1} se e somente se 7= 5.

»>
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DEMONSTRACAD

Suponhamos que 2= b (mod m) ; queremos provar que 7 =5,
isto €, uma igualdade entre conjuntos.

Dado xe 2, temos, por defini¢do, que x = a {mod m}. Da
propriedade transitiva de congruéncia (proposicao 3.2.3 parte {iii))
e da hipétese, segue imediatamente que x & b. L(;go, a c b. Ainclu-
sao de sentido contririo segue de forma analoga.

Reciprocamente, se a = 1;, como a< a temos também que
as 5, logo, 2= b (mod m). [ |

3.6.3 CoroLiriO
Sefam a e b Inteiros, Se a# b, entioan b= b.

DEMONSTRACAG

Se b # ¢, consideremos um inteiro ¢ que pertenga a
ambas as classes. Como ce z, temos que ¢=a (med m} e, de forma
analoga, ¢=5{med m). Portanto, 2= & (mod m} e, da proposicic
acima, I=b. [ ]

Note que, por exemplo, para as classes médulo 6, temos que
0=6=12="6=.. oud=10=-2etc.

Mais precisamente, dada uma classe 7, para qualquer inteiro x
tai que x€ a, temos que ¥= 7. Por causa disso, cada inteiro perten-
cente a uma dada classe diz-se um representamte da classe. Por exem-
plo, 10 e — 2 sio representantes da classe 4 modulo 6.

Consideremos um sistema complete de residuos modulo m,

por exemplo, os inteiros 0, [, ..., m—1 ¢ respectivas classes:
0=(0,£m,£2m,..}
T=(1,14m,142m ..}

Conforme as consideracées de 3.2 e o corolario anterior, cada
inteiro pertence a uma e apenas uma das s classes (do ponto de vista
da representacdo pictérica da congruéncia da pagina 103, estamos reu-
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nindo em cada classe os inteiros que correspondem a um mesmo pon-
to de circunferéncia).

Por exemplo, se m = 6, todas as classes possiveis, médulo 6, sdo
as seguintes:

=10,6,-6,12,-12, ..}
={1,7,-5,13,-11, ..}
=(2,8,-4,14,-10, .}
={3,9,-3,15,-9, ..}

4=(4,10,-2,16, -8, ..}
5={5,11,-1,17,-7,..}.

[N sl B e ]

Denotaremos pelo simbolo Z o conjunto das classes de
congruéncias médulo m e chamé-lo-emos conjunto dos intefros
moédulo m.

Assim, Z,=10,1,2,3,4,5).

Note que, por exemplo, 0=6, 1=7 2=14, 3=-3, 4=-2,
5=-1 e também pedemos escrever

Em geral, se a,, a,, ..., a, €um sistema completo de residuos
médulo m, tenios que

Z ={a

" Lo g ey d i.

"

Tomando o sistema de residuos mais simples, podemos escrever

Note que, conforme as observagbes acima, o conjunto Z
tem precisamente m elementos.

Agora gostariamos de introduzir operagdes de soma e produto
em Z e cstudar suas propriedades. Existe uma forma natu-

ral de fazé-lo. Por exemplo, para somar ¢ multiplicar 3 ¢ 5 em ZZG,

+
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fariamos

Il
e

1]
=]

Wl Wl
x +
1]
—
[&13
I
Lol

o O

»

Mais explicitamente, definimos soma e produto em Zm por

bv

|
+
A IR
I
t
+

B!

Quer dizer, para efetuar a soma de duas classes médule m,
tomamos representantes (quaisquer) a ¢ b dessas classes, fazemosa
soma at+b em Z e consideramos como resultado da soma a classe
de a+ b médulo m. Aoperacao de produto se faz de forma analoga.

Surge agora uma pergunta natural: serd que o resultado das
operacdes nao depende dos representantes escolhidos? Voltando ao
exemplo de Z , parasomar 3+5, poderiamos tomar 63 como um
representante de 3 ¢ 23 como representante de 5. Sera que 63 + 23 = 86
é 0 mesmo resultado que aquele obtido acima, 3+5=27?

Como 86 = 2(mod 6}, felizmente o resultado € o mesmo. O
lema abaixo mostra que isso nao é uma coincidéncia,

3.6.4 LEmMma

Sejfam a,a’, b e b’ inteirostaisque 3=a" e h=b". Entio,
atb=a+b e ab=a’b".

DEMONSTRACAO

Euma conseqiiéncia imediata das partes (iv) e (vi) da proposi-
cao 3.2.3 e da proposicao 3.6.2, u
EXERCICIO
1. Construir as tabelas de soma e produto de Z, e Z ..

Temos construido, até aqui, um conjunto finito— Z _ ——e nele
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definimos duas opera¢des. Cabe agora nos perguntarmos se elas go-
zam de propriedades semelhantes dquelas da soma e do produto entre
nUmeros inteires, Como veremos, a resposta sera afirmativa na maio-
ria dos casos, embora com notaveis excecdes. Comecaremos com as
propriedades da soma.

3.6.5 Prorosicio
Em Z  valem as seguintes propriedades:

P.1  Propriedade Associativa: Para toda terna i, b, ¢ de inteiros
médulo m, tem-se gue

i+t{b+c)=(@+h)+7.

P2  Existéncia do Neutro: Exjiste um tinico elementoem Z,

m?

que ¢
precisamente 0, a classe do elemento 0, tal que

]

a+0=3a paratodo ae Z .
L
P.3  Existéncia do Oposto: Para cada inteiro modulo m, 3, existe
um unico elemento em Z , que chamaremos oposto de a ¢
indicaremos por -a, tal gue

F+(-3)=0.

P4  Propriedade Comutativa: Para todo par 3, b de elementos de
Z ., tem-se quc
i

F+b=b+3 .

DEMONSTRAGCAO

As demonstraces sio feitas apoiando-se nos axiomas para as
operacdes com nimeros inteiros, A titulo de ilustragio, provaremos
P.1 eP3.

i39
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Usando repetidamente a defini¢ao de soma em Z , temos

F+(b+T)=3+{(btcy=a+(b+c) .

* Agora, como vale a associativa da soma entre niimeros inteiros
{axioma A.1), temos que

at(hb+cy=(a+b)+c,

logo,

atbrcy=(a+b)+c,

donde,

a+{b+c)=a+{b+c)=(a+b)+c=(a+b)+C.

Na tiltima seqiiéncia de igualdades usamos, novamente, apenas
a definicao de somaem Z .

Para demonstrar P.3, dado 2e Z . basta tomar a classe de -2
¢ verificar que

a+(=a)y=a+(-a)=0.
Para provar a unicidade, suponhamos que b¢ Z, também
verifica 3+ 6 =0 ou, usande da comutatividade, 5+ a=0. Temos,

entao,

=h+0=b+ @+ EAN =B+ +ED =0+ FD =(=a). W

o

A verificacdo de P.2 é imediata. Note, porém, que a classe do
elemento neutro ¢ formada também pelos maluplos de mr. Temos,
assim, que 0= 77 .

Da demonstragio de P.3 vem que o oposto de aem Z, €a
classe de —a . Em simbolos, =a = {(=a) . E claro que, sc explicitamos
Z  naforma Zm ={0,1,...,m=1} ¢ a ¢ um dos represcntantes

n
utilizados, entio — 2 nao é um deles; para obter o menor representan-
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te positive da classe de —3, fazemos =z = 0-3=m—-3=m=a. Por
exemplo, em Z, temos que -2=(5-2)=3 (de fato,
2+3=5=0).

Listamos na proxima proposicao as propriedades do produto e
a propriedade distributiva, que relaciona ambas operagoes,

3.6.6 PRrOrOSICAO
Em Z ” valem as seguintes propriedades:

P.5  Propriedade Associativa: Fara toda terna 3, b, ©  de intciros
modulom, tem-se que

Al

F(be)=(3h)T.

P.6 Existéncia do Neutro: Existe nm nico elemento em Z7 e que
€ precisamente 1, tal que

B

7.1=3.

P8  Propriedade Comutativa: Para tode para, b de elementos em

Z, , tem-se que
Fi

o

ab=b7.
P9  Propriedade Distributiva: Para toda terna i, b, T de clementos
de Z ., tem-se que
"

A(b+CT)=ab+ac

DEMONSTRACAO
Tal como na proposicac anterior, as demonstra¢des — que dei-
Xamos como exercicio ao leitor — sao feitas reduzindo-as ao caso dos

inteiros. |

O leitor deve ter notado que nao listamos uma propriedade P.7
que, no paralelisme que estamos fazendo com as propriedades das
operagdes nos inteiros, corresponderia i propriedade cancelativa. Isso
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ocorreu porque ela nao é valida em geral. Com efeito, em Z_ temos
que3-2=6=0,3.4=12=0,lcgo,3.-2=3-4,porém2=4.

No contra-exemplo que exibimos acima temos dois elementos
nao-nulos de Z_ cujo produto € zero, situagido que demonstramos
nao acontecer em Z {veja a proposicao 1.2.3}. Para estudar melhora
propriedade cancelativa, comecaremos formalizando esse conceito.

3.6.7 DEFINICAO

Um elemento nao-nulo 2e Z, dizse um divisor de zero se
existe be Z , também nao-nulo, tal que 34 =0.
Agora, determinaremos quais sao os divisores de zeroem Z .

3.6.8 LEMma

Um elemenio nio-nulo a de Z . é divisor de zero se e somern-
tese mdec (a,m)=1.

DEMONSTRACAG
Seja 7 um divisor de zero e b #0 um elemento de Zz  alque
ab=0. Comozb =ab=0, temosque 2b=0(mod m), isto é,
mlab. Supondo por absurdo que mdc {2, m) = 1, pelo Teorema de
Euclides (2.3.7) vem que m 1 b, logo, b =0, uma contradicio.
Reciprocamente, suponhamos que mdc (a,m) =d >1. Va
mos determinar um elemento # 0 em z, wlque ab =0.

Podemos escrever a = a, - de m= m,- d, emque 0<m <m

- 1
(jaque d>1), logo, AT, #0.

Agora, temos que

a-m|=3-d-m]=31-m

Logo, em Z  temos
i

amlsal-m=0.

Assim, basta tomar b = m . [ ]
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Como conseqiiéncia imediata desse lema temos:
3.6.9 CoroLirIO

Seja p > 1 um inteiro primo. Entio, ZZ’p nio contém divisores
de zero.

Na verdade, vale também a reciproca.

3.6.10 LEma

Se Z - ndo coneém divisores de zero, entdo m é um nteiro
primo.

DEMONSTRACAO
Suponhamos, por absurdo, que m seja composto, isto €, da
forma m=r-s com 1<r<m, 1 <s<m, Temos, entio, que

O0=m=r-3,

em que 7#0 e §#0, uma contradicao. u

O leitor pode tentar uma demonsiragao dircta do lema acima,
usando a caracterizacio de nmeros primos dada no teorema 2.6.4 .

EXERCICIO

2. Em Z,,,
(i} Os menores representantes positivos de (-10) e (-6) .

determinar:
(i)  Todos os divisores de zero.
3.6.11 Prorosigio

A propriedade cancelativa do produto vale em Z | sc ¢ somen-
te sc m € primo.
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DEMONSTRACAO

Suponhamos inicialmente que m seja primo, e sejam &, b, ©

elementosde Z_, com a#0, tais que

gb=3¢.

il

Entdo Z(b-2)=0

Como 2# 0 e Z  nio tem divisores de zero, deve ser b-¢
donde b= .

Suponhamos que vale a propriedade cancelativa; mostraremos
que nesse caso Z  nao contém divisores de zero. A tese seguird en-
3o do lema anterior.

Sejam 3, b de Z  tais que Fb=0. Se 3#0, escrevemos
b=30 e, como podemos cancelar, temos que bh=0. |

Das propriedades até aqui estudadas, temos ainda a seguinte
informacio sobre as operacdes de Z  : todas as propriedade de Z
que foram demonstradas a partir dos axiomas Al, A2 A3 A4,
A5, A6, A8, A valem, com as devidas adaptagcdes, em Zm‘ Por
exemplo, o leitor poderi demonstrar como exercicio a propriedade
cancelativa da adi¢ao, a regra dos sinais etc.

Para continuar nosso estudo comparativo de Zm com Z , In-
troduzimos ainda outro conceito.

3.6.12 DEFINICAO

Um elemento e Z _ diz-se inversivel se existe ieZ,
tal que 3 a’ =1. Um clemento & nessas condigoes diz-se um
inversode a.

No exercicio 7 de 1.2 , observamos que os Ginicos elementas
inversiveis de Z saole-1.

Obviamcmej e (—_1) sAo sempre inversivels em Zm‘ Porém,
ha outros exemplos.

Em Z, temosque? 3-6=1c4-4=16=1, logo, 2, 3e4 sio
também inversiveis de Z_; 9 é o inverso de 3 e, reciprocamente, 4é
o seu proprio inverso.

Congruéncias *
Em Z temosqueb-5=25=1; logo, 5 € um inversivel de
Z,. _
Por outro lado, € claro que 0 nao ¢é inversivel em Z , para
m
nenhum valor de  m . De fato, para qualquer 3€ Z  temos que
0.-2=0=1.

EXERCICIOS
3. Provar que, se @ € inversivelem Z  , entdo seu inverso é dinico.
4, Determinar os elementos inversiveis dc Zs € seus 1nversos.

E facil determinar quais sio os elementos inversiveis de Z
m
em geral:

3.6.13 Prorosicio

Seja a um elemenio nao-nulo de Z . Eniio, a ¢ inversivel se
e somente se mde (a,m) =

DEMONSTRACAO
Suponhamos que mdc (a,m) =1 . Pelo Teorema de Bézout
(2.3.4) , temos que existem inteiros r e § taisque ar+ ms=1,
Tomando classes temas que

l=ar+ms=ar+ms=ar+ms=ar+05=2

i

Logo, 7 é oinversode 7 .

Reciprocamente, se mdc(a,m) # 1, entao 3 € divisor de zcro
e existe 5 # 0 tal que 2b = 0. Mostraremos que, nesse caso, 2 nao
pode ser inversivel. Com efeito, suponhamos que existe 2’ tal que

aa’ =1, Teriamos, entio,

%l
e
= |
i
o
L |

b=b-1=b{(az) = =0,

uma contradi¢ao. [ ]
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A demonstracao da proposi¢io anterior ambém sugere um mé-
todo para determinar o inverso de um dado elemento, como ficara
claro no exemplo abaixo.

3.6.14 ExEnrrLo

Vamos calcular o inverso de 4 em Z%? .

Euclides, determinamos os inteiros de que fala o Teorema de Bézout:

Pclo Algoritmo de

—9-(4)+1-(37)=1.

Logo, em 237 temos que (—9) - 4 =1; isto é, o inverso de 4
€-9=28.
Uma conseqiiéncia imediata da proposigio anterior € aseguinte:

3.6.15 CoroLario

Seja p>0 um inteiro primo. Entao, todo elemento nio-nilo
de Z » ¢é inversivel,

EXERCICIOS

5 Determinar os divisores de zero e os elementos inversiveis de
Z,,. Para cada elemento 3 que € divisor de zero, determinar
outrec b# 0 tal que 2b=0; para cada elemento inversivel

determinar seu inverso.

6. Provar que o namero de elementos inversiveisde Z € ¢(m),
em que ¢ indica a funcio de Euler.

7. Seja @ um elemento ndo-nulo de Z . Provar que 2 € um
divisor de zero ot um elemento inversivel.

Para concluir reinterpretaremos, na linguagem Z ., alguns
resultados das secbes anteriores. Por exemplo, o corolirio 3.3.5 pode-
se enunciar agora na forma:

Congruénicias  *
3.6.16 TeOREMA

Sefa a um inteiro tal que mdc {a,m} =1, eseja b um outro
inteiro. Entio, a equacio a2 X=b tem uma iinica solucio em Z -

DEMONSTRACAO

E claro que basta interpretar o resultado de 14.5. Daremos, po-
rém, uma prova independente para ilustrar como podem ser usados
os resultados desta secio.

Como mdc (a,m)=1, existe & tal que 7 a =1 . Entio,
X=a b ¢ solugéo, pois substinindo na equago temos:

zX=2ab=1b=b.

)

Ainda, se y € outra solucdo, temos
Fj=»b
e, multiplicando ambos os membros por a’, vem
Azr=ahb,
isto €,
y=ab=x. [
Nessa linha, podemos enunciar, reinterpretando:
36.17 TeoREMA DE FERMAT
Sejam p um primo positivo € a um inteiro {al que a# 0 e

ZP . EH{:’}'O §P_I :T .

3.6.18 TEOREMA DE EULER

Se 7 ndo é um divisor de zero em Z , entio Fm =1

14

-

I
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Note que esse resultado afirma, em particular, que o inverso de EXERCICIOS SUPLEMENTARES
= T’

d pode ser obtido como uma poténcia de z, ja que 7 - F¢m -1
donde 3%'™-! ¢ oinversode 7. 15.  Determinar os divisores de zero ¢ os clementos inversiveis de

Finalmente, gostariamos de observar que nao € possivel intro- ZoygeZ, -

duzirem Z  uma relagio de ordem total compativel com as opera-
coes, isto €, uma relagio que verifique axiomas analogos aos A.10, A 11, 16.  Resolver as seguintes equacdes em Z -
Al12,A13, A 14, e A 15. Veja a respeito os exercicios 13 e 14, o
(i) 3X+2=6X+7, m=8.
EXERCICIOS {it) (§X'+ 5)5 + (E_Y+ §)5 +5X=0 , =5,
(i) 4X-7+6X+2=3X+5X, m=12.
8. Sejam 7, b, ¢ elementos de Zm, com mdc{c, m) =1. Provar
que,se ac = be, entioa=5h. 17.  Resolver o sistema de equacdes abaixo em Z,,:
9, Sejam p um primo positivo e 2 um elemento de ZP. Provar EX' §Y= g
que 3’ =13. 3X+2¥=3.

18, Se 3640 forinversivel em Z determinar seu inverso.

10.  Sejam p um primo positivo e 7, b elementos de ZP. Provar 7007 0
que (a+ b)P =3P +2’.
19, Resolver as seguintes equagbes em Z ¢

I1.  Seja p um primo positivo. Determinar as solucoes da equacio

X'=1em Z . @ XM-X =0, m=5.
g Gy XxX"-T =0, m=5.

12.  Seja p um primo positivo. Provar que, em Z , tem-sc (i) X'-X =0, m=4.

(p-Dt==1.

20.  Seja p um primo positive. Resolver as seguintes equacdes em

13.  Suponhamos que exista em Z  uma relacio < verificando os ZZPI

axiomas A. 10, A 11, A.12, A 13, A.14, e A.15. Provar que, se a, E, B

& sio elementos de Z  taisque I< b, entdo a+¢ < b+ 7. 1 X7 =4

(i) X*¥-XP=6.

= . . rdp—d R

14.  Mostrar que nao existe uma relagio em Z  verificando axio- (iiy X -XFTs5
mas anilogos aos A.10, A.11, A.12, A.13, A 14 e A.15 (sugesiao:
super que existe uma relacio nessas condigdes. Entio, ¢ <1 ou
1< 0. Mostrar quc ambas as afirmagdes levam a uma contradi-

¢do.)



NUMEROS RACIONAIS

4.1 RELACOES DE EQUIVALENCIA

Ne decorrer destas notas, temos estudado diversas relacées bi-
ndrias entre nimeros inteiros, tais como menor ou igual, divide ¢
congruente modulo m.

Relagdes desse estilo aparecem muito freqiientemente na mate-
matica ¢ inclusive fora dela. As relacdes ¢ fitho de ou é irmdo de sao
exemplos de relagdes entre entes nio-matematicos.

Para trabalhar formalmente, dado um conjunto arbitrario A,
indicaremos por Ruma relagic em A e, para indicar que dois elemen-
tos a, be A estio Rrelacionados, escreveremos aRb.

Uma relagdo Rtal que, para todo a€ A vale aka, diz-se refle-
xiva. As wés relacdes mencionadas acima sdo exemplos de relagoes
reflexivas. Ja menor gue nao é uma relagao reflexiva.

Uma relacdo R diz-se uma refagdo simétricase, para wodo par de
elementos a. b ode A wem-se quer se affh, entao também vale bRa .
O leitor pode veriftcar que as relagdes menor ou igual e divide nao sao

simétricas, enquanto a congruéncia médulo m o ¢,
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Finalmente, uma relacao R diz-se transitiva se, para toda terna
de elementos a, b, ¢ de A, tem-se que: se aRb e bRc, entio, aRc.

Um caso particularmente importante em matemdtica € o da-
quelas relacdes que verificam simultaneamente as trés propriedades
anterjores,

4.1.1 DEFINICAO

Uma relacdo bindria R num conjunto A diz-se uma refacdo de
equivaléncia se ela € veflexiva, simétrica ¢ transitiva.

Utilizando — como € freqiientemente — o simbolo = para indi-
car uma relacio de equivaléncia, podemos refrasear a definicio ante-
rior da seguinte forma:

Uma rela¢ao bindria num conjunto 4, que indicaremos por =
diz-se uma refacao de equivaléncia se, para quaisquer a, b, ¢ em A,
tem-se que:

(i) asa.
(i}  a=b implica b=a .
(iy a=be b=c implica a=c .,

Damos a seguir uma lista de exemplos que ilustram essa nocao
em diversos contextos,

4.1.2 ExEmrLo

No conjunte Z dos nimeros inteiros, definimos a seguinte re-
lacio: dados a, b em Z, diremos que a~b seasoma a+ b ¢ um
nGmero par.

Vamos verificar explicitamente que essa relagao € de equivalén-
cia,

(i) Para todo inteiro a, temos que a+a=22a € um inteiro

par, lege, a~a .
(ii) Se a~ b, istoé, se a+ b épar,entdo bt+a=a+ b
também ¢ par, portanto, b~ a.

Nimeros Racionais *

(i) Se a~b e b~c, temosque 2+ b ¢ b+ ¢ s30 nime-
ras pares, isto €, a+ b= 2k, b+ ¢=2/  logo
{a+ b)+(b+c)=2k+2],
donde a+ ¢=2&+2/-2b é um nGmero par,
portanto, a~ ¢ .

4.1.3 Exenvrro

No conjunto Z , a relacao de congruéncia médulo 7 é uma
relacio de equivaléncia. As trés propriedades foram demonstradas em
(1), (ii) e (iii} da proposi¢io 3.2.3.

Coma exercicio, o leitor pode provar que, dades a, £ em Z,
entio a~b, como foi definido no exemplo anterior, se e somente se
a= b (mod 2), o que da cutra demonstracao de gue ~ € relacao de

equivaléncia.
4.1.4 Exgmrio

No conjunto dos pontos de um plano 7, fixamos um ponto 0.
Dados dois pontos p, ¢ de m, dizemos que p= g se e somente se
distincia EE € igual a distdncia ;?; . Isso define uma relacio de
equivaléncia em 7 (verifique!) .

4.1.5 ExgmrLo

Consideremos o conjunte T de todas as retas de um plano nt.
Dadas R e § em R definimos K115 se e somente se R=5 ou
R $=¢ (essaéadefinicac de paralelismo usual}. Verifique que essa
relacao € de equivaléncia em T .

4.1.6 Exemrro

Num plano 7 fixamos uma reta R. Dados dois pontos p, ¢ de
7, indicamos por R (p, g) aretaque passapor p ¢ ¢. No conjunto
dos pantos de ©, definimos p~ g sc e somentcse R{p. ¢) [I R. Isso
define uma rela¢io de equivaléncia em w (verifiquet).

Existem muitissimas outras relagoes de equivaléncia que o leitor
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ird encontrando i medida que progredir no seu estudo da matematica.

Por causa da propriedade transitiva, dada uma relacao de equi-
valéncia = num conjunto A, todos os elementos equivalentes a um
dado elemento 2€ A sao equivalentes entre si. Por isso, é razoavel
téntar agrupé-los em subconjuntos,

4.1.7 DENKICAO

Sejam A um conjunto ¢ = uma relagdo de equivaléncia em A,
Para cada elemento ae A, chamase classe de equivalénciade a o
conjunto

Cla)={xe Alx=a}.

Vejamos rapidamente quais sac as classes de equivaléncia nos
exemplos citados.

No exemplo 4,1.2, se um ntimero ¢ par, todos os equivalentes a
cle sa0 pares; da mesma forma, se ¢ impar, todos os equivalentes a ele
sdo impares. Assim, s6 existem duas classes, uma formada por todos os
numeros pares e outra por todos os impares.

No exemplo 4.1.3, as classes de equivaléncia sio as classes de

congruéncia 0, 1,..., m—1, estudadas na secao anterior (3.6).

Os proximos exemplos sio levemente mais interessantes, pots,
sendo de natureza geométrica, é possivel visualizar as classes.

Em 4.1.4 os pontos equivalen- T ~
- 7 N
tes a um dado ponto p sao todos os / T~ P
pontos da circunferéncia com centro ! / \ A
O que passa por p. Assim, nesse — { } }
caso, existem infinitas classes de equi- \ \ © / y;
a . “ S
valéncia em & : todas as circunferén- \ + /T
cias com centro O. N ~ <
—Ln =

Em 4.1.5 vemos quc cada classe esta formada por todas as retas
paralclas a uma dada. Em certo sentido, psderiamos dizer que hé an-
tas classcs em 7 quantas sao as “dire¢oes” possiveis.

Nimneros Racionais  *

Finalmente, em 4.1.6, fixado um pento p, os pontos de #n
equivalentes a p sao todos os pontos da reta que passa por p e ¢
paralelaa R.

Assim, novamente existem in-
finitas classes de equivalénciaem T :
todas as retas de m paralelasa R.

E claro que, dados a, be A, temos que ' (a)=C (b) see
somente se a= b. Por outro lado, é ficil ver que, se a# b, entio
C{a) n C(b) =0 (basta imitar as demonstracdes da proposicao 3.6.2
e do corolario 3.6.3 adaptando-as a esta sitvacao),

Por causa disso, cada elemento b de € {a) diz-se um represen-
tante da classe €' (a) (isto é, b € um representante de € (a) se e
somente se b= a; note que ji usamos esta terminologia para as clas-
ses de congruéncia).

Enunciaremos essas observaces sob a forma de um pequeno

teorema.
4.1.8 TeorEMA

As diferentes classes de equivaléncia de uma relacio de equiva-
léncia num conjuntoe A fornecem uma decomposicio de A em
subconjuntos mutuamente disjuntos, nao-vazios, cuja uniao € o con-
Junto A todo.

Reciprocamente, dada uma decomposicio de A como unido
de subconjuntos mutuamente disfuntos, nio-vazios, podemos definir
uma relacio de equivaléncia em A cuyjas classes sefam, precisamente,
os subconjuntos dados.

DeMONSTRACAOD

A primeira parte segue diretamente das observacées anteriores.
Para demonstrar a reciproca, basta definir uma relagao de equivalén-
ciaem A4 daseguinte forma: dados a, b em A, dizemosque a= b se
e somente se a2 e b pertencem a um mesmo subconjunto.

Deixamos a cargo do leitor mostrar que essa relagio ¢ de equi-
valéncia e estd nas condigdes do enunciado. a
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Chamamos conjunto guocientede A por = o conjunto forma-
do por todas as classes de equivaléncia determinadas pela relagio =
no conjunto 4. Em simbolos,

. A== (C(a)lae A},

Por exemplo, Z ¢ o conjunto quociente de Z pela relacio
de congruéncia modulo m .

EXERCICIOS

1. Sejam A, B conjuntos ¢ f: A— B uma fungao. Definimos
uma relagio em A da seguinte forma: dados 2,4 em A,
dizemos que aRa' se e somente se £(a) = £(a') . Provar que R
€ uma relacao de equivaléncia.

2. Seja R uma relagio em um conjunte M, verificando:

(iy  Se aRb, entao bRa.
(ii) Se aRb e bRc, entio aRc.
(i) Paratodo ae M, existe be M tal que aRb.

Provar que R € uma relagio de equivaléncia.

4.2 CONSTRUCAO DE Q

No Capitulo 2, observamos quc, se 2 e b sio nimeros inteiros
com b#( aequacao X =2 nem sempre tem solu¢io em Z isso
acontece se e somente se bl a.

Essa ¢ uma limitacdo importante do conjunto dos nameros in-
teiros e, neste capitulo, dedicar-nos-emos i constru¢io de um novo
conjunto de nameros em que toda equacdo da forma acima tenha
solugio,

A necessidade de novos niimeros foi sentida desde mutto cedo
na histéria da matematica, sugerida naturalmente por problemas pra-
t1cos,

Neamneros Racionais  *

Os egipceios ja empregavam fragdes, embora possuissem apenas
notacdes para aquelas que tém numerador 1. As outras eram expressas
como soma de fragoes dessa forma. Assim, por exemplo, no papiro
Rhind*, achamos as fracoes 2/5 e 2/13 expressas a partir das seguin-
tes decomposi¢des:

2/6=1/3+1/15,
2/13=1/8+1/52+1/104.

Entre os babilénios, que ja sabiam resolver equacdes de primei-
ro e segundo grau, também era comum o use de fragdes e, em tabule-
tas de argila provenientes do periodo babilénico antigo (1900 a 1600
a.C.), achamos tabelas de ntimeros incluindo fracées.

Entre os gregos, casos particulares de proporgdes {média arit-
mética, geométrica e a proporcao aurea) eram familiares desde as épo-
cas dos pitagéricos e, no livro V dos £fementos de Euclides, achamosa
Teoria das Propor¢oes de Eudoxo de Cnido (aprox. 408 a 355 a.C.)
que naoc-somente sugere a definicio amal de igualdade de fraghes
(a/b=c/d se e somente se ad = bc), como € muite proxima s defi-
ni¢des de niimero real surgidas no século passado.

O leitor sabe, dos tempos do curso secundario, que a solugdo de
equacio do tipe bX'=a, com b=0, indicase pela fracie a/b, € um ni-
mero dessa forma chama-se um niimero racional. Nosso intuito nesta
secio ¢ definir cuidadosamente essa no¢io a pardr da nogio de inteiro.

Lembramos que uma mesma fragcio pode-se escrever de diver-
sas formas. Assim, por exemplo, sabemosque 3/6=5/10=1/2, quer
dizer, um mesmo racional pode ser represeniado por diversos pares
de nimeros. No caso do exemplo, dirfamos que os pares (3, 6), (5, 10}
e (1, 2) sio todos representantes do mesmo racional,

Isso sugere que podemos nos apoiar na nocie de relagao de
equivaléncia, introduzida na secio anterior 4.1, para elaborar nossa

teoria.

{(*) Uma das melhores tontes de nosse conhecimento atual sobre a matematica
egipcia. Comprado em 1848 i beira do Nilo por Henry Rhind. de quem leva o
nome, trata-se de um documento feito em 1650 a.(. por um ¢scriba de nome
Ahmes, que afirma té-lo copiado de um original de aproximadamente 2004
a.C. (por essa razio tamhém é conhecido como papira Ahmes).

157



158

*  Nibmeros: Uma Introdugdo a Matemdatica

Indicaremos por ZZ* o conjunto de todos os inteiros exceto o
namero 0 € comecaremos por considerar o conjunto

ZrZ¥=(ab)lac ZZ, be Z*},

isfo €, o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros inteiros
com segunda componente nao-nula.

Neste conjunto introduzimos uma relacéo, que indicaremos por
=, do seguinte modo:

4.2.1 DerNICAo

Dados dois elementos {2, b) e {(c, d) doconjunto Z X Z*,
diremos que {a, b) = (¢, d) se c somente se ad= bc.

Por exemplo, notamos que (3,6) = (5,10}, pois 3-10=6-5
¢, da mesma forma, (5,10)=(1,2), jique 5-2=10-1.

4,2,2 PROTFOSICAO
A refagdo definida acima é uma relagdo de equivaléncia.

DEMONSTRACAO
Precisamos demonstrar que a nossa relagao verifica as trés con-
di¢oes da definicio 4.1.1:

(i) Para todo par (2,0} € Z x Z*, temos que
(a,b)=(a b}, jaque ab=ba.

(i)  Sejam agora (2, b), (¢ d) parestaisque (a, b)={c d).
Temos, entdo, que ad= bc, donde também cb=da
(seria intcressante, come exercicio para e leitor, idenu-
ficar quais os axiomas de Z que justificam essa passa-
gem). Da alima igualdade ¢ da definicdo acima, vem
que{c, d)=(a b).

(1ii) Sejam agora(a, b ), (c, d ) e (e £) pares tais que
{a, By={c d) e (¢, d)=(e f).Entao, temos que
ad=bc e cf = de. Multiplicando a primeira igualdade
por f ¢ asegunda por & obtemos:

adf= bcf,
bcf= hde,

Numeros Racionals  ®
donde

abf= bde.

Como d# 0 (pois ¢ a segunda componente de um par), pode-
mos cancelar e obter af=de, o que implica que (a, b)) ={¢, £),
como queriamos demonstrar. [ |

Podemos agora considerar o conjunte quociente (Z x Z *}/=,
isto €, o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Para representar
a classe do par (a, b) , utilizaremos o sitnbolo a/bh. Temos, assim,

i: {x.y)e ZxZ*\(x, p=(ab)l=1xhe ZXZ*|xb=ya}
O simbolo 2 chama-se uma fracdo de numerador a e denomi-
nador b. b

Como vimos em 4.1, qualquer elemente da classe a/ b diz-se um
representante da mesma. Assim, como {3, 6}, (5, 10), (4, 8) sdo todos
elementos que pertencem i classe do par (1, 2}, podemos dizer que
todos esses pares representam a classe 1/2,

Lembramos que a classe de um par {4, b) € a mesma que a de
outro par (¢, ) se e somente se esses pares sao equivalentes. Temos,
entao, que a/b=¢/d se e somente se ad= bc,

4.2.3 DerNCiO

Indicaremos por o conjunto Z X Z*/= ¢ chamaremos
niimeros racionais os elementos de Q .

Naturalmente, para que o conjunte construido acima seja ttil
para nossos propositos, precisamos definir operacbes de soma ¢ pro-
duto nele. Faremos isso apoiando-nos nas operagoes de Z, na forma
que ji deve ser familiar ao leitor desde o curso secundario.

4.2.4 DEFINIKAO

Sejam o ¢ B elementosde Q. Dcfinimosa somade o ¢ P
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da seguinte forma: escrevendo o = a/'b para algum par {a, b) € Z x
Z* e p=c/d paraalgum par {¢,d) e Z xZ*, definimos o+ f
como sendo o racional

3d+bc_
bd

a+f=

Por exemplo, dado 0.=4/3 e R =5/6, temos que

5 _5-6+3-5 _ﬁ

4
0‘:-{-'3::—1- .
5 6 5.6 18

Note que, em principio, a definicio de soma parece depender
dos representantes escolhidos para @ € B. Assim, por exemplo, na
situacio acima também podemos representar o ¢ § como

a:ﬁ_sc :.1_‘_5‘

51 18

Dessa forma, ao efetuar a soma teriamos

: : 1989
oap B8 15 _ 681845115 _ 1989

51 18 51-18 918

Obtivemos por caminhos diferentes resultados aparentemente
diferentes. Para que a defini¢io pretendida seja correta, deveremos

er que
39 1 989
18 918

Isso felizmente acontece, jaque 39-918=35802=18. 1089 .
Para mostrar que no caso geral a definicio anterior independe
dos representantes, provaremos:

4.2.5 Liema

Sejam a/b=2a/b e ¢/d=c/d’ mimeros racionais. Entio,

ad+bc _ ad +b¢’
bd bd’

Mimeros Racionals. *

DEMONSTRACAO
Da hip6tese, temos que

ab’ = ba’,
cd’=dc" .,

Multiplicando ambos 0s membros da primeira igualdade por
dd’ e os da segunda por 5%, temos

ab'dd’ = ba’dd’,

cd bb’ = dc"bb’ .

Somando, vem

ab'dd’ + cd' bb’ = ba’dd" + dc'bb’ |
e fatorando

(ad+ bo) b’d’ = (2'd” + ') bd,

donde

ad+ bc ad’+b’'c’
4d70c _ 277 -
bd b’d‘

Na préxima proposicao daremos algumas das propriedades da
operagao de soma em () (compare com as propriedades da soma em
Z dadas nos axiomas A 1, A2, A3 e Ad).

Nesse caso, desde que demos uma definicao explicita de soma,
poderemos dar uma demonstraciodestas propriedades, apoiando-nos
nos axiomas correspondentes em Z .

4,2 6 PrOroSICAO

A soma em Q tem as seguintes propriedades;

a.]l  Associativa: Paratoda terna ¢, 8, ¥ de nimeros racionais, tem-
se que o+(B+y) = (a+fy+y .
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a.2  Existéncia do Neutro: Existe um tinico elemento que, chamare-
mos neutro aditivo ou zero e indicaremos por 0, tal que
o+0=0a
para todo racional o.

a.3  Existéncia do Oposto: Para cada racional ¢ existe um tnico

clemento, que chamaremos oposto de o e indicaremos por
— o, tal que

a+(-0)=0.

A4 Comutativa: Para odo par ¢, B de nimeros racionais, tem-

5e qllE
a+B=p+ac.

DEMONSTRACAO

A trulo de ilustracido, demonstraremos a propriedade associativa
da soma. As demais sio deixadas como exercicio para o leitor.

Sejam o =a/b, B=¢/d e yv=¢/f. Entio, calculamos:

a ,c e a cf +dey  afdf) + bicf + de)
= 7 - —_—J= — {—)z
o+ (B +Y) b+(d+ f} PR o
Py +y=(2+ £y & —@dtbey e (adebc)tr (bdje
b d f bd  f (bd)f

Agora, usando as propriedades das operagoes em Z, € facil ver
que os resultados em ambos os casos coincidem.

0 Lo
Para demonswrar A.2, basta tomar 0= — , com m arbitrario
.. \ m
em Z (idque Y- N m, me Z*.

m m

Para demonstrar A%, dado o= 2/ b, tomamos — ¢ cOMO sen-
do o elemento —-o = (-a)/f, . Segue entdo facilmente que
o+ (-0 =0. n

Niumeros Racionais  #

Como nao havera perigo de confusio, daqui por diante utiliza-
remos o simbolo 0 para indicar tanto o zero de Z como o zerode Q .

EXERCICIO
1. () Seja 7 um elemento de Q ral que n+o =0 para todo

e Q. Provarque n=0.
(i) Demonstrar que o oposto de um racional o € Gnico.

127 Do
Sejam o € P elementosde Q. O produtode o por P serd

o racional off obtido da seguinte forma: escrevendo
o=a/b e f=c¢/d, definimos

aC
oh =
B bd

Novamente, a primeira coisa a fazer seria verificar que a defini-
¢io acima independe dos representantes. Isso é uma consequéncia do
lema que enunciaremos a seguir, cuja demonstracio pode ser feita
imitando a do lema 4.2.5.

4.2.8 LEma

Sejam a/b=a/b e ¢/d=c’/d’ nimeros racionais. Entdo,

z %
>
S

4.2.9 Prorosicio
Em Q, sao validas as seguintes propriedades:

a5  Associativa: Paratoda terna o, B,y de nameros racionais, tem-

se quc

o(By) = (of)y.
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a.6  Existéncia de Neutro: Existe um tnico elemento, que chamare-
mos neuiro mulitiplicativo ou unidade e indicaremos por 1, tal
que

l-a =0, paratode o em Q .

a.7  Existénacia de Inverso: Para cada racional o diferente de 0 exis-
te um tnico elemento que chamaremos inverso de o e denc-
taremos por o' tal que
ool =1,

a.8  Comutativa: Para todo par o, B de racionais, tem-se que

off = Bo.

DEMONSTRACAO

As demonstragcoes de a.h, a.6 e a.8 sdo deixadas como exerci-
cio. Provaremos apenas a.7.

Dado e=a/b#0, temos que a=0 (por quér), logo, b/a
também é um namero racional. Mostraremos que o' = £/a2. Como

efeito, temos
bia-a/b=5ba/ab=ablab=1.

Demonstraremos agora a unicidade do inverso de o. Seja o
um elemento de Q tal que oo’ =1. Temos

a’:a‘-l:a’.a-£=l.£=b a

b a a a

Como nao havera perigo de confusio, daqui por diante usare-
mos o simbolo 1 para denotar tanto o neutro multiplicativo de Z
como o de Q.

Note que as propriedades a.5, 2.6 ¢ a.8 sdo semelhantes as pro-
priedades do produto em Z dadas nos axiomasa.5, a.6¢a.8, Porém a
propriedade a.7 ndo tem um analogo em Z, onde os iinicos elemen-
tos inversiveis sio 1 e -1 {veja o exercicio 7 de 1.2},

Mostraremos a seguir que a.7 implica a propriedade cancelativa,
enunciada em a.7 para Z .

Nirmeros Raclonais  *
4,210 PrROPOSICAC

Vale a propriedade canceiativa do produto em Q ; isto €, dada
uma terna de nimeros racionais o, B ¢ vy, com a#0, se off = oy,
entéo f=7y.

DEMONSTRACAO
Basta multiplicar ambos os membros de off = oy por o',
Concluimos o estudo das propriedades das operacdes em Q
considerando a relagio entre soma e produto, |

4211 PROPOSICAD

Vaie a propriedade distributva em Q ; isto &, para toda terna
de niimeros racionais o, e vy, tem-se que

d{B+y) =of + ay.

DEMONSTRACAO

E um exercicio para o leitor, [ ]

Agora estamos em condi¢des de demoenstrar que o nosso obje-
tivo inicial, aquele que nos levou i construgio de um novo conjunto

de niimeros, foi de fato atingido.
4212 TEOREMA

Toda equagdo da forma pX=o, onde o, B sdo mimeros raci-
onais, B # 0, tem solucdo em Q. Ainda mais, essa solugdo & finica.

DEMONSTRACAO
Como [} # (0 sabemos, da proposi¢io 4.2.9, parte a.7, que eXis-
te um inverso de P, isto é, um elemento B! talque Bp' =p-'f=1.
Mostraremos que o racional y=$" o é uma solucio,
Com efeilo, substituindo-o na equacio dada vem que

By=BB'o)=PpHoa=a .

165



166

x

* Nimeros: Uma Introdugéo a Matemdtica

Suponhamos agora que xe Q ¢ ouura solucao de equacio.
Isso significa que PBx=o. Multiplicando ambos os membros dessa
igualdade por B-' vem

BiPe=Bla=y.
logo,

X=%. [ ]

Temos ainda um problema a tratar. Acabamos de provar que
uma equacio de forma BX= o tem solugio em Q quando o e B
sao ntimeros racionais com 3 # 0. Porém, nosso problema inicial era
construir um conjunto de niimeras onde uma equacaoc de forma bX'= a
com coeficientes inteiros tivesse solugao.

Bem, o leitor dird que o problema ji esta resolvido, pois x= a/b
¢ solucao dessa equagio: basta substituir e verificar. De fato, terfamos
b- a/ b= a e estamos acostumados a aceitar isso como uma igualdade.

Entretanto, se quisermos ser cuidadosos nas nossas definigdes,
deveremos notar que o produto de um racional porum inteiro nio foi
definido; cm principio, sé definimos o produte de um racional por
outro racional, Note que, conforme a definicao, um racional ¢ uma
classe de equivaléncia constituida por pares ordenados de nimeros
inteiros. Assim, num certo sentido, podemos dizer que inteiros € racio-
nais sao elementos de “natureza” diferente.

Esse impasse pode ser superado se observarmos que o conjunto
Q contém uma “copia”de Z .

Com eteito, seja 7 = | 1 | ae Z }, que obviamente é sub-
conjunto de ), c consideremos a fungio ¢: definida por

a

AeZ ;LTEZ_

O leitor verificard sem dificuldades que ¢ ¢ uma funcao bijetora.
Ainda mais, cla “copia” as operacdes ou, mais precisamente, verifica;

(1) dlatd) =¢(a) +0(h),
(i) da-b=¢@ -§b) ¥V a, be Z .

Nimeros Racionais *

Com efeito, temos

0@ +o(h) = 42 P I8 gian),
ba)-opy =22 -2 -2 o g

Dessa forma, podemos identificar os inteiros como racionais de
/7 através da funcao ¢ .

Dada uma equacio da forma hX= 2z, interpretando-a como a

equagao
b.ox-2
1 1

Daqui em diante, quando nio houver perigo de confusao, nao
distinguiremos entre os inteiros m e a sua imagem m/1 em Z.
Assim, por exemplo, simbolos como

m-2 ou & ()™
b b

indicarao respectivamente

M2 e a/b-(m/1).
I &
Agora, introduziremos uma relagio de ordem em Q e mostra-
remos que tem propriedades semelhantes is estudadas em Z .
Para isso, observamos inicialmente que todo racional o tem al-
gum representante com denominador positivo. Como efeito, dado
o=a/b, se b<0, temos que o também ¢ representado pelo par
(—a)/ (=b) (verifique!} e, nesse caso, temos —b> 0.
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4213 DEFINICAO*

Dados dois nitmeros racionais « e B, diremos que o ¢é
menor ou jgual a B, e escrevemos <P se, tomando representan-
tes com denominadores positivos a/b ¢ ¢/d para e B respecti-
vamente, tivermos ad < be.

Equivalentemente, podemos escrever nossa definicio na forma

a’bsco/de ads be.

O leitor deve ter notado imediatamente que, tal como no caso
da soma e do produte, a defini¢io acima parece depender dos repre-
sentantes a/b e ¢/d escolhidos para o e B, respectivamente,

Para mostrar que nossa definicio é consistente, verificaremos
que independe dos representantes .

4214 LEma

Sefam a/b=a' /D o c/d=c/d numeros racionais, em que
todos os denominadores sio positivos. Entdo, temos que ad < be se e
somente se 3d < h'e’ .

DEMONSTRACAO

Suponhamos que ad < be. Como 5’d’ € um inteiro positivo,
multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por #'d", temos,
pelo axioma A.15, que adb’d’ < beb'd’ .

Da hipétese, temos que ab’ = a'b ¢ cd’ = dc’. Substituindo
na desigualdade anterior, temos

dd'ba’ < bb’dc’

(*) Esta definicao pode parecer um pouco arificial. Porém, ela é a unica que
estende “naturaimente”a ordem de Z "copiada” da ordem de & . Mostrare-
mos isso com cuidado na nota e final de capitulo.

Nimeros Racionais ¢

e, como bd também é positivo, podemos cancelar {veja o exercicio
10, parte (ii) de 1.2) e temos

ad £b'c .

A reciproca fica a cargo do leitor, que poderd demonsuré-la in-

vertendo 0s passos acima. n

Tal como em Z, usaremos o simbolo o < B paraindicar que
o <P, mas o #f.

4915 Prorosicic

(i)  Reflexiva: Para todo racional o, tem-se que 0= 0L,

(i) Antisimétrica: Dadoso, pe Q, se o <P e B<a,
entio o= §.

(il Transitiva: Dados o ,B,ye Q , tem-seque se w <P ¢
B<y, entio o <.

DEMONSTRACAO

A titnlo de exemplo, provaremos a parte {iii} e deixaremos a
demonstracio das outras afirmacdes como exercicio para o leitor,

Sejam o= a/b, B=c/d ¢ y=e/f, em que supomos que todos
os denominadores sejam positivos.

Se <P e B<y, temos que ad < bd e of < de. Muldplican-
do ambos os membros da primeira designaldade por £ ¢ os da segun-

da por b, temos
adf< bef e bcf< bde .
Da transitiva de relacio € em Z  (axioma A.12), temos que
adf < bde .
Finalmente, como podemos cancelar ¢ (por que?) vem que

af < be, istoé <y, [ |
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EXERCICIO
2. Provarque 2/1 € 5/1 (naordem de Q) se e somentesc a< b
{em Z).

.

4.2.16 PROPOSICAD

Para toda terna o, B, Y de racionais temos que:

(i) Se <P, enido a+y<P+y.
(i) Sca<Pfe 0<y, entio oy<Py.

A demonstracao ¢ simples ¢ fica a cargo do leitor. Por causa das
propriedades (i) ¢ (ii) acima, costuma-se dizer que a ordem definida é
compativel com as cperagdes de Q .

Se gquiséssemos levar adiante o paralelismo entre as proprieda-
des da ordem em Z e Q, deveriamos tentar demonstrar agora um
analogo do Principio da Boa Ordem. Essa, porém, ¢ uma diferenca

marcaritc cntre um e outro caso, comao ilustrarcmos a seguir.
4217 EXEMPLO

Existem em @ conjuntos de hlitmeros racionais nao-negativos
que nio contém clemento minimo. Com efeito, consideremos o con-
junto A=(l/alae Z, a> 0,

E claro que os elementos de A sdo todos racionais positivos.
Mostraremos que A nao tcm minimo.

Suponhamos quc tivesse. Esse elemento, por perlencera A,
seria da forma 1/m para algum m >0 em 2. Mas

| 1

el < ;? ique 1-m<(m+1)-1),
1

o que contradiz a minimalidade de 7, .

14 ainda outra difcrenca importante entre as ordens. Na pro-
posicio 1.2.7, provamos que nao existem inteiros eatre 0 e 1, e o leitor
deve ter usade um argumento analogo para provar, no exercicio 6 da
secao 1.2, que ndo cxistem inteiros entre 2 e atl. A situacao é
radicalinente diferentc em Q.

Nimeros Racionaiy - v |7
42,18 Prorosicio (DERSDADE nE Q)

Sejam o ¢ B racionais tais que a< . Enido, sempre exisic
um racional ¥ il gue o< < B

DEMONSTRACAO
Sejam «=a/b e P=c/d, cmque b e o sio positivos,
. o+
Mostraremos que o racional Y= -

esta nas condicdes da tese (intuitiva-
mente, se representamos o c i numa o

+=

reta npumérica, © racional ¥ :

[
+
™

corresponde a¢ ponto médio do seg-

10

mento), Com cfeito, temos que

ad+ bc
2bd

Y= ‘
Com 0 <P, temosque ad< be, logo, 2ad < ad+ be. Portan-
to, 2adh < (adrbc) b e consequentlemente

a/b< 3+ b 50 ¢, axy.
2hd

De forma analoga, segue que y< . n

A dltima propriedade que mereccrd nossa atengac ¢ a
arquimediana. Mostramos na proposicao 1.2.8 que a ordem nos intei-
ros tem cssa propriedade e, para isso, utilizamos o axioma de Boa Or-
dem, Embora ndo disponhamos de um andlogo desse axioma em Q,

scra possivel dar uma demonstragao reduzindo ao caso de Z.

4.2.19 ProrosicAQ (PROPRIEDADE ARQUIMELNARA)

Scjam ¢ e P racionals positivos. Entio, existe um IEHo po-
sitivo n tal que na 2z P.
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DEMONSTRACAO

Scjam a=a/b e f=c¢/d. Como o e P sio posilivos, pode-
Mos assumir que os inteiros 2, b, ¢ s3o todos positivos.
. Como vale a propriedade arquimediana cm Z, sabemos que
existe um 7 tal que n{ad) 2 bc (veja a proposicao 1.2.8).

Isso significa precisamente que

na S 3 a '

7 2y ou n- 2 —

b ~d b d .
EXERCICIOS
3. (i) Mostrar que todo namere racional ndo-nulo pode ser

representadosobaforma a/b, cmque a, be Z, b# 0
e mde{a, b}y = 1. Dizse, nesse caso, que ¢ racional ab
estd na forma srredativel

(i)  Mostrar que dois racionais escritos na forma irredutivel
a/b e ¢/d saoiguais s ¢ somente se 2a=c ¢ b=d ou
a=*ce b=2td.

4, Seja @ um niimero racional. Provar que existe um dinico intei-
ron talque nsacn+l

5. #/Mostrar com um exemplo que nem todo conjunto nio-vazio de
niumeros racionais limitado superiormente tem maximo.

6. Dados os racionais o ¢ f, com B # 0, definimos o simbolo:
o
E = (IB‘l .
Provar quc, sc a=2 ¢ B=% ., cntdo
b e

a
o b (?d
B~ ¢ 7 e

o

Numeros Ractonuis  ®

7. Definigao: Seja 2 um inteiro nae-nulo, Para todo 71 inteiro
negativo, definimaos

aH = —_—
a"
Provar que continuam validas as propriedades de pot¢ncia enun

ciadas no excrcicio da secio 1.3,
Nota

Vamos indicar rapidamente como se pode justificar a definicio
de ordem em Q, que demos em 4.2.13.

Uma forma simples serd ver como devemos definir os racionais
positivos; depois, poderemos dar a defini¢io geral da seguinte forma:
dadosc e em Q, diremos que ¢ < B se ¢ somente se f— o € maior
ou igual a zero.

Nossa intencio é introduzir 4« ordem cm todo Q de forma que
estenda a ordem gue os inteiros induzem em Z; em outras palavras,

para racionais da torma
& - .
= diremos que 220 se c somente se 420,
1 1

Agora, qucremos ver qual deve ser a definicio geral. Pre tendemos tam-
bém que a ordem seja compativel com as operagoes, isto €, que verifi-

que as regras de proposicio 4.2.16.
a . .. b
Dade o == com denominador positivo, devemos ter Tz 0.
I3 '
Se também for a2 {0, devemos ter
=z 0, ouscja,

20, istoé,

o L b
1 1

a
s}
230 ; logo, deve ser a2 0.
|

. . P
Assim, a definicio razodvel seria que um racional ¢ = 3
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com denominador positivo € maior ou igual a zero se ¢ somente sc o
numerador 2 o .
Finalmente, dados

i c
= —ua = —
b <P

com denominadores positivos. diremos que &= Bse 0= B—a, isto €,

0 £ -
> a b
donde
ogc be-ad
bd

Como o denominador & positivo, 2 ultima desigualdade vale se
e somente se 0< bc—ad ou, equivalente, se ad< ch. Chegamos

assim & nossa definicio original: o< sc e somente se ads be.

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

8. Scja 2 um namero iniciro que nio é um quadrado perfeito.
Mostrar que a cquagio X*—a={ nio tem solugao em Q.

9. Para que valores de ne€ Z a represcntagao do racional

A+2m+3 & irredutivel?

M+3ntD

. L . n+17 .
10. Determinar todos os inteiros 7 (als que scja o
. n-4
quadrado de um racional.
. R e o : s
11.  Scjam os racionais a4 1 o © yerificando bha —ab’ = b
b b d
ad=1.

(a) Demonstrar que acxpressaode cadaum deles € irredutivel.
(by  Supondo quc 03 denominadores tenham o mesmo sinal,

determinar qual dos racionais dados ¢ 0 menor.

12.

Neimeros Racionaty  *

{¢)  Nas mesmas hipoteses de (I}, que condighes devem ve-
riticar ¢ e d para que 4 < ¢ < & 3
b o h’

T o : .
Dadas as fragoes 1rr.f',duuw:‘.1s‘3 e £, scjam:

o= 92-13b o g 17¢-13d  gape-se que B= 2

5217h bbb b
(a) Provar que o= £
d
(b) Se d'= mdc{6a=-13b, 3a-17h) ¢ d"'= mdc(17c-13d,

bc— 6}, expressar c e d emfunciode a4, be d ¢
ae bemfuncgode ¢, d ¢ d7.
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APENDICE

NUMERO NATURAL

5.1 A AXIOMATICA DE G. PEANO

Deus fez os nlimeros naturais.
QO resto ¢ obra dos homens.
Leopold Kronecker

No decorrer destas notas, Inostrames como os inteiros médulo
m ¢ 0s niimeros racionais podem ser construidos a partir dos intei-
ros. Da mesima forma, pode-se dar uma construgio dos nimeros reais
a partir dos racionais ¢ dos niitmeros complexos a partir dos reais.

Mas, e os niimeros inteiras? Mosirarcmos neste apéndice que eles
préprios podem ser construidos a partir do conjunto, mais simples, dos
nuameros naturais (isto €, os nimeros do conjunto {0, 1, 2, 3, ..}).

Finalmente, os nfimeros naturais podem ser apresentados como
um conjunto, cuja existéncia admitimos, em que vale um reduzido
nitmero de axiomas. Isso justifica a citagio de Kronecker acima,

O método de Giuseppe Pcano que apresentamos aqui se baseia
no fato de que os nimeros naturais podem ser ordenados numa se-
quiéncia, na qual cada clemento rem um “sucessor” bem definido. Por
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causa disso, diz-se umu tcoria ordinal. Uma outra fundamentagio pos-
sivel seria construlr uma teorfa cardinal 1sto &, formalizar a 1déia intui-
tiva — que foi também a primcira a ser concebida — de que o ntmero
expressa quantidade. Esse caminho, porém, nos levaria a introduzir
"conceitos da Teoria dos Conjuntos, estendendo em demais estas notas.
Na sua fundamentacio, formulada em 1879 na linguagem da
época, Peano admite wés conceiws primitivos: nimere natral, zero
e sucessor, relacionados entre si por cinco axiomas. [ndicaremos por
o(n} © “sucessor” do niimero # e, como € usual, utilizaremos o sim-
bolo 0 para indicar o zero.
(Com essas notacdes, os axiomas sio os seguintes:

(1} 0 ¢&um niimero natural,

(2} Todo nimero natural 72 tem um “sucessor” o(n) .

(3) 0 nao ¢ “sucessor” de nenhum niimero.

(1)  Sco(n=oim). entiv n=m.

(5)  Principio da Indugao Completa: Seja .§ um conjunto de
nimeros naturais tal que:

(a) 0Oe §

(b) 8Se pe & entdo oln) € 5.
Entio, & ¢ o conjunto de todos os niimeros naturais,

Denctaremos por M o conjunto dos niimeros naturais.

Hoje em dia estamos acostumados a expressar as idéias marema-
ticas em termos de conjuntos e fun¢des; vamos “traduzir”, entao, as
idéias de Peano nessa lingnagem.

Notamos inicialmente que o conceilo primitive de sucessor nada
mais ¢ do que uma funcio, que a cada nlimero associa outro; o axioma
2 apenas afirma que essa fungao estd definida em todo N .

Admitiremaos, entao, que existe um conjunio > ¢ uma funcao
o: N = I verificando:

P.1  Existc um clemento 0e ¥ talque 02 Im(qg) .
P2 Afungio ¢ ¢ injetora.
P.3  Seja A um subconjunte de N tal que:

(i) e A.

{ii) Sc me A, entdo g(m e A4,

Entdo, A= .

Apéndice: Nimero Natural #

Indicaremos por ™ * o conjunto de todos os naturais diferentes
de zero, Note que G{0) € N7 e, conforme o axioma P.2, temos que
0+ o{0) ; isso mostra que ™ é ndo-vazio,

Ainda, podemos provar que todo natural diferente de zero é
sucessor de algum nimero. Mais formalmente:

5.1.1 PrOPOSICAO
Im{cy =15" .

DEMONSTRAGAO

Basta considerar o conjunto A = {0} 0 Im(g). Obviamente,
O0c Aese ne A, entio 61} € A (pois g(a) € Im(0)) .

Logo, peloaxiomaP.3, A= Assim, dado um natural 7€ ¥,
como ne A e n+0, devemos ter n € Im(a). »

5.1.2 DernnNcao

Dadoum natural 7# 0, onlimeronatural m tal que G{m) = n
chama-se o antecessor de 1, e 1 chama-se o sticessorde m.

A vantagem da apresentagio que estamos desenvolvendo € que
nela admitimos muito pouco. Maostraremos a seguir que se podem de-
finir as operagdes de soma e produlo e demonstrar que elas tém as
propriedades que admitimos no primeiro capitilo. Em conmapartida, o
leitor notard que o maior inconvenicnte ¢ a quantidade de trabalho ne-
cessiria para obter resultados que nos parecem intuitivamenec Shvios,

Comecaremos por definir a soma. Quercmeos dar umn significa-
do ac simbolo m+n, para lode par de numeros m, n e ™. Paraisso,
procederemos cm duas ctapas. Primeiro consideraremos um m fixo e
indicaremos o que entendemos por m=rn para qualquer ne N, De-
pois, verificaremos que a soma estd bem definida, para todo par de
ndmceros naturais,

5.1.3 DEFNICAO
Seja me N um nimero natural dado. Entao

(i} m+0=m.
(iiy m+o(m =0 (m+m.
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Note que sabemos somar sm com 0 e que a segunda condicio
nos permite somar m com ¢ succssor de 0, com o sucessor do sucessor
de 0 etc. Temos, entio;

5.1.4 PROPOSICAO

Seja me N um mimero natural dado. Entio, a soma min
estd definida para rodo niimero natural ne N,

DevMorsTRAGAD

Seja A o conjunto de natrais nopara 0s quais 4 soma R
estd definicla.

Conforme a condigao (i) da definicio anterior, temosque ¢ e A,
e da condi¢ao (ii) temos que, se m+n estd definido, entao m + ¢(n)
também esta definido ou, em simbolos, se n1e 4, entan o{n) € A.

Do axioma de indugio temos que A= esegueatese. N

Notamos agora que, para cada m€ ™, sabemos que a soma
m+a estd definida para todo natural #e€ N, o que quer dizer que
m+in estd definida para todo par de nimeros naturais m, 2.,

Como o leitor deve estar comecando a suspeitar, elaborar rodaa
teoria a partir dos axiomas de Peano nio passa agora de um longo
exercicio de inducio.

Mostraremos, a titulo de ilustracio, comoe podem ser demons-
tradas algumas das propriedades, ¢ deixarcmos as restantes ao leitor
interessado que, temos cerieza, nao encontrard maiores dificuldades,

5.1.5 Prorosicin
Para toda terna m, n, p de nimeros naturais, vale
m+{o+p)=(mt+tno)+p

DEMONSTRACAQ
Scja So conjunto dos numeros naturais p tais que m+ (n+ p) =

{m +n )+p, para todo par de naturais n7, n. Para demonstrar a

proposi¢io, bastara provar que S=12N.

Apéndice: Nitmere Nasural  *
Temos que
mi(n+M=m+n=(m+n)+0.
Logo, 0 5.

Ainda, suponhamos que pe 8, iso é, que
m+{n+py=(m-nm+p.

Vamos proﬁr que também o{p) € 5. Com efeiro,

m+(n+a(p))=m-G(n+ p)=a(m+(n+ph)=
=¢ ((m+n)+p=(m+rm+c(p).

Temos usado aqui, repetidamente, a condigio (ii) da definicao
5.1.3. n

5.1.6 Prorosicio
Para todo nitmero natral m, fem-se quc
m+B0=m=0+1m .

DEMONSTRACAO
A primeira igualdade segue da propria definicao.
Para provar a segunda, consideramos o conjunto de naturais

A=lme N1 Mm=m} .

Obviamcnte, 0 A.

Ainda, s¢ 0+m=m, temos que 0+ G(m) =o(0+ m) =a(m),
logo, verifica=se também a partir de (i) do axioma P.3, e temos que
A=XN. =

Ainda precisariamos demonstrar que { € o Gnico elemento neu-
tro, pois, 2 priori, nada impede que algum outro natural zverifique

u+m=m+ u=m, paratodo m.

5.1.7 Prorosigio

O neutro aditvo é Gnico.
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DEMONSTRACAD
Seja u um elemento neutro, e consideremos a soma 0+4 .
Como u € neutro, por hipétese, temos 0+ u=10 .
Ainda, como provamos que o 0 € neutro, temos tambem MHu=u.

Logo, 0=u.

Para evitar algumas dificuldades na demonswracio da proprie-
dade comutativa, introduziremos primeiro o elemento 1.

5. 1.8 Dermacio

Indicaremes por 1 o niimero natural que é o sucessor de 0, isto
¢, l=g(0y.
5.1.8 Proposicio

Para tode namral m, tem-se que o{m) = l+a7.
DEMONSTRACAG

Scja A=|meXNlo(m=1+m}.

Obviamente, 0e A, pois 6(0}=1-0=1.

Seja, entao, me A. Mostraremos que G(n) € 4 .

Com efeito, como a(m) = 1 + m, temos que

gicim))=0c(l-m=1+c(um), isloé,c(me A .

Do axioma P.3 temos que A=\ . n
511 ProrosiCio

Para rodo par m, n de miimeros naturals, (ein-sc gue

m+ =0+,

Apéndice: Namero Natural

DEMONSTRACAO
Mais uma vez, usaremos uma técnica semelthante aquela das
proposicoes anteriores, Consideremos o conjunto

A={meNIlm+n=n+m¥ne ™},

Da proposi¢ao 5.1.6 temos que 0= A .
Seja entaio m< A. Provaremos que também o{m) € A. Com
efeilo, lemos

n+o{m=cn+m=c{m+a=1+m+n=c{m+n .

Assim, do axioma P.3 segue, mais uma vez, que A= [ |

A definigao de produto serd feita de forma andloga i soma,

5.1.11 DerINI¢iO
Seja m e ™ um natural dado. Entio

m-0=0
m-o(m=m-n+m.

Deixaremos a cargo do leitor provar que o produto m - 17 esta
de fato definido para todo par de niimeros naturais € demonstrar as
propriedades do produto (veja os exercicios 1, 2 € 3).

Indicaremos a seguir como se pode definir a relacio < cem 2,

5.1.12 Dervicio

Sejam m e n nameros naturais. Diremos que m € menor ou
jeual a n se existir um outro nGmero natral r tal que @+ r=.
Em simbolos,

m<n seexiste re N talque m+r=n.

Novamente, deixamos a cargo do leitor verificar as propricdades da
relacdo £ (veja os exercicios 4, 5 e 6),
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EXERCICIOS

1. Provar que o produtc m - 11 estd definide para todo par /m, 2
de nameros naturais.

2. Provar que
(i} lem=m, paratodo me .
(il O neutro muliplicativo é inico.

3. Provar que o produto de ndmeros naturais definido em 5.1.11
satisfaz as propriedades associativa, comutalva e distributiva.

4. Provar que, para toda terna &, b, ¢ de nimeros naturais, se
a+c=b+c, entdo a= b (propriedade cancelativa da soma).

5. Sejam a2 e & nimeros naturais. Provar que uma das seguintes
condigdes estd verificada:
(i) a=b.
(i) Existe xe ™, x#0, talque a+x=5b .
(iii) Existe ye ™, p=0, talque a=&b+y .

6. Verificar que a relagde € definida e O satisfaz o3 axiomas
A13, A.14, A 15, introduzidos na secio 1.2

7. Verificar que a relacio £, introduzida em 5.1.12 para o con-
junto N, satsfaz as propriedades reflexiva, ant-simétrica c tran-
sitiva, introduzidas na se¢ao 1.2.

8. Démonstrar que ™, com a relacio <, verifica o Principio de

Boa Ordem.

Apéndice: Numero Natnral ¢ 185

5.2 A CONSTRUCAQ DOS NUMEROS INTEIROS

Para construir o conjunto ZZ dos niimeros inteiros a partir do
conjunto N dos namecros naturais, vamos seguir uma estratégia seme-
lhante 2 vtilizada na consutrucio de Q, apoiando-nos mais uma vee na
no¢ao de cquivaléncia.

Consideramos inicialmente o canjunto
Nx™ ={{a bl a bec N}

de Lodos os pares ordenados de nlimeros naturais. Nesse conjunto in-
troduzimos uma relfacio, que notarcmos por =, do seguinte modo:

5.2.1 Drerinicio

Dados dois clementos (2,8) e (c,d) do conjunto ™ x ¥,
diremos que (a,b) = (¢.d) se esomentese a+ d=hb+c.

Por exemplo, nolamos que (4,6} = (7,9}, pois 4+9=6+7 ¢,
da mesma forma, (0, 1) =(5,6), jique 0+6=5+1.
A seguinte proposicio, de demonstragao muito simples, fica

como exercicio para o leitor.
5.2.2 PrOPOSICAQ
A relagdo definfda acima é ma relagio de equivaléncia.
Vamos considerar agora 0 conjunto quociente; isto €, o conjun-
to dec tedas as classes de cquivaléncia definidas por essa relagio. Deno-
taremos a classe do par (a, b} pelo simbola(a b) ; assim, temos que
(aby=({x,peNxNI1l(x,n=(.H1}.
5.2.3 DermvicAo

Denolaremos por Zo conjuntoN % N / = e chamaremos -

meros inteiros os clementos desse conjunto.

O proximo passo serd introduzir operagoes em 2.
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5.2.4 DraNicAo

Sejam o= (238} e P=(ah elementosde Z. Definimos a
somade o e P por -

=B =(atc,btd),

A primeira providéncia serd mostrar que cssa soma estd bem
dehinida; isto €, que ela independe dos represcentantes escolhidos.

5,25 Liwa

Sejam (a,b)= (a'b") e (e.d) = (c'd ) niimcros inteiros. Entdo,

(atc,b+d)y=(arc ' b'+d") .

DEMONSTRACAQ
Da hipbtese, temos que

a-b'=a+ b

c+d =+ d.
Logo,

(a-d+{(b+d)=({a+c' )+ (b+d),

donde (atc b+d)=(a*ch+(b'+d") | .

Apéndice: Numero Namwral  *

B.2.6 PrOPOSICAQ

Asomaem Z tem as seguintes propriedades:

(1)

(i)

(iii)

Associativa: Para toda terna o, B, ye Z, tem-se que
(o+B) +y=0a+ (B+y).

Existéneia de Neuwro: Existe um \nico elemento, que
denotaremos por Oe Z, tal que o+ = 0+0 = o,
Vae Z.

Existéncia de Oposto: Para cada inteiro o existe um Gni-
co elemento, quc chamaremoas seu opostoe denotaremos
por — & tal que

a+{=0)=(-0) +a=10,

Comutadiva: Para todo par o, Be Z tem-se que

a+f=B+o.

A demonstracio é muito simples e, mais uma vez, ¢ deixada

como excrcicio para o Icitor, Ela decorre simplesmente de aplicar a

definicio e se apoiar na propriedade andloga ji demonstrada para ™ .

Gostarfamos de observar que o elemento neatro da soma € (0,00

que também pode ser representado como (a,a} para qualquer ae Z.
Notc ainda que, se ©=(a, b), entao o =(h, a).

3.2.7 DFEFNICAO

Sejam o =(a, Hec B={c d)mimeros inteiros. Definimos o pro-

dutode o por B por

of =

(ac+ bd, ad+ ba) .
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5.2.8 Lema

Sejam (a,0) = (2°b°) e {¢,d) = (¢,d’) nimeros inteiros. Entio,

(ac+ bd, ad+ be) = (a'c’+ b'd, a'd’ + b'c’) .

DEMONSTRACAO

Vamos fazer a demonstracio em duas etapas. Afirmamos pri-
meiro que

(ac+ bd, ad+ by =(a'c’+ b'd, ad’ + b'c’}.
Para provar cssa afirmagao, notamos que, da hipétese, temos
a+b'= b+ta’.
Multiplicando essa equacio por ¢, obtcmos
ac+ b'e=a'c+ be

e, multiplicando-a por d e trocando a posicio dos membros, obte-

mos
bd+a'd=ad+h'd.
Somando as duas equagdes obtidas, resulta
ac+bd+a’d+b’'c= ad+ becta'c+ b'd
donde |

(ac+ bd ad'+bey=(ac+bd ad+b'c),

0 que prova nossa primeira afirmacao.

Apéndice: Namero Natural  »

Afirmamos agora quc

{(act+t+ hd ad+bo={ac’-b'd,ad'+bc’).

Novamente, da hipdtese, vem que
c+d’ = c’+d.

Muldiplicando essa equacao por b’', obtemos
bc+b’'d = bc+b’d

¢, multiplicando-a por a2’ ¢ trocando a posi¢io dos membros, obte-

mos
a'c’+a’d=ac+ad.
Somando essas equacdes, resulta
a'c’+ b d'+ad+bh'c= be+atd’+bd+ac,
donde

(ac’+bd,ad’ +bc’y=(ac+ bd ad+ b,
© que prova nossa segunda afirmacao.
De ambas as afirmacdes segue, por transitividade, o resultado
quc queriamos demonstrar. u
5.2.8 Prorosicio

A muitiplicacdo cin Z  tem as seguintes propriedades:

(iy  Associativa: Para toda terna o, B, ye Z tem-se que

(of) v = o (B .
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(1)  Exsténcia de Neuro: Existe um Gnico elemento, que de-
notaremospor le Z, talque la=dl =a, Yoe Z.

(ili) Cancefativa; Para toda terna «, B, ye Z, com a=0, se
. oy=0Yy, entio f=7.

(iv)  Comuiativa: Para todo par o, Be Z, tem-se que

off = Ba.

(v)  Disaibutiva Para todo terna o, P, Ye Z, tem-se quc

o (B+y) =af + oy

Também nesse caso deixaremos a demonstragao como exerci-
cio para o leitor. Gostariamos de observar que 1 = (1,_0) =(a=1, a),
Vae Z .

Agora, vamos introduzir uma relagao de ordem em £ |

5210 DEFNICAO

Dados os nameros intciros @ = (3B e B = (cd), diremos que
o é menorou jgual a B, e escrevemos B sc a+d< b+,

Agora, resultara muito ficil para o leitor provar a préoxima pro-
posicio, quc mostra que S € uma relagao de ordem compativel com a

operacao de Z.

5211 Prorosicio
(i)  Reflexiva: Paratodo o€ Z, tem-se que 00< 0.

(i1)  Simétrica: Dados o, Be Z, se a<P e f=« entao

o= f.

(iit)  Transitiva: Dados o, B, v¢ Z, se a<B e f£a, enlio

o= p.

Apéndice: Nimero Natural  »

(iv}y  Tricotomia: Dados o, Be Z, tem-se que ou ot <P ou
o=p ou P<a (aqui <P significaque <P, com

o # B).
(v) Dados «, B, ye Z, se <P entdo o+y = P+v.

(vi) Dados o, B, Y€ Z, se x <P e 0Ly, entio ay< fy.

Um inteiro a={a.D) dizse positivese o> 0 e dizsc ncgativo se
a< 0, Note que o € positivo se e somente se 4> b e negatvo se ¢
somente se b>a. Note ainda que os inteiros positivos podem ser
representados na forma o = (m,0), em que 1m = 2=, ¢ 0s negativos,

na forma o= (0,m) , emque m=b-u.

Também ¢ interessante observar que o conjunto de inleiros
nao-negativos ¢ uma “cépia” de [N, no sentido que explicitaremos a
seguir,

Seja Z"={(a 0)| ae W} o conjunto dos inteiros nao-negali-
vos. Consideramos a fungao ¢ : N — Z* definida por

ae N 0 i 0) e &

Verifica-se facilmente que ¢ £ bijetora e que ela “copia™ tam-
bém as operagdes e a ordem; mais precisamente, para todo par g,
be N, tem-se que

(i) oa+bh=0(ad+d (.
(iiy ¢(ab)y=0(a) 0 (H).
(iii} Se a< b, entio ¢ (a) < b (H).

Note que isso significa, em particular, que vale o axioma P.4 para os
inteiros nao-negativos.

Para mostrar que o conjunto Z aqui definido satisfaz todos cs
axiomas que foram admitidos no Capitulo 1, falta apenas provar que

vale o Principio da Boa Ordem.
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5212 Proposicio (Princirio pa Boa ORDEM)

Seja ACZ um conjunto njo-vazio de inteiros nio-negativos,
Entao, A contém um elemento minimo {isto é, existe um elemento

‘a € A alque a,€a,V ac A).

DEMONSTRACAO
Veja a resolucio do exercicio 8 de 5.1,

ExErcicios RESOLVIDOS

NUMEROS INTEIROS

1.2 UMA FUNDAMENTACAO AXIOMATICA

Exercicio 7. Sejam a, 2" € Z 1ais que aa’ = 1. Tomando médulos,
temosque lal ta’l = 1. Comoa# 0, devcserlal > Qe, pcla propo-
sigdo 1.2.7,1al 2 1. Analogamente, { 2’ | 2 1. Multiplicando essa 1lti-
ma igualdade portal,vemlal ta' | 2lal>0.Comolal la’l=1,
temos<ital €1.Logo,lal=1,dondea=1ona=-1.

Exercicio 10 {iv). Se a2 e 5 sio de sinais contrarios, temos, pela
regra dos sinais, que ab < 0. Como a 20 , b22 0c-ah20 , temos
a-ab+b'20.

Suponhamos que a e #sejam de mesmo sinal. Nesse caso, abz0,
Temos

(a—- b)Y =a2~2ab+b220,ab20.
Somando, vem ab*—ab + b2 2 0.

Exercicio 10 {viii). Muldplicando 0 £ &< fypor ¢ > 0, temos quc
ac < be pelo axioma A15. Se ac = be , com ¢# 0, pela propriedade
cancelativa devemos ter a4 = b, contra a hipétese. Logo, deve ser
ac < be . Analogamente, be < bd. Assim, pela propricdade transitiva e
o exercicio 4, devemos ter que ac < bd.
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1.3 O PRINCIPIO DE INDUCAQ COMPLETA

Exercicio 8 (i). Vamos proceder por indugdo em o,

Seja m >0, fixo. Temos

am_ al - 3m_ 2= 3ni+l ,

por defini¢io de 2™ .

Suponhamos a ignaldade verdadcira para 7= £, isto €,

an. a.i' = g™ -~k .

Muldplicando ambos os lados por a, temos

a”. &‘k' a= am+k_ 2= at_m -4l ,

por definicio de 2 *#)*1 | Assim,
am+(f';+l) = g™, (:’!k‘ a) =a". 3k+1

1

_ o imen

por definigiio de 2**' . Logo, 2™+ 2" = a™*" para todos m, n> 0.

Exercicio 11 (i}. Vamos supor, por absurdo, que a< b (se b< a,a

demonstracio € andloga).

Demonstraremas que 2< & implica que a” < »", para todo 2
fmpar, o que contraria a hipétese. E claro que a afirmacio é verdadei-

5 2441
ra para 2 = 1. Suponhamos cntio que a=**

Obscrvamos primeiro que, se 2> (), entio a”> 0, parawdo .
Se a<0 e né impar, entio a’<0 (prove isse por inducio). Agora,

consideramos tréscasos: ) Sas h,a<b<£0 easi< b,

Se 0 < a< b, pelo exercicio 10(vii) de 1.2, vem que 0 < 2% < b°.
Da hipotese de indu¢ao e da observacao acima, temos também quc

0 Sa?l;ﬂ < bﬁi‘+1‘

<h** ! paracerto kz0.

Logo,

Fxercicios Resofvidos

0< 32(1‘+])+| < b?fl‘ﬂ)—]

dc novo pelo exercicio 10(vii) de 1.2,

Se a£0< b, obtemos da observacao acima que

32(k+1]+l <0« b‘ZU; +]:|+1.

Sca< b0, emosque 0€-b<~a,

@ . i) <) -
Portanto, 0 € (—8) "< {—a)? ou, ainda, 0 < A%< 2°. Da observacio ¢
da hipotese de inducdo, vemn nesse caso que

Lego,

a2ﬁ'+1 < b‘.’}c+l <0,

05 =-bH* ¢ 52+ o< p? e 5,

Muliiplicando ordenadamente essas desigualdades, temos

ub‘z‘i’+1+9 24 +1-2

2 g ou a?(k+])+] < b?(ﬂ'+|)+l .

como queriamos demonstrar.

1.4 O TEOREMA DO BINOMIO

Exercicio 4 (a). Vamos praceder por indugie em o,

4o

Se =2, temos: {3] 1= [2 ] Suponhamos, entzo, que

HEANS
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C+
Somando 9 a ambos 0s membros, lemaos

2

oJ+lalela)s

S-055]

Pela Formula de Stieffel, temos

BEHE YRt

que é a formula desejada paran = k+1.

3
2

Exercicio 4 (b). Temos

12+22+...+n2—12+[2[§]4—l] +[2[g}+3] ~...+[2[if

I
e —
+
=
1l

2
9(n+l)n(ﬂ—1)+ a{n+l)  2(a+l)n(n-1}+3(n+1) _
o 3.2 2 3.2
_ A+ (2n-2+33 ala+1){2a+1}
= 5 =

6

Excrcicio 7. Temos

14

_ . M0
_ Z [1;1] (4‘\,)14—; (_5},)11 z

4 . . .
(4 _\,__5‘!,)4 [ ; ] 414—: 5 xl‘t—a (—}’]’.
=01

i=0

Assim, os coeficientes numéricos sao

4 0 [i] -
j]él 13 A

0,1,..,14 .
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Basta, portanto, determinar para que valor de 7o termo

A = [14] [EJ € maximo .
L 4
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Pelo exercicio 1, o maior coeficiente binomial & []?4] » seguido
‘ [14J _ {14}
por | o 6

Por outro lado, da desigualdade 5iqi-15 51147 (verifique!), temos

T i-1

[%J > [g} izl
Portanto,

14 14 5% 7 .

61 <|7]¢ [Z] > [Z} implicam A, < 4, .

Agora, vamos comparar A4

W /19,--., A
emos

jgcom A Para iz 8,

G- GIET - G- 1)
214.(11?;23?”[2]5_ 14-15...8 [Tir

14-13..(i+1) {g"""’_ () (i=1...8)
T (14-0 4; 7-6..(14~+1) | -

A,~A

Como os dois primeiros termos do produto sio positivos, vamos verifi-
car para que valores de 7o Qltimo termo é positivo, Para 7= 8, temos

8 35-32 )
-5 = o >0;]0g0,A&>;’17.

]
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Comparemos, entio, A:, comd, , ;iz9:

A-Ag=A -A ~(4,-A) =

r

714-13..9 3
6!

3 2o (- smes G

I\D|

_[§]714-13...(:‘+1) {5]’:? iG-D.8  i(-1).97 3}
a4t (4) 76.04-i+1) 765 (14-ik]) 28]

[g]? 14.13...(-1) {[5]": :'(1’—1)...9{—8—7-3/28]
L4l 14— |4 7.6..(14-i-1) |~

_[g}? 14.18...(F =1} [5Jf—:;‘(i-1}...9(—35/4)]
(14=0)! 4 7-6...(14-i+1) |’

"4

Basta, entao, analisar o dluimo fator. Para /1 = 9, tem-se

=35 _ 25-238 |
3 5 -

[5]°~’+ 9 -85 25-2.35
4l "6

Logo, 4,-A;<0eA <A, . Parai=10, wm-se

9
YT E:
Il )

g 3 109 -2
4 43

= +
4 765

Logo, _410—AB<OCA10<A8 .

Procedendo-se dessa maneira para f = 11, 12, 13, 14, obtém-se
que o coeficiente numérico de maior valor absoluto € A .

DIVISIBILIDADE

2.1  ALGORITMO DA DIVISAO

Exercicio 3 (ii). Scja a intwciro. Podemos escrever 2 =3¢ + r, com
0 < r < 3. Elevando 20 quadrado, vem quc 2% =9g” + 6gr + r¥.

Se r=10, wmos que al= gge ¢ da forma 3%. Se r=1, entao
a2=9¢°+6g+ 1édaformadk+].Ser=2 entioa?=95"+12¢+ 4=
=94%+12¢+ 3+ | é também da forma Sk +1 .

Exercicio 4 (i). Sejam a, 2+ 1, 2+ 2 ués inteiros consecutivos. Divi-
dindo 2 por 3, temos quc & = 3g+r,com 0= r<3 . Ser =0, entin
3la.Ser=1,cntaio31(a+2),eser=2,entdo31{a=1).Em todos
o0s casos, o preduro é mualdplo de 3,

Exercicio 4 (ii). Sejam #, 2+ 1, ... ,a+ ( #—1} & inleiros consecu-
tivos, Dividindo apor n, temoes 2 =ag+r, com 02 r< n. Entio,
divide o fator 2+ (n1—r) = Bg+ r+ia— r ; conseqlhentemente, divide
também o produto dos i fatores.
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Exercicio 5. Proccdemos primeiro a prova dircta. Dividindo 12 por 6,

1emos
n=6g +r ,com0sr<b .

Logo, n ( i+ 1y (2nr+1)=(bg+ r) (6g+r+ 1) (2{6g+r) +1).
Descnvolvendo o segundo membro, a tinica parcela na qual nao com-
parece 6g ¢ o produto 7 (r+1) (2r+1),que denotaremos por K.

Ser=0,éclaroquc616q(6q+1} {2(6q)+1).Scr:l,
entio R =6, logo, 61 (6g+1) (6g+2) {2(ﬁq+1)+1).Analoga-
mente, para r = 2 3, 4 ou 3, sempre se obtém um miltiplo de 6.

Passemos a prova por inducgdo. Para n = 0, o vesultado ¢
6bvio. Suponhamos entéo o resultado valido para 2 = £, isto & que
6l1L(k+1) (2k+1)‘Paran=k+1,temos

(k+1)(k+l+1)(2(k+])+l)=

= k{k+1+1) (2(hk+1}+1) + (k+2)(2k+3) =

-k (k+1)(2&+3) + ke 1-(2k+3) + (k+2) (24+3) =
k(k+1){(2k+1) + E(k+1)-2 + k(2k+3) + (k+2}(2k+3) =
k{&+]D) (2k+1) + Fk+1)-2 + (2k+3)(2£’+2] =
k (k+1)(2k+1) + 2(k+1)(3k+3) .

i

Como612(k+1)3 (k+1),a afirmacio estd demonstrada para

nz0.5 n=—m,comm?> {, basta proceder por inducio em 7.

Exercicio 12 (i). Vamos proceder pot inducio em n.S¢c 1= 1.2

afirmacioc é imediata. .
Suponhamos, cnido, gue 71 (23" -1) ,par‘ak > 1, e considerc-

mos o inteiro CEACL I I

Tem-s¢e

g3y 293 991 =27 8-1=2% (7+1)-1 =% 742~ 1L
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Pela hipétese de indugio, vem que 71 (2 3% _1). Gomo ainda 712%. 7,
segue-se que 7 divide a soma, isto €, 7 | ( 93kl _ 1y,

Exercicio 14 (ii). Temos

1.2.8.4 = 24 = 5°-1,
9.5.4.5 =120 =112-1.

Assim, é razodvel entar provar que
(n-1)n(a+l) (n+2) = ((a=1) (n=2)+1)*-1.
Partindo do segundo membro, tem-se que

((=1) (+2)+1)2 =1 = (-1} (n+2)+2) ({2=-1) (2-2)+1-1) =
= (n—l)(n—?)(ﬂz—ﬂ) = (m=1yn(n+1){n+2) .

Exercicio 15 (i). Da hipétese, a é da forma # = 24 + 1 . Portanto,
a(aZ-1) = (2k+1) (447+2k) = 4k(2k+1)(k+1) . Do exercicio 5,
vem que 6 1 k (k+1) (2441}, logo, 24 1 44 (k+1)(24+1) .

Exercicio 15 (iv}. Temos 360 = 23.32.5,¢
22(a2-1)(a%—-4) = (a-2) (a-Dy aa(ar1) (a+2) .
Temos ai cinco inteiros consecutivos. Pelo exercicio 4{ii}, um deles €

miltplo de 5. Suponhamos, por excmplo, que 4—1 seja multiplo de 5
(nos outros casos, 2 demonstragao € analoga). Scgue-se que

(&—2)(3-1)33(3~'—1)(a+2) =
= (5k-1) 5k (3k+-1)* (54k+2)(5k+3) .

Se 5k +2 ¢ impar, pela parte (1} vem que 24 1( 5k+ 1) (5k+2)
(5%+3) . Mostraremos agora gue 3] (5k-1Y k{5k+1).5¢ja, entio,
k=3g+r,comr= 0, lou?2.
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S¢ r =0, nio ha nada a demonstrar, Se r = ] , €ntio
36+1=5(3g+1)+1=15¢+6,dondc 3| (5k+1).

Se r=2, analogamcnte mostra-se que 3l {(3k-1).

Portanto, de 31 (5k—1} 4 (54k+1) e 24| (5k+1) (5k+2) (54+3),
concluimos que 3-5- 241 (5k—1) 5k (5&+1)2 (55 +2) (54 +3) .

Suponhamos agora que (5% - 2) € par. Entio, £ ¢ par e
k(5k+1) (54+2) é miltiplo de 24 (verifique!). Observando agora
que (3k-1),(5k+1) e (54+3) sdo inteiros da forma x, x+2 ¢
X+ 4, vem pelo exercicio 10 que um deles é muliiplo de 8 . De
24V (5k+ 1) (5Ak+2)e31(54-1) (34+1) (5&+3),vem que
8:5-241(5k-1)bk(5k+1)%(5k+2)(5k+5) .

2.2 NUMERACAO

Exercicio 4, Temos

L n'
m' =, & + .+ 8 b+ So

m=r, his + r, b+ ry,com >,

Para mostrar que m < m’, seri suficiente provar que m < b* -
Jaque "< m’  Mas

m=ro+rb+..+r b <(b=1)+ (b=1) b+..+(b-1) b" =

= b+ b? -+ bu+l —1-b— . — b = bn+l —1 < pnl

O critério paracomparar me ', no casode termosn = n' , é o
seguinte: se ros,, enlao m < m' . De novo, sera suficiente mostrar

que m< s b". Mas

m=r +r bt .+ r, bPs (b-1y+ (b= b +..+
+(b__1}bn—l +1_"er= b- b2+...+ pa-ly b7y

~r, BT 1—b-..-p" = (r, +1)67-1< 5, H"-1 <s b".

Exercicios Resohidos  »

Exercicio 5 (ii). Podemos escrever as poténcias de 10 na forma

k

RAERE

k
105 = (0+1)% = 9% 4 [1] of-l 4. - [
Assim, para todo £2 1, vem que 10%= M+ 1, em que M émahiplo
de 9. Substituindo em &, vem

B=r 10%°+r 10" 4. +r 10+r =
n =1 | {h

=(r M +r M+t M)+ et )

Como 31 (r M +r M |~ .+r M) vemque3lb see

somentese 31 (r, =1,  +.x 1 +1).

Analogamente se prova (iv).

Exercicio 9 (i). Basta observar que, se x = bg+ r,com r= 0,1,2,8
ou 4, entio x2=25¢% + 10gr+ r2=5(5¢4% +2¢r) + r% com =0, 1,
4, 9 ou 16 respectivamente. Em qualquer caso, € ficil ver que o resto
da divisio de x* por 5¢ 0,1 ou 4.

Exercicio 9 (ii). Como 3k terminaem 0 ou 5, entdo 54 + 1 deve termi-
nar em 1 ou 6, ¢ 54— 1 deve terminar em 9 ou 4 .

Excrcicio 9 (iii). Sejam 2, b, ¢ tais que a* = b2+ * . E facil ver que
a, b, ¢ ndo podem ser todos impares, ja que o quadrado de um niune-
ro impar € impar, € a soma ou diferenca de dois impares & par. ]

Vamos agora demonstrar que cntre eles hd um multplo de 5. E
claro que podemos supor que 5 nio divide 2. Entio, 2° termina em
1,4, 6 ou9. A seguir, cstio todas as combinagoes possivels dos alumos
algarismos de b* e 2, supondo que b nao divide b ¢ 5 nao divide c. E
facil ver que, nesscs casos, a equacao a® = b* + ¢* nunca é verdadeira.

208
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a? 52 2
2 1 1
: i L 4
7 1 6
0 1 9
0 4 6
3 4 o)
5 6 9
8 9 g

Exercicio 12. Temos: 31{a+ b) e 31 (a+ b+ 2x) . Portanto, 31 2x.
Como ) € x£9, & ficil ver quc 3l x, Assim, x =0, 3, 60u 9. Ainda,
x € o dltime algarismo de um quadrado perfeita. Pelo exercicio 9(ii),
vem que x = 0, 6 ou 9 . Na tzbela abaixo, damos os valores corres
pondentes de b:

X b
0 0
6 4
6 6
4 k3
9 7

Sc x=00u® cntio, como 91 2x ¢ 9l (a+ b+ 2x), vem que
9l(a+h) . Assim,a - b =9 ou 18{jiqueas 9, b <9). Portanto.

as possibilidades sao
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x=0,b=0,a=9 oun=90,
x=0,h=4, =5 0uua-=54,
x=9 bh=3, 2=6, ouan =403,

x=9 6="a=2,oun=27,

Fazendo os calculos, vemos que apenas 17 = 63 satistaz as condicdes do

problema.
Sex=6,entdiob=4oubea+ b =6,9,12,15 ou 18. De qual-
quer forma, 2| 7, portanto 4| n? ., Dai, pode-se concluir que 4 | {ax) |,

(prove!). Entdo, a = 1,3,5,70u9.
Reunindo essas informagdes com os valores possiveis de 2+&,

as Unicas possibilidades sdo

b=4,a=5, 0un=>54,
b=6G,a=3 oun=36,
b=6,a=90oun=96.

Qs cilculos mostram que nenhum desses numeros conduz a wna

solucio.

Exercicio 14. Consideremos primeiro alguns casos particulares. Um
objeto de 4g pode ser pesado colocando no outro prate da balanca os
pesos de 1g ¢ 3g: 4 =3+1. Um objcto de bg pode ser pesado colo-
cando-se num dos pratos o objeto ¢ os pesos de 3g e 1g e, no outro
prato, o peso de Yg : 5 =9-3-1.Analogamente, 6=9-3,7=9-3+
1,8 =9 -1 etc. Basta, porianto, provar que, s¢ 2 = 121, & pode scr
escrito como soma dos inteiros: 1, £3, 5, £27, £81 , sendo que
cada inteiro comparece na soma no MAximo uma vez.

Pelo exercicic 9 de 2.1 | dado um inteiro 2 >0, cxistem g ¢ I',
fmicos, tais que n=3g+ r,comr=-1,0oul.

Usande o mesmo argumente do icoremna 6.1, podemos provar

que a pode ser escrito de modo iinico na forma
a=r 3"¢r 3" 4+ 840,
1 n-t ] i

com =0, ro# dc-1x r <1, para cada ndice 7, 0£/€<n .,
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ider: : Ay ? g3 .

Considerando-se apenas as poténcias 1, 3, 37, 37, 3%, o maior
inteiro que obtemosé 1+ 8 +%%+ 3%+ 34 191 . Com esta observacao,
o cxercicio esti completo,

2.3 IDEAIS FE MAXIMO DIVISOR COMUM

Exercicio 2 (i). Seja 7 = ([p€Z ) 3 x> 0 1al que 64 | n*). Dados
e Ze ne l, temos quc existe x tal quc 64 | 27, logo, 64 | a* n¥e
64 1 (on)™; isto ¢, onel. Scjam agora n, #'€ 1, tais que 64 | 2~
€641 (n'y" . Entdo, 641 (n+ n')**Y. De fato, chamando £ = x+ty,
pelo Teorema do Bindmio temos

(n+mYr=nks {ﬂ nlp g - [f] Y v ()R

Selosse k—Jj< x ef<y,paraalgum J, teiamos k = (k—i) - f< x+ 7,
um absurdo. Assim, ou k- i2xou 72y, para todo / verificando
0 <7< k. No primeiro caso, 84 | 2°~ ¢, no segundo, 64 | (17)7. As-
sim, como 64 divide cada parcela da soma acima, 64 divide
{nn+n') . Partanto, n+n'e Fe J ¢ um ideal,

$6 fizemos a demonstragio acima para mostrar como ¢ possivel
provar diretanicnte que I é um ideal. Na verdade, ela ¢ desnecessiria.
Note que 621 2" para algum xse ¢ somente se 2 | 1 { ja que 64 = 25).
Assim, { nada mais ¢ do que o conjunto dos inteiros pares, logo, um
ideal. Essc argumento mostra ainda que o inteiro nas condicdes do
teorema 2.3.2 ¢ 2,

Exercicio 7. Sejama=ad , b= b, d. Pela proposicdo 2.3.6 (ii), vem
que mdc (a,, b)) =1. Seja ainda c= ¢, a . Substituindo o valor de a
acima nesta igualdade, vem que

Exercicios Resofvidos  *

De &l ¢, vem »‘.')1 el €, 4 d e, cancelando, temos bll coa.
Como mdc (b, ,a,) =1, pclo Teorema de Euclides vem que b, | ¢,
isto &, ¢, = b, &. Substiiindo na expressao de ¢ acima, segue-se que

b
C= b1 2, dk , Lembrando que bl =27 d = a, tem-se

=2 istoe, e
d

Exercicio 9 (i). Provaremos primeiro que, sc x1 (2t £}, cntac mdc
(x,b) = 1. De faw, seja pum inteiro positivo ral que vl xe pl 2. Como
x| {ax b),temosque yl{at b) eyl b,logo, yl a . Portanto, 3 divide
mde (a,6)=1,donde y=1,

Seja agora x um inteiro positivo tal que x| (atb) e x| ab.
Conforme o que vimos acima, mdc (x,0} =1 . Pelo Teorema de
Euclides, vem que x1a . Como x| (at b) , temos que x| &, logo x
divide mdc (2,h) =1 ,donde x=1.

Exercicio 9 (iv). Observamos primciro que, como cm 9{i), se
xWa+b) ,entaomde(x. b}y =1.

Seja entio x>0l que x| (a+ b) e x| ( a’—ab+ b°) . Entdo,
xl{a+h)?,istoé x| (a%+ 2ab+ b)Y e x| (a®-ab-b*) . Fazendoa
diferenca, vem que x | 3ab . Como mdc(x,b) =1, do Teorema de
Euclides tlemos que x| 32 . Agora, dividimos a resolugdo em duas par-
tes, conforme o mdc(x,3) scja 1 ou 3 (notc que essas sao as duas
unicas possibilidades!) .

Seja mdc(x,3) = 1. Dc novo, pelo Teorema de Euclides, vem
que x| a e, como tinhamos que x| (a+ b)), scguese que x 1 B,
portanto x| 1, e, nessc caso, mdela+ b, —ab+ btz) =1.

Seja agora mdc(x,3) = 3. Entio, x é da forma 3k . Como
x13a,temos que 3k!13a, isto é,kl 2 . Coma xl & , temos també&m que
k1 b, logo, £=1.Provamos assim que os tnicos divisores positivos
comuns de 2+ b e a>=ab + b?sio 1 e 3. Logo.

mde (a+ b, 2" —ab+ b*) =3,

20

-
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Tomando 2a=2,b=3 e a=1, b= 2, vemos que ambas as
respostas podem efetivamente ocorrer.

Exercicio 11 (iii). Vamos provar que D {ac, b) =D (c, b} .Seguird
entic que os clemenlos maximos desses conjuntos coincidem e, por-
tanto, que mdciac, ) = mde(c, b) .

Sexlece xl h vemque xlac e x| b, 0que prova ainclusao
Die,b)cDtac,h) .

Seja agora x um inteiro tal que x| 2¢ e x| b. Comeo
mdcela, by =1, doexercicio 5(1) vem que mdc{x,a} = 1. Pelo Teorema
de Euclides, segue-se de x1 ac que x) ¢ . Como ji tinhamos que x1b,
fica demonstrada a outra inclusao.

Exercicio 13. Da hipétese, temos que a=2&ke b =24, cm que ke A
impares (se, por exemplo, & fosse par, terifamos que mdc (a,4) =4) .
Entio, a+b=2(k+h} ¢ k+h € par. Assim, 4 | (a+b), portanto, mdc
{a+b, =4,

Exercicio 15 (i). Basta notar que também podemos escrever « na
forma

d=m+sh=ratsh+ab—ab=0+bYa+ (s—a)b .

Exercicio 15 (ii}). Primciro observamos que cxistem inteiros i, s tais
que ¢ =1+ sh se esomente se ¢c€f={xatybix, yeZ}. Ora,
conforme a demonstragiao do Teorema de Bézout 2,3.4 | tem-sc que
F=d Z,com d =mdc {a,b). Assim, cé da forma c=ra+ sb see

somente se ¢ € miiltiplo de d.

Exercicio 15 (iii). Dividindo a igualdade d = ra+ sb pord,vem que

1=r 3 + 5 g, - Pclo exercicio 4(ii), temos que mde(r,s) =1,

Exercicios Resolvidos

Excrcicio 16 (i). Suponthamos que mdc(a, b) = 1. Do exercicio 5{ii},
vem que mdf(a?, b} =1 e, repctindo v argumento, podemos con-
cluir que mdc{a”, b} =1, para todo n21 . Agora, basta repetir o
raciocinio com a” fixo e poténcias de b,

Suponhamos agoraque mdc(a”, b"} = 1 esejad= mdcia, by .
Como d| a2, temos que d | 2”. Da mesma forma vem que d1 57, logo
dl mdec(z™, b)), dondec d=1 .

Exercicio 16 {ii). Se 2l b , ¢ imediato que a”| 4", paratodo n>1.
Suponhamos agora que 2" | 5", e sejam d=mdc(a,b), a=a d,
b=b, d. Endo,de 2”1 b"vem que a{d”! b’ d". Cancelande 47,
temos a1 b7 . Portanto, mdc(a’, b7) =12 1". Por outro lado, da
parte (i) temos que mde(a’], b’{) =1.Assim, | 31I" =1,ist0é,a,l1,

Portanto, a2, =1 e a=a]d=i'd;logo,alb.

1

2.4 O ALGORITMO DE EUCLIDES

Exercicio 2. Demonstraremos apenas que, se mdc (a, b}y = 4, entao
mdc (ac, bo) = d'lc|. A segunda parte da proposicio segue de forma
andloga. Multiplicando as divisdes sucessivas da pagina 72 por lc |,

temos
alci=bglcl+rlcl, 0<rlel<lbel,

blcl=r g, lcl+rlcl,0srlci<rlcl,

- - < a ¢l
r, Glel=r, g lelvr lel, 02 Tel<r el

-1
o l¢cl= ronlI cl .

Comoo mdec de 2lcl e bicl deve ser o ultimo resio nio-nulo

temas quc

mde (alcl,blcl)=r Icl=dicl.

209
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2.5 MINIMO MULTIPLO COMUM

Exercicio 3 (i). Sejam a, b inteiros positivos tais que b =9 900 ¢
.mmcl(a,b) =330. Pelo teorema 2.5.4, sabemos que mdc{a b)-

mmc{a,b) = ab,logo, temos que

9 900

d=mdcia, b) =
330

= 30
Sejam 2=a, d e b=b d.

Entao,

2, =1, b =11 ouviceversa,dondc 2=1-30=30¢ & = 11-30 = 350.

Exercicio 3 (ii). Sejam 4, finteiros positivos, d= mdc(a, b) , 2= ad,
b= bl . Pela observacio no fim de 2.5, temos

mmc{a, b)Y ab

== = =240 =9%. 5.
de (2. B) ~ d* 7, b, =240=2%.3.5,

a-b=dla +b)=7-83 .

Obviamente, o podc assumir os valores 1, 7, 83 ¢ 7-83, cada um
deles conduzindo a um par de equagécs:

{a) Scd=1,eniio a,+b, =7-83=581, e temos o sistema:

a, bl =240 ,
a|+bl=581.

by Sed=7, em=se

albl =240 ,
3|+bl=83.

Exercicios Resohidos » 21

(¢} Sed=283,tem-se

a, b, =240,
a]+b|=7‘

(d}  Se d="7-83, tercmos que a,+ bl =1 ¢, portanto, on
a, = 0 ou b1 =0, um absurdo, jique ae b sao nao-

nulos.

Resolvendo, vemos que apenas = 7 conduz a solugdcs intei-
ras, Tem-se 2, = 80, b] =3 ¢, portanto, a =560, b =21

Exercicio 5 (i). Sejam ¢ = mdc(a,h) =mmc(a,b), a=2d,
b=b d.Pela observacio do fim de 2.5, temos:
F a b d*
mmeia, b) = -% = i(}— =a b d.
Comommec(a, b) =d, temosqued = 2, &, d.Cancelando, te-
mos que 2 b1=1,is[0é}|3ll=lbll =1.Assim,|a|=la]dl=ldl=
=1b dl=151.Areciproca ¢ imediala.

Exercicio 5 (ii). Seja d = mdc{a, b). Enudo, mdec(ka, kb) = Lkl &

€ 1emaos

k*ab ab

mmc(ka, kb) = =1kl = = klmmela, by .
[ &led d

Exercicio 5 (iii). Basta imitar a demonstracio acima.

Excrcicio 6. Sejam o = mdc(a, b) ¢ m =mme(a, b) . Observamos
primeiro que o conjunto $= (b, 24,...,2bt é constwido de multi-
plos de b. Assim, um elemento de § & multplo de 2 se e somente s¢
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também € multiplo de mmc(a, b) = m. Escrevendo m na forma
2 L . -
m =7 . vem que os multiplos de m conddos em §sio:

= a

2,228, . d%5p .
d d d

Assiim, existem mﬁltiplos de 2 contidosem §.

2.6 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Exercicio 10. Observamos primeiro que 24 1 { p? - g*) se e somente
s¢2*-31(p+q) (p-g).Como mdc (2%,8) =1, basta provar que
21 (p+g)(p-g) e 31 (p+q) (p-q).

Como p € ¢ sio impares, p+ g ¢ p-g sao pares, isto é,
P+q =21 p-g =25, c falta apenas provar que ou / ou s é par.
Somando, tcmos

2p=2(i+s),istoé, p=1f+s.

Assim, /e snao podem ser ambos impares, caso contririo p seria par.
Logo 2’1 (p+g) (p-gq).

Para mostrar que 31 ( p*~ g%) , observamos que p € ¢ sio da
formap=3g+r,¢g=3¢"+1r",com0O<r,r’ £2. Em qualquer caso,
é ficil ver que p” e g” sio da forma

p2=3k+1,q2=3k’+l.

Portanto, 31 (pg—qg) .

Exercicio 11 (a). Observamos primeiro que & s¢ escreve na forma
n=hik comlech, £<n-1.A menos que 2 seja da forma n =p2,
com p primo, podemos supor fi# 4. Entdo, # ¢ & sio fatores de
(n=01)!  jaque h, k<n-1.

Fxercicios Resolvidos
Resla, entio, demonstrar que | (77=1)! quando n & da forma
p?, com p primo. Como >4, deve ser p > 2, logo, 2p < p’Listo &,
2p < p?=1, donde se conclui que p e 2p séo fatores que compare-
cem em {p2-1)!, Logo, p*1 (p*-1)!.
Exercicio 11 (b). Escrevemos 87 + 1 na forma
87+1=2%"+1=(27)°+1,
Usando a fatoragio (X ¥ +1) = (X+1) (X?=X+1) ,vem
8741=(27+41) (277-2"+1),
e & ficil ver que nenhum desses fatores pode seriguala 1.
Excrcicio 11 {c). Suponhamos por absurdo que n possa ser escrito na
forma 21 = bk, com 1< h, k<n.Entio, 27-1=2%_-1= (2MyF_1,
Agora, € s6 usar a fatoragio

XX 1= (X-D (X '+ X5 e X1

com X=22,

Excrcicio 11 {d). Basta observar que
nted=(n2+2)2 -4 = ((n2+2)=2n) ((n*+2)+2n),

¢ que nenhurn desses fatores pode scriguala 1.

Exercicio 11 (e). Suponhamos primeiro que 1 é composio, ¢ seja p
o menor primo positive que divide 1. Entio, 77 = 2p +{n-2p) eres
ta apenas provar que 17— 2p ¢ composto. Como pl (n-2p) , se n— 2p
nio é composto, deve ser igual a p. Assim, 1-2p = p,isto ¢, 1= 3p.




214

* Niumeros: Uma fmiroducao G Matemitica

Portanto, como p ¢ o menor primo positivo que divide #, deve ser
p=20up=3 e conseqicntemente, n=6 ou z=9, o que nio é
possivel, pois 1> 11 .

Suponhamos agora que n seja primo. Escrevemos, entio,

Ta=9+(n-9).Como nn é impar, i1 -9 é divisivel por2eniocé 2,

caso contrdrio 2 seria igual a 11; logo, #-9 tamhém é composto.

Exercicio 11 (g). Observamos primeiro que, se 2 é primo, ou p = 3
ou p édaforma 345+ 1 ou p ¢ daforma 34+ 2. Além disso, é facil
ver quc o produto de primos da forma 3£ + 1 € um inteiro da forma
34 -1.Como 3 nao divide (32 + 2) , s¢ todo fator primo de 31 - 2
fosse da forma 84 + 1, também 3n + 2 seria da forma 3/- 1, um
absurdo.

Exercicio 13, Temos (14)%1100! se e'somente se 2%! 100! e 7%
100! . Como 2 <7, o nlimero de vezes que 7 comparece como fator de
100! é menor gue o nimero de vezes que 2 comparece. Assim, basta
determinar qual a poténcia maxima de 7 que divide 1001,

Temos 71 100! se ¢ somente se 71 x , x< 100, Os valores
possiveis para x sdo entao: 7,14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84,
9], 98. Os niimeros 49 =77 e 98 =1.14 =7.7.2 , © Apenas esses,
contribuem com dois fatores iguais a 7 . Assim, a maior poténcia de 14
que divide 1001 € 16

2.7 A DISTRIBUICAO DOS PRIMOS

Exercicio 3. Dado um primo, ouele é 2 onédaforma 42+1 oué
da tforma 4n+ 3. Seja

S={dn+1lneZ).

Ente, & ficil ver que § é fechado em relagio 4 multiplicagio.

Exercicios Resohidos *

Suponhamos agora por absurdo que exista apenas um namero
finito de primos positivos da forma 4a+3, e sejamelesp, = 3. p, ..., p.
Consideremos ¢ nimero

N=4p,..p,) +3

e vamos ver €omo sio os primos que dividem N. Sc 31N, vem que
514 (p, py - p,) e, comamdc(3, 4) =1,segueseque3lp, p, ... p |
um absurdo, pois nenhum desses primos € 3 . Se algum dos p, divide
N,vem que p, | 5, também um absyrdo.

Assim, todo primo que divide N é da forma 42+ 1. Como §¢
fechado em relagio & multiplicacao, Ndevia serdaformadn+ 1, uma

contradicao.

Exercicio b. Provaremos que todos os fatores proprios de m sao pa-
res. Decorrera, entio, que m € uma poténcia de 2.
Suponhamos por absurdo que m = bk .1 <k<m,com kiin-

par. Da fatoracio
Xl =(X+1) (X*¥ x4y —X+1}),
¥yem
2 T= (20 1= (2F 41y (2PN ogn oD gk,

Como 2%+ 1 & fmpar, vem que ou 27+ 1 =1 (um absurdo, pois
2741513 ou 27+1=2% -], No segundo caso, temos

2;‘13’ _af 2bi—f1 =1 2&(&—1} =1.
Logo, #{4-1) =0, portanto, £ =1, um absurdo.
Exercicio 7 (i}. Suponhamos por abswrdo que exista um primo p tal

que pl n, e pla,. Entao, como plnl S, B dr Ve quc

p 11, um absurdo.

215
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Exercicio 7 (ii). E wivial, pois os primos que aparecem na decom-
posi¢io de g, sio diferentes dos que aparecem na decomposigao de

H] f ﬂg,..., ﬂk-l'

Exercicio 8 (i). Seguc trivialmente das definicbesde 4 e B .

Exercicio 8 (ii). O inteiro A + B, como todo inteiro maior quc 1, tem
um divisor primo p. Se p = P; s paraalgum 7, entio p divide A ou
B . Como também divide a soma, P divide ambos os ntiimeros, o que
contradiz a parte (i) .

Exercicio 8 (iii). Se o conjunto dos primos fosse finito, digamos
{Pr sPyrs P I, & construcio acima permitiria exibir um outro pri-
mao quc nao pertence ao conjunto, uma contradicao.

Exercicio 10. Suponhamos por absurdo que

PPy p,t1= x*, comxe Z.
Entio,
p]pg..,pn:.x’2-1= (x+1) (x=1).
Como x ¢ impar (por qué?), vem que x+ 1 e x~ 1 sio ambos pares.

Logo,4!p, p, ... p, . 0 que é absurdo, pois o primo P, = 2 compare-

e uma Gnica vez no produto p, p, ... P,

Exercicio 11 (i). Basta aplicar a férmula da pagina 88.

Exercicio 11 (ii). Temoss(n) —n=n,

s(2%l.m)=2.2%) . o9ty

Exercicios Resohidos » 217

Pela parte (i} vems (28t m) = $(2% ")y s(m) . Calculando, temos
s(2F N = 24_1 . Levando esses clados i primeira equagdo, vem

(2% _1)ys{m)=2%m .
Isto é, (2%=1)12% m . Como mdc(2%-1,2%)=1, vem que
(25~ yIm .
Exercicio 11 (iii). Da parte anterior, temos

s(2%Ys(m)y=2"m,

S{ﬂ])= ZQ*H?’.

. . 3 11 o .
Ainda, (2"‘ -1)m'=m, s, 2% = P + 1. Substituindo, vem

s(m)= [%-‘-l] m=m+m .

# ' 1 Se que
Exercicio 11 (iv). Temos m = (2"-1}m’. Obviamenie, tem 5(; qtl
' ' osl+m+m £s(m)=m
1 m,mlm, m | m. Assim, se I ¢l,ti‘m n s -
+ m’,um absurdo. Logo,m’ = 1,m=2%1c¢ m é&priuno, jaque

apenas dois divisores, 1 ¢z .

Exercicio 12. Suponhamos primeire que todo primo que divide m
também divide & . Mostraremos que todo elemento da fDl'll'l?t pa+ b,
em que p € um primo que nde divide : é relauvama?tc primo com
m (note que hi infinitas escolhas possiveis para esse pnmo p ).

De fato, s¢ g for um divisor primo comum a m € pa +_ b, po;‘)
ser divisor de m & divisor também de b Mas gl (pa + &), .q‘l
implica g | pa. Como g # p . segue-se quc g | 2, uma contradigac,

pois mdc(m,a) =1.
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Suponhamos, agora, gue existam primos que dividem m e nao
dividem b . Seja m | o produto desses primos. Nesse caso, mostrare-
mos que mdc (m'{a=-b, m)=1,paraqualquer n>1.

Com efcito, seja g um divisor comum. Sc¢ g | w7, segue-se fa-
cilmente que ¢ | &, conwa a escolha dos primos de m, . Se ¢ nao
divide m |, como ¢ € um dos primos que dividem m , cntdo ¢ ¢ um
dos divisores de . Logo, Al m’{ a.Masmdc(g, m]) =1,logo, gla,
uma contradigao.

Exercicio 13. Basta observar que, se p ¢ um primo positivo tal que
p>ac pniodivide ( h—a) enthoa+ (p—z) e b+ ( p—a) siorela-
tivamente primos. Como existem infinitos primos nessas condigoes, o
problema esté resolvido.

CONGRUENCIAS

3.1 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Excrcicio 3. Sejam x, y € Z tais que x1+ 4% = k. Somando c sub-
traindo 4):2}'2, vem
0, Y g W o o
Aardpts (@D 4Tyt -dxT =
= (x+2pN)2—4xTyt=

o
= (X:) + 2}'3 + 2xp) (x% + 2y —2xy) = k.

Trabalhando com tx| e 1 ¢! emlugarde x ¢ 7. podcmos

supor x e ¥ positivos. Como £ & um primo posiuve, vem

(a) a7+ 2p% 4 2xy = &,

(b) x2+2y7—2xp =1,
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2

o o
Somando, vem 2x° + 4§~ = £+ 1. Fazendo x° = 2, y==w, podemos

resolver a equacgio diofantina

2z +dw=4k+1 .

L)

Como mde({2,4} =2, a equacic lem solugio sc & for impar. Resol-
vendo pele método usual, tem-se

Somando, vem: x° + y* = ~2¢ . Vamos abter agora o valor de 2xy:
(x—y)%=x"+y2-2xp=-2r-2xyp, logo, 2xy = -2t- (x— y)*.

Substituindo em (b) , vem
eyt = 2xpr P20 A+ (x-y)24yi=1,
ou(x—p)*+pi=1,

Portanto,

x~y=0, r=1 ou x—-r=1, p=0.

Isto é, x=yp=1 o0 x=1, ¥=0.Substitnindo na cquagio inicial, ¢ fi-
cil ver que a segunda possibilidade conduz a £ =1 — um absurdo — e
a primcira possibilidade conduza & = 5, como querfamos demonsurar.
Reciprocamente, suponhamos que £ =5 . 8e l pl1>1,
x*+4y?> 5, uma contradigao. Asssim, devemos ter | pl=0oul yl=1.
A primeira possibilidade conduz a x*= 5, um absurdo, ¢ a segunda
conduzal x1=1._ Assim, as solugdes sio: x=%1, p=*1.

Exercicio 9. Scjam x o nfimero de reais, yyo nimero de centavos rece-
bidos no hanco. Equacionando os dados, temos

100x + y - 68 =2(100p+ x)

Exercicios Resolvidos  * 227

o que conduz i equacic diofantina
9Bx-199p =6 .
Resolvendo, temos

X =-67.68-199¢,
y =~33-68—98¢

A quantia eriginal do cheque era

100y + x =100(-33) (68) - 9800 67 - 68-199¢ =
=68 {-3367)-9999¢,

¢ devemos determinar o valor de ¢ 1al que 100y + x seja positivo ¢
minimeo. Calculando, vem

-9999: > 68-3 367 ,

ou
(< -68 . 3 367 ,
9 909
ou ainda,
f<~=22.

Tomando ¢=-23, vem 100y + x =1 021 . Portanto, o menor vilor
possivel com o qual o cheque foi preenchide é R§ 10,21 .

3.2 CONGRUENCIAS

Exercicie 4. Queremos maostrar que m ¢ livre de quadrados (veja o
cxercicio 16 de 2.6} . Suponhamos, por absurdo, gue exista um primo

" o . -
p wlque p~ I m . Podemos escrever m na forma m = p “m' . Entio, o
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inleiro x = pm’ € solugao du congruéncia X%=0{mod m) ¢ nio é
solucao de X'=0 (mod m), contra a hipdtese.

Reciprocamente, seja 7 um inteiro livre de quadrados, e scja x
um inteiro tal que x*=0 (mod m). Queremos demonstrar que
x=0 (mod m}) , Peloexercicio 16de 2.6, médaformam=p p, .. p,,
em que os p, sio primos disdntos, | £ 7< (. De x?=0 (mod m), vem
PPy P x%, e dal é ficil concluir que plx, plx.plx
Como os p; sao primos distintos, vem que p, p, ... p, | x, isto €,
x=0(mod m).

Exercicto 7 (iii). Dado um inteiro x, temos quex=0,1,20u 3 (mod 4)
cx’=0,1,0 ou 3 (mod 4} , Tespectivamente,

Assim, nasomal® - 2% -+ 100%, devemos levar em conta ape-
nas os numeros impares. Desses, os da forma x = 4k - | sao tais que
x%=1 (mod 4}, ¢ os da forma x = 44 + 3 siio tais que x7=3 (mod 4}.
Devemos, entio, contar quantos sao da forma 44 + 1 ¢ quantos sio da

forma 45+ 3. Tem-se

4% - 1<100 se csomente se 45<99 se e somente se &= %9 =
_94 3
4

Logo, existem 24 intciros da forma 4k + 1, e analogamente se
pode verificar que existem 24 inteiros da forma 44 + 3 . Portanto,

174954 5100°=224.1+94-3=0 (mod 4) .

Exercicio 9. Vamos proceder por indugao em n2. Sc 7 =1, temi-se
a2=1 (mod 8}, o que ¢ verdade, pois B 1 {2+ 1) (a=1),jiqueaé
impar;logo, a+ 1 ¢ a-1 sio pares, e um deles ¢ na verdade multiplo
de 4.
Suponhamos, entio, a congruéncia verdadeira para n = k:
2%*=1 (mod 2%*?) | e vamos provi-la para n = £+ 1. Temos

21 - [32*}2 ~-1= [agﬂ-l] [321‘-—1] :

Exercicros Resolvidos
.. . - g Wk . .-
Da hipéiese de inducio, X2 (-1 Comea é impar, vem que

2![32k+1].Porcanto,2k+3f {32'{:«-]] [agk—l] ,ou;-rgH =1 (mod 2473y,

Excrcicio 10. Primeiro observamos quc os inteiros aa,, ad,,.., a4,
5A0 CONGruentes aos inteiros 2,8y, 4, em alguma ordem. De fato,
pela definicio de sistema compleio de residuos, para cada 7,
aa, = .a}. (mod n), para algum ;. Ainda, dois inteiros distintos as, e

23, nao podem ser congruentes a um mesmo a; , pois leriamos

aa, Ea}.(mod n),aa,= aj(mod 1} = aa,=aa, (mod n) =

&

=aza (modn)=a=a,jiquemdc(an)=1.

Agora, dado um inteiro x , tem-sc que x= 4, (mod n}, para
algum ;. Como a, = aa, (mod 1) paraalgum /, vem x = aa  (mod 2) .
Além disso, nio podem existir dois inteiros a4, ¢ aa, tais que
x=aa. (nod n) = aa, (mod 12) , pois ja vimos que dai decorre a=a,.
Portanio, {aaI s Ady, .., 23, ! € um sistema complcto de residuos
médulo a2,

3.3 RESOLUCAQ DE CONGRUENCIAS LINEARES

Exercicio 3. Resolverecmos a congruéncia
3X=7r+11 (mod 1%),

para todo y € Z .Temos mdc (3,13) =1, que divide 73+ 11, para
todo y. Portanto, a congruéncia tem solugio, que € Gnica madulo 13.
Como (-4} -3+ 13 =1, asolugao é dada por

x=—4(7p+11) =28y 44 .

Para cada y € Z , temos um valor de x tal que o par x, y € selugao.
Fazendo v=0,1,2,..,12, teremos todos os pares de solughes nao-

congruentes duas a duas médulo 13

223
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3.4 SISTEMAS DE CONGRUENCIAS LINEARES

Exercicio 3 (i). E facil ver que nio podemos tomar o mesmo quadra-
do,como fatorde 4,4+ 1 e a+ 2. Escolhemos, entio, para quadra-
dos, os nimeros 27, 8% e 52 (por qué nio 2%, 3% ¢ 42?) . Temos

a= 0 {mod4),
a+l=s 0 (mod9),
a+2= 0 (mod 25),

Resolvendo, vem 2 =548 + 900¢, t € Z&

Exercicio 3 (ii). Basta, por exemplo, resolver o sisterna

a= 0 (mod5?%),
a+l= 0 (mod3%),
3+2= 0 (mod 2.

3.5 OS TEOREMAS DE FERMAT, EULER E WILSON

Exercicio 1 {a). Pelo exercicio 5 de 3.2, p.111, € suficiente provar
que 2 -a=20(mod3) e 2 - 220 (mod 5).

Pclo corolirio do Teorema de Fermat, tem-se a° = a (mod 3).
Elevando 4 sétima poténcia, vem (2MY7=2a% (mod 3), a*' =4’
(mod 3) = (22’ 2(mod %) =2° - 2 (mod 3) = 2 (mod 8) . Analogamen-
te, tem-se 2°=a (mod 3), (2°)' = a! (mod 5). Muluplicando por a,

21 .

vem 27 = #° (mod 3) = a (mod 5) .

Exercicio 1 (c). Pelo exercicio 5 de 3.2 , € suficiente provar que
a"—1=0(mod 3), a"=1=0(mod 7), 2= 1=0 (mod 8). Como a
¢ relativamente primocom 3e 7 tem-sea®=1 (mod 7),2%=1 (mod 3,
pelo Teorema de Fermar . Elevando ao cube essa uiltima congruéncia,
vem que 2°= [ (mod 3) .

Exercicios Resolvidos * 295

Resta provar que 8 | (a®- 1) . Tem=se
a®-1=(a°-1) (a%~1) = (a=1) (a%+a+1) (a+ 1) (a°~ a+1) .

Como aéimpar, a—1 e a+1 sao pares, e um deles ¢ miltiplo de 4.
Logo, 81(a®-1).

Exercicio 2 (i). Fazendo x = 4P =% b em ax = b (mod p) e aplicando
o Teorema de Fermat, vem a2? ~2 b= 27" b (mod 2= b (mod p) .

Excrcicio 2 (ii). Vamos resolver a congruéncia2x=1 {mod 31) . Pelo
corolario 3.3.5 , sabemos que essa congruéncia tem uma finica solu-
¢do moédulo 31 . Por (i) basta tomar x = 227,

Excrcicio 4. Pelo exemplo 3.5.6 , tem-se

17-22 4, 4+ (p-13P=(1+2+.+(p=-1))7 (mod p) .

(p;l)p , vem

17424 1 (p-1)P= (5’2_‘1} . p=0 (mod p) .

Comol+2+.+p-1=

Exercicio b (i}). Tem-se ( pr— x)’ =p2 -2px+ x*=x? (mod p) .

Exercicio 5 (ii). Sejam i, je Z, com 1 <4, j<p - 1, satisfazen-
do =72 (mod p) . Tem=se i*~j*=0 (mod p) , ou seja, p (7= /)
(i+f).Como péprimo,oupl(i-j) ou pl(i+ ) Masli-jl<p;
logo, se pt ( i=j} ., devese ter i = . Por ouwro lado, se pl(i+/),
devemoster i+j=p,jique l<i+/<2p Assim,j=p-1.

Exercicio 6. Vamos provar primeiro que nf=n (mod p} , para
todon20.
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Para 11 =0, a proposicio é imediata. Suponhamos, entao, esse
fato demonstrado para 2= £, c vamos provi-lo paran =4+ 1. Temse

I
k+1y2=3 |&| &/,
=oli

. P P!
Ainda, como [ j} = W » € ficil concluir que p ”‘F:J , para
1 <7< p—1. Assim,

(k+1)#=k#+ 17 (mod p} = k+ 1 (med p)

pela hipdiese de indugao, Dai, ¢ ficil concluir que ¥ = 12 {med p),
YineZ.

Agora, seja n€ Z tal quec pnavdivida n.De pl n(a?-'-1),
vem que pl (r#7'= 1) . Ouseja, #7712 1 (mod p), para todo 2 tal
que mde(p,n}=1.

Exercicio 7 (a). Temse 2'=16=-1 (mod 17); logo, (247 =
= {(-1)% (mod 17), ou 2 =1 (mod 17) . Ainda, elevando novamente
ao quadrado, vem que 2'°=1 (mod 17) .

Exercicio 7 (b). Pelo Teorema de Fermat, vemn que [ ;DT_]]E =1 (mod p),

[£

R -l

ou, ainda, p ‘[f;_lj ou p [37-—1]'
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Exercicio 7 {c). Escrevemos p—1 =eg+ r,com 0 < r< e . Tem-se
a? =% = (a%)7-a2"=17- 2' (mod p) = 2’ {mod p) .
Por outro lado, 277! =1 (mod p). Logo, 2" =1 (nod p). ComoD < r<e,

deveser =0,

Exercicio 7 (d). Basta escrever x= €+ r, com 0<r< ¢, ¢ proceder

cOmo acima.

Exercicio 9 {1). Como 1729 =713 19, pelo exercicio 5 de 3.2,

p- 111, basta provar quc
2% _2=20(mod7),a¥ —a=0(mad13), 3% -a=0 (mod 19).

Temos37=5-7-2ea =2 (mod 7) . Logo, 2™ = {2)*= 4% (mod 7).

Multiplicando por 2%, vem

a® . a%=a% a2 (mod ?), 27 =42 (mod 7) =2 (mod 7).

As outras congruéncias se provam de forma andloga.

_ a9l _1

oSt =1
. a2 3_]

Exercicio 10, Tem-se 1 + a— .. . Logo,

A N =la-Dlrat+.. +at 7y,

Pelo Teorema de Euler, n1 (a%%? - 1) . Como mdc (a-1,n) =1,

vemque a2l (1 +a+..+a®t"=y,

Exercicio 12. Seja a, o n-Csimo inteiro dessa seqiiéncia. Ento, 2, tem
a forma

10n+l_l _ 1(}n+1__1
10-1 g

a,=10"+ 107 '+..+10+1=
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Logo, 107*1-1= Sa, .

Seja agora n um natural tal que (p- 1)1 {2+ 1), isto ¢,
n+1=k (p=1), para algum &. Pelo Teorema de Fermat, 10¢7'=
(mod p) . Logo, (107~13* = 2* {mod p),ouainda, 10" =1 (mod 7).
Po'rtanto,pl (1o”+' - 1) =92 .Assim,sep # 13, pl a .

Provamos, entio, que, s¢ p # £3 e néqualquer natural tal que
{p-1)1{a+1) entaopla .Como cxistcm infinitos naturais nestas
condigdes, o exercicio estd resolvido para p# 3.

Se p =3, basta usar o critério de divisibilidade por 3 para con-
cluir que todo inteiro da seqiiéncia dada, cujo nimero de algarismos é
muliple de 3, € divisivel por 3.

Exercicio 13 (ii). Pelo Teorema de Wilson, tem-se que 28! =
= -1 (mod 29), Ainda, 28 =-1 (mod 29) ¢ 27 = -2 (mod 29). Logo,

98] = 26 . 27 - 28 (mod 29) = 26! (-2) (=1) (mod 29}
=2.26' (mod 28).

Portanto, 2 - 26! =~1 (mod 29) =28 (mod 20, e r=28 .,
Fxercicio 15. Como 437 = 23 - 19, pelo exercicio 5 de 3.2, p. 111,
basta provar que 18! =-1 (mod 23) e 181 =-1 (mod 29). Para a vlti-
ma dessas congruéncias, basta aplicar ¢ Teorema de Wilson,

Também por esse leorema, tem-se: 221 =—1 (inod 23} . Mas

22=-1 (mod 23) ,21 =-2 {mod 23) ,
20)=-8 (mod 28) ,19=-4 {mod 23} .

Logo,

19-20-21-22=(-4) (-3)(-2)(-1) (mod 23} =
=24 {(mod 23) =1 (mod 23) .

Assim,

N
o]
fl

181+ 19- 20 - 21 - 22 (mod 23) = 18! (mod 23) .

Exercicios Resofidclos

Como 22! =-1 (mod 23} ,vem que 18! =-1 (mod 23) .

Exercicio 16 (1). Se p= 2, o resultado ¢ imediato. Scja entio p> 2.

Tem-se

P

1+2+...+(p—l)=§—(p—l) ou ép(p—l) . Ainda,

mdc(p, P—;l) = 1.Logo, pelo cxercicio 5 de 3.2, p. 111, € suficien-

te provar a congruéncia dada médulo p e médula P;
Mas, pclo Teorema de Wilson, tem-sc quc
(p-1)!=(p-1) (modp) . Ainda,

(p-1)t=(p-1}= (p=-1) ((p=-2}1-1).

- -1
Comn(pgl)l(p—l),vemquc(%)l((p—]}f—(p—[)),

ou(p-1)=(p-1) (mod p;l ).

Exercicio 16 (ii). Pelo corolirio do teorema de Fermat, tem-s¢
af = a{mod p) . Pelo teorema de Wilson, tem-se ( p — 1} a=
=-2a (mod p). Somando essas congruéncias membro a membro, vem
aP?+(p-1)ta=(a-a) (modp)=0 (modp}.

De forma aniloga sc provaque pl {{ p—-1)1a”+a) .

Excrcicio 16 (iii). E ficil ver que
(1,35 ., (p-2)tul{-1,-3..,-(p-2)ju(0}

¢ um sistema completo de residuos médulo p. De fato, dado x € Z,
[ £ x<p-1,0uxéimpar—enessecasox € 11,3,...(p-2)}—ou

)
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p—xcéimpar, e ( p—x) e [1,3,...,( p—2)}. Mas, nesse iiltimo caso,
tem-se quc

—{p—x)=-(-x) {mod p) =x(mod p),

swé x=-(p-x)(modp) c —(p-x)e{-1,-3,...—(p-2)}.
-1

Cada um desses conjuntos contém clementos e a uniao é
disjunta. Assim, cada um dos inwiros do conjunto {1,3,..,(p-2) v
{-1,-8,...,-( p-2)}écongruente a um e apenas um intciro do

conjunto{l 2, .., p—~1}. Logo,

1-(=1) (3}« (=3)5-(=B)..(p-2)-(-(p-2))=

1.2..{(p-1) (mod p) ={p- 1)l (mod p} = {-1) (mod p).

Reunindo tedos os fatores (— 1) do primeiro membro, vem
p 1
12.22. L (p-2) 221)% =-1 (mod p) .
Vidnk
Multiplicando a congruéncia por (=1 )2, vem
po

.90 (p=2)2(-1)* 1= (=1) (1) (modp),

ou ainda
p-1

[
ris

19-22-...(10-2)25(—1) {mod p) .

3.6 INTFIROS MODULO m

Exercicio 19 (i). Scja ¥ & Z 12l que % _x=0. Fatorando, temos
F(T?-1)=0. Como Z _ nio tem divisores de zero, deve ser = 0
oux?=1.

Pelo Teorema de Fermal, se X # ﬁ, t=1. Logo, 0= (x

4)3

=1%=1. Assim, todo ¥ € Z_ ¢ solugic da equagao.

Exercicios Resolvidos  »
Exercicio 19 (iii). S¢ja ¥ € Z tal qu %7 -%=0, Fatorando,
temos T (¥9=1) =0 . Assim, ¥ = U ou ¥%=1=0 ou ¥ ¢ divisor de
zeroem Z ,.
Se % -1= 0, por tentativa obtemos £ = 1 . Além disso, o tinico
divisor de zerode Z € 9 . Mas

=2 5 F -T=(2)°-T=(3)’-1--T.

]

Como 2 .(=1} #0, conclui-se que as Ginicas solugdes sdo ¥ = 0
1

Exercicio 20 (i). Seja ¥ ¢ ZZ{J tal que XF= 4. Pelo Tcorema de
Fermat, ¥ =% .Logo, ¥= i

Exercicio 20} {ii). Sgja ¥ € ZZ’ tal que ¥ ¥_ gP=6 ., Pelo Teore-
ma de Fermat, temos %7 ﬁ . Considcramos agora a equagao

x*-x-6=0cm Z_'-'.Tem—se
X¥-x-6=(x+2)(x-3)=0

Assim, cm ZZP , ¢ vilida aigualdade

-3 -6=(x+2)(Xx~3)=0.

Como Z » nio contém divisores de zero, deveseter k=2 ou ¥ = 3.

Exercicio 20 (iii). Seja Te Z tal que ¥ HV- g@P=5  Se
T =0,cntio 5=0 ep=5.5%% qt{) pelo Teorema de Fermat, deve-
mos ter 7" =1 e, portanto,

glp-4_ -0 2 (% (}1—[})4 - (7 l[p—l])‘.’ =1 =-1=0¢= E

o que implica p = 5 necessariamente.
Assim, sc p=5, wdo elemento de Z € solucilo. Se p =5, a
cquacao ndo tem solucio em /’Zp.

237




NUMEROS RACIONAIS

4.1 RELAGOES DE EQUIVALENCIA

Exercicio 2, De acordo com a definicdo 4.1.1, basia provar que v a € M,
aRa. Por (iii), dado 2e M, existe be M tal quc aRb. Por (i), conclui-
s¢ que bRa, e por (i}, se aRbe bRa, entao aRa .

4.2 CONSTRUCAO DE Q

Exercicio 8, Suponhamos, par ahsurdo, que %e Q,com p, ge Z,
g#0, é solucio de x2=2=0, Tem-se
2
% = a,oup’ = aq®.
Como 2 n2o éum quadrado perfeito, existe um primo g, que compare-
ce com expoente impar na decomposigio em fatores primos de z; logo,

comparecce com expoentc impar em ag®. Mas todos os primos da de-
composicio de p? comparecem com expoente par, uma contradi¢io.
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Exercicio 9. O exercicio estard resolvido se determinarmos todos os
valores de 7€ Z tais quc

mde{(n®+2n+3,n°+3n2+5)=1.

Procedercmos da seguinte forma: suponhamos que exista um pri-
mo p > 0 que divida esse maximo divisor comum. De pl (22 + 20+ 3)
e pl (n2+2ﬂ + 3), vem, fazendo a difercnca, pi (n1+ 2) . De
pl{n+2)a+3,vem pl3. Assim, deveser p=3 . Depl (24 2), vem

{(#+2)=0(mod 3),ou n=1{mod 3} .

Acabamos, portanto, de provar que, se mdc (2?+2n+8, n®+8n+3) £ 1,
entiosnz=1 (mod 3) . Reciprocamente, ¢ facil ver que sen=1 (mod 3)
entae 3 | mdc (H2+2ﬂ+3, 112+3n+5) . Logo, mde (32 +2n+8
a%+30+5) = 1 se e somente se n=1 (mod 3),

Exercicio 10. Suponhamos que 1;+-1Z = % ,comp, ge Z,

pog >0, mdci{p,q)=1.Logo, p*{n-4)= ¢*(n+17}).

Resolvendo em s, vem

ne 17:;1"+4io- ‘
Py
Como 1 é um inteiro, p° - g° deve dividir 17¢2 + 4p%. Ainda, tem-se
que p>q,jique n+17>n-4. Logo, pzg+1 e pzqg?+2g+
+1>¢%+1; portanto, p*—g*>>1.

Scja, entio, x > 0 um primo que divide p? - ¢°. Como
x1(17¢%+ 4p°) = (4p*-4g"+ 21¢%) , vem que x| 21¢*. Portanto,
x=3o0ux="7ouxlg¢? Masse xig?, como xi (p? - ¢%), vem que
x) p® um absurdo.

Acabamos de mostrar que os primos gue podem dividir p-g°
530 3 ou 7, Assim, pg— q2= (p+glip-q) =3%7P com a,B =2 0.
Ainda, ¢ ficil ver que mdc (p+q,p—q)=1.Logo,oup+g=3“c

Exercicios Resofvidos » 935

p-g=7Poup+g=7"e p- g=3%. E facil concluir que a segunda
possibilidade niao pode acontecer porquc g > g.
Da primeira possibilidade decorre que
57 B
B

P

com o, + > (0, pois ¢ # 0 . Substituindo na expressio de 1, vem

8%+ 7 26 . 3. 78
4.30-1.75-1

-

. n+17 . .
Assim, se T4 €o quadrado de um racional, # tem a forma acima,

Reciprocamente, se 1 tem a forma acima, tcm-sc

n+l7 8% 4 7249.80.78 _[3u+7ﬁ]‘-’
n-4 3%-73_9.3%.76 (3e_78)"

Exercicio 12 (a). Pelo exercicio 3(ii}, de

17154 a

be-6d b
decorre que 17¢—-13d =ae 5c—-6d=b, ou 17¢-18d=-a ¢
5¢— Bd =—b . Se ocorre a primeira possibilidade, tirando o valor de
ced, lemos

~Ba+l3h 17b-5a
c= ,d= .
57 37

Logo,

6a-13b

<
d 5a—17b

Se ocorre a segunda possibilidade, procede-se de modo andlogo.
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Exercicio 12 (b). Vamos resolver apenas o caso em que ocorre a pri-
meira possibilidade em (a).
Pelo acima, tem-sc que 371 (62— 136) ,371 (52— 17h) . Logo,

6a—13b 5a-17b]

57 37

d'=mdc(6a=13b,52-17h) = mdc

=37 mdc(-c, =d)=87.

Assim, ¢ = 6a+13L d-= 176-52 .
d! d,

Procede-se analogamente para expressar 2 ¢ b em fungao de
c,de d’.

NUMERO NATURAL

5.1 A AXIOMATICA DE G. PEANO

Exercicio 4. (Lei do Cancelamento para Soma) Paratodos 3, b, c € N,
sea+co=0+c,entdo a=4b .

DEMONSTRACAO

SejaA={zeN lsca+z=5b+z entho a=5~}. Obviamente
O A.Seja entao mr € A, Mostraremos que g{m) € A,

Seca+o(m) =b+0(m) ,entiod(a+m) =a(b+m).Comoo¢
injetora, vem quc a+ nr = b+ m . Como me A, seguesc que a=b.

Do axioma P.3, decorre agora que A=N.

Exercicio 5. Para todos 2, be N, verifica-se apenas uma das condi¢bes

() a=56.
(i) Existcexe N, x20,wlque b=a+x.
(iii) Existe e N, y2 0, 1al que a= b+ y.
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DEMONSTRACACQ

Mostraremes primeire quc nao podem ocorrer duas condi¢des
simultaneamente. De fato, se ocorrem (i} e (ii}, seguese quea = a+x,
ou 2+ 0=a2a+ x. Do excrcicio 4, vem que x = ¢, uma contradicao.
Similarmentc, nao podem ocorrer (i) e (iii).

Suponhamos, entio, que ocorrem (ii) ¢ (iii).

Entdao, b=a+x=(b+yy+x = b+ (y+x).Comoacima, y+ x=10.
Como x#0,vem que x=06(x") , para algum x'e N, Entdo, y+ x =
=p+a{x")=c(y+x’)=0,c0estd naimagem de S, 0 que contradiz
a proposicao 5.1.1 .

Provemos agora que deve acontecer uma das trés condigdes.
Sejam entio 2 um natural dado, c A=fzeNlouz=agonz=a+x,
para algum x# 0, ou a=z+ yparaalgum y #0}.

Obviamente, 0 A, poisou 0=a ou 0#a e, nesse ultimo
caso, segue-se que 2= 0+ a;isto €, 0 verifica a Qiltima condico.

Seja cntao me A, e mostrcmos que 6{(m) € A. Se m=a, entac
o{m) =0o(a) = a+ 1, ¢ verifica-se a segunda condicio. Se m=a+ x,
entic o{m) = G{a+ x) = a+ 6{x) , € novamenlte s¢ verifica a segunda
condicio. Suponhamos, entae, que a=m+ ¥, Como y#{Q , vem que
¥ =0(y'},paraalgum y’ e N . Logo

a=mty=m+G(Fy=mi+y+tl=m+1+ 53 =c{m+p .

Se ¥’ =0, vale a primeira condigao para g (m) . Sc p' # 0, vale a ter
ccira condigao,
Do axioma P.3, vem que A=N .

Excrcicio 6. Uma vez quc os demais sio de demonstragio imediata,
demonstraremos apenas o axioma A.13 : Dados dois naturais ae b,
tem-se que ou a< b ou a=b ou b<a .

Observamos primeiro que, segundo a defini¢ido 5.1.12,2< b se
e somenie se existe r& N, r 20, tal que b = a + r. Agora, do cxercicio
5 e da defini¢do 5.1.12 decorre que ou a= b, ou a< h ou b=a .

Exercicios Resohidos

Exercicio 7. Provaremos apenas a propriedade anti-simétrica, numa
vez que as outras sic de demonstracio imediata.

Obscrvamos primeiro que, tendo em vista ¢ exercicio 5, pode-
se enunciar o axioma A.13 da seguinte forma: dados dois naturais 7 e
b, verifica-se apenas uma das condicdes

(i) a=k~h,
(1) a<b,
(iii) h<a,

Demonstrarcmos agora a propricdade ant-siméuwrica; sc a, b
sao naturais tais que a< be h< z,entio a=b.

A prova é imediata, pois 2 < bsignifica a< b ou a=56, e b< a
signitica b <a ou b =3z . Pelo axioma A.13 enunciado na forma
acima, devese ey 2= 5.

Exercicio 8. Demonstraremos primeiro o seguinte lema: Sejam
x, ye . Entéo,

(Y sex=+0,x21,
(ii) x<o(y)se esomente se x<y ,
(iii) of r) € x se e somente se p< x .

DEMONSTRACAC

Parz (i), suponhamos por absurde que x< I, Logo, 1 = x+ v,
com ve N, v#0.Como v#0,vem que v=¢(v’) , com v’ N.
Substituindo, vem

=x+r=x+0{(v)=x+1v+1,

Da Lei do Cancelamento para a S8oma cnunciada na solucao do exer-
cicio 4, vem x+ v' =0 . Como x# 0, temsc que x = 0(x'), com
x'e N. Entao,

ag(x' Y+ ' =0(x"-v) =0,

¢ 0 estd na imagem de 6, o que contradiz a proposicao 5.1.1.

239
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Para (ii), suponhamos primeiro que x<y, isto & x < y ou
x = y . No primeiro caso, vem guc x=y + r, com re N. Logo,
o{y) =alx+r) =x+0(r}, e x<a(y}.Nosegundo caso, tem-se que
o(y)=0(x)=x+1, e x<o(y).

Reciprocamente, suponhamos que x< 6(») . Logo,oly) = x+3,
comse N,5#0,Fazendo s =a{s') ,5 € N, tem-se

G(yl=x+s=x+0{(s')=0({x+s")
e, consequentemente, ¥ = x+s', Portanto, x £ y.

Para (iii), suponhamos primeiro que p< xe que x<o(y). De
{ii}, vem que x< )y, um absurdo. Suponhamos agora que G{y) S x
e que x = y. De (ii), segue-se que x < G(y} , novamente mna contra-
dicio.

Demonstraremos agora o Principio da Boa Ordem: Tode con-
junio niovazio de inteiros nao negativos contém um elemento mi-
nimo,

Seja A = N um 1al conjunto, ¢ supenhamoes por ahsurdo que
A nao tenha minimo.

Seja B={xe Nlx<y, ¥ yedl. Entdo, Bn A= ¢. De falo,
suponhamos que existaxe B A, entdo x < x, contra o axioma A.13,
conforme enunciado no exercicio 7.

Provaremos agoia que 8=N, o que implica A=+¢, uma con-
tradicio.

De fato, 0 B, poisO< y, ¥ ye A, cse0pertencessead, seria
seu elemento minimeo, contra nossa suposi¢do de absurdo, Logo,
O<y, ¥ reA.

Suponhamosagora que x € B, e mostremos quc 0(x) € 8. Para
odo ¥ €A, temse que x<y. Logo, pelo lema (iii}, o (x} <y . Se
a{x) e A, entdio o(x) seria 0 elemento minimoe de A, de nove conua
nossa hipétese de absurdo. Logo 6(x) <y, ¥ ye 4,c 6(x)e 8. Do
axioma P.3 ,vem que B =N,
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