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ensinado no Bacharelado ou na Licenciatura em Matemé-
tica, salvo a Algebra Linear. Pacientemente, o autor
desenvolve os fatos bésicos sébre conjuntos, a teoria
dos nimeros naturais e dos nimeros inteiros, dentro
do ponto de vista geral das estruturas algébricas. Faz,
em seguida, um estudo das nogdes de anel e corpo
e as particulariza para estudar os anéis dos inteiros,
o corpo dos nimeros reais e o corpo dos complexos.
Desenvolve, a seguir, o estudo dos polindmios de uma
ou de diversas varidveis e trata a divisibilidade dentro
do &mbito geral da teoria dos anéis fatoriais. O livro
conclui com um capitulo sdbre grupos, onde sio de-
monstrados os resultados bésicos mais importantes dessa
teoria, como os teoremas de Sylow e o teorema de
estrutura dos grupos abelianos finitos. O texto & far-
tamente ilustrado com exemplos e os exercicios, variados
e interessantes, ultrapassam a 1.000.
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aficionado, muito lucrardo com o aparecimento déste
livro.
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PREFACIO

O livro que ora apresentamos tem por objetivo a wuniformizagio
do ensino da Algebra nas Faculdades de Filosofia através de wma
unificagio da linguagem e de uma sistematizacio dos conceitos que
usualmente sio desenvolvidos no estudo da Algebra Moderna.

Foi planejado para atender as exigéncias de um curso de dois anos
de duragio; caberd ao professor a tarefa de escolber as partes mais
importantes de cada capitulo de acdrdo com o tempo que terd para
ministrar a parie de Algebra.

No Capitulo 1 expomos a teovia dos conjuntos sob wum ponto
de wvista intuitivo.

No Capitnlo 11 construimos o conjunto dos nimeros naturais de
maneira axiomdtica. B recomenddvel, num primeivo curso de Algebra,
que se admitam conbecidos o conjunto dos ndmeros naturais e as
propriedades mais importantes déstes nimeros, como, por exemplo, o
principio de indugio finita; neste caso comvém citar explicitamente todas
as propriedades enunciadas no pardgrafo 2.4 e desenvolver o principio
de definicio por recorréncia e as diversas formas de demonstragdo
por indugio finita.

No Capitulo 111 construimos o conjunto dos ndmeros inteiros,
a partir do conjunio dos nimeros naturais, e desenvolvemos a parte
elemeniar da Teoria dos Nimeros.

No Capitulo 1V introduzimos as estruturas de anel e corpo;
destacamos a construgio do corpo de fragdes de um anel de integridade
(8§ 2) e em particular do corpo dos nidmeros rvacionais. Terminamos éste
capitulo com o estndo dos anéis e corpos ordenados.

O Capitulo 'V expde a construgio do corpo dos nimeros reais,
por intermédio das sucessbes fundamentais de ndmeros racionais, e a
construgdo do corpo dos ndmeros complexos.
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Estudamos no Capitulo VI os anéis de polindmios com wuma inde-
terminada, a5 funges polinomiais e os anéis de polindmios com um
niimero finito de indeterminadas.

No  Capitulo VII estudamos os anéis fatoriais e iniciamos no
paragrafo 5 o estudo da teoria dos nimeros algébricos, expondo as
propriedades mais  importantes dos corpos quadriticos e dos anéis
quadrdticos; no Apéndice déste Capitulo apresentamos uma demonstragio
do Teorema Fundamental da Algebra.

No Capitulo VII desenvolvemos de modo sistemdtico a teoria
elementar dos grupos.

Os agradecimentos gue se seguem nio sio de praxe, sdo o profundo
e sincero reconbecimento pela colaboragio obtida: & Professéra FElza
Furtado Gomide, por ter lido os originais e ter apresentado diversas
sugestbes que foram por nés utilizadas; ao Instituto de Matemdtica Pura
¢ Aplicada do Conselbo Nacional de Pesquisas, brgao que tornou possivel
a publicaggo déste livio; a Ao Livro Técnico S.A. pelo trabalho de
impressio e divulgacio.

Ao men amigo Antonio Oshiro, prematuramente falecido, a cuja
dedicacdo devo a composigio tipogrifica desta obra, o meu preito de sandade
¢ a minha sentida homenagem.

Agbsto de 1969 LHJM.
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CAPITULO 1

TEORIA ELEMENTAR DOS CONJUNTOS

Estudaremos, neste capitulo, diversas nocdes da teoria dos
conjuntos sob um ponto de vista intuitivo; exporemos, simples-
mente, 0 que se pode chamar de «teoria ingénua dos conjuntos».
Na parte relativa aos exemplos e exercicios adotaremos um
ponto de vista informal pois utilizaremos diversos conceitos e
conjuntos que serdo definidos precisamente em outros capitulos
déste livro. As nog¢des de conjunto finito ou infinito, assim como
a nocdo de numero de elementos de um conjunto finito, nioc
serdo definidas rigorosamente; no entanto, éstes conceitos serdo
utilizados freqlientemente no desenvolvimento déste capitulo.

No §1 daremos os principais conceitos primitivos e alguns
dos axiomas desta teoria; introduziremos também a nocdo de
subconjunto e as operacdes de interseccdio, reunido e comple-
mentacdo. Apds introduzir- as noc¢bes de par ordenado e de
produto cartesiano (§2) veremos as propriedades mais impor-
tantes das relacdes de equivaléncia e de ordem. Finalmente,
no §3, consideraremos o conceéito fundamental de aplicacgdo.

§1 - CONJUNTOS |

1.1 - RELACAO DE PERTINENCIA

As seguintes nocles serdo admitidas como conceitos pri-
mitivos e, portanto, ndo serdo definidas:

relacdo de igualdade
elemento (ou objeto)
conjunto '
relagdo de pertinéncia.
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Procuremos, no entanto, explicar em térmos intuitivos o
significado destas nocdes. Se dois simbolos a e b representam
0 mesmo elemento, escrevemos
a=">b

e dizemos «a é igual a b»; o simbolo = & denominado sinal
de igualdade. A negacdo de a =b serad indicada por a#b
(leia-se: a ¢ diferente de b); com isto queremos dizer que os
simbolos a e b n#do representam o mesmo elemento. Admiti-
remos que a relacdo de igualdade seja reflexiva, simétrica e
transitive, isto é, quaisquer que sejam os simbolos q, b e ¢, temos

1). a = a (propriedade reflexiva);
2) se a=b, entdo b =a (propriedade simétrica);
3) se a=b e se b=c, entdo a =c (propriedade transitiva).

Intuitivamente imagina-se um conjunto como sendo for-
mado ou constituido por diversos elementos ou seja como uma
colecdo de elementos; aqui ndo estamos pretendendo definir o
conceito de conjunto pois substituimos, simplesmente, a palavra
«conjunto» pelo sindénimo «cole¢do». Em geral, quando se
considera um objeto matematico como sendo um conjunto, éle
€ representado por uma letra latina maitscula e seus elementos
por letras latinas minusculas; evidentemente, esta regra ndo
deve ser aceita num sentido rigido.

Para indicar que um elemento x faz parte de um con-
junto X usaremos a notacio
rxeX,
que devera ser lida «x é elemento do conjunto X» ou «x per-
tence a X». A negacBo de xeX serd representada por xeX
(leia-se: x ndo é elemento do conjunto X ou x nio pertencea X).

Admitiremos que dois conjuntos “A e B s#o iguais se, e
somente se, todo elemento de A pertence a B e todo elemento
de B pertence a A. Podemos dizer, abreviadamente, que A =B
se, e sOmente se, as relacdes

rsA e xeB
sdo equivalentes.

Estes enunciados nos mostram que um conjunto fica
determinado pelos seus elementos e aoc mesmo tempo nos déo

uma regra sObre o uso do simbolo €. E evidente que a relacdo
de igualdade entre conjuntos é reflexiva, simétrica e transitiva.

1.2 - SUBCONJUNTOS

DEFINICAO 1 - Sejam A e B dois conjuntos; diz-se que A
é subconjunto de B se, e somente se, todo elemento de A
também é elemento de B.

Usaremos a notacio AcCB
para indicar que A é subconjunto de B; neste caso também
diremos que A é uma parte de B, ou, que A estd contido
em B, ou ainda, que B contém A. Se Ac<B_ também escre-
veremos BDA (leia-se: B contém A). O simbolo — é de-
nominado sinal de inclusdo. Se A<B e se A+B, diremos que
A ¢é um subconjunto préprio de B, ou, que A é uma parte
prépria de B, ou ainda, que A estd contido propriamente em B.
Notemos que A é uma parte propria de B se, e sOmente se,
todo elemento de A é elemento de B e existe um elemento
de B que nfo pertence a A.

Uma vez introduzido o sinal de incluso <, a nogfio de

- igualdade entre conjuntos pode ser posta sob a forma

A =B se, e somente se, AcB e BcA.

E facil verificar que a relacdio de inclusio é reflexiva e tran-
sitiva, isto &, quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C, tem-se

1) AcA (propriedade reflexiva);

2) seAcBese BCé, entdo, A=C (propriedade transitiva).

A negacgdo de A<B sera indicada por A®B (leia-se: A
ndo estid contido em B, ou, A n#o é subconjunto de B, ou
ainda, A ndo é parte de B). Notemos que A&B significa
que existe um elemento a tal que aeA e a¢B. Portanto, as
relagbes AcB e B¢ A significam que A é parte propria de B.

ExempLo 1 - Indiquemos por N o conjunto de todos os
numeros naturais 0,1,2,:--,m,---
e por Z o conjunto de todos os nimeros inteiros
eeey=3,-2,-1,0,1,2,3,--- .
Temos N<Z, o que traduz a afirmacio: todo ntimero natural
€ um numero inteiro. Observemos que N#Z, pois, por exem-
plo, -1€Z e -1¢N; portanto, N é uma parte prépria de Z.
Exempro 2 - Indiquemos por @ o conjunto de todos os
numeros racionais, isto é, o conjunto de todos os niimeros da
forma %, com a e b inteiros e b#0. Temos Z<@, pois, todo

, e . a
numero inteiro a pode ser representado sob a forma i



4

Além disso, Z é parte prépria de @, pois, por exemplo,
lEQ e 1$Z Em outras palavras podemos dizer que todo

numero mtelro é um nUmero racional e que existem numeros
racionais que n@o sdo numeros inteiros; isto traduz, s1mples—
mente, a afirmacgio: Z é parte propria de @. No exemplo
anterior tinhamos observado que NcZ e como ZCQ teremos,
conforme a propriedade transitiva da inclusio, N<@ e isto
significa que todo numero natural também é um nimero racional.

Exempro 3 - Indiquemos por R o conjunto de todos os
nameros reais; jaA é do conhecimento do leitor que Q<=R, isto
é, todo numero racional é um numero real. Além disso, @+R,
ou seja, @ é uma parte propria de R; para chegar a éste
resultado demonstra-se, por exemplo, que o pﬁméro real /2
ndo é racional (ver capitulo III, exercicio 117). De acdérdo com
o que vimos acima temos as seguintes inclusGes préprias
’ NcZcQ<R.

Um conjunto é freqlientemente definido como sendo
formado por todos os elementos que satisfazem uma dada
propriedade’ P; assim, a notagao » '

{x | x- satisfaz P}

1ndlca o con]unto de todos os elementos x que satisfazem a

propriedade P. No caso particular em que todos os elementos

x pertencam a um dado conjunto E, indicaremos o subconjunto

de E formado por todos os elementos que satisfazem a pro-
priedade P por {xeE | x satisfaz P}.

Em cada caso a barra vertical | deve ser lida «tal que».
ExempLo 4 - O conjunto de todos os nimeros naturais que

satisfazem a propriedade «n é divisivel por 2», ou seja, o

conjunto deé todos os nameros naturais pares é indicado por
ou {neN | n é divisivel por 2}
{neN | n é par}.

t .
Exempro 5 - Consideremos o conjunto R dos niimeros reais
e a propriedade «<x&R e x ndo é racional». Obtém-se assim
um subconjunto A- de R que pode ser indicado por

A={xesR | x é irracional};
diz-se, neste caso, que A é o conjunto dos niimeros irracionais.

1.3 - COMPLEMENTAR

Seja A uma parte de um conjunto E e seja 4" o sub-
conjunto, de E, formado por todos os elementos x taisque xeA:
A'={xeE | xe¢Al.

O conjunto A’ é denominado complementar de A em E ou
complemento de A em E e sera indicado por

C:A.
Quando o conJunto E esti fixado diremos, simplesmente, que
CcA é o complementar de A ou o complemento de A e,
neste caso, simplifica-se a notacio escrevendo-se [A.

ExempLo 6 - Indicando-se por A o conjunto de todos os
numeros naturais pares (exemplo 4), seu complementar em N
é o conjunto dos numeros naturais impares

CyvA ={xeN | x é impar}.

ExempLo 7 - Com as notacdes do exemplo 5, o conjunto’
dos nameros irracionais é o complementar em R do conjunto @
dos numeros racionais.

TEOREMA 1 - Se A e B sd@o duas partes quaisquer de
um conjunto E, temos

a) se AcB, entio, (B=lA;

b) C(CA) =

. DEMONSTRACAO

a) Seja x um elemento qualquer de E e suponhamos que'
xelB; conforme a definicdo de complementar, temos xe&B.
Ora, por hipotese, A=B e como x¢B também temos x¢d,
logo, xeE e x&A,
de onde vem xelA e portanto CB=CA.

b) Para simplificar ‘as notacdes coloquemos CA=A" Seja
x um elemento qualquer de E e suponhamos que xelA’; temos

xeE e xgA’ (1).
Ora, A" é o complementar de A, portanto, de (1) resulta que
rxeE e x4,

(a'ca (2).
Por outro lado, seja x um elemento qualquer de E e suponhamos
que xreA; como A’ é o complementar de A, temos xe¢A’
e como xeE, teremos xelA’; portanto,

Acla (3).

logo,
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As inclusdes (2) e (3) nos mostram que LA’=A, ou seja
- CCa=A. ' i

J4 sabemos que uma das partes de um conjunto E & o
proprio conjunto E, portanto, também estd definido o comple-
mentar de E em E, que sera indicado por @ (letra O do al-
tabeto noruegués). Temos assim

O =0zE ={xcE | x¢E} (4).
Notemos que a defini¢do acima nos mostra que o conjunto )]
ndo possui nenhum elemento e por causa disso éle & denomi-
nado conjunto vazio. Podemos ver que a definicdo (4) ndo de-
pende do conjunto E e que

Y=>:¢

para todo conjunto X. Esta ultima propriedade caracteriza o
conjunto vazio, pois, se um conjunto A é tal que A<X pa-
ra todo conjunto X, tem-se, em particular, Ac® e como D<A,
teremos A=(. Em resumo, existe um unico conjunto vazio e
éle esta contido em qualquer outro conjunto.

O conjunto vazio também pode ser definido por qualquer
propriedade contraditéria; por exemplo,

O ={xcE | x#x}.

Observemos ainda que em virtude da parte a) do teore-
ma 1, temos C:0=E.

Seja E um conjunto ndo vazio e seja a um elemento de
E; o subconjunto {xeE | x=a}

é indicado por {a} e é denominado conjunto unitdrio determi-
nado. pelo elemento a ou simplesmente conjunto unitdrio. Note-
mos que {x}cE para todo elemento x de E.

1.4 - CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO

Para todo conjunto E admitiremos que exista um outro
conjunto, denotado por P(E), cujos elementos sdo as partes

de E. Em outros térmos, dizer que XeP(E) é equivalente.

a dizer X<E. Diremos que P(E) é o conjunto das partes de E.

Por exemplo, se E=(, entdo, P(E) é um conjunto uni-
tario cujo unico elemento é o conjunto vazio, isto &,

P(D) ={0D}.

Notemos que E€P(E) para todo conjunto E, logo, todo
conjunto também pode ser considerado como elemento de um
outro conjunto e isto nos mostra que a regra de notacdio dada
no §1.1 ndo podia ser mesmo tomada num sentido figido.

1.5 - INTERSECCAO E REUNIAO

Neste nimero suporemos que todos os conjuntos consi-
derados sejam partes de um mesmo conjunto U, denominado
conjunto-universo.

DEFINICAO 2 - Chama-se interseccdo de dois conjuntos A
e B ao conjunto de todos os elementos x, de U, tais que
reA e xeB.
Indicaremos a interseccio de A e B por
ANB,

simbolo éste que deve ser lido «A intersecgdo B», ou, abre-
viadamente, «A inter B»; portanto,

ANB={xeU | x=A e x=B}.

Exempro 8 - Tomemos U=N e sejam
A={xeN | x & multiplo de 2}
B={xeN | x é multiplo de 3}.

e

Observando-se que um numero natural x é multiplo de 2 e
de 3 se, e sOmente se, x é miltiplo de 6, temos

ANB={xeN | x é multiplo de 6}.
E imediato que
ANBcA e ANBCcBH,

quaisquer que sejam as partes A e B de U. Reciprocamen-
te, se X éumapartede U e se XcA e X<B, entdo, X©CANB.
Por causa disso se diz que AMB é a maior parte de U que
estd simultineamente contida em A e em B.

Se ANB=0, isto & se os conjuntos A e B ndo tém ele-
mentos comuns, diremos que A e B sdo disjuntos.

ExempLo 9 - Para toda parte A de U, A e LA sdo disjuntos.
Exempro 10 - Tomemos U=N e sejam
A={xeN | x é primo}

B={xeN | x & quadrado perfeito};
é imediato que A e B sfo disjuntos.

€

DEFINICAO 3 - Chama-se reunido de dois conjuntos A e

‘B ao conjunto de todos os elementos x, de U, tais que xeA

ou xeB.



Indicaremos a reunifio de A e B por
AUB
simbolo éste que deve ser lido «A reunifio B», ou, abreviada-
mente, «A uB»; portanto,
. AUB={reUlxeA ou xeB}.

Convém observar que a palavra ou empregada na propriedade
que define AUB ndo tem o sentido de exclusdo usado na lin-
guagem comum, pois pode acontecer que um elemento x de
AUB pertenca simultdneamente a A e a B. '

E imediato que
. AcAUB e BcAUB

quaisquer que sejam as partes A e B de U. Reciprocamen-
“te, 8¢ X €& uma parte de U e se A=X e BcX, entio
"AUBCcX. Por causa disso se diz que AUB é a menor parte
de U que contém simultdneamente A e B.

Se A, A,,-++,A, (n>2) sdo partes de U, indicaremos por

' AUAU...UA,
0 conjunto de todos os elementos x, de U, que pertencem a
pelo menos um dos conjuntos A; (ls<isn) e diremos que éste
conjunto é a reunidio das partes A,,4,,-:-,A,. No caso parti-
cular em que cada A; é um conjunto unitario {a;}, com a;€U,
indicaremos sua reunido
{apufatu---ufa, }
{a;, a5, -+, 05}

e diremos que esta parte é formada pelos elementos a,}a,,-:+,a,.
Notemos que éstes elementos nao sdo necessariamente distin-
tos dois a dois. Se os elementos a,,a,,::+,a, sdo distintos dois
" a dois, diremos que a parte: A ={q,,qa,,---,0,} tem n elemen-
tos ou que n é o numero de elementos de A e usaremos a
notacdo n=|Al. Observemos, portanto, que se B={b;, by, **,bn},
com b,eU para i=1,2,...,m, entdo, |Blsm.

por

Sejam A e B duas partes quaisquer de U; o subconjunto

. {xeU | x€A e x&«B}
é denominado diferenca entre A e B e serd indicado por
A-B (leia-se: A menos B). E imediato que
A-B=ANE,B,

A-B=(,B,
portanto, neste caso, a diferenca entre A e B coincide com o
conceito de complementar de B em A.

logo, se B A, temos

9

As definicdes acima podem ser visualizadas pelos diagra-
mas de Venn (fal. 1923). Representa-se o conjunto-universo
U por um retdngulo e as partes consideradas por circulos
contidos neste retadngulo; obtém-se, entdo, os graficos seguintes
correspondentes as defini¢Ses de interseccdo, reunido, comple-
mentar e diferenca.

!‘\\\\\\

ANMB

Cua
Fig. 1

TEOREMA 2 - Quaisquer que sejam as partes A, Be Cde U,
tem-se

a) ANA=A e AUA=A;

b) ANMB=BMA e

AUB=BUA (propriedades comutativas);
c) ANU=A e AUQ=A;
d) (ANBINC = ANBNC) e
(AUB)UC = AU(BUQ) (propriedades associativas);
e) ANBUC) = (ANBIUAUC) e
AUBNC) =(AUBYN(AUC) (propriedades distributi-
vas).

DemonsTrRACAO - As verificacSes de a), b) e c) sdo ime-
diatas. Verificaremos sdmente a primeira parte de e) e dei-
xaremos as outras a cargo do leitor. Seja x um elemento
qgualquer de U e suponhamos que xre AN(BUQC), logo,

rxeA e xeBUC.
De xeBUC resulta xeB ou xel e suponhamos que x&B
(se xeC a demonstracdc & ézmxzplefamente analoga a que de-
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senvolveremos abaixo); portanto, temos
reA e xeB,
logo, re AMB
e como ANB<(ANBIU(ANC) teremos
xe(ANBUANOC).
Fica assim demonstrado que
ANBUC) = (ANBUANC) (5).
Por outro lado, seja x um elemento qualquer de U e suponha-
mos que xe(4NB)U(ANC); de acérdo com a definicio 3,
temos reANB ou xeANC
e suporemos, por exemplo, que x= AMB (se x € ANC, a ve-
rificacgdo é completamente analoga a que desenvolveremos

abaixo). Daqui resulta
rsA e xeB

e como BCBUC teremos
.xe€A e xeBUC,

logo, re AN(BUQO).
Fica assim demonstrado que

‘ (ANB)UANC) = AN(BUCQC) (6).
As inclusdes (5) e (6) nos mostram que de fato vale a primeira
igualdade da parte d). |

TEOREMA 3 - Quaisquer que sejam as partes A e B de
U, tem-se
a) AUCA=U e ANCA =0;
b) leis de dualidade:
CiauB)=CaNCB e CANB)=CAaUCB.

Demonstracio - A verificacio de a) é imediata; mostre-
mos, entdo, que é verdadeira a primeira parte de b). Seja x
um elemento qualquer de U e suponhamos que xel(AUB);
daqui resulta xe AUB, logo,

x¢EA e x&B'

e como xeU, temos
xelad e xECB,

portanto, xelANCB.
Fica assim demontrade que
CauB =lantB (7).

Por outro lado, seja x um elemento qualquer de U e suponha-
mos que xelbAMCB; daqui results
xelA e 2=0B,

11

logo, reEA e xeB,
de onde vem, rxegAUB
e como xeU teremos xel(AUB).
Fica assim demonstrado que
tantB=CauB) (8).
As inclusdes (7) e (8) nos mostram que de fato vale a primeira
lei de dualidade. A outra lei de dualidade pode ser obtida
desta e do teorema 1. Com efeito, pondo-se A=4" e LB=FB
teremos, em virtude do teorema 1, a):
Ca=4 e CB =B
Ora, de acérdo com o que vimos acima, temos
Ca'uB)=CA'NCB = ANB;
portanto, em virtude do teorema 1,a), concluimos que
CanB) =A'UB =0AUCB,
o0 que completa a demonstracio do teorema 3. |

EXERCICIOS

Nos problemas que daremos abaixo os conjuntos considerados se-
rdo partes de um mesmo conjunto-universo U.

1. Sejam A, B e C trés conjuntos.

a) Mostrar que se A é uma parte de B e se B ¢ uma parte propria
de C, entdo A é parte propria de C. '

b) Mostrar que se A é uma parte propria de B e se B é uma

A parte de C, entdo A é parte propria de C.

2. Verificar a propriedade: se AcB, entdio AUCcBUC e
ANCaeBNC.

3. Mostrar que as seguinfes condi¢des s3o equivalentes entre
sit a) AcB; b) ANB=A4; ¢ AUB=B; d) AN(B=0; e [BclA.

4, Verificar as partes a), b), ¢) e d) do teorema 2. Verificar a
segunda igualdade da parte e) do mesmo teorema.

5. a) Verificar as igualdades AU(BMNA)=A4 e AMN(BUA)=A.

b) Mostrar que se AMB=ANC e AUB=AUC, entio B=C.

6. Mostrar que B=C[(A se, e somente se, AUB=U e ANB=0Q.

7. Mostrar que se AcC, entiao AUBNC) =(AUB)NC.

8. Verificar as seguintes igualdades:

a) AUCANB) = AUB;

b) ANECAUB) = ANB;

c) AUBNAUQC) = AUBNCO);

d) (ANBYUBNCHUICNA) =(AUBN(BUCHNICUA).



12

9. Utilizar os diagramas de Venn para verificar as igualdades:
a) ANBUICUD) =ANBUA NCYJIAND);

b) CLauBno)=taudlBule);

c) (ANBJUA-B)UB-A4)=AUB.

10. Mostrar que sio verdadeiras as seguintes propriedades da di-
ferenca entre conjuntos (§1.5): .

a) (A-BINA-C)=A-(BUQ);

b) A-CONB-C)=(ANB)-C;

¢) (A-B)-C=A4-(ANC);

d A-B-0O=A-BUANO);

e) A-(B-A)=A;

f) A-(A-B)=ANB. )

11. Coloquemos por definigéb A#*B=0ANEB, quaisquer que se-
jam as partes A e B de U.

a) Fazer o diagrama de Venn correspondente a A%B.

b) Verificar as seguintes igualdades:

1) AxA=04; 2) (A*A4)*x(B*B)=ANB; 3) (A*B)*(4%*B)= AUB.

12. Se A e B sdo duas partes quaisquer de U, o conjunto
AAB=(A-B)U(B-A4)

é denominado diferenca simétrica entre A e B. Representar AAB por
meio dos diagramas de Venn. Verificar as seguintes igualdades:

a) (AAB)AC=AA(BAQ);

b) AAB=BAA;

¢c) ANBAC)=(ANBAANDC);

d) AAA=Q e AAQ=A.

13. Determinar todos os elementos dos seguintes conjuntos (§1.4):
a) 2@); b) 22D, c) ANPWDN); d) PHa)); e) P(a,by (abdb);
) 9Ua,b,c}) (a,bec distintos dois a dois).

R 14. Sejam A e B dois conjuntos. Mostrar que 2(A)cP(B) se, e sO-
mente se, AcB.

15. Sejam A e B duas partes finitas de U. Verificar as seguintes
propriedades:

a) se ANB=0Q, entdo |JAUBI| =|Al+IBl;

b) se AcB, entdo |IB-Al=|Bl-|Al,

¢ lAUBI=lAl+IBI-1ANBJ.

16. Mostrar que se X é um conjunto finito e com n elementos,
entdo P(X) é finito e tem 2" elementos.

17. Seja E um conjunto finito e com n elemehtos; indicaremos por
(Z) (lefa-se binomial n sbbre p) o nimero de partes de E que tém

exatamente p elementos. Por exemplo, (g) =0 se p>n, (Z} =1e ('11) =T7.
Mostrar que se p <n, entdo .

n ) _ nl
B/ " pl(p-n)t’
onde n{=1.2.3...n (o simbolo nl deve serlido «n fatorial» ou «fatorial m»).

13
82 - RELAQ()ES _

2.1 - PRODUTO CARTESIANO

Admitiremos a nocio de par ordenado como conceito
primitivo. A cada elemento a e a cada elemento b esti as- -
sociado um terceiro elemento indicado por

. @,b)
- e denominado par ordenado, de modo que se tenha
\ @,b)=(,d
se, e sOmente se,
, a=c e b=d.

Diremos ainda que a é o primeiro elemento e b é o segundo
elemento do par ordenado (a,b).

OBSERVACOES
1.2) Notemos que se a#b, entdo,
' {a,b}=1{b,a}
e no entanto i
‘ (a,by#®,a).

No caso em que a=b, temos
. {a,b}={a}
@,b=b,a.
Portanto, deve-se fazer distingdo entre o conjunto {a,b} e o

par ordenado (a,b).

2.2) Em lugar de admitir a nocio de par ordenado como
conceito primitivo poderiamos tomar como definicdo de (a,b)
o conjunto f{a},{a,b}}
cujos elementos sdo {a} e {a,b}. Neste caso, deve-se verificar
o axioma de igualdade de dois pares ordenados, ou seja,
mostrar que flay, {a,b}}={{c},{c,d}} ()
se, e sOmente se, a=c¢ e b=d. E imediato que se a=c e b=d,
entdo, vale a igualdade (9); suponhamos, portanto, que seja
verdadeira a igualdade (9). Se a=b temos {a,b}={a}, logo, (9)
se reduz a ftat}={{ct,{c,d}},
de onde vem, {c}={c,d}={a} e portanto c=d=a e fica assim"
demonstrado que a=c e b=d. Supondo-se que a#b, de (9) vem

{a}={c} ou {a}={c,d}
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neste ultimo caso teriamos a=c=d e a igualdade (9) se reduziria
a {tar,{a,b}} = {tct, {c,c3} = {cH,
logo, {a} ={a,b} o0 que ndo seria possivel, pois, por hipotese, a+b.
Portanto, temos {a}={c}, de onde vem, a=c e entdo
{{at,{a,b}} ={{a},{a,d}};
como {a,b}#{a} resulta desta Gltima igualdade
{a,b}={a,d},

logo, b=d. Fica assim demonstrado que a=b e c=d. K

DEFINICAO 4 - Chama-se produto cartesiano de um conjun-
to néo vazio A por um conjunto ndo vazio B ao conjunto de
todos os pares ordenados (a,b) com primeiro elemento em A
e segundo elemento em B.

Indicaremos o produto cartesianode A por B pela notacdo

AXB
simbolo &éste que deve ser lido «A cartesiano B» ou «A por
B»; portanto, AXB={w@,b) | ac A e beB}.

Completa-se a definicéo 4 colocando-se AXB=Q se A =0 ou B=0.

No caso particular do produto cartesiano AXA, de um con-
junto A por si mesmo, a parte
da={w,beAXA | a=b}
é denominada diagonal de AXA.

ExemprLo 11 - Considerando-se as seguintes partes
A={1,3}, e B={1,2,3}
do conjunto N dos numeros naturais, temos
AXB={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1).(3,2),(3,3)}
BXA ={(1,1,(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3)}.
Este exemplo nos mostra que, em geral, AXB+BXA.

e

Os produtos acima podem ser representados graficamen-
te do seguinte modo

W
[

N
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EXERCICIOS

18. Representar, graficamente, no plano da Geometria Analitica,
os seguintes produtos cartesianos AXB, BXA, AXC, CXA, BXC, e
CXB, onde

A =1{1,2,3,4}

B={xeR | 1sx<2}

C={xeR | lsx<2}U{xeR | -2<sx<-1}.

19. Mostrar que se A<C e se BcD, entdo AXB«CXD. Recipro-
camente, de AXB<CXD resulta AcC e BeD? Em que condicdes sé-
bre A, B, C e D esta propriedade é verdadeira?

20. Sejam A, B e C partes de um mesmo conjunto U; mostrar que

a) AX(BUC) =(AXB)U(AXQC);

b) AX(BNC)=(AXBYMN(AXC).

Dar um exemplo para mostrar que a igualdade
AUBXC) = (AXBYUAXO)
nem sempre é verdadeira.

21. Sejam E e F dois conjuntos e sejam A e B duas partes quais-

‘quer de E; C e D duas partes quaisquer de F. Mostrar que

a) (EXF)-(AXC)=UE-AXFIN[EX(F-O),

b). (AXCIN(BXD)=(ANBYX(CND);

c) (AXC)U(BXD)= (AUBX(CUD). .

Dar um exemplo para que a inclusio dada c¢) é, em geral, uma inclusdo
proépria.

22. Determinar tédas as partes de P(AXA), P(AXB), onde A =1{1,2}
e B=1{3}. :

23. Se a, b e ¢ sdo trés elementos, o par ordenado ((a,b),c) &
denominado terna ordenada e é indicado por (a,b,c). Mostrar que
(a,b,c)=(a’,b',¢) se, e sOmente se, a=a’, b=b" e c=c'.

24. Determinar o numero de elementos de AXB quando A e B
sdo finitos.

2.2 - DEFINICAO DE RELACAO E EXEMPLOS

DEFINICAO 5 - Sejam E e F dois conjuntos e seja EXF o
produto cartesiano de E por F. Todo subconjunto R de EXF
¢ denominado relagdo de E em F (ou relacdo entre elementos
de E e elementos de F). Se R é uma relacio de E em E, isto
é, se R € um subconjunto de EXE, diz-se, simplesmente, que
R é uma relacdo sdbre E.

Se R é uma relacio de E em F usaremos a notacdo aRb
(leia-se: «a estd na relacio R com o elemento b» ou, simples~
mente, «aRb») para indicar que (a,b)eR, significando assim
que o elemento ¢ estd na relagdo R com o elemento b. A
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negacdo de aRb serd indicada por aRb (leia-se «a ndo estd na
relacio R com o elemento b» ou, simplesmente, «<a ndo R b»);
portanto, aRb significa que @,b)&R. '
Exempro 12 - Consideremos o produto cartesiano ZXZ do
conjunto Z dos ntmeros inteiros por si mesmo e seja
R={(x,peZXZ | 2*+y?=25},
logo, a parte R ¢é formada pelos seguintes pares ordenados

0,5, (5,0, (0,-5), (-5,0), (3,4), (4,3), (-3,4), (4,-3), (-4,3), (3,-4),"

(-3,-4) e (-4,-3). Conforme a definicdo 5, R € uma relagdo
sébre o conjunto Z. Temos, por exemplo, 3R4, 3R(-4), OR5,
1R3, 2Ry para todo y em Z. Graficamente esta relacéio pode
ser representada por '

(5,0)

(-3,4), 38,4
~4,3), 4,3)

=0 — i 5,00
(«3‘,—4} e 4,-3)
-4,-3) 3,-4)
5,0
Fig. 3
Exempro 13 - Consideremos no produto cartesiano NXN
o subconjunto R={(a,b)eNXN | asb}.

Obtemos assim uma relacio R s6bre o conjunto N dos nimeros
naturais, que é denominada relacdo de ordem (ver o §2.4).

ExempLo 14 - Seja RXR o produto cartesiano do conjun-
to R dos numeros reais por si mesmo e seja
C={@x,peRXR | x*+y*=25}.
O conjunto C define uma relacdio sbbre R que é representa-
da graficamente poi‘ uma circunferéncia de centro na origem

e de raioc 5.
\'\

Fig. 4
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Exempro 15 - Com as notagdes do exemplo anterior, o
subconjunto S={@x,y)eRXR | 2x+4y-620}

€ uma relacdo sbébre R; sua representacdo grafica é o semi-

plano fechado S cuja origem é a reta r de equaciio 2x+3y-6=0
e tal que 0eS.

Y

Fig—5

No caso em que E e F sfo finitos pode-se representar
uma rela¢gdo R de E em F por meio de setas fazendo-se a
seguinte convencdo: um elemento x de E é ligado por uma
seta com um elemento y de F se, e sOmente se, (x,y)eR.
Por exemplo, consideremos os conjuntos E={1,2,3,4,5} e
F;{a,b,c,d,e,f}; a relacdo o o

R={(1,0),1,d),(2,a),(2,e),(3,d)}

€ representada por

Fig. 6
Vejamos ainda um outro exemplo. Seja E={1,2,3,4,5} e
consideremos a seguinte relacdio sobre E:
R={(1,1,1,2),(2,1),(2,3),(4,3)}.
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Conforme a convencio feita acima, a representacfo gréafica de R
pode ser dada por

Fig. 7

EXERCICIOS

25, Determinar tddas as relacdes sébre o conjunto E ={a,b}, onde
a#b. i
26. Utilizando o processo dado pela Fig.7 representar a relacédo
definida no exempio 12.

27. Representar pelo mesmo processo grafico a relacdo R sbbre
o conjunto E=1{1,2,3,4,5,6}, onde aRb se, e sOomente se, a divide b.

28. Se R ¢é uma relagdo de E em F, entdo o conjunto D(R) de
todos os elementos x de E tais que exista yeF tal que @,ysR é
denominado dominio de R. Por outro lado, o conjunto I(R) de todos os
elementos y de F- tais que exista x em E tal que «,yp&R ¢é deno-
minado imagem de R. Determinar o dominio e a imagem das relacdes
definidas nos exemplos 12, 13, 14 e 15.

29. Se R é uma relacdo sbbre um conjunto E, o que significa a
inclusdo 4d;c=R?

2.3 - RELACAO DE EQUIVALENCIA

DEFINICAO 6 - Diz-se que uma relacio R sObre um
conjunto E é uma relagdo de equivaléncia se, e somente se, sdo
validas as seguintes condigOes

El: para todo a em E, tem-se aRa, (propriedade reflexiva);

E2: quaisquer que sejam a e b em E, se aRb, entio
bRa (propriedade simétrica);

E3: quaisquer que sejam a, b e ¢ em E, se aRb e se
bRc, entdo aRc (propriedade transitiva).

Veremos a seguir alguns exemplos de relacdes de equi-
valéncia e ao mesmo tempo mostraremos que, em geral, as
condicSes El, E2 e E3 sfo independentes.
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ExempLo 16 - Consideremos o conjunto E de t6das as retas
de um plano « e seja R a relacio
XRY se, e somente se, X=Y ou XMNY=0.
A relacio R é, simplesmente, a «relacio de paralelismo da
Geometria Plana» e sabemos que R é uma relacdo de equi-
valéncia sbbre o conjunto E.

Exempro 17 - Com as notagdes do exemplo anterlor consi-
deremos a relacdo R definida por
XRY se, e somente se, X é perpendicular a Y.
Esta é a relacdo de perpendicularismo da Geometria Plana e
sabemos que R s6 satisfaz a propriedade simétrica, logo, R
ndo é uma relagdo de equivaléncia sdbre E.

ExempLo 18 - Seja E um dado conjunto nfo vazio de pessoas
e consideremos a relagdo R definida por: xRy se, e somente se,
x e y sdo irm3aos. E imediato, com o conceito usual de «irméaon»,
que sé é vélida a propriedade simétrica. Portanto, R nfo é uma
relagdo de equivaléncia.

Exempro 19 - Consideremos o conjunto Z dos ntimeros in-
teiros e seja m#0 um inteiro dado. Coloquemos, por definicio
xRy se, e somente se, x-y é divisivel por m. Verificaremos
detalhadamente no §2.6 do capitulo III, que R é uma relacdo
de equivaléncia (denominada congruéncia médulo m).

Exempro 20 - Seja P(E) o conjunto das partes de um con- -
junto E e consideremos a relagdo R sObre P(E) definida por
XRY se, e sdomente se, XY,

Portanto, R é a relacdc de inclusio definida sobre P(E).
Conforme vimos no §1.2, R é reflexiva e transitiva e é facil
ver que vale a propriedade simétrica se, e sOmente se, E é
vazio. Portanto, se E#® a relacdo de inclusio ndo é uma
relacdo de equivaléncia sébre P(E). '

Seja R uma relacdo de equivaléncia sébre um conjunto
ndo vazio E; se @ e b sdo dois elementos de E tais que
aRb, diremos que a é equivalente a b médulo R ou que a
é equwalente a b segundo R e usaremos a notagio ‘

a =b (mod. R).
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Analogamente, alRb ¢ substituida por

a b (mod. R), .
que deve ser lida «a n#o é equivalente a b médulo R». Es-
creveremos, simplesmente, a=b ou a#b, quando n&o houver
davida sdbre a relacio de equivaléncia considerada sbbre o
conjunto E.

Seja E um conjunto ndo vazio e seja R uma relacdo de
equivaléncia sObre E. Para todo elemento a de E o conjunto

d={xeE | x=a (mod. R)}

é denominado classe de equivaléncia moédulo R determinada
pelo elemento a e éste elemento, por sua vez, é chamado
representante da classe de equivaléncia @. Notemos que a é
um subconjunto de E, ou seja, aeP(E) e que @+, pois,
conforme a propriedade reflexiva, temos ae@. Indicaremos por
EIR o conjunto de tddas as classes de equivaléncia moddulo
R e diremos que E/R é o conjunto quociente de E pela

relacdo de equivaléncia R.

TEOREMA 4 - Seja R uma relagdo de equivaléncia sbbre
um conjunto ndo vazio E e sejam a e b dois elementos
quaisquer de E. As seguintes condi¢cbes sdo equivalentes
entre si:

1) a =b (mod.R);

2) aeb;

3) bea;

4) @=">;

DemonsTRACAO - £ imediato que 1) implica 2) pela definicio
de classe de equivaléncia. De 2) resulta que a=b (mod.R), logo,
pela simetria, b=a (mod.R) e portanto bed; fica assim de-
monstrado que 2) implica 3). De 3) resulta que b=a(mod.R),
logo, de acdérdo com as propriedades simétrica_e transitiva,
temos x=a (mod.R) se, e somente se, x=b (mod. R); portanto,
@ =b. Finalmente, supondo-se que 4) seja verdadeira e notan-
do-se que acs@ teremos aeb, portanto, a=b (mod. R). |

O teorema acima nos mostra, em particular, que se anb# @,
entdo @ =Db, isto é, se duas classes de equivaléncia tém um
elemento comum, entdo elas coincidem. Um outro modo de
enunciar esta propriedade é o seguinte: duas classes de equi-
valéncia distintas sdo disjuntas. Resulta ainda do mesmo teorema
que se x ¢é um elemento qualquer da classe de equivaléncia
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@, entdo, T=a, ou seja, todo elemento de uma classe de

. equivaléncia é um representante dessa classe.

Exempro 21 - Com as mesmas notacdes do exemplo 16, a
classe X determinada por uma reta X, de E, é o conjunto
de toédas as retas contidas no plano « e que sdo paralelas a
reta X. Diz-se, neste caso,que X é a direcfio da reta X e
o conjunto quociente E/R passa a ser denominado conjunto
das dire¢des do plano «. Notemos que duas retas A e B
tém a mesma direcdo se, e somente se, A=B, ou seja, se, e
somente se, A//B. Como uma classe de equivaléncia X fica
determinada por qualquer um de seus representantes resulta
que para determinar a direcdo da reta X basta fixar qualquer
reta paralela a X podendo-se, em particular, fixar-se a propria
reta X.

Outras propriedades das relagbes de equivaléncia serdo
dadas no §3.3.

EXERCICIOS

30. Determinar tddas as relacdes de equivaléncia R sObre o con-
junto E ={0,1,2} e em cada caso determinar o conjunto quociente E/R.

31. Dar exemplos de relagdes R sbbre o conjunto E = {0,1;2} tais que
a) R satisfaz El1, E2 e E3;

b) R satisfaz El, mas nfo satisfaz E2 e nem E3;

c¢) R verifica E2, mas ndo verifica El e nem E3;

.d) R satisfaz E3, mas ndo satisfaz El e nem E2;

e) El1 e E2, mas nio verifica E3;

f) E1 e E3, mas ndo verifica E2;

g) E2 e E3, mas nio verifica El.

Nota: Este exercicio nos mostra que, de fato, as condi¢bes E1, E2
e E3 sdo independentes entre si.

32. Seja E o conjunto das retas de um plano «, seja p um ponto
dado de a e seja A uma reta dada contida em «. Verificar quais das
condicdoes El1, E2 e E3 sdo verdadeiras para as seguintes relacfes R de-
finidas sébre E (X e Y indicam duas retas quaisquer de E)

a) XRY se, e sOmente se, X nfo € paralela a Y;

b) XRY se, e sdmente se, X & perpendicular a Y ou X ¢é pa-
ralela a Y; ) :

¢) XRY se, e somente se, X e Y se cortam num ponto de A;

d) XRY se, e somente se, X e Y passam pelo ponto p;

e} XRY se, e somente se; X pass?bélé' ponto p e Y corta a reta A.
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33. Seja B uma parte de um conjunto E e consideremos a relagio
R sObre #(E) definida por XRY se, e soOmente se, XMNB=YMNB. Mos-
trar que Rw é uma relacdo de equivaléncia.

34. Se uma relacdo R sb6bre um conjunto ndo vazio E satisfaz as
condigdes E2 e E3 e se para todo x=E existe y=E tal que xRy, entdo
R & uma relacio de equivaléncia.

2.4 - RELACOES DE ORDEM

DEFINICAO 7 - Diz-se que uma relacio R sébre um
conjunto E é uma relacdo de ordem se, e sOmente se, as
seguintes condicdes estdo verificadas

O1: para todo xE, tem-se xRx (propriedade reflexiva);

0O2: quaisquer que sejam x e y em E, se xRy e se
yRx, entdo x =y (propriedade anti-simétrica);

03: quaisquer que sejam x, y e z em E, se xRy e se
yRz, entdo xRz (propriedade transitiva).

Se R é uma relagdo de ordem sbébre E diz-se, simples-
mente, que R é uma ordem sbébre E. Neste caso, diremos
que E é um conjunto ordenado pela ordem R ou que E é um
conjunto parcialmente ordenado pela ordem R ou que a ordem
R define uma estrutura de conjunto ordenado sébre E. Portanto,
uma estrutura ordenada é um par ordenado (E,R), onde E é
um conjunto e R é uma ordem sObre E. Se estiver fixada
uma determinada ordem R sbbre E diremos que E é um
conjunto ordenado (suprimindo-se, portanto, a referéncia sébre
a ordem R fixada sébre E).

Se uma ordem R, sbbre um conjunto E, verificar a
condicdo _
O4: quaisquer que sejam x e Yy em E, tem-se xRy ou
yRx; :
diremos que R é uma ordem total sdbre E ou que E é um
conjunto totalmente ordenado pela ordem R. '

Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e ponhamos,
por definicdo, gR’b se, e somente se, bRa.
E imediato que R’ também é uma ordem sobre E, denomi-
nada ordem oposta de R. Se a ordem R ¢é total, entdo, sua
ordem oposta R’ também é total.

Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e conside-
remos a relacdo R* s6bre E definida por

xR*y se, e somente se, xRy e x#y.
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Verifica-se, facilmente, que R* satisfaz as seguintes condic¢des:

O1: para todo x em E tem-se xR*x;

02 quaisquer que sejam xey em E, se xR*y, entdo yR x;

03 quaisquer que sejam x, y e-z em E, se xR*y e se yR*z,
entdo rR*z.

Uma relacio R* que satisfaz as condi¢bes O1’, 02" e O3 é de-
nominada ordem estrita s6bre E; no caso em questdo diz-se
que R* é aordem estrita associada @ ordem R. Reciprocamente,
se S é uma ordem estrita sobre E, isto é, se S satisfaz as

. condicdes O1', 02" e 03, entfo, a relagdo R definida por

xRy se, e sdOmente se, x =y ou xSy
é uma ordem sObre E, cuja ordem estrita correspondente é
a propria S: R*=S. E imediato que se a ordem R é total,
entdio, a ordem estrita associada a R também é total. Para
uma ordem total R a condicdo O4 pode ser enunciada sob a
forma (lei de tricotomia): quaisquer que sejam x e y em E,
tem-se *R*y, ou, x =y, ou, yR*x.

Uma relacio de ordem é, em geral, indicada com o sim-
bolo < (leia-se: menor ou precede); assim a <b significa que
«a é menor do que b» ou «a precede b». Neste caso, a ordem
oposta de < é indicada por > (leia-se: maior ou sucede); assim

-a>b deveid ser lido «a é maior do que b» ou «a sucedz b».

A ordem estrita associada & ordem < é indicada por < (leia-se:
estritamente menor ou precede estritamente); portanto, a <b
significa que a<b e a#b e a<b deverd ser lido «a & estri-
tamente menor do que b» ou «a precede estritamente b».

A relacdo oposta de < é indicada por > (leia-se: estritamente
maior ou sucede estritamente); assim a>b deverd ser lido:
«a é estritamente maior do que b» ou «a sucede estritamente b».

Podemos representar graficamente os elementos de um
conjunto finito E, ordenado por uma ordem R, de tal modo
que a prépria figura nos indique quando se tem xRy ou
quando x e y ndo sdo comparaveis (isto certamente acontece
se R ndo & total). Para isso indicamos cada elemento de E
por um ponto ou por um pequeno circulo e ligamos o circulo
que representa x com o circulo que representa y por um
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segmento ascendente se, e somente-se, xtRy. As figuras abaixo
esclarecem melhor esta descrigdo.

83) @2

12 18

Fig. 8
Assim a ordem definida em (1) é total. Em (2) temos
asbscsd e asb'sc’<d
e as outras desigualdades que se obtém destas pela aplicacdo
da propriedade transitiva. As figuras (3) e (4) serdo explicadas
nos exemplos 25 e 26 que daremos a seguir.

EXEMPLO 22 - Sabemos que o conjunto N dos numeros
naturais ou o conjunto Z dos numeros inteiros podem ser
totalmente ordenados. O mesmo vale para o conjunto @ _dos
nGmeros racionais ou o conjunto R dos numeros reais.

Exempro 23 - Consideremos a relacdo de inclusdo < de-
finida sébre P(E) (ver exemplo 20). .E imediato que P(E)
estd parcialmente ordenado por essa relacio e diremos, entdo,
que o conjunto P(E) estd ordenado por inclusdo. A ordem
oposta de =€ . Notemos que esta ordem é total se, e sdmente
se, o conjunto E tem no maximo um elemento.

ExemprLo 24 - Consideremos ‘a relacio. de divisibilidade

sbbre o conjunto N dos nimeros naturais: alb se, e sdmente

se, existe ceN tal que b=ac (o simbolo alb deve ser lido
. «a divide b»). Verifica-se que se obtém uma ordem sdbre N
e que esta ordem ndo é total
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Exempro 25 - Consideremos_ o conjunto dos.niimeros na-
turais que sdo divisores de 12
E={1,2,3,4,6,12}

e ordenemos éste conjunto pela relacdo de divisibilidade: q < b
se, e somente se, alb. Obtém-se, neste caso, uma ordem néo
total sbbre E que estd representada graficamente na parte
(3) da Fig. 8.

ExemprLo 26 - Consideremos o conjunto de todos os ni-
meros naturais que sdo divisores proprios de 36

_ E ={2,3,4,6,9,12,18}
e ordenemos E pela relacio de divisibilidade. Obtém-se uma
ordem ndo total sébre E que esta representada graficamente
pela parte (4) da Fig.8.

ExemprLo 27 - Consideremos a relacdo de divisibilidade
sObbre o conjunto Z dos numeros inteiros: alb se, e sOmente
se, existe ceZ tal que b=ac. E facil verificar que valem as

propriedades Ol e O3 mas ndo vale 02, pois, 2/1(-2) e (-2)|2,

com 2#-2. Portanto ndo se obtém, neste caso, uma relacéo
de ordem sébre Z.

- Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e seja A
um subconjunto de E; definiremos uma relacdo R, sdbre A
do seguinte modo: se x e y sdo dois elementos quaisquer de
A, colocaremos Ny

- xR,y se, e somente se, xRy.

E imediato que R,=RM(AXA) e que R, é uma ordem sdbre
a parte A; diz-se que R, é a ordem induzida sbbre A pela
ordem R e, reciprocamente, que R é um prolongamento de
R,. Evidentemente, se R é uma ordem total, entdo, R, também
€ total. Para simplificar a notacfo indica-se, em geral, a ordem
induzida com o mesmo simbolo que 1nd1ca a ordem conside-
rada sébre E.

DEFINICAO 8 - Seja E um conjunto ordenado pela or-
dem < e seja A uma parte nfo vazia de E. Diz-se que A é
majorado se, e somente se, existe beE tal que x<b, para todo
x em A.

Se A é majorado também diremos que A é limitado su-
periormente e qualquer elémento b que satisfaz a condicfio da
definicdo acima é chamado majorante ou limite superior de A
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Definem-se, analogamente, as no¢des de conjunto minorado
ou conjunto limitado inferiormente, minorante ou limite inferior.
Se o subconjunto nfo vazio A for limitado superiormente e
inferiormente diremos que A é limitado.

DEFINICAO 9 - Seja E um conjunto ordenado pela or-
dem < e seja A um subconjunto ndo vazio de E. Diz-se que
um elemento m de E é um minimo (resp., mdximo) de A se,
e sOmente se, sdo validas as seguintes condigdes:

1) meA;

2) m é um minorante (resp., majorante de A).

Podemos demonstrar, facilmente, que se A tem minimo
m, entdo éste elemento é unico. Com efeito, se m e m' sdo
minimos de A, temos m <m’ pois m é minorante de A e m'eA;
analogamente, m'<m pois m’ é minorante de A e meA, por-
tanto, em virtude da propriedade anti-simétrica, temos m = m/.

Se o subconjunto ndo vazio A tem minimo, éste ele-
mento seré indicado pela notacdo min A (leia-se: minimo de A).
Analogamente, se A tem maximo, éste elemento sera indicado
por maxrA (leia-se: maximo de A).

ExempLo 28 - O conjunto P(E), ordenado por inclusdo (ver
o exemplo 23) tem minimo e maximo que sdo, respectivamente,
o conjunto vazio e E.

ExempLo 29 - Consideremos o subconjunto A, de P(E), for-
mado por tédas as partes finitas de E e ordenemos P(E) por
inclusdo. O conjunto A tem minimo que é o conjunto vazio; A
tem méaximo se, e sOmente se, E é um conjunto finito e neste
caso E é o maximo de A.

Exempro 30- O conjunto N dos nimeros naturais, ordenado
pela ordem habitual <, tem minimo que é o niimero natural 0;
N nfo tem maximo, pois n<n+l para todo numero natural n.
Conforme veremos no Capitulo II, §2.1, todo subconjunto ndo
vazio A, de N, tem minimo; éste enunciado é o que se denomina
principio do menor nimero natural.

Exemrro 31-0 conjunto Z dos nimeros inteiros, ordenado
pela ordem habitual <, nfo tem minimo e nem maximo. O
mesmo vale para o conjunto @ dos nimeros racionais ou o
conjunto R dos nuimeros reais.
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Exempro 32 - Consideremos ¢ conjunto @ dos numeros
racionais e seja A ={re@Q | 1<x}. E evidente que A é limitado
inferiormente e, no entanto, A nio tem minimo, pois para todo
a em A tem-se 1<;(1+a)<a.

DEFINICAO 10 - Diz-se que um conjunto nfo vazio E, total-
mente ordenado pela ordem <, é bem ordenado (pela mesma
ordem) se, e sdmente se, todo subconjunto ndo vazio, de E, tem
minimo. Diz-se, neste caso, que < é uma boa ordem sdbre E.

Conforme veremos no Capitulo II. §2.1, o conjunto N dos
nameros naturais, ordenado pela ordem habitual. é bem ordenado
Pode-se demonstrar que téda ordem total sébre um conjunto
finito e ndo vazio é uma boa ordem. Em virtude do exemplo
31 concluimos que a ordem habitual sdbre o conjunto @ dos
numeros racionais ndo é uma boa ordem.

EXERCICIOS

35. Determinar tédas as relacdes de ordem sdbre o conjunto E =
={a,b,c}, onde a, b e ¢ sdo distintos dois a dois. Quantas sdo as ordens
totais sébre E?

36. Ordenar por inclusdao o conjunto 2(E). onde E ¢ o conjunto
definido no exercicio anterior.

37. Determinar o nuimero de ordens totais que se podemn definir
s6bre um conjunto finito E. Tdéda ordem total sobre E é uma boa ordem?

38. Consideremos a ordem habitual < sdbre o conjunte N dos
nimeros naturais e seja E=NXN o produto cartesiano de N por si
mesmo. '

a) Se @,b e «,d) sdo dois elementos quaisquer de E colocare-
mos, por definigio, ‘

@,bR«,d) se, e sbmente se, ausc e bsd.
Mostrar que R é uma relacio de ordem sébre E. que ndo ¢ total

b) Se w,b e «c.d) sdo dois elementos quaisquer de E colocaremaos.
por definicéo, '
@,bbR’«c,d) se, e sObmente se, a<c¢ ou a=c¢ e b<d.
Mostrar que R’ é uma ordem total sObre E.

39. Seja < uma ordem sbébre um conjunto E e seja < a ordem
estrita associada a =.

a) Mostrar que se xsy e se y<z, entdo x<z.

b) Mostrar que se T <y e se ysz, entdo v <z.
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EXERCICIOS SOBRE O §2

40. Consideremos a relaciio R, sdbre o conjunto Z dos numeros
inteiros, definida por xRy se, e somente se, x{y e ylx. Mostrar que R
é uma relacdo de equivaléncia e determinar o conjunto quociente E/R.

41. Diz-se que uma relacdo R, sbbre um conjunto E, ¢ uma pré-
ordem se, e somente se, R é reflexiva e transitiva, isto é, se," e s0-
mente se, R satisfaz as condicdes O1 e O3 da definicdo 7. Se R é uma
pré-ordem sObre E colocaremos aR'b se, e sdmente se, aRb e bRa.
a) Mostrar que R’ é uma reélacdo de equivaléncia sdbre E.b)Sedaeb
séo duas classes de equivaléncia médulo R’, poremos T < b se, e sOmen-
te se, aRb. Mostrar que esta definicdo ndo depende dos representantes
a e b das classes de equivaléncia @ e b, respectivamente. c¢) Mostrar que
< é uma ordem sdbre o conjunto quociente E/R’ (diz-se que < é a or-
dem induzida sbbre E/R’ pela pré-ordem R).

42. Consideremos o conjunto N dos numeros naturais, ordenado pela
relacio de divisibilidade (ver o exemplo 24). a) Mostrar que dados dois
nUmeros naturais a e b, entfo mdc(a,b) (maximo divisor comum de a e b)
é o maximo do conjunto S de todos os numeros naturais que sdo «me-
nores» (segundo esta ordem |) do que a e b. b) Mostrar que mmc(a,b)
(minimo multiplo comum de a e b) é o minimo do conjunto M de
todos os numeros naturais que sdo «maiores» do que a e b.

43. Seja R uma relagdo de E em F e consideremos o subconjunto

R'={w,0veFXE | @,peR}

que é, evidentemente, uma relagio de F em E, R & denominada rela-
¢do inversa ou reciproca de R; no caso em que E=F também se diz
que Rl é¢a oposta de R (nomenclatura esta que ja foi utilizada na defi-
ni¢do de ordem oposta - ver o §2.4). a) Dados o dominio e a imagem de
R, determinar o dominio e a imagem de R'?. b) Mostrar -que (R"H!=
= R. ¢) Determinar as inversas das relacfes definidas nos exemplos 12,
13, 14 e 15, ' ‘

44. Diz-se que uma relacdo R, sObre um conjunto E, é reflexive
se, e sOmente se, xRx para todo x em E. a) Mostrar que R é reflexiva
se, e somente se, Ag<R. b) Determinar D(R) e I(R) no caso em que R
é reflexiva.

45. Diz-se que uma relagdo R, sObre um conjunto E, é simétrica
se, e somente se, vale a condi¢do E2 da definicio 6: quaisquer .que
sejam xe y em E, se xRy, entdo, yRx. Mostrar que R ¢ simétrica se,
e somente se, R=R"L

46. Se R € uma relagdo de E em F e se S é uma relacdo de Frem G,
indicaremos por SoR o conjunto de todos .os pares ordenados (x,2)EXG
tais que exista y em F tal que @,yeR e w,»eS. E imediato que
SoR é uma relagdo de E em G, denominada relacdo composta de S e R
(observar a ordeml!. a) Se R é a relacdo de paralelismo (ver o
exemplo 16) determinar a composta RoR. b) Se R é uma relacdo de
ordem sbbre E e se R* & a ordem estrita associada a R, determinar as
compostas RoR* ¢ R*oR. ¢) Utilizando ¢ processo grafico dado no §2.3
(Fig. 6) ilustrar como é que se pode construir SoR no caso em que E,
F e G sdo finitos. )
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47, Com as notacbes do exercicio anterior, mostrar que
Rodg=R e AJdroR=R.
Em particular, se R é uma relacio sbbre E, tem-se
Rodg=4gocR=R. ‘
48. Seja H um outro conjunto e seja T uma relacio de G em H;
mostrar que (ToS)oR =To(ScR) (propriedade associativa), onde R e S
sdo as relagdes consideradas no exercicio 46.

49, Com as notacOes do exercicio 46, mostrar que SoR)y'=R1os57,

50. Diz-se que uma relagdo R, sébre um conjunto E, é transitiva
se, e sobmente se, vale a condi¢io E3 da definicdio 6. a). Mostrar que R ¢
transitiva se, e sobmente se, RoR @ R. b) Mostrar que. se R & reflexiva
e transitiva, entdo, RoR =R. ¢) Dar um exemplo para mostrar que se
pode ter Ro.R<R e RoR#R.

51. Seja R uma relagdo sdbre um conjunto E. Demonstrar que R
é uma relacio de equivaléncia se, e somente se, dgcR, R=R" e
RoR<R.

52, Com as mesmas notacdOes do exercicio anterior, mostrar que
. = e A s N -1
R é uma relacdo de equivaléncia se, e sdbmente se, /g R e E=RoR™.

53. Mostrar que uma relacdo R sObre um conjunto E é uma rela-
¢do de ordem se, e somente se, RMNAR'=Ag e RoR=R.

54. Demonstrar que uma relagdo R sObre um conjunto E é uma
ordem total se, e sdmente se, RNR <4z, R-R<R e RURI=EXE.

§3 - APLICACOES

3.1 - DEFINICOES E EXEMPLOS

DEFINICAC 11 - Sejam E e F dois conjuntos e seja f uma
relacdode E em F, isto é, f é um subconjunto do produto carte-
siano de E por F. Diz-se que f é uma aplicacdo de E em F, se
e sOmente se, estiverem verificadas as seguintes condigfes

a) para todo x em E existe um elemento y de F tal

que (x,YEf;

b) quaisquer que sejam os elementos x, y e ¥y, com x

em E e y e y em F, se
@, pef e (@, yHef, .

entdo y=v.

E imediato que as condicdes a) e b) da defini¢do acima
sdo equivalentes a seguinte condicgdo

c) para todo x em E existe um Unico y em F tal que
x, s,
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Uma aplicacdo de £ em F também é denominada funcdo
definida em E e com valores em F apesar de que a palavra
funcdo é, em geral. reservada para o caso em que F é um
conjunto numerico. O conjunto de todas as aplicacdes de E em F
é indicado pela notacdo FF (leia-se: F a poténcia E).

Se f é uma aplicacdo de E em F e se x é um elemento
qualquer de E. entdo, o unico elemento y de F tal que (xr,yef,
ou seja, tal que - xfy. sera indicado pela notacdo fary (leia-se:
«f aplicado a x», ou, «valor de f em x». ou, simplesmente,
«f de x») e serd denominado imagem de x pela aplicacdo f ou
correspondente de x pela aplicacdo f ou ainda valor de f em x.
O conjunto E também é chamado campo de definicdo de f ou
dominio de f e também diremos que I estd definida sébre E.
O conjunto F passa a ser denominado contra-dominio de f.
Alguns autores também usam as seguintes denominacGes para
E e F, respectivamente, conjunto de partida e conjunto de
chegada da aplicacdo f.

Notemos que se f é uma aplicacio de E em F, entdo
f € o conjunto de todos os pares ordenados (x,f@) com x
em E; isto corresponde, em outros térmos, a definir uma
aplicacdo pela idéia familiar de «grafico de uma funcéo».

Para indicar uma aplicacio f de E em F utilizaremos
uma das seguintes notacdes
f:E-»F ou E-LF

x +— f(x) (10)
onde x é um elemento qualquer de E.

ou ainda

Para simplificar a linguagem, em lugar de dizer «sejam
E e F dois conjuntos e seja f uma aplicacdo de E em F»
diremos, simplesmente, «seja f uma aplicagio de E em F>,
ou, «seja a aplicacdio f:E—F», ou, «seja a aplicacfio ELF,
ou ainda «seja a aplicacdo x+ fx) de E em Fo.

Define-se, em geral, uma aplicacio f de E em F me-
diante uma lei que associa a cada elemento de E um unico
elemento de F, como sugere a notacdo (10), apesar de que os
térmos «lei» e «associa» ndo estdio bem definidos. No entanto,
éste processo serd usado freqiientemente quando ndo houver

duvida sébre a definicdo do valor que f assume em x, onde x
é um elemento arbitrario de E.

Uma aplicacdo f estad determinada quando se fixa seu do-
minio E, seu contra~-dominio F e o subconjunto f de EXF e para
estabelecer a igualdade de duas aplicacdes temos o seguinte
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TEOREMA 5 - As aplicagbes f: E—F e g: E— F sio iguais
se, e somente se, f(x)=g(x) para todo x em E.

DemonsTracAO - Suponhamos que f=g e seja x um ele-
mento qualquer de E. De acérdo com a parte a) da definicéo 11,
existe fx) em F tal que (x.f(n)ef e existe gwr) em F tal que
(x,g(x))eg e como f=g segue-se que

(x.fenef e (r.go)ef.
de onde vem, fx)=g@ em virtude da parte b) da mesma de-
finicdo. Reciprocamente, suponhamos que f(x)=g@) para todo
x em E; se (x.y) & um elemento qualquer de f. temos y = f(x),
logo, y =g(x) e entdo (r.yeg. Fica assim demonstrado que fcg
e de modo completamente andlogo demonstra-se que gcf. |

Seja f uma aplicacdo de E em F: o conjunto de todos
os elementos y de F tais que exista x em E tal que f(?(:)zy
é denominado imagem de f e serd indicado por Im(f)‘(lela—se:
imagem de f). Portanto. a imagem de f é o conjunto formado

pelas imagens de todos os elementos de E por f, ou seja,
é o conjunto de todos os valores da aplicacdo f. Notemos

que Im(f)ycF e. em geral, Im(f)aé‘F.

Pode-se representar, graficamente, uma funcdo f: E -R,
onde E é uma parte de R. do seguinte modo: considera-se
num plano « um sistema de coordenadas cartesianas ortogo-
nais XOY e o conjunto G de todos os pontos de coordenadas
(x, ftx)), com xreE. O conjunto G ¢ denominado grdfico
da funcdo f relativo ao sistema de coordenadas XOY. As
condicOes a) e b) da definicdo 11 significam que toda reta r
(contida em «) tal que r//OY e r passa por um ponto de
E corta o grafico G num unico ponto.

.,

fx)

Fig. 9



Exempro 33 - A relacduv C definida no exemplo 14 ndo
é uma funcdo. pois, temos 3C4 e 3C(-4), o que contradiz a
parte b) da definicdo 11. A condicdo a) desta definicdo tam-
bém ndo esta verificada, pois, nfo existe y em R tal que 6Cy.
E facil ver pelo grafico desta relacdo C (Fig. 4) que as con-
dicdes a) e b) ndo estdo verificadas. Com efeito, téda parale-
la ao eixo OY que passa por um ponto interno ao intervalo
fechado [-5.5] do eixo OX corta a circunferénecia C em

dois pontos distintos e téda paralela. ao eixo OY cuja dis- -

tdncia a origem é estritamente maior do que 5 ndo corta a
circunferéncia C.
" ExempLo 34 - Consideremos o intervalo fechado E =[-5,5]
e seja C={w,peEXR | x?+y?=25}.
Obtém-se déste modo. uma relacdo C de E em R cujo gra-
fico é a circunferéncia C de centro na origem e raio 5 (Fig. 4).
Conforme vimos no exemplo anterior. C ndo é uma aplicacio
‘de E em R, pois, ndo estd verificada a condicdo b) da de-
finicdo 11. Notemos que, neste caso, estd verificada a condicado
a) desta definicéo.
ExempLo 35 - Com as mesmas notacdes do exemplo an-
terior, o conjunto
S={w,peEXR | x*+y*=25 e y>0}
¢ uma funcdo de E em R cujo grafico é uma semi-eircunfe-
1éncia de centro na origem e raio 5 (Fig. 10).

vl

5,00 X

Fig. 10

Exempro 36 - Vamos determinar tédas as aplicacbes de
E={0,1} em F={a,b}, onde a#b. Se f é uma aplicacéo
de E em F existem y e ¥y em F tais que (0,9)ef ¢
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(1.y)ef. pois o dominio de f é {0,1}; além disso, os pares
ordenados (0,3 e (1,y) s@o os Gnicos elementos de f e
como y e y' sdo elementos arbitrarios de F={a,b}, teremos
a0 todo quatro aplicacdes de E em F:
f1=100,0),(1,b)}
fg'_:{(o,b),(l,a)}
© fy=1(0,a),(1,a)}
f4=1{(0,b),(1,b)}.

ExempLo 37 - Seja E um conjunto e seja R uma relacdio -

de equivaléncia sdbre E; o subconjunto

q={x,yeEX(EIR) | y==}
onde E/R é o conjunto quociente de E por R e T éa
classe de equivaléncia médulo R determinada pelo elemento
x, é uma aplicacdo que é denominada aplica¢do quociente ou’
aplicagdo candnica de E em E/R. Observemos que a defini-
¢do de q poderia ser dada sob a forma q(x)=%, para todo
x em E. Notemos ainda que Im(q=E/R.

Exempro 38 - Consideremos um conjunto E e seja 4y a
diagonal do produto cartesiano EXE, isto &, '
dg ={x,peEXE | y=x}.
E imediato que 4; é uma aplicagdo de E em E, que sera
denominada aplicacdo idéntica de E e sera indicada por I;ou 1g.
Quando o conjunto E esti fixado também se indica esta
aplicacdo por I ou 1.

Seja f uma aplicacdo de um conjunto E num conjunto
F e seja A uma parte de E; a aplicacio g: A—F definida
por g(r)=f(x), para todo x em A, é denominada restricdo de
f a parte A e serd indicada por f, ou flA. Notemos que
o dominio de f, é A e que

» fa=FfN(AXF).

Poderiamos ter definido f, diretamente a partir desta Gltima
igualdade. A restri¢do da aplicacdo idéntica I, a uma parte A,
de E, é denominada dplicacdo candnica de A em E.

Sejam f:E —~F e g: E — F’ duas aplicacdes; diz-se que g
é um prolongamento de f se, e somente se, ECE, FCF e gxy =
=f@), paratodo x em E. Por exemplo, f é um prolongamento
de sua restricdo f, a uma parte A de E. Mostraremos’ que
vale a seguinte propriedade: sejam E e F dois conjuntos e
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seja A uma parte de E se f & uma aplicacio de A em F
e se' F é& ndo vazio, entdo existe uma aplicacdo, g de E em
F que prolonga f. Com efeito, existe por h1potese um elemen-
to b em F e basta, entdo, definir g por gx)=fix) para todo
x'em A e g)=b para todo x€E, x&A.

Diz-se que uma aplicacio f:E—F ¢& constante se, e sO-
mente se, a imagem de f é um conjunto unitario. Se f é uma
aplicacio de E em F e se a restricdo de f a uma parte A
de E é constante, diremos que f é constante sébre A.

EXERCICIOS

55. Determinar todas as aplicacdes de E={0,1} em F=1{a,b,c} (a, b
e ¢ distintos dois a dois) e tddas as aplicagdes de F em E.

56. Sejam E e F dois conjuntos finitoss com m e n elementos
respectivamente; determinar o numero de aplicacbes de E em F. Exa-
minar também os casos em que m=0 e n>0, m= 0en=0.

57. Consideremos a seguinte relagio sébre o conjunto Z dos na-
meros inteiros - f=laypeZXZ | ax+by =1},
onde a e b sdo inteiros dados. »Verlflcar em que condicbes sobre a e b,
f & uma aplicacdo. : oo

!

58. Seja E o conjunto de todos os numeros reais x tais que
-1<x<1; determinar quals das seguintes relacdes f sdo aplicagbes de E

em R, onde f é o conjunto de todos os pares ordenados &,y tais que.

a) y=uad; - B
b) y2=a3; '

¢c) y=x2+5x+6;

d y2=1-x2 e y<0;

e) y2=2x e y=0;

f) y2=2x.

~3.2 - COMPOSICAOi DE APLICACOES

DEFINICAO 12 - Seja f umia aplicacio de um conjunto E
num conjunto F e seja g uma aplicacdo de F num con]unto
G; chama-se composta de g e f a aphca(;ao h, de E em G,

definida por her) = : .
para todo x em E. . o .g(f @),

Indicaremos esta aplicaf;éo h por gof (leia-se: g compos-
ta com f ou g circulo f); portanto,

(gofHH = g(fx) (),
para todo x em E. '
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Representa-se também a composta gof pelo diagrama
i

E-—">F

o g

G
OBSERVACOES
1.8) A definicdo acima pode ser reformulada do seguinte
modo: a composta de g e f é o conjunto de todos os pares

ordenados (x,2z), de EXG, que possuem a proprledade ex1ste
y em F tal que

x,pef e , z>eg

23) A composta de g ‘e f sO estd definida quando o
contra-dominio de f é igual ao dominio de g. Em partlculaxf, :

se f e g sdo aplicacdes de E em E, entdo, as compostas gof-e

fog estdo definidas e sdo aplicagGes de E em E.

3.3) A composta de g .ef é obtida aplicando-se f aos ele-
mentos de E e a seguir transformam-se estas imagens por
g; note-se, portanto. que a leitura de gof é feita na ordem in-
versa em que estdo -dadas as aplicacdes f e g. ' ’

ExempLo 39 - Consideremos as aplicagdes f e g, de R

- em R, definidas por f(x)=2.7c e gry=x* para todo x em R.

Neste caso estdo definidas as compostas geof e feg e temos

(gof)x) = g(fo) = g(2x) = (2x)? = 4x?
(fog)xy = f(gu)) = flx?) = 2,

e

logo, fog#gof.

Notemos que, em geral, fog#gof (ou seja, a composicdo
de aplica¢des ndo -é comutatwa) por causa de dois motivos:

.1.2) pode acontecer' que somente ‘uma das compostas fog ou geof

esteja definida; 2.°) as duas compostas fog e gof estdo defi-
nidas e fog#gef como nos mostra o exempio anterior. '

Exempro 40 - Consideremos as apliCacﬁéS fivfas J‘3 e f, de-
finidas no exemplo 36, onde  escolheremos a=0 e b=1, logo,
F=E. Notemos que a composta f;of; (1<i;j<4) é ainda uma
aplicacio de E em E e, portanto, coincide com uma das apli-

'cacﬁés/fl, fas f3 ou f,.
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Determinaremos fyof, e fiof;. Temos
(f32F)(0) = f5(f4(0)) = f5(1) = 0
(fsof 1) = £4(f3(1)) = £35(1)= 0,
logo, fyefs=fs e

(Faof2)(0) = f(F2(0)) = Ff(®) =1,
(.f4°f3)(l)=f4(fa(1))=fgm)=1,
portanto, f,of;=f,. Calculam-se, de modo andlogo, as outras
compostas e se obtém a seguinte tdboa (que deve ser lida
linha por coluna)

o|fy fo f3 fa
Iolfi fa fs Ja
Jolfe F1 fa Js

fa|fs fa fs fs
fs|fs fs fu S

Exempro 41 - Se f € uma aplicagio de E em F, tem-se
Igof=f e folg=f

onde Iz e Iy sdo, respectivamente, as aplicacSes idénticas de

E e F. Em particular, para toda aplicacdo f, de E em E, tem-se
Igof=f=folg.
Notemos que se E#F, entdo, as compostas de f e Iy e de Ig
e f ndo estdo definidas. . .
TEOREMA 6 - Quaisquer que sejam as aplicagdes
ELF, F5G e G5H
tem-se (propriedade associativa)
(hog)of =ho(gef).

DemonstracAo - A condicdo 1) do teorema 5 estd satis-
feita, pois, E é o dominio de (hog)ef e de ho(gef). Conside-
remos um elemento qualquer x de E e ponhamos f)=y,
gyp=2 e hy=t; temos :

(thogref )@ = (heg)(f(x) = (heg)y) =h(ga) =h@) =t
e, notando-se que (gof)) = g(fr) = gy =z,
(hogeH)x) = h(tgefa)) =h@) =t;
((hogrof)@ = (ho(gePH)@),
para todo x em E, o que termina a verificacdo da parte 2) do
teorema 5. |

portanto,
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DEFINICAO 13 - Diz-se que uma aplicacio f:E—F & so-
brejetora se, e somente se, para todo elemento y de F exis-
te um elemento x de E tal que f)=y.

Em lugar de dizer «f é uma aplicagio sobrejetora de E
em F» diremos freqlientemente «f é uma sobrejeciode E em F».
E imediato que uma aplicacio f: E—F é sobrejetora se, e
somente se, Im{)=F.

TEOREMA 7 - Se as aplicaces

ftE—~F e gF—G
sdo sobrejetoras, entdo a composta gof também é sobrejetora.

DemonsTtrACAO - Conforme a definicdo 13, paré todo z em G
existe um elemento y de F tal que gy)=2 e dado y exis-
te um elemento x de E tal que f(x)=y; daqui resulta que

(gof)@ = g(fr)) =g =2z;
portanto, f é sobrejetora. i

O teorema acima é, em geral, enunciado sob a forma
abreviada: a composta de duas aplicagdes sobrejetoras também
é sobrejetora.

DEFINICAO 14 - Diz-se que uma aplicacdio f: E-~F é inje-
tora se, e somente se, a seguinte condicdo estiver verificada:
quaisquer que sejam x e X’ em E, se x#x', entdo, f(@) #fx).

A defini¢do acima nos mostra que f é injetora se, e sO-
mente se, f transforma elementos distintos em elementos dis-
tintos. A

Em lugar de dizer «f é uma aplicacdoc injetora de E em
F» diremos freqiientemente «f é uma injecdio de E em Fo».
E imediato que uma aplicacio f:E —F é injetora se, e sdmen-
te se, uma das seguintes condices estiver verificada:

a) quaisquer que sejam x e x’ em E, se fx)=f), entdo
r=x;

b) para todo y em F existe no maximo um elemento x
de E tal que fry=y.

TEOREMA 8 - Se as aplicages
f:E—F e g:F—G
sdo injetoras, entdo a composta gof também é injetora.
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DemonsTrACAO - Sejam x e ' dois elementos quaisquer
de E e suponhamos que (gof)@) =(gof)x), logo, g(f@) = g(f")-
Como g é injetora resulta desta tultima igualdade fxy = fexh,
de onde vem x=x/, pois f também é injetora; portanto, gof €
injetora.

O teorema acima é, em geral, enunciado sob a forma abre-
viada: a composta de duas aplicagdes injetoras também é injetora.

TEOREMA 9 - Se és aplicacGes
o f:E—F e g:F—E
sio tais que gof=Ig, entdo f & injetora e g & sobrejetora.

DEMONSTRACAO — Seja x um elemento qualquer de E e

ponhamos f(x)=y, logo, y&F; temos ‘

x =Ig@) = (gef)@ = g(f®) = 9¥);
portanto, g & sobrejetora. Sejam x e x' dois elementos quais-
quer de E e suponhamos que fo) = fxy; temos

x =Ig@ = (ge ) = g(f) = g(f@") = (gef)@) = Iz @) =2';
portanto, f & injetora. ]

DEFINICAO 15 - Diz-se.que uma aplicagio f: E—F & bi-
jetora se, e sOmente se, f é sobrejetora e injetora.

‘Uma aplicagio bijetora também é denominada bijecdo.
Uma bijecio de E em E échamada permutacio de E. E ime-
diato que uma aplicagéo f: E—F é bijetora se, e sOmente se,
a seguinte condi¢éo estiver verificada: para todo y em F existe
‘um tnico elemento x de E tal que fx=y.

Exempro 42 - A aplicagfo idéntica Iy, de um conjunto E,
é uma permutacéo de E (que é denominada permutacdo idén~
tica de E). . '

Exempro 43 - A aplicacdio f:N — N definida por fmy=n+1
é injetora mas ndo é sobrejetora.

Exemrro 44 - A aplicacio f:N — N definida por fay=3%
se n & par e fm=2%" se n & impar, é sobrejetora mas ndo
é injetora. _ e -

-Seja f uma aplicaco bijetora de um conjunto E num
conjunto F; conforme tinhamos observado acima, para todq
elemento y em F existe um unico elemento x de E tal que
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ftxy=vy; portanto, a relacéo

f1={w,neFXE | «,pef}
é uma aplicacdo de F em E que serd denominada aplicagdo
reciproca ou inverse da bijecdo f. A definicdo de f' pode ser
reformulada do seguinte modo: temos J"l(y)=.x‘ se, e sOmente
se, fam=y. E imediato que .

flof=Iy e fof'=Iy . (12).
.E importante notar que as igualdades acima caracterizam as
bijegcdes e suas‘inversas; precisamente, temos ¢ seguinte

TEOREMA 10 - Uma aplicacio f:E—F é uma bijecdo
se, e somente se, existem aplicagbes g:F — E e h: F — E tais que
gof=Ip e foh=Ip (13).

Neste caso, tem-se g=h=f".

DemonsTrAacAw - Se f é uma bijecio de E em F, tomamos
g=h=f" e as féormulas (12) nos mostram que gof=Ige foh=1I.
Reciprocamente, suponhamos que existam aplicagées g e h,
de F em E, tais que (13) seja verdadeira; de geof =Ig resulta,
em virtude do teorema 9, que f é injetora e de foh=1I, resulta,
tonforme o mesmo teorema, que f é sobrejetora, portanto, f
é bijetora. Falta demonstrar que as relagdes (13) implicam
g=h=f'. Seja y um elemento qualquer de F e ponhamos
flap=x, logo, f@=y; temos ,

flap =x = 1g@ = (go ) = g(f) = 9;

, portanto,‘ f1=g. Por outro lado, sabemos que geolp=g e Igoh=h,

logo, em vir!;ude de (13) e do teorema 6, teremos
| " g=goly=go(fohy=(gefich=Igeh=h

e portanto g=h=f". |

Aplicando-se o teorema acima as férmulas (12) temos
o seguinte

COROLARIO - Se f é uma bijecdo de E em F, entio
sua inversa f! & uma bijecio de F em E e, além disso, ()" =7.
' 'Vej’amos agora como é que se determina a inversa da
composta de duas aplicacgBes bijetoras:

TEOREMA 11 - Se as aplicagOes

f:E—F e g F—G
sdo bijetoras, entdo sua composta gof & bijetora e
(gof)t=flog™ (14).

-
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DemonsTrRACAO -~ A primeira parte déste teorema é uma
conseqiiéncia imediata dos teoremas 7 e 8. De acérdo com o
teorema 6, temos

(gof)o(f og™) =[(gof)of Jog =
=[go(fof Neg™ =(gelplog? =geg'=1I

(g Volgef) =[(f " og)oglef =
=[folgtoglof = (foIg)of = fof = Ip;
portanto, em virtude do teorema 10, concluimos que vale (14).[

A primeira parte do teorema acima pode ser enunciada
sob a forma abreviada: a composta de duas aplicacGes bijetoras
também é bijetora. Em particular, a composta de duas permu-
tacbes de um conjunto E é uma permutacdo de E.

Seja E um conjunto e indiquemos por S(E) o conjunto
de tddas as permutacdes de E. Resumiremos as propriedades
mais importantes da composicio de permuta¢es nos seguintes
enunciados:

GO: quaisquer que sejam f e g em S(E), tem-se fogeS(E);

G1l: quaisquer que sejam f, g e h em S(E), tem-se
(fogroh = fogehy;

G2: felg=f=Igof, para todo elemento f de S(E);

G3: fof'=Ig=1"of, para todo f&S(E).

Conforme veremos no Capitulo II estas propriedades definem
uma estrutura de grupo sdbre S(E); diremos, entdo, que S(E)
é o grupo das permutacdes do conjunto E.

EXERCICIOS

59. Consideremos as aplicagdes f, g e h, de R em R, definidas por
' far=x+1
gl = x?
hoy =x2+x+1.
Determinar as seguintes compostas: fof, fog, gof, foh, hof, gog, goh,
hog, hoh, {(fog)oh, ho(fog), (gofloh, holgef), (foh)og e go(foh).
'60. Determinar quais das seguintes aplicacdes f, de R em R, séo
sobrejetoras, injetoras ou bijetoras: ‘
a) fay=2x+1;
b) faoy=senx;
¢) f=x2+x+1;
d) fioy=x3-x;
e) fay=ax+b (@ e b numeros reais dados; a#0).
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61. Mostrar que o conjunto S(E), onde E ={1,2,3} tem 6 elemen-
tos fi, fa, f3, f4, f5 € f¢. Determinar tdédas as compostas fiofj, para
i,j=1,2,3,4,5,6. Construir a tdboa de composicio analoga a dg exemplo
40 (ver o exemplo 24, Capitulo II).

62. Determinar o nimero de injecdes de um conjunto finito E num
conjunto finito F.

63. Determinar o nimero de bijecbes de um conjunto finito E num
conjunto finito F.

64. Determinar o nimero de permutacdes de um conjunto finito E.

65. Mostrar que tdda aplica¢io injetora de um conjunto finito E em
si mesmo ¢ uma permutacido de E.

66. Mostrar que tdda aplicacio sobrejetora de um conjunto finito
E em si mesmo é uma permutacio de E.

3.3 - FAMILIAS DE ELEMENTOS

Seja x uma aplicacdo de um conjunto I num conjunto E;
em lugar de indicar a imagem de um elemento i de I por
r@{) também se usa a notacdo indexrada x;, isto é, pde-se x;=
=x(i). Neste caso a aplicacdo x é indicada por (x;)ie; (leia-se:
x;, i percorrendo I) e é chamada familia de elementos de E

tendo I para conjunto de indices ou familia de elementos de E

indexada pelo conjunto I. Cada elemento x; passa a ser de-
nominado térmo ou componente de indice i da familia (x;)ig;.
Quando o conjunto de indices I esta fixado usa-se a notagéo
mais simples (x;) para indicar a familia de elementos (X)ie;-
Note-se, portanto, que a nogdo de familia de elementos de E
tendo I para conjunto de indices coincide com a nogho de
aplicacdo de I em E, o que varia simplesmente é a notacdo.
O conjunto de todas as familias de elementos de E tendo I
para conjunto de indices é, entdo, indicado por E'.

Chama-se conjunto dos térmos da familia (x;);e; & imagem
da aplicacdo x que, neste caso, serd indicada por {x;, i€l} ou
{xi}ir-_-:l 4

Em virtude do teorema 5 temos que duas familias (&;)ie;
e (xj)je; sdo iguais se, e somente se, I=J e x;=y;, para todo
iem].

No caso particular em que I={1,2,.-,n}, toda familia de
elementos de E indexada pelo conjunto I é denominada n-upla
de elementos de E e também sera indicada por (X;)«e, (leia-se:
x;, 1 menor do que i menor do que n) ou (X,,Xy, -, %y,) (leia-
se: m-upla x,,x,,---,2,); a notacdo E' é substituida por E".
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Portanto, E" indica o conjunto de tdodas as n-uplas de ele-
mentos de E. Observemos que o conjunto dos térmos de uma
n~upla nf3o tem, necessariamente, n elementos.

Quando o conjunto de indices I é uma parte do conjun-
to N dos numeros naturais, diz-se que a familia (x,;);c; € uma
sucessdo ou seqtiéncia. Se I =N esta sucessdio também é indica-
POT (X;)isp OU (g, Xy, Xg,°*, Ly, ). Diz-se que uma sucessio (x;)
¢ finita ou infinita conforme o conjunto de indices I é, res-
pectivamente, finito ou infinito. Notemos que o conjunto dos
térmos de uma sucessdo infinita pode ser finito.

Chama-se intersec¢io de uma familia ndo vazia (X;)iq, .

de partes de um conjunto E, ao conjunto de todos os elemen-
tos x, de E, que possuem a propriedade: xeX;, para todo icl.
A intersecclo desta familia serd indicada por

MNx, ' (15)

iel
simbolo éste que deve ser lido: intersec¢do dos X; para i per-
correndo I. A notaclo acima é substituida por

[x,

1
quando o conjunto I esta fixado. Se # é uma parte ndo vazia
de J(E), pode-se aplicar a definigdo anterior a familia (A),c,

definida pela aplicacdo canénica de A em 2P(E); neste caso, a
interseccdo de todos os elementos da parte ¥ sera indicada por

(a.

Aeq
Chama-se reunifio de uma familia (X,),.;, de partes de

um conjunto E, ao conjunto de todos os elementos x, de E,
que possuem a propriedade: existe um indice iel tal que xeX,.
A reunido desta familia serd indicada por
Ux, (16)
il
simbolo éste que deve ser lido: reunido dos X, para i percor-
rendo I. A notacdo acima é substituida por

Ux,
2
quando o conjunto I estd fixado. Analogamente, define-se

{4
onde W é uma parte do conjunto P(E).
No caso particulsr em que 1={1,2,3,---,n}, as notacBes
(15) e (16) serdo, respectivamente, substituidas por
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n ) '
(Nx, o xNx,N-NX,
i= =

Ux, ou x,UX,U---UX,.
i=1

DEFINICAO 16 - Seja E um conjunto nfio vazio e seja #
uma parte ndo vazia de P(E); diz-se que # é uma particdo
do conjunto E se. e somente se. as seguintes condlcoes esti-
verem verificadas:

a) A#Q para todo A em #;

b) quaisquer que sejam A e B em ;4 se A+B, entdo
ANB=0;

o Ua-E.

Aed

A condigdo a) poderia ser dada sob a forma Qe¢d e a
condicdo b) nos mostra que as partes em ¢ sdo disjuntas
duas a duas.

Toéda relacdo de equivaléncia determina uma particdo
conforme veremos no seguinte -

TEOREMA 12 - Se R é uma relacdo de equivaléncia s6-

‘bre um conjunto ndo vazio E, entfo o conjunto queciente E/R

é uma parti¢do de E.

DemonstracAo - Usaremos as notacdes introduzidas no
§2.3; assim um elemento de E/R é indicado por T, onde x é
um elemento de E. Precisamos, simplesmente, verificar as
condicdes a), b) e c) da definicio 16, para o conjunto E/R." ,

a) Em virtude da propriedade reflexiva, temos xeZX, logo,
T+{ para todo TeEIR.

b) Vimos na demonstracio do teorema 4 que duas classes
de equivaléncia sdo disjuntas.

¢) De ZcE resulta que U TcE e como todo elemento
I€E/R

x, de E, pertence a classe de equivaléncia T também é verda-

deira a incluso em sentido contrario e portanto E = U .
T€EIR

DEFINICAO 17 - Seja # uma particdo de um conjunto
ndo vazio E. A relacio S sb6bre E, definida por xSy se, e so-
mente se, existe Aed tal que xe A e yeAi, é denominada re-
lacdo associada d particdo #.
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TEOREMA 13 - A relacfio S associada a uma particio {4

2

de um conjunto ndo vazio E, ¢ uma relacio de equivaléncia.

D=emonsTraGAC - Precisamos verificar as condicdes El,
E2 e E3 da definicdo 6.

El: Se x é um elemento qualquer de E existe, conforme a
condicdo a) da definicio 15, uma parte Aed tal que xeAd;
portanto, temos xSx.

E2: Sejam x e y dois elementos quaisquer de E e supo-
nhamos que xSy, logo, existe Aed tal que xed e yewd,;
portanto, também vale ySx.

E3: Sejam x, y e z trés elementos quaisquer de E e supo-
nhamos que xSy e ySz; de xSy resulta que exisfe uma parte
Aed tal que xe€ A e yeA e de ySz resulta que existe Bend
tal que yeB e zeB. As partes A e B tém, portanto, o ele-
mento y em comum, logo, A=B, de onde vem, x=A e z€4,
ou seja, rSz. |

TEOREMA 14 - a) Se R é uma relacdo de equivaléncia
sObre um conjunto ndo vazio E, entdo a relacio de equiva-
léncia associada & partigdo E/R é a propria R. b) Se 4 é uma
particdo de E e se S é a relagdo de equivaléncia associada a

A, entdo a particdo E/S é a prépria #.
DemonsTrACAO

a) Seja S a relacdo de equivaléncia associada a particdo
EIR. Se x e y sdo dois elementos quaisquer de E e se xRy,
entdo x e y pertencem a classe de equivalénca T, logo, xSy
e portanto R<S. Por outro lado, se x e y sfo dois elementos
quaisquer de E e se xSy, entdo existe uma Unica classe de
equivaléncia @=E/R tal que xred e yed; daqui resulta rRa e
YyRa, portanto, xRy e concluimos assim que ScR. As inclu-
sOes estabelecidas acima nos mostram que S=R.

b) Seja A um elemento qualquer de #; temos A+, logo,
‘existe um elemento x de E tal que x=A. De acérdo com a
definicdo de S resulta imediatamente que A=Z={yeE | ySx}
e fica assim demonstrado que #<E/S. Por outro lado, seja T
um elemento qualquer de E/S; conforme a condicdio ¢) da de-
fini¢do 15, existe Ae/l tal que reA e pela definicio de S
conclui-se que T =A; portanto, Te# ou seja EISc#. As inclu-
- sBes acima nos mostram que E/S=#. |

45
EXERCICIOS

67. Determinar tédas as particdes do conjunto E={1,2,3,4}.
68. Determinar. a interseccio de todos os guadrados inscritos num

circulo de raio dado.

69. Seja (A4;)igy uma familia de partes de um conjunto E e seja
A sua reunifio. Mostrar que uma parte X, de E, contém A, se, e somente
se, X A; para todo ie]. Portanto, a reuniio A da familia (4;)igr € a
menor parte de E que contém todos os A;.

70. Seja (Aj)ie; uma familia ndo vazia de partes de um conjun-
to E e seja A sua interseccdo. Mostrar que uma parte X, de E, esta
contida em A se, e somente se, X< A; para todo iel. Portanto, a inter-
seccio A4 da familia (4;)ie; é a maior parte de E que estd contida em
todos os A;. ) ’

71. Seja (Aj)ic; uma familia de partes de um conjunto E e seja
(Uppep uma familia de partes de I tal que I= UI,, Mostrar que

Ua;= U ( U Ai)
iel

72. Seja (Apie; uma famxlia nio vazia de partes de um conjunto
E e seja (Ip)pep uma familia ndo vazia de partes de I tais que Ip#Q
para todo peP e 1=LJPI;,. Mostrar que

nA{ = n ( n Ai) °
iel peP iEIP
73. Se (A;)je; € uma familia ndo vazia de partes de um conjun-

to E, entdo

cE(QAi) = ieq(cEAi)

I:E(gAi) = Q(cEAi) .

EXERCICIOS SOBRE O §3

74. Se as aplicacbes f:E—~F e g:F—E sdo tais que gof é in-
jetora, entdo § é injetora.

75. Se as aplicagc’ies f:E—F e g:F—E sfo tais que fog é so-
brejetora, entdo g é sobrejetora.

76. Seja f uma relaciio de um conjunto E num conjunto F; mostrar
qgue a relacdo reciproca j*! (ver o exercicio 43) é uma aplicacdio de
F em E se, e sdmente se, f & bijetora.

77. Consideremos as aplicacbes
f:E—F, gF -G e h:G—E

hogof, gofoh e fohog. . .

a) Mostrar que se duas destas compostas sdo sobrejetoras e a
terceira é injetora, entdo f, g e h sdo bijecBes. _

b) Mostrar gque se duas destas compostas s@o injetoras e a ter-
ceira é sobrejetora, entfio f, g e h séo bijecdes.

e as compostas
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8. Séja f uma aplicacdo de um conjunto E num conjunto F.
Mostrar que f é injetora se, e sOmente se, existe uma aplicacio
g:F —~E tal que gof=Ig.

79. Seja f,uma aplicacdo de um conjunto E num conjunto F.
Mostrar que f & ‘sobrejetora se, e sdmente se, existe uma aplicacio
g:F—E tal que fog=1Ip. - -

Nota: Supondo-se que f seja. sobrejetora, indica-se por Ey o
conjunto de todos os elementos x de E tais que fa=y; fixa-se em
cada um déstes conjuntos Ey um elemento ga» e mostra-se que esta
aplicacdo g satisfaz a condicdo fo g =Ip. Esta demonstracio exige, real-
mente, outros resultados da teoria dos conjuntos que nio foram especi-
ficados neste capitulo (ver o §4.2 do Capitulo VII), . .

80. Consideremos a aplicacio f:N— N definida por fmy=n+1.
Mostrar que existem infinitas aplicagles g:N — N tais que fog=1Iy.
(Este exemplo nos mostra que a aplicagdo g do exercicio 79 ndo é, em
geral, determinada de modo Unico.)

] 81. Consideremos a aplicacdo f definida no exemplo 44. Mostrar
que existem infinitas aplicacbes g:N — N tais que gof=1Iy. (Portanto,
a aplicacdo g do- exercicio 79 ndo é, em geral, determinada de modo
Gnico.)

82. Seja f uma aplicagdio de um conjunto E num conjunto F e
seja X uma parte de E; chama-se imagem de X por f & imagem da res-
tricdo fx de f & parte X. Indica-se a imagem de X por f pela notacio
f(X) (apesar de que esta notacgdo é incorreta, pois s6 podemos escrever
f(X) quando XeE); portanto, f(X)=Im(fx) e em particular F(E)=Im(f).
Verificar as seguintes propriedades, onde X e Y sdo partes quaisquer de E:

a) se XcY, entdo f(X)=fY);

b) X #O se, e somente se, f(X)#Q;

¢) fXUY)=fX)UfY);

d) f(XNY)ciX)INFY);

e) fIX-Y)ofX)-fY).

83. Com as notacbes do exercicio anterior, verificar as proprie-
dades:

a) f é injetora se, e sdmente se, f(XNY)=H{X)NFY), quaisquer
que sejam as partes X e Y de E; R

b) f é sobrejetora se, e somente se, flgX)=Cpf(X) para toda
parte X de E;

84. Seja f uma aplicacido de um conjunto E num conjunto F e
seja X uma parte qualquer de F; chama-se imagem reciproca de X por
f ao conjunto de todos os elementos x de E tais que fameX. Indica-se
;a imagem reciproca de X por f pela notagio f~ (3.

a) Mostrar que §G (X))e=X para téda parte X de F.

b) Mostrar que [ (J(A)>A para tdda parte A de E.

Verificar as seguintes propriedades, onde X e Y sfo partes quaisquer
de F:
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c) se X<V, entlo f*l(X)cf'l(Y);

d) FlxuY =fleuit;

e) FHxNY =Ny,

f) Feex)=Cpflx);

g) 60 = XxNIm().

85. Com as notacdes do exercicio anterior, mostrar que se E &
ndo vazio, entdo f é sobrejetora se, e somente se, f Y(X)#® para tdda
parte X de E.

86. Estender as partes c) e d) do exercicio 82 para uma familia
de subconjuntos de E.

87. Estender as partes d) e e) do exercicio 84 para uma familia
de subconjuritos de F. ) _

88. Seja R uma relagdo de equivaléncia sdbre um conjunto néo
vazio E, seja q a aplicécéo candnica de E em E/R e seja F um outre
conjunto. . Co

a) Mostrar que existe uma aplicagéd g,de E em F, tal que gog= f
se, e somente se, a seguinte condicdo estiver verificada: quaisquer que
sejam x e y em E, se, x=y(mod.R), entdo, fu =jw. ’

b) Supondo que exista g:E ~F tal que goq=f, mostrar que g é
Unica. : ) »

¢) Nas condicdes da parte anterior, mostrar que’.g é sob;‘ejetora
se, e sOmente se, f € sobrejetora.

d) Mostrar que g é injetora se, e somente se, tRy é equivalen-
te a fu=fap. ’ :

89. Seja f uma aplicagdo de um conjunto E num conjunto F e -
consideremos a relacgdo Rf», sébre E, definida por: gRjy se, e sbAmente
se, fu =fap. Mostrar que Rfvé’uma relacio de equivaléncia sébre E
(que é denominada relacdo de equivaléncia associada a aplicacdo f).
Supondo-se que f seja sobrejetora demonstrar que existe uma 0nica bi- .

‘jecdo g:E/R; —F tal que goq=F, onde q é a aplicagdo candnica de

E em E/Rf.



CAPITULO II

NUMEROS NATURAIS

No §1 déste capitulo estudaremos diversos conceitos fun-
damentais da Algebra Moderna entre os quais podemos desta-
car os seguintes: a nocdo de operac@io e as estruturas de se-

mi-grupo e mondide (§1.1), a nogdo de elemento simetrizavel

e de elemento regular (§1.2), a estrutura de grupo (§1.3). Na
secdo 1.4 consideraremos um conjunto sObre o qual esta defi-
nida uma estrutura de semi-grupo comutativo e outra de ordem
total, sendo que estas estruturas sfio compativeis no sentido do
axioma OA; obteremos assim as no¢bes de semi-grupo ordena-
do, mondide ordenado e grupo ordenado, que terdo aplica¢Oes
imediatas no estudo dos nimeros naturais. No §2 estudaremos
0s numeros naturais; admitiremos a existéncia de um conjun-
to N que satisfaz o axioma N1, supondo-se que sobre N este-
ja definida uma estrutura de semi-grupo comutativo totalmen-
te ordenado de modo que os axiomas N2, N3, e N4 sejam ver-
dadeiros. E recomendavel, num primeiro curso de Algebra, que
se admita conhec¢ido o conjunto N dos nameros naturais e as
propriedades mais importantes déstes niumeros como, por exem-
plo, o teorema 17 (principio de inducéo finita); neste caso, con-
vem citar explicitamente tddas as propriedédes enunciadas no
§2.4 e desenvolver completamente o principio de defini¢do por
recorréncia (teorema 18) e as diversas formas de demonstracdo
por inducdo finita (§2.7). O §2.5 sdbre poténcias de elementos
de um mondéide tem importincia para o desenvolvimento de
outros capitulos déste livro e éle serd completado no capitulo
seguinte com a introdugdo de poténcias com expoentes nega-
tivos. No §2.6 estudaremos a nocédo de composto de uma familia
de elementos e explicaremos os teoremas gerais de associati-
vidade e de comutatividade (ver os exercicios 79 e 80).
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Na parte relativa aos exemplos e exercicios continuaremos,
em geral, a adotar um ponto de vista informal, pois utilizare-~
mos diversos conjuntos e conceitos que serdo definidos em
outros capitulos déste livro.

§1 - MONOIDES E GRUPOS
1.1 - MONOIDES

DEFINICAO 1 - Chama-se operacdo sébre um conjunto E
a toda aplicacdo de EXE em E.

Portanté, para determinar uma operacio sdbre um con-
junto E basta definir uma aplicacdo f:EXE — E. Notemos que
a operacdio f estd realmente definida s6bre o produto carte-
siano EXE mas, para simplificar a linguagem, dizemos que f
estd definida sobre E ou que f é wma operacdo sébre E. A de-
finicdo acima é uma generaliza¢do do conceito usual de adicdo
ou multiplicagdo definidas, por exemplo, sébre o. conjunto Z
dos niimeros inteiros: a cada par ordenado de numeros intei-
ros a e b faz-se corresponder sua soma a+b e seu produto
a-b. Notemos desde jA que a multiplicacio ou a adigfo sfo as
aplicagles, enquanto que a soma ou o produto sido os resultados;
deve-se, portanto, fazer distingdo entre os térmos adicio e so-
ma, ou, multiplicagdo e produto.

Seja f uma operagdio sbbre um conjunto E e seja (a,b)
um par ordenado de elementos de E; existe, entio, um unico
elemento ¢ de E ‘tal que (a,b),c)ef (parte a) da definigcdo 11,
Capitulo I) elemento éste que é indicado por ¢ = f(a,b); diz-se
que ¢ é o valor da operagdo f no par ordenado (a,b) ou que ¢
é o resultado da operacdo f aplicada aos elementos a e b (nesta
ordem). A notaglo c=f(a,b)) é substituida por c¢=f@b), ou
ainda, por c=afb; neste ultimo caso ndo ha perigo de confundir
afb com a notac8o ultilizada para significar que a e b estdo na
relacdo f, pois aqui f é uma aplicacdio de EXE em E.

OBSERVACOES ;

1.8) Uma operacdo f sdbre um conjunto E também é
denominada lei de composi¢do interna sébre E, pois se pode
definir uma outra espécie de «operacio» denominada lei de
composicdo externa: sejam E e K dois conjuntos e considere-
mos o produto cartesiano KXE; chama-se lei de composigdo
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externa sobre E, tendo K para conjunto de operadores ou
escalares, a t6da aplicaco f: KXE — E. Neste caso, os elemen-
tos de K sio denominados escalares ou operadores e K ¢é
chamado dominio dos escalares cu operadores da lei de compo-
sicio externa f. Observemos que a lei de composicdo externa
f esta, realmente, definida sbbre o produto cartesiano KXE
mas, para realcar o conjunto fundamental E, dizemos que f
esta definida sObre E.

2.8) Pode-se generalizar a defini¢do 1 introduzindo-se o
conceito de operacdo no sentido amplo: é téda aplicacdo f de
EXF em G, onde E, F e G sdo conjuntos dados. Diz-se, nes-
te caso, que f estd definida sGbre EXF e assume valores em
G. Uma lei de composicdo externa é um  caso particular de
operacdo no sentido amplo. Por exemplo, a «operagdo» de di-
visdo (a,b) — al/b sébre o conjunto @ dos numeros racionais néo
é uma lei de composigdo interna, pois o quociente a/b s6 esta
definido quando b#0; deve-se, portanto, considerar a divisdo
como uma operacdo no sentido amplo, ou seja, como a aplica-
cdo (a,by—alb de @XQ* em @, onde @* indica o conjunto
de todos os numerocs racionais nfo nulos.

As seguintes notacSes serdo freqlientemente utilizadas pa-
ra indicar uma operacio f s6bre um conjunto E.

1) Notacdo aditiva: f=+. Neste caso, a operacdo + é de-
nominada adicdo e o correspondente do par (a,b), por meio de
+, & chamado soma de ¢ e b e é indicado pela notagdo a+b
(leia-se: @ mais b); os elementos a e b passam a ser denomi-
nados, por sua vez, térmos ou parcelas da soma a+b.

2) Notagdo multiplicativa: f=-. Neste caso, a operacdo - é
denominada multiplicacdo e o correspondente do par (a,b), por
meio de -, é chamado produto de a por b e é indicado por
a-b (leia-se: a ponto b ou a vézes b) ou, simplesmente, ab;
os elementos ¢ e b, por sua vez, sdo denominados térmos ou
fatéres do produto ab.

3) Notacdo de composicdo: f=o. Neste caso, a operacdo o
é denominada composicdo e o correspondente do par (a,b), por
meio de o, é chamado composto de a e b e é indicado por acb
(leia-se: a@ composto b ou a circulo b); os elementos a e b,
por sua vez, sio denominados térmos do composto aob. A no-
tacdo de composicdo sera reservada para indicar a «composi-
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¢do de aplicagdes» como foi definida no §3.2 do Capitulo I. Em
alguns casos esta notagfo é substituida pela notacfio multipli-
cativa.

No caso geral usaremos 2 notacfo # (leia-se: estréla ou
asteristico) para indicar uma operagio sdbre um conjunte E;
se a e b sdo dois elementos de E, entdo, axb (leia-se: a es-
tréla b) é denominado composto de a e b. Usa-se esta nota-
¢do com o objetivo de que o leitor ndo assuma sem justifi-
cacdio que uma dada operacdio tenha as propriedades usuais da
adicdo ou da multiplicagdo sébre o conjunto R dos nimeros reais.

DEFINICAO 2 - Diz-se que uma operacéo %, sbbre um con-
junto E, é associativa se, e sOmente se, a seguinte condigdo
estiver verificada: quaisquer que sejam x,y e z em E, fem-se

(THY)*Z = LH(Y*2) 1.

Portanto, se a operacfio # é associativa, nio h& necessi-
dade de usar os paréntesis indicados em (1) e escreveremos, sim-
plesmente, r#y#*z em lugar de (x#y)*z ou x*y*2). No entan-
to, os paréntesis serdo usados para frizar que um dado com-
posto parcial deve ser calculado em primeiro lugar; por exem-~
plo, (axbyx(cxd) significa que devem ser determinados axb e
cxd e a seguir o composto déstes compostos.

DEFINICAO 3 - Seja * uma operacio definida sdbre um con-
junto E e sejam x e y dois elementos de E. Diz-se que x e ¥
sdo permutdveis ou que x e y comutam se, e somente se,

THY=Y*T (2).

DEFINICAO 4 - Diz-se qué uma operacdo #, sébre um con-
junto E, é comutativa se, e sdmente se, dois elementos quais-
quer de E sf@o permutdveis, isto &, se

TY=Yrx,
quaisquer que sejam x e y em E.

Os nameros reais 0 e 1 tém propriedades analogas para
a adigclio e a multiplicagfo: a+0=a e a-1=qa, para todo name- -
ro real a. Esta noglo serd generalizada pela seguinte

DEFINICAO 5 ~ Seja % uma operacfo definida s6bre um con-
junto E; diz-se que um elemento e, de E, é elemento meutro
para a operagdo % se, e sOmente se, )

rxe=I=exx _ (3),
para todo x em E.
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TEOREMA 1 - Se uma operacgio #, definida s6bre um con-
“junto E, tem -elemento neutro, entfio éste elemento é unico.

Com efeito, se e e ¢ sfo elementos neutros para a ope-
racio %, temos e'#e=e pois € & elemento neutro e exe=¢,
pois e também é elemento neutro; portanto, e¢'=e. |

Portanto, quando existe um elemento neutro e para a
operacio #, podemos usar o artigo definido e dizer que «e é
o elemento neutro para a operacéio #», ou, que «e é o elemen-
to neutro da operacio #». Se a operacfio # estd fixada sbbre
o conjunto E e se existe o elemento neutro e para # diremos,
simplesmente, que o conjunto E tem elemento neutro e ou
que e é o elemento neutro do conjunto E (suprimindo-se, por-

5

tanto, a referéncia a operacdo #).

A denominacio do elemento neutro, assim como sua no-
tacdo, variam conforme o simbolo usado para indicar a opera-
¢do. Assim na notacdio aditiva, o elemento neutro (caso exista)
é indicado por 0 e é denominado zero; temos

x+0=x=0+x,

para todo x em E. Na notagio multiplicativa, o elemento neu-
tro (caso exista) é indicado por 1 e é denominado elemento
unidade; temos xl=x=1-2, :
para todo x em E.

Seja E={a,,a,,°-,a,} um conjunto finito com n elemen-
tos e seja * uma operacdo definida sébre E. E evidente que
esta operacdo fica completamente determinada quando conhe-
cemos os n? compostos a;*a; (i,j=1,2,-.-,n); é usual dispor és-
tes compostos conforme a tabela abaixo, que passa a ser de-
nominada tdboa da operacdo .

B a, a, ses aj oo a,

Oy | Q%A; Q%A o0 QA5 0 Gy %0,
Uy | QuRa;  Go#@y  ov  Qy¥aj <o+ Gy¥a,

° 2290850600640 00806000050220609290006089520660600
° . .

Q| Q%a, %A, o0 QG5 ccc %0,

° 95000000060 00600000D00000000302500000900

| Q%G G, oo Qu¥Q; oo Qu%a,

" 583

A linha e a. coluna que comec¢am logo apés o simbolo #

" s8o chamadas fundamentais; o niimero de ordem de uma linha

ou coluna é estabelecido sem considerar a linha ou a coluna
fundamental; assim, o composto de q; e a, se encontra na linha
i-ésima com a coluna j-ésima.

Reciprocamente, seja E ={a,,a,,"*+,a,} um conjunto finito
com n elementos e consideremos a seguinte tadboa

#* | ay a, coe a; see a,

Gy | Gy Qg coc Qg5 oo Oyy
p | Ay Qyp °°c Gy °°° dgy

Qi | @y Qg e Gy ro0 Oiy

° 2006000060800 060086000003 08680

Ap | Qpy CQpg = Gpj °*° Opg
onde a;;€E, para i,j=1,2,---,n. Pondo-se a;#a; = a;; obtém-se uma
operagdo # sObre o conjunto E. Certas propriedades desta ope-
racdo podem ser deduzidas por um simples exame da tiboa
acima:

1) a operacio % é comutativa se, e sbmente se, esta tiboa é
simétrica em relagdo a diagonal principal (ay;,05, ", 8nys);

2) a; é o elemento neutro para a operacdo * se, e sdmente
se, a linha i-ésima é igual a linha fundamental e a coluna i-ésima
é igual a coluna fundamental;

3) o elemento a; comuta com todos os elementos de E se,
e somente se, a linha i-ésima é igual 4 coluna i-ésima.

No entanto, convém observar que nada se pode concluir
sbbre a validade ou nfo da propriedade associativa por uma
simples inspecdo desta taboa. Para mostrar que a operacio #
é associativa temos que calcular todos os produtos (a;%a;)*a; e
a;#(a;#a,) e verificar se éles so iguais; é necessario, portanto,
calcular 2n® compostos de trés térmos cada um.

DEFINICAO 6 - Diz-se que uma operacéo #, sbbre um con-
junto E, define uma estrutura de semi-grupo sébre E ou que
E é um semi-grupo em relagdo d operacio # se, e sdOmente se,
o seguinte axioma estiver verificado
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G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, y e 2
em E, tem-se (XRY)*Z = TH(Y*2).

Para indicar um semi-grupo devemos usar uma notacéo
que destaque o conjunto E e a operacdo % considerada sdbre
E, por exemplo, (E,*) e, neste caso, fica subentendido que o
exioma G1 estd satisfeito; portanto, devemos dizer «considere-
mos o semi-grupo (E,%)» ou «seja (E,%) um semi-grupo». Em
geral, indica-se o semi-grupo com a mesma letra que indica
o conjunto dado e diremos «seja E um semi-grupo em relagéo
a operagdo *» ou «o conjunto E é um semi-grupo para a
operacdo #». Quando a operacdo # esta fixada sObre o conjunto
E e quandb _esta operagdo verifica o axioma Gl, diremos,
simplesmente, «o conjunto E & um semi-grupo» (suprimindo-se,
portanto, a referéncia 4 operaciio * e o fato que Gl é verda-
deiro). Se a operacdo fixada sbbre E fér a multiplicacdo ou a
adicdo diremos, respectivamente, que E é um semi-grupo mul-
tiplicativo ou aditivo. Se E é um semi-grupo em relacdo a
operacdo * e se esta operagdo é comutativa, dizemos que E é
um semi-grupo comutativo. As deénominacdes semi-grupo mul-
tiplicativo comutativo e semi-grupo comutatlvo aditivo nfo
necessitam ser explicadas.

O que dissemos acima também sera aplicado para as es-
truturas de monéide e grupo que serdio definidas mais adiante.

DEFINICAO 7 - Diz-se que uma operac¢ido %, sbbre um con-
junto E, define uma estrutura de monéide sébre E ou que E
é um monéide em relagdo a operacdo * se, e somente se, 08
seguintes axiomas estfio verificados’

G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x,y e
z em E, tem-se (THY)I*Z = LHY*2);
G2 (existéncia do elemento neutro): existe em E um ele-

mento e tal que

ZTkEe=L =€k,
para todo x em E.

“Portanto, um monoéide é um semi-grupo que possui ele-
mento neutro. Se E é um monéide em relacdo & operagdo * e
- se esta operacde é comutativa, dizemos que E € um mondide

comutativo. As denominacdes «mondide multip]icativo»; «mondi-~

de aditivo», «mondide multiplicativo comutativo» e «mondide
aditivo comutativo» n#o necessitam ser explicadas.
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Exemero 1 - As operacdes usuais de adicdo e de multi-
plicacdo sbbre o conjunto N dos nGmeros naturais sfo associa-
tivas, comutativas e tém elementos neutros que sfo, respecti-
vamente, 0 e 1. Portanto, o conjunto N dos nimeros naturais
é¢ um monéide comutativo tanto em relagiio & adigdo como
em relacdo a multiplicagéo.

Exemrro 2 - O mesmo vale para o conjunto Z dos na-
meros inteiros ‘ou o conjunto @ dos numeros racionais ou ain-
da o conjunto. R dos nGmeros reais.

ExemprLo 3 - Consideremos sbbre o conjunto 2Z de to-
dos os inteiros pares a operacdo usual de multiplicagéo; note-

.mos. que, de fato, obtém-se uma operacdo pois o produto de

dois numeros inteiros pares é par. Esta operacdo é associativa
e comutativa mas ndo tem elemento neutro; portanto, sé6 podemos
afirmar que 2Z é um semi-grupo comutativo em relacdo a multi-
plicagdo.

Exempro 4 - Consideremos o conjunto N* de todos os
numeros naturais ndo nulos e coloquemos, por definigdo, a#b=a
para todo par ordenado (a,b) de elementos de N*. Fica- ‘assim
definida uma operagdo sGbre o conJunto N*, chamgda poten-

'

ciacdo e é facil ver que ela ndo é associativa, nio é comuta-

tiva e ndo tem elemento neutro.

ExempLo 5 - Seja E um conjunto e consideremos o con-
junto P(E) de tddas as partes de E; a aplicacdo (X,Y)— XNY,
de PEXPE) em P(E), é uma operagio sdbre P(E), deno-
minada interseccdo. Conforme o teorema 2 do Capitulo I, esta
operacdo € associativa, comutativa e tem elemento neutro, que
é a parte E, pois XME=X; portanto, P(E) & um monéide co-
mutativo em relacio a operacdo de interseccdo.

Exempro 6 - O mesmo vale para a operagio de reunido
(X, )+ XUY definida sébre P(E); neste caso, o elemento
neutro é a pai*te vazia, pois XU@ =X. Portanto, a operacdo de
reunifio define uma estrutura de monéide comutativo sbbre o
conjunto P(E).

Exempro 7 - A aplicagcdo (a,b)— mdc(a,b), de NXN em
N, onde mdec,b) indica o maximo divisor comum de g e b,
é uma operacio sébre N que é denominada operacdo de md-
xjmo divisor comum. Esta operac8o é associativa, pois pode-se
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demonstrar que

mdc{mdcia,b), ¢) = mde(a , mdeb,0)),
quaisquer que sejam os numeros naturais a, b e c¢; também é
comutativa e como mde(a,0) =a
para todo niimero natural a, resulta que 0 é o elemento neu-
tro desta operacdo. Portanto, a operacio de méximo divisor
comum define uma estrutura de monéide comutativo sébre o
conjunto N dos nimeros naturais.

Exemprro 8 - Analogamente, N é um monoéide comutati-
vo em relagdio a operacdo de minimo multiplo comum
@,by— mmec@,b).

Exempro 9 - A aplicacdo (a,by— mdcw@,b), de ZXZ em
Z, onde mdece,by indica o méaximo divisor comum positivo de
a e b, & associativa e comutativa mas néo tem elemento neutro;
portanto, s6 podemos afirmar que Z é um semi-grupo comu-
tativo em relacdo 4 operacdio de maximo divisor comum.

Exempro 10 - Seja E um conjunto e indiquemos por M=EE

o conjunto de tO0das as aplicagbes de E em E; a composi¢do
de aplicagOes ,g) > fog

é uma operacdo sdbre M, que é associativa (teorema 6, Capi-
tulo I) e tem elemento neutro (exemplo 41, Capitulo I) que é
a aplicagdo idéntica Ip do conjunto E. Portanto, M & um mo-
néide em relagio A operagdo de composicdo. A tiboa da ope-
racio de composicdo sbbre M no caso em que E={0,1} estd
dada no exemplo 41 do Capitulo I e j& vimos que ndo é
verdadeira a propriedade comutativa. Com base neste exem-
plo pode-se demonstrar que se E tem mais de um elemento,

entdo a operacdio de composi¢iio sébre M n3o é comutativa.

Exempro 11 - Consideremos um conjunto E={a,b}, com
a+b, e definamos uma operagio #, s6bre E, por meio da se-
guinte taboa

#la b
ala b
bib a

3

Verifica-se, facilmente, que esta operaciio é associativa, é co-
mutativa e que a é seu elemento neutro. Portanto, E é um
mondide comutativo em relacio a esta operagdo.

O
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DEFINICAO 8 - Seja # uma operagdo sébre um conjunto
E e seja A um subconjunto de E. Diz-se que A é fechado
em relacdo & operaciio * se, e sOmente se, r*yeA quaisquer
que sejam x e y em A.

Se A é fechado ém relagéo a operacdo %, entdo, a res-
tricdo de # a parte AXA de EXE é uma operaciio sbbre A4,
que é denominada operagdo induzida sObre A pela operacdo
#. Em geral, quando a parte A esté fixada e quando A é fe-
chada em relacfio a operacdo #, indica-se a- operagdo induzida
por # mesmo.

Exempro 12 - O conjunto A de todos os multiplos de um
inteiro dado m é fechado em relacdo 4 adigdo e a multipli-
cagdo definidas sbbre o conjunto Z dos nameros inteiros.

Exempro 13 - O subconjunto de Z, formado por todos os
inteiros impares é fechado em relacdo a multiplicagdo mas nfo
é fechado em relacdo a adicéo.

ExemprLo 14 - Consideremos a operagio definida no exem-
plo 10 e seja E, uma parte de E; o subconjunto A, de M, for-
mado por todas as aplicacdes f:E s E tais que f(x)=2x, para todo
x em E,, é fechado em relagdo & composicio de aplicagdes.

Exempro 15 - Seja * uma operagio definida sébre um con-
'junto E; as partes E e @ sdo fechadas em relacdo a operagédo
#. Se esta operacdio tem elemento neutro e, entfo a parte {e}
também é fechada para a operacdo #. ’

EXERCICIOS

1. Mostrar que a operagdio usual de subtragio, definida sbbre o con-
junto Z dos nUmeros inteiros, ndo é associativa, ndo tem elemento neu-
tro € ndo é comutativa.

2. Mostrar que a operacdo usual de divisdo, definida sdbre o con~-
junto @* de todos os nimeros racionais ndo nulos, ndo é associativa, ndo
é comutativa e ndo tem elemento neutro.

3. Sejam o e b dois inteiros dados e coloquemos por definicdo
x*yY =ax+by, quaisquer que sejam x e y em Z. Determinar condi¢bes
sdbre @ e b para que esta operacio satisfaca uma das seguintes con-
digdes: a) associativa; b) comutativa; c) associativa e comutativa; d) te-
nha elemento neutro; e) defina uma estrutura de monéide comutativo
sbbre Z.



58

4. Verlficar quais dos axiomas G1 e G2 estdo satisfeitos para as se-
guintes operagbes % definidas sébre o econjunto R dos ntmeros reais:

a) xTxyY=x+Y+xy;

b) xxy=x+y-1;

¢ xsy=max{xr,y};

d) xxy=min{x,y};

o Tay=VaTiE

) xxy=Vx2+y2;

g8 xxy=lxliyl. _

5. Qu§is da‘s operacdés do exercicio anterior 580 comutativas?

6. Verificar quais das seguintes operacdes, definidas sébre o con-
) junto R: de todos 0s niimeros reais positivos e ndo nulos, satisfazem o
axioma G1 ou G2 ou sdo comutativas: -

R
b) x*y—l+zy
¢ Tay= x+2\/—+y+2\/—+2\/ ;

e :c*y=\/5cz+yz.
7. Consideremos as operacdes «, §, y e 4, definidas sébre o conjun-
junto Z dos numeros inteiros, por
aab=a+b-ab, ayb=2a+b,
affb=a+b+ab, adb=a+b?,
quaisquer que sejam a e b em 2. a) Verificar quais destas operacdes
sdo associativas ou comutativas. b) Verificar quais destas operacbes tém

- elementos neutros. c¢) Mostrar que as operacbes o e f definem uma

estrutura de monéide comutativo sébre Z.

8. Consideremos a operacéo #, definida sébre um conjunto nio va-
zio E, por x*y x, quaisquer que sejam x e y em E. a) Mostrar que
-esta operacdo € associativa. b) Mostrar que esta operacio é comutativa
se, e somente se, E é um conjunto unitario. c) Mostrar que esta operacio
tem elemento neutro se, e sémente se, E é um conjunto unitario.

9. Estabelecer resultados analogos aos do exercicic anterior para a
operacdo % definida por x#y =y, quaisquer que sejam x e y em E.

10. Seja E ={a,b} um conjunto com dois elementos distintos ¢ e
b. a) Determinar tédas as operacdes sdbre E e construir as respectivas
tadboas. b) Determinar tddas as operagdes associativas sébre E. c) Deter-
minar tédas as operacdes comutativas sdbre E. d) Determinar tddas
as operacOes associativas e comutativas sbbre E. e) Determinar tddas
as estruturas de mondide sbbre E. f) Téda estrutura de monéide -sdbre
£ é comutativa? g) Téda operagdo sébre E que admite elemento neutro
define um estrutura de semi-grupo sdbre o conjunto E?
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11. Seja E ={e,a,b} um cdconjunto com trés elementos . distintos.
a) Determinar as tiboas de tddas as operagdes s6bre E que admitem e
como elemento neutro, dispondo éstes elementos na ordem e, a, b. b) De-
terminar tédas as operacdes comutativas sObre E que admitem e como
elemento neutro. ¢) Quais destas operagdes definem uma estrutura de
mondéide sbdbre E?

12. Determinar o numero de operacles que se podem definir sébre
um conjunto finito e nao vazio.

13. Determinar o nimero de operacgdes comutativas que se podem
definir s6bre um conjunto finito e nfo vazio,

14. Supondo-se que a operacdo %, sébre um conjunto E, seja asso-
ciativa e comutativa, mostrar que (justificar t6das as passagens e néo
omitir paréntesis):

a) axb*xc)=b*xw@*x0);

b) axbx0) =b*ayxc;

c) @xbhxexd =dx(ckbdrw);
onde a, b, ¢ e d sdo elementos quaisquer de E.

15. Seja * uma operacdo definida sébre um conjunto ndo vazio E
e seja A o conjunto de todos os elementos x, de E, tais que (XHRYP*Z =
= LH(Y*2), qualsquer que sejam y e z em E. Mostrar que A é fechado em
relacdo & operacdo * e que a operacdo induzida sbbre A ¢é associativa.

16. Seja * uma operacgdo associativa definida s6bre um conjunto
ndo vazio E; diz-se que um elemento a, de E, é central se, e sOmente
se, a¥x =x%a, para todo x em E. Mostrar que o conjunto A, de todos
os elementos centrais de E, é fechado em relacdo a operacio * € que a

operacdo induzida sGbre A ¢é comutativa.

17. Seja % uma operacdo sObre um conjunto E e suponhamos que
esta operacio tenha elemento neutro e. Demonstrar que a operagdo * &
associativa e comutativa se, e somente se,

axbxcxd)y=@xcrxbxd),
quaisquer que sejam @, b, ¢ e d em E.

1.2 - ELEMENTOS SIMETRIZAVEIS

DEFINICAO 9 - Consideremos uma operacio * sdbre um con-
junto E e suponhamos que esta operacgio tenha elemento neu-
tro e. Diz-se que um elemento a de E é simetrizdvel para a
operacdo * se, e somente se, existe um elemento o’ de E tal que

axa =e=a*a (4).

Se a 'operagéo #* esti fixada e se um elemento a, de E,
€ simetrizavel para a opéragﬁo # diremos, simplesmente, que
a é simetrizdvel. Por exemplo, o elemento neutro e é sime-
trizdvel. Indicaremos por U,(E) o conjunto de todos os ele-
mentos simetrizidveis' para a operagfo #, notacfo esta que &
substituida por U(E) quando a operacfio % estd fixada sobre E.
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TEOREMA 2 - Se a é um elemento simetrizivel de um
monodide (E,s), entdio existe um Gnico elemento x em E tal que
g#¥X=e=I%d (3.
Com efeito, de acdrdo com (5) e (4), temos
ad=a'se=0'%@*1)=(@*Q)*T=e*T=1;
portanto, a'=x. |
Se a é um elemento simetrizavel do mondide (E,%), en-
tdo o Unico elemento a' de E tal que (4) seja verdadeira é
denominado simétrico de a para a operacdo * ou simétrico de
a em relacdo 4 operacdo #. Quando a operacio * estd fixada
costuma-se suprimir a referéncia & operacfio e se diz que a'
é o simétrico de a. Se a operacdio % nd3o é& associativa, entdo
o teorema 2 nao é, em geral, verdadeiro (ver o exercicio 18).

Se E é um monéide multiplicativo, entio um elemento
simetrizavel a, de E, é denominado elemento inversivel e seu
simétrico a’ é chamado inverso de a ou inverso ‘multiplicativo
de a e é indicado por a? (leia-se: a a poténcia menos 1) e
esta notacgdo sera justificada mais adiante quando introduzirmos
o conceito de poténcia com expoente negativo; a féormula (4)
é, entdo, escrita sob a forma

aal=1=qa'a (6).
Se E é um mondide aditivo, entdo o simétrico a’ de um elemen-
to simetrizavel a é denominado oposto de a ou inverso aditivo

de a e é indicado por -a (leia-se: menos a ou oposto de a) e temos

a+(-a)=0=(a)+a n.

TEOREMA 3 - Sejam a e b dois elementos simetrizaveis
de um mondide (E,*). Temos:

1) se d’ é o simétrico de a, entao a é sxmetnzavel e seu
simétrico é o préprio a;

2) axb & simetrizdvel e seu simétrico é b'xa’, onde o
e b’ sfo, respectivamente, os simétricos de a e b.

DemonsTRACAO

1) Por hipétese temos a%a’ =e=a’#a, logo, de acérdo com:

a definiclo 9 aplicada ao elemento a’, resulta que a’ é sime-
trizdvel e que o simétrico de a’ é o préprio a:

@)=a (8).

2) Por hipétese, temos a#a' =e=a'#a e b#b =e=b#b, lo~

go, de acordo com a propriedade associativa da operacdo %. temos

@by %a)=((asb)xb)#a = (axbxb))xd = (axe)xa’ =axa’ =e
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e ‘ ‘
B #a)x@eb) = (b *a)#a)»b= (b #@ *a)*b=b"re)sb=bsb=¢e;
portanto, a#b é simetrizivel e seu simétrico é b'sd, isto &,

(axb) =b'wa’ o 9).8

No caso da notacio multiplicativa, o teorema anterior nos

mostra que se a e b sdo inversiveis, entdo a! e ab também

sdio inversiveis e @H'=a - (10),
(ab) =b"a? (11).
Na notacfio aditiva, temos
-(-a)=a (12),
e
-@+b) = -b+(-a) (13),

quaisquer que sejam os elementos simetrizdveis @ e b de E.
Se o monéide E é multiplicativo e comutativo, a férmula (11)
pode ser escrita sob a forma

(ab)* =a1b™? } (14);
convém observar que esta propriedade ndo é verdadeira, em
geral, quando a multiplicacdo ndo é comutativa (ver o exemplo
24). Analogamente, se o mondide E é aditivo e comutativo, a

" férmula (13) pode ser escrita sob a forma

~@+b) = (~-a)+(-b) (15).

COROLARIO - Se E é um monédide em relagio a uma ope-
racdo # e se U(E) é o conjunto dos elementos simetriziveis de
E, temos

a) eeU(E);

b) U(E) é fechado em relagdo a operagio #;

¢) o simétrico de todo elemento de U(E) pertence a U(E).

Portanto, a operagdo induzida por # sdbre U(E) define
uma estrutura de mondide sébre U(E) e vale, além disso, a
propriedade c), ou seja, todo elemento de U(E) é simetrizavel
em relacio & operacio induzida. Conforme veremos no §1.3
estas condigdes caracterizam a estrutura de grupo (ver tam-
bém a parte final de §3.2 do Capitulo I)..

Exemrro 16 - Todo elemento do conjunto Z dos niimeros .
inteiros & simetrizdvel para a adicio e vale a formula (15)

- quaisquer que sejam a e b em Z. Os Unicos elementos de Z

que sdo simetrizdveis para a multiplicacdo s@o -1 e 1. Portanto,
temos U.2)=Z e U.Z)={-1,1}.
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Exempro 17 - Considerando-se o mondéide @(Ej’definido no
exemplo 5, temos U,(P(E))={E}. Para o mondide PE) defi-
nido no exemplo 6, temos U (PE))={0D}. ‘

Exempro 18 - Consideremos o monéide M definido no
exemplo 10. Conforme a definicdo 9, um elemento { de M,
ou seja, uma aplicagdo f:E —E, é simetrizivel para a ope-
racdoc de composi¢do o se, e somente se, existe uma aplicacdo
fl“E*’E tal que fcf’:IE=f'of;
portanto, de acérdo com o teorema 10 do Capitulo I, § ¢é
simetrizavel se, e somente se, f é uma permutacéo do conjunto
E. Neste caso, o simétrico ' de f para a operacdo de com-
posicdo o & a aplicacdio reciproca de f: f'=f'. Fica assim
demonstrado que o conjunto dos elementos simetrizaveis do mo-
néide (EX,0) coincide com o conjunto S(E) das permutacdes de E.

TEOREMA 4 - Sejam a e b dois elementos permutaveis de
um monoide (E,%); temos:

1) se b é simetrizavel, entdo @ comuia com o simétrico
b de b;

2) se ¢ e b sdo simetrizaveis, entfo seus simétricos
a e b sio permutiveis.

DemvonsTracAC

1) Temos

a#b =(exa)xb = (D'*by*a)*b = (b'x(bxa)*b = (b'*(axb))xb =
=b'*(axbxb)) =b'x@xe) =b'xq;
portanto, ¢ e b sdo permutaveis.

2) De acérdo com a primeira parte temos que g e b
sfo permutdveis, logo, aplicando-se novamenie éste mesmo
resultado para b e a, concluimos que o’ e b’ sfo permutaveis.
Pode-se verificar & parte 2) do seguinte modo:

a'xb = (bxa) =(@xb) =b'%a’;
portanto, o’ e b sio permutdveis. B

TEOREMA 5 - Se a e b sfo dois elementos quaisquer
<.:1e um mondide (E,%) e se b é simetrizavel, entio exisie um
unico elemento x (resp., ¥}, de E, tal que bxxr=a (resp.,
yxb=aj.

Demonstracio - Considerando-se o elemento r=b=a,
onde b’ é o simétrico de b, temos zeE e
baxr=bxd'sa)=bxbrxa=exa=aqa.

Por outro lado, se x,€E & tal que bxx,=a, temos

63

x,=e*x; =0 xb)xx; =0 *brxr)=b*a=2x;

portanto x ¢é unico. Verificagdo completamente analoga para
o caso de yxb=a; notemos, simplesmente, que y=a*b’. |

Se E é um monoéide comutativo e se a e b sdo dois
elementos quaisquer de E, com b simetrizavel, entfo, existe
um unico elemento x, de E, tal que bxx=a=x%b e temos
x=b'xa=axb’, onde b é& o simétrico de b. Este elemento
x=b'%a=axb’ recebe denominacdo especial conforme o simbolo
usado para indicar a operacdo (comutativa) definida sbbre E.
Assim, no caso da notacdio multiplicativa, o Unico elemento
x tal que br=a é denominado quociente de a por b e é
indicado por a/b (leia-se: a sbbre b); portanto, temos, por defi-
nicéo a _gpt

b
Em particular, temos

g . _ll-— —1'—='1
bb b, b-l e 3 b,

quaisquer que sejam a e b em E, com b inversivel. A apli-
cacdo (a,b)+> afb, de EXU(E) em E, é denominada divisdo;
notemos que a divisdo & em geral, uma operagdo no sentido
amplo (ver a 2.2 observacdo do §1.1), pois, em geral, U(E)#E.
No caso da notacio aditiva, o Unico elemento x tal que b+x=a
é denominado diferenca entre a e b e é indicado por a-b
(leia-se: @ menos b); portanto, temos por definicdo
a-b=a+(-b).
b+@-by=a, b-b=0 e 0-b=-b,
quaisquer que sejam a e b em E, com b simetrizavel. A
aplicacdo (a,b)+—>a-b, de EXU(E) em E, é denominada subtra-
ciio notemos que a subtragio é em geral, uma operacdo no
sentido amplo.

Em particular

DEFINICAO 10 - Diz-se que um elemento a de um semi-
grupo (E,x) é regular d esquerda (resp., d direita) para o
operacdo * se, e sdmente se, estd verificada a seguinte condigo:
quaisquer que sejam x eyem E, se axx =axy (resp., Txa=y*a),
entio x=y (resp., x=y). Um elemento regular & esquerda e
a direita’é chamado, simplesmente, elemento regular.

Conforme veremos na parte de exercicios déste paragrafo
um elemento pode ser regular & esquerda e nfo regular &
direita ou regular a direita e nfo regular & esquerda (ver os
exercicios 44 e 45).



TEOREMA 6 - Todo elemento simetrizavel de um monéide
(E,#) é regular para a operacdo *. ;

Com efeito, seja a um elemento simetrizavel e sejam x
e y dois elementos quaisquer de E tais que a#x=a#*y; temos

TmexT=(@*#W*L =0 #@*T)=a' # (@Y = (@' *Q)xY=€*Yy=Y

portanto, a é regular a esquerda. Analogamente demonstra-se
que a é regular & direita. , |

Um elemento regular também é chamado elemento can-
celdvel e a condicio dada na definicio 10 é denominada
lei restrita do cancelamento & esquerda (resp., a direita).

Exewmpro 19 - Consideremos o monéide multiplicativo Z
dos numeros inteiros; o nimero 0 ndo é regular, pois, por
exemplo, 1:0=2-0 e 1#2. Por outro lado, todo nimero inteiro
ndo nulo é regular para a multiplicacdo. Este exemplo nos
mostra que, em geral, existem elementos regulares que n&o
sdo simetrizaveis.

EXERCICIOS

18. Consideremos a operagdo definida sobre E ={e,a,b} pela
seguinte taboa (ja obtida no exercicio 11):

#le a b
ele a b
ala e e
bib e e

a) Mostrar que esta operacdo é comutativa, tem elemento neutro
e ndo é associativa. !

b) Mostrar que © elemento a tem dois simétricos (pox“tanto,~a
conclusio do teorema 2 ndo é, em geral, verdadeira para uma operacao
nio associativa).

. 19. Consideremos a operacdo » definida sbbre E =t(e,a,b} pela
seguinte taboa (ja obtida no exercicio 11):

a
a
e
é

o

a) Mostrar que esta operacao

e nio é associativa. o . )
b) Verificar que todo elemento de E é simetrizavel e admite um

Gnico simétrico.

comutativa, tem elemento neutro
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¢) Mostrar que a parte 2) do teorema 3 nédo ¢ verdadeira para
esta operacao.

20. Seja * uma operacdo definida sGbre um conjunto nio vazio E.
Diz-se que um elemento e (resp., e') de E ¢é elemento neutro ¢ esquerda
(resp., a direita) para esta operacdo * se, e soOmente se, exx=2x
(resp., xxe =) para todo x em E. a) Mostrar que se a operacio
* tem elemento neutro & esquerda e e elemento neutro a direita e,
entdo, e=¢’. b) Nas condicbes da parte anterior, mostrar que a operacio
% admite um uUnico elemento neutro a esquerda e um Unico elemento
neutro a direita. ¢) Examinar as nog¢des acima para a operacio usual de
subtracdo definida sébre o conjunto Z dos numeros inteiros. d) Fazer
0 mesmo para a operacdo de potenciacdo (a,b) > a® definida sobre o
conjunto N' dos nUmeros naturais ndo nulos. e} Mostrar que-a opera-
cdo .l, definida no exercicio 7 admite um Unico elemento neutro 2
direita e que ndo admite elemento neutro a esquerda.

21. Determinar os elementos simetriziaveis e os elementos regulares
para as operacgdes « e f definidas no exercicio 7.

22, Determinar os elementos simetrizaveis e os elementos regulares
para a operacdo definida na parte e) do exercicio 4.

23. Fazer o mesmo para a operacdo definida na parte e) do exer-
cicio 6.

24. Mostrar que o conjunto dos elementos regulares de um mondide
(E,%) é fechado em relacdo a operacio x.

1.3 - GRUPOS

DEFINICAO 11 - Diz-se que uma operacdo #* sdbre um
conjunto G, define uma estrutura de grupo sébre G se, e
sdmente se, os seguintes axiomas estdo verificados

G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, y
e z em G, tem-se

(XHY)*Z = LH(Y*2);
G2 (existéncia do elemento neutro): existe em G um
elemento e tal que
T*e=X =exx,
para todo x em G
G3: para todo elemento x de G existe um elemento

4 N
x" em G tal que owr o= XN,

Portanto, um grupo' é um mondide G que possui a pro-
priedade: todo elemento de G é simetrizdvel. Se usarmos a nota-
cdo multiplicativa ou aditiva para a operacdo de um grupo dire-
mos, respectivamente, que o grupo é multiplicativo ou aditivo.
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Se a operacio % de um grupo G satisfaz o axioma:
G4: (propriedade comutativa): quaisquer que sejam x €

y em G, tem-se THY = Y*T;

diremos que G € um grupo comutativo ou abeliano.
Em geral, s6 usaremos a notacdio aditiva para indicar a
operacdio de um grupo G quando esta operacgdo for comutativa.

Exempro 20 - A operagdo usual de adicdo define uma
estrutura de grupo comutativo sébre o conjunto Z dos numeros
inteiros. O mesmo vale para a operacdo usual de adic&o sObre
Q ou R. ‘

ExempLo 21 - A opera,do usual de multiplicacdo nio de-
fine uma estrutura de grupo sdbre o conjunto Z dos numeros
inteiros, pois sdmente 1 e -1 séo inversiveis. '

ExempLo 22 - A operacdo usual de multiplicacio define
uma estrutura de grupo comutativo sébre o conjunto @* dos
nameros racionais ndo nulos. Obtém-se, analogamente, o gru-
po comutativo (R*,-).

ExmmpLo 23 - Consideremos o conjunto U(E) dos elemen-
tos simetrizaveis de um mondide (E ,%); conforme a parte b)
do corolario do teorema 3, a operagdo * induz uma operacdo
sobre U(E), que é associativa, temelemento neutro e satisfaz o
axioma G3 (parte c) do mesmo corolario). Portanto, U(E) &
um grupo em relacdo a operacdo induzida sObre U(E) pela
operacdo de E; o grupo (U(E),%) é denominado grupo dos
elementos simetrizdveis do monéide (E ,%).

ExemprLo 24 - Consideremos o mondide (M,o) definido
no exemplo 10, onde M=E® é o conjunto de to6das as apli-
cacBes de um conjunto ndo vazio E em si mesmo; conforme
vimos no exemplo 18, o conjunto U(M) dos elementos sime-
trizaveis de M coincide com o conjunto S(E) de todas as
permutacdes de E. O exemplo anterior nos mostra que
(S(E),o) é um grupo, que é denominado grupo das permutacgoes
do conjunto E ou grupo simétrico do conjunto E. No caso
particular em que CE={1,2,,m}

indica-se S(E) pela notacdo S, e um elemento f de S, é

indicado por
1 2 coo - T
f= . ’
- al az oo an
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?nde aﬁ_fﬂ) para t=1,2,-.-,n. Pode-se demonstrar que S
e um conjunto finito e tem n! elementos. i

No caso particular em que n=3, os elementos de S, sdo

N GHH SRS G APRCE )
wG D G I Y.

A taboa da operagdo do grupo (Sg,0) € a seguinte

ol fi fy fs Ja fs fe
Wl fi fo fs fu fs fe
fol fo fs f1 fs e 4
sl fs i fo fs fu fs
Ja fo s f5s fs fz
Ts|fs f3 o fo f& 1
fel fo fa fo f5 fi fs

Notemos que o grupo S; ndo é comutativo, pois, por exemplo
. faofs=f; e fsofs="f,.

Observemos ainda que a formula (14) ndo é verdadeira para
as permutagbes f, e f;, pois

(f4°f5)-1 :f§1 =1,
(fs°)c4);1 = ;lzfs-

D’e acérdo com o teorema 6, todo elemento de um grupo
(G,*)' € regular para a operacio , portanto, valem em G
as.lels do gancelamento a esquerda e a direita: quaisquer que
sejam a, x e y em G, se a¥xx=a*y OU T*a=y*a, entio r=y

Seja ’G um grupo multiplicativo e abeliano; notando-se
que' U(G)=G resulta que a aplicacdo @,by—>¢, de GXG em
i, \e agora uma operagfo sbbre G, que é denominada divisdo
apr;ziﬂog?mentle), se G é um grupo aditivo e comutativo, a

cacdo (a,b)~>a-b & uma operacio s6 ; der
‘ ¢do sbbre G, -
minada subtracdo. aue & deno
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EXERCICIOS

25. Mostrar que a operacdo #, definida na parte e) do exercicio
4, define uma estrutura de grupo comutativo sbbre R.

26. Seja G um grupo multiplicativo € consideremos a operacio x,
definida sébre G, por axb.=ba. Mostrar que G é um grupo em relacéo
& operacac *. )

27. Demonstrar que se um conjunto G tem no méaximo quatro
elementos, entdo, tdéda estrutura de grupo sébre G ¢é comutativa.
Construir as taboas das operacdes déstes grupos.

28. Verificar que o elemento unidade de um grupo multiplicativo
G é o unico elemento x ‘de G tal que xx=ux.

29. Mostrar que se G ¢ um grupo multiplicativo e se o conjunto

G é finito e com um numero par de elementos, entdo existe um ele-

mento a, de G, tal que a=al.

30. Se G € um grupo multiplicativo e se xx =1, para todo x
em G, entdo G ¢é abeliano.

1,4 - SEMI-GRUPOS ORDENADOS

Neste paragrafo s6 consideraremos semi-grupos comutati-
vos e usaremos sempre a notacdo aditiva.

Em alguns casos estfo definidas duas estruturas sobre
um mesmo conjunto e se impde, entdo, alguma lei que rela-
cione estas estruturas. Por exemplo, sébre o conjunto Z dos
nameros inteiros estd definida uma relacdo de ordem < e uma
estrutura de grupo dada pela operacdio usual de adic8o; estas
estruturas sdo compativeis no seguinte sentido: se x<y, entdo
x+z<y+z. De um modo geral colocaremos a seguinte

DEFINICAO 12 - Seja (E,+) um semi-grupo comutativo
e seja < uma relaciio de ordem sébre o conjunto E. Diz-se
que a operacdoc de adicdo e a ordem < sfio compativeis se, e
somente se, o seguinte axioma estd verificado

OA: quaisquer que sejam x, ¥y e z em E, se x<y, entdo
X+z<Y+z.

Neste caso também se diz que o semi-grupo comutativo
(E,+) estd parcialmente ordenado pela ordem <, ou, que (E,+)
é um semi-grupo parcialmente ordenado. Portanto, o conceito
de semi-grupo comutativo parcialmente ordenado compreende
um conjunto E, uma operacdo sdbre E, uma ordem sobre E
e o fato que os axiomas G1, G4, O1, 02, O3 e OA s&o ver-
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dadeiros. Diremos que um semi-grupo (E,+) é parcialmente
ordendvel quando existe uma ordem parcial, s6bre o conjuntc
E, que satisfaz o axioma OA. Se (E,+,«) é um semi-grupo
parcialmente ordenado e se a ordem < satisfaz o axioma O4,
isto &, se a ordem é total, diremos que E é um semi-grupo
totalmente ordenado. No que se segue s6 consideraremos semi-
grupos totalmente ordenados que serio denominados, simples-
mente, semi-grupos ordenados.

Definem-se, andlogamente, os conceitos de mondide (comu-
tativo) e de grupo (comutativo) parcialmente ou totalmente
ordenados impondo-se que a operacdo e a ordem sejam com-
pativeis, isto é, que seja verdadeiro o axioma OA.

’ Exempro 25 - A ordem habitual sébre o conjunto Z dos
i?umeros inteiros é compativel com a adicdo; portanto, (Z,+)
€ um semi-grupo totalmente ordenado ou ¢ um monodide to-
talmente ordenado ou ainda é um grupo totalmente ordenado.
Notemos que, ac contririo; no semi-grupo multiplicativo (Z,-.)
ndo vale o axioma OA.

’ .TEOREMA 7 - Num semi-grupo ordenado E valem as
Seguintes propriedades:

a) se asb e se c<d, entdo, a+c<b+d (principio da soma
de desigualdades);

b) se ¢ é regular, entdo, a<b implica a+c<b+c;

¢) se a+c<b+c, entdo, a<b.

DeMoONSTRACAO

a) Conforme as hipéteses e o axioma OA, temos
a+c<b+c e b+csb+d;

portanto, a+c<b+d.

b) Por hipétese temos a#b, logo, a+c#b+c, pois ¢ é
regular; de a<b vem as<b, logo, a+c<b+c, portanto, a+c<b+c.

c) Como a ordem ¢ total devemos ter a<b ou bsa
(sendo que éstes casos se excluem mutuamente); neste ultimo
caso teriamos, em virtude do axioma OA, b+cs<a+c, contra
a hipotese, portanto, a<b. |

TEOREMA 8 - Num mondéide. ordenado E valem as se-
guintes propriedades:

a) se b ¢é simetrizdvel, entdo a<b se, e sOmente se,
a-b<0;

b) se a e b sfo simetrizaveis, entdo a<b se, e sOmente
se, -b<-u;

c) se a é simetrizavel, entdo O0<a se, e sOmente se, -a<0.
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DEMONSTRAGAO
a) Sabemos que todo elemento simetrizavel é regular

(teorema 6), logo, de a<b resulta, em virtude da parte b) do
teorema 7, a+(-b)<b+(-b); portanto, a-b<0. Analogamente,
de a-b<0 vem (a-b+b<0+b, logo, a<b.

b) Suponhamos que a<b; conforme a parte anterior temos
a-b<0, de onde vem, em virtude da parte b) do teorema
7, (~)+@-b)<-a)+0, ou seja, -b<-a. Reciprocamente, de
-b<-a resulta pelo que acabamos de demonstrar -(-a)<-(-b),
ou seja, a<b.

¢) Esta propriedade é um caso particular da anterior. f[{

TEOREMA 9 - Num grupo ordenado G as seguintes pro-
priedades sdo equivalentes:

1) a<b;

2) a+c<b+c;

3) -b<-a;

4) a-b<0;

5) 0<b-a.

E uma conseqiiéncia imediata dos teoremas 7 e 8.

EXERCICIOS

31. Enunciar os teoremas 7, 8 e 9 no caso em que se usa a notacéo
multiplicativa.

32. Mostrar que num grupo ordenado G valem as seguintes pro-
priedades:

a) asb se, e somente se, a+csb+c;

b) as<b se, e sdmente se, 0sb-a;

c) asb se, e somente se, a—b<0;

d) 0s<a se, e sdmente se, -a<0;

e) 0sa e O0<b implicam Os<a+b.

33. Mostrar que o monoide (N*,.) é parclalmente ordenado pela
relacdo de divisibilidade, | (definida no exemplo 24, Capitulo D).

34. Mostrar que para todo conjunto E os mondides (P(E),MN) e
(9(E),U) sdo parcialmente ordenados pela relacdo de incluséo.

EXERCICIOS SOBRE O §1

35. Seja (E,*) um monoide e seja M uma parte ndo vazia do
conjunto E; desigfiaremos por C(M) o conjunto de todos os elementos x
de E que sdo permutaveis com todos os elementos de M, isto é, tais
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que xxm =mxx, para todo m em M. Verificar as seguintes propriedades:

a) CD #Q;

b) CM) é fechado em relagdo a operacdo *;

c) se N é uma parte de E e se M«cN, entio CN)=CW);

d) McC(CM);

e) C(CICC(M)) =CD.

36. Sejam A e B dois mondéides multiplicativos e consideremos
o produto cartesiano AXB dos conjuntos A e B; se «,b e (,d
sdo dois elementos quaisquer de AXB colocaremos, por definigdo,
@,b-c,d) =we,bdy, Obtém-se, déste modo, uma operacdo de multiplica-
gdo sbbre o conjunto AXB. a) Mostrar que AXB é um monéide em
relagdo a esta operagfo. b) Determinar o grupo U(AXB) dos elementos
inversiveis do monédide (AXB,-).

37. Seja (E,*) um semi-grupo e seja a um elemento do conjunto
E; mostrar que a operagio « definida por xay =@*w*y ¢é associativa
e, portanto, (E,a) é um semi-grupo.

38. Seja (E,*) um semi-grupo; para todo elemento a de E, a aplica-
¢80 y7,:E — E (resp., 0,:E — E) definida por yyx) =a*x (resp., 0 @) =a*x) .
é denominada translacdo d esquerda (resp., ¢ direita) determinada pelo
elemento a.

a) Verificar que 7,,,=74°7p € Ogup =0p°0,, quaisquer que se-
jam a e b em E.

b) Mostrar que a é um elemento central (exercicio 16) se, e so-
mente se, 7, =0,.

c) Mostrar que a ¢ regular a4 esquerda (resp., & direita) se, e
somente se, 7, (resp., 0,) é injetora.

d) Suponhamos que a operacdo % admita elemento neutro e.
Mostrar que a é simetrizdvel se, e somente se, y, € da sdo permu-
tagOes de E.

e) Mostrar que se y, e d, sdo permutacdes de E, entfio existe
um elemento neutro para a operacio % e a é simetrizavel.

39. Seja (E,*) um semi-grupo e suponhamos que: 1) para todo
a em E, y, é uma permutacio de E; 2) existe b em E tal que §,
seja uma permutacio de E. Nestas condi¢des, demonstrar que (E,*) é
um grupo.

40. Consideremos uma operacdo de multiplicacdo associativa sébre
um conjunto finito e ndo vazio G; demonstrar que se esta operacéo
satisfaz as duas leis do cancelamento, entdo ela define uma estrutura
de grupo sbbre o conjunto G.

41. Seja (E,%) um semi-grupo e suponhamos que o conjunto E
seja finito e nfo vazio. Mostrar que se existe um elemento regular a
em E, entdo (E,*) ¢é um mondide.

42. Seja % uma operacdo sObre um conjunte E e suponhamos que
esta operacdo tenha elemento neutro e. Diz-se que um elemento a de
E é simetrizdvel a esquerda (resp., & direita) se, e sdmente se, existe
o’ (resp., &) em E tal que a’xa=e (resp., axa” =e). Neste caso, todo
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elemento o' (resp., a”) tal que a'xa=e (resp., axa”’ =e) é denominado
simétrico 4 esquerda (resp., & direita) do elemento a.

a) Mostrar que se a operacio % € associativa e se a ¢ simetrizavel
a esquerda e i direita, entdo a é simetrizavel. Neste caso, ¢ admite um
unico simeétrico a esquerda e um Unico simétrico & direita.

b) Se (E,¥) é um monoéide, mostrar que os elementos x e y
de E sfo simetrizaveis se, e sOmente se, x*y é simetrizavel 4 esquerda
e yxx ¢& simetrizavel a direita.

43. Consideremos 0 mondide (NNso), onde N¥ ¢ o conjunto de
tédas as aplicacbes de N em N.

a) Mostrar que a aplicacdo definida no exemplo 43 do Capitulo I
admite infinitos simétricos & esquerda (ver o exercicio 80 do Capitulo I).

b) Mostrar que a aplicacdo definida no exemplo 44 do Capitulo I
admite infinitos simétricos a direita (ver o exercicio 81 do Capitulo D.

44. Com as notacOes do exercicio anterior, mostrar que a aplicacdo
definida no exemplo 44 do Capitulo I é regular & direita mas nfo é
regular a esquerda.

45. Com as notacbes do exercicio 43, mostrar que a aplicacdo de-
finida no exemplo 44 do Capitulo I é regular a esquerda mas ndo é
regular a direita.

§2 - NOUMEROS NATURAIS

2.1 - CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Admitiremos, neste paragrafo, a existéncia de um semi-
grupo totalmente ordenado e comutativo (N,+,<) que satisfaz
os seguintes axiomas

N1: existem elementos a e b em N tais que a#b;

N2: todo elemento de N é regular para a operacdo +;

N3: quaisquer que sejam a e b em N, se bsa, entdo
existe ¢ em N tal que a=b+c;

N4: o conjunto N é bem ordenado pela ordem <.

Notemos, explicitamente, que estamos admitindo a exis-
téncia de um conjunto N que satisfaz o axioma NI (cujo sig-
nificado intuitivo é o seguinte: o conjunto N tem pelo menos
.dois elementos), que sbébre N estejam definidas uma operacéo
de adicio + e uma relaco < que satisfazem os axiomas Gl,
G4, O1, 02, 03, 04, OA, N2, N3 e N4.

OBSERVACOES

1.8) Um problema que se impde imediatamente é o
da existéncia de um conjunto N que satisfaca todos os
axiomas mencionados acima. Pode-se construir por intermé-
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dio da teoria dos conjuntos, ou, mais precisamente, por meioc
da teoria dos ntmeros cardinais (ver, por exemplo, [16]) um
semi-grupo comutativo e totalmente ordenado que satisfaz
os axiomas N1, N2, N3 e N4; ndo elaboraremos tal construgéo,
pois acreditamos que ela se coloca de modo mais natural nu-
ma exposi¢io completa sébre a teoria dos conjuntos.

2.2) Outros problemas que surgem naturalmente sdo os
seguintes: 1.°) Os axiomas acima sfo categéricos? Em outros tér-
mos, a estrutura definida sébre o semi-grupo comutativo total-
mente ordenado (N,+,<) pelos axiomas N1, N2, N3 e N4 é Ginica?
Mais precisamente, se (E,+,<) é um semi-grupo comutativo to-
talmente ordenado e se os axiomas N1, N2, N3 e N4 sdo validos
para E, pergunta-se: t0da propriedade verdadeira em N tam-
bém é verdadeira em E e, reciprocamente, téda propriedade
verdadeira em E também é verdadeira em N? Este problema
serd respondido pela afirmativa, pois demonstraremos que nas
condicBes anteriores os semi-grupos (N,+,<) e (E,+,<) sdo or-
denadamente isomorfos (teorema 29). 2.°) Os axiomas acima
nos descrevem, exatamente, «o conceito intuitivo de numero
natural»? A resposta a éste problema sé se tornara «evidente»
depois de obtermos as propriedades mais importantes que deri-
vam déstes axiomas e compara-las, entdo, com «as diversas pro-
priedades que a nossa intuicdo supde que sejam verdadeiras para
os numeros naturais».

3.2) Existem outros sistemas de axiomas que descrevem
também o conjunto dos nimeros naturais; podemos dizer que a
escolha entre éste ou aquéle sistema depende essencialmente das
dificuldades didaticas de apresentacfo déste assunto. Por exem-
plo, o sistema de axiomas de G. Peano (1858~1932) (ver [21]) é um
dos mais simples possiveis, mas a exposi¢do torna-se demasiado
longa e é carregada de demonstracSes delicadas para o aluno que
toma contacto com éste assunto pela primeira vez.

4.2) Em vista das observacdes acima fixaremos de uma vez
por tédas um conjunto N que satisfaz o axioma N1, uma opera-
cdo de adicfio + sobre N que satisfaz os axiomas G1, G4 e N2 e
uma relacdo <, sobre N, que satisfaz os axiomas O1, 02, O3, 04,
OA, N3 e N4. Os elementos do conjunto N passam a ser denomi-
nados nimeros naturais e diremos, entfo, que N é o conjunto dos
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numeros naturais. Neste caso, o axioma N4 é usualmente chama-
do principio do menor niimero natural e pode ser enunciado sob
a forma: todo conjunto ndo vazio de niimeros naturais possui um
minimo. Explicitamente, para todo subconjunto S de N, se S é
nfo vazio, entdo existe um (anico) nimero natural m tal que:
1) meS; 2) mss, qualquer que seja s em S. '

Conforme o principio do menor numero natural o con-
junto N dos numeros naturais admite um minimo, que sera
denominado zero e seré designado por 0. Observemos que 0Osn
para todo numero natural n e, por outro lado, a denomina-
¢do anterior é justificada pelo seguinte

TEOREMA 10 - O minimo de N é o elemento neutro
para a operacdo de adicdo.

Demonstragao - Conforme os axiomas O1 e N3, existe um
numero natural a tal que 0+a=0; por outro lado, temos 0O<a,

logo, em virtude do axioma OA, 0+0<0+a=0 e como 0<0+0,

teremos 0+0=0. Finalmente, para todo nimero natural x, temos
(x+0)+0=x+(0+0)=x+0

e como 0 é regular para a operacio + (axioma N3) con-

cluimos que x+0==x. |

Daremos a seguir outras propriedades do conjunto N
dos numeros naturais sendo que a mais importante delas é o
principio de inducfo finita (teorema 17).

TEOREMA 11 - Se a, b e ¢ sido nUumeros naturais tais
que b+c=a, entdo, bsa.

Com efeito, temos 0<c, de onde vem pelo axioma OA,
b+0<b+c; portanto, bsa. . I

O axioma N3 e o teorema anterior podem ser enunciados
sob a forma: quaisquer que sejam os numeros naturais a e b,
tem-se bs<a se, e sOmente se, existe um numero natural c

tal que a=b+c. Podemos completar éste resultado com o
seguinte

TEOREMA 12 - Quaisquer que sejam os nimeros naturais
a e b, temos b<a se, e sOmente se, existe um nimero natural
ndo nulo ¢ tal que a=b+c.
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DemonstracAo - De b<a vem bsa, portanto, de acérdo
com o axioma N3, existe um numeroc natural ¢ tal que a=b+c
e temos c # 0, pois, no caso contrario, resultaria a=b+c=b+0=b,
contra a hipdtese. Reciprocamente, supondo-se que a=b+c te-
remos, em virtude do teorema anterior, b<a; se b=a, teriamos
b+c=b=b+0, de onde viria, pelo axioma N2, c¢=0, contra a
hipétese. |

TEOREMA 13 - Quaisquer que sejam os nUimeros naturais
a, b e ¢, temos b<a se, e somente se, b+c<a+c.

DemonstracA0 - De b<a resulta, de acdérdo com a parte
b) do teorema 8 e o axioma N2, b+c<a+c. Reciprocamente,
de b+c<a+c segue-se que b<a em virtude da parte c) do
teorema 8. |

TEOREMA 14 - Se a e b sdo dois niimeros naturais quais-
quer e se bsa, entdo existe um Unico numero natural c tal
que b+c=a.

Com efeito, a existéneia de cvé assegurada pelo axioma
N3 e a unicidade pelo axioma N2. . |

Se b<a, o Unico nimero natural ¢ tal que b+c=a é deno-
minado diferenca entre a e b e serd indicado por a-b (leia-se:
a menos b); portanto, temos

b+w@a-by=a=(@-b)+b
e, em particular, a~a=0.

Indicaremos por N* o complementar de {0} em N, isto &,
N*=N-{0}; de ac6rdo com o axioma N1 o subconjuntoc N*
ndo é vazio, logo, existe o minimo de N* que é indicado por
1 (um) e esta notagdo serd justificada mais adiante (§2.3) ao
introduzirmos a operacdo de multiplicacdo sObre o conjunto
N. E imediato que 0#1 e como O=minN, temos U<1; além
disso, para todo nUmero natural ndo nulo n, temos ls<n, ou
seja, ndo existem nimeros naturais estritamente compreendi-
dos entre 0 e 1.

TEOREMA 15 - Quaisquer que sejam os nUmeros nafurais
n, a e b, temos

a) mn<n+l;

b) se n#0, entdo, n-1l<n;

¢) a<b se, e sOmente se, a+1<b.
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DEMONSTRACAO

a) Ja tinhamos observado que 0<1; daqui resulta, pelo
teorema 13, n+0<n+1, ou seja, n<n+1.

b) Basta notar que lsn e que n=(n-1+1.

c) De a<b resulta b-a=#0, logo, l<b-a, de onde vem
pelo axioma OA, a+ls<a+b-a); portanto, a+1<b. Reciproca-

mente, de a+1<b vem a<b, pois, conforme a parte a), temos
a<a+l. g

Para todo nimero natural n colocaremos
I,={xeN | nsx}
e .
I,={xeN | n<x};

portanto, em particular, temos I=N e I,=N*.

Se m e n sdo dois numeros naturais quaisquer, coloca-
remos m,nl={xeN | msx e xsn}.

E imediato que [m,n]=@ se, e sOmente se, n<m. Quando msn
diremos que [m,n] é o intervalo inteiro (fechado) de extremi-
dades m e n. O conjunto
{xeN | msx e x<n}

sera indicado por [m,n[; notemos que [m,n[=0 se, e sdmen-
te se, nsm. Quando msn diremos que Im,nl é o intervalo
inteiro de extremidades m e n, fechado a esquerda e aberto
a direita; neste caso, é imediato que [m,n]=[m,nluin}.

TEOREMA 16 - Para todo numero natural n, tem-se
[n,n+1]={n,n+1}, ou seja, ndo existem numeros naturais x
tais que n<x<n+l. '

DemonstracAo - Suponhamos, por absurdo, que exista um
numero natural x tal que n<x<n+l; de n<x vem x=n+a,
logo, n+a<n+1, de onde concluimos que a<1, portanto, a=0
e entdo x=n+a=n+0=n, contra a hipdtese. |

TEOREMA 17 (Principio de inducdo finita) - Seja S um
subconjunto de N tal que

a) 0esS;

b) para todo ntmero natural n, se neS, entdo, n+leS.

Nestas condicGes, temos S=N.

1

DemonsTrACAO ~ Suponhamos, por absurdo, que S#N;
neste caso, o complementar S" de § em N ¢é ndo vazio, logo,
conforme o axioma N4, existe a=minS e por causa da con-
dicdo a) temos a#0, logo, 1<a. Daqui resulta a-l<a e como
a=minS’, temos a-1¢S’; portanto, a-1& S, de onde vem, pe-
la condicdo b), (a-D)+1e S, ou seja, aeS e chegamos assim a
uma contradic¢do. |

O teorema acima nos mostra que o Unico subconjunto de
N que satisfaz as condi¢Bes a) e b) é o préprio N.

COROLARIO 1 - Seja m um nUmero natural e seja S um
subconjunto de I,, tal que

a) meS;

b) para todo numero natural n, se neS, entdo n+lesS.
Nestas condig¢Bes, temos S=1,,.

DemonsTtracAo - Consideremos o subconjunto S = [0,m[US
e notemos que SM[0,m[=Q. A condicdo a) do teorema an-
terior estd satisfeita para S, pois, 0eS se m=0 e 0€[0,m[ se
m+£0. Se n é um numero natural qualquer e se neS;, temos
nel0,ml ou neS; neste ultimo caso teremos n+lesS, em vir-
tude da condicdo b) acima, logo, n+leS,. Se nel[0,ml, temos
n+l<m ou n+l=m, portanto, n+lel0,m] ou n+leS; em am-
bos os casos concluimos que n+leS,. Fica assim demonstrado
que vale a condicdo b) do teorema 18 para o conjunto Sis
portanto, S;=N=[0,m[UI,,, de onde resulta S=1, . |

COROLARIO 2 - Seja S um subconjunto do intervalo inteiro
[a,b] (a<b) tal que

a) aesS;
b) para todo numero natural n, se n<b e se nesS, en-

tdo, n+le S.
Nestas condicdes, temos S=l[a,bl.

Com efeito, o subconjunto S;=SUI, satisfaz as condigbes
a) e b) do corolario anterior, portanto, S,=1I,=[a,b]UI, e co-
mo SNI; =0, teremos S=[a,b]. |

COROLARIO 3 - Seja m um nUmero natural e seja S um
subconjunto de I,, tal que

a) mesS;

b) para todo numero natural n, se ms<n e se [m,nl=S,
entdo, neS.
Nestas condicoes, temos S=1,,.
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Com efeito, basta notar que o subconjunto S, =[0,m[US
satisfaz as condic¢Ges a) e b) do teorema 17; portanto, [0, m[US =
=N=[0,m[UI,, e como SN[0,m[=@ teremos S=1,,. i

EXERCICIOS

46. Mostrar que [0,n+1[ =[0,n[u{n}, para todo nUmero natural n.

47. Se m e n s8o numeros naturais tais que m<n, mostrar que
[m,n]=1,M[0,nl].
48. Mostrar que se a é um numero natural tal que a+a =0, entio,
a=0.
49. Verificar que o subconjunto N-{0,1} ndo é vazio. Indicando-se
por 2 (dois) o minimo déste conjunto mostrar que 2=1+1.

50. Para todo namero natural » o subconjunto N-[0,n] ndo é
vazio; mostrar que n+l=min(N-[0,n]). Observacdo: Obtém-se déste
modo os numeros naturais 3 =2+1=min(N-[0,2]), 4=3+1=min(N-[0,3])
e assim por diante até 9 = 8+1 = min(N-[0,8)).

51. Determinar todas as decomposicdes dos numeros naturais 0, 1,

2, 3,45 6,7 8 e 9 (definidos no exercicio anterior) como soma de dois.

numeros naturais.

2.2 - DEFINICAO POR RECORRENCIA

O leitor j& esta familiarizado com diversos exemplos de
«definicdo por recorréncia», entre os quais podemos citar a
poténcia n-ésima de um numero real nfo nulo a, onde n &
um numero natural. Neste caso procede-se do seguinte modo:
coloca-se, por definicdo, a®=1 e supondo-se que a" esteja de-
finido pde-se a™!'=ga"-a. Notemos _qu'e éste processo apresenta
um inconveniente, pois, ndo esta especificado de modo preciso
0 que se entende por «supondo-se que a” esteja definido» e,
efetivamente, utiliza-se a prépria definicio de poténcia n-ési-
ma ao se definir a poténcia (n+1)-ésima de a. Para eliminar
éstes defeitos e com o objetivo de tornar rigorosa a nocdo de
defini¢dio por recorréncia estabeleceremos abaixo (teorema 18)
o principic geral de defini¢do por recorréncia.

DEFINICAO 13 - Seja a um elemento de um conjunto
nao vazio E, seja ¢ uma aplicacdo de E em E e seja m um
numero natural. Diz-se que uma aplicacdo g:[m,n] -E é ad-

missivel para o nimero natural nzm e para a aplicacdo ¢ se,

9

e sOmente se, sfo validas as seguintes condigdes:
a) gm)=a;
b) para todo nimero natural r tal que ms<r<n, tem-se
g(r+1) = p(gm). .
LEMA 1 - Com as notagbes da definicdo anterior, se exis-
te uma aplicacdo g admissivel para o nuimero natural n>m e
para a aplicacfio ¢, entdo, g é Unica.

DemonstracAo - Seja ¢t [m,n] — E uma aplicacdo admis-
sivel para n e @ e consideremos o conjunto
S={relm,n] | gm=gm}.

Como g'(m)=a=g(m), temos aeS e para todo numero natural
T, se, r<n e se r&S, tem-se ¢'(r) =g, logo,

gr+1)=p(g'm) = p(gm) = glr+1);
portanto, r+leS. Daqui resulta, conforme o corolario 2 do
teorema 16, que S=[m,n] e entdo g'=g. |

LEMA 2 - Se m e n sdo numeros naturais tais que msn,
entdo [m,n+1] = [m,n]uUi{n+1} (16).

DEMONSTRACAO - Seja x um elemento qualquer de [m,n+1],
logo, m<x e xsn+l; se x<n+l, temos, conforme a parte c)
do teorema 15, x+1<n+l1, logo, x<n, portanto, m<x<n, ou seja,
xel[m,n]. Fica assim demonstrado que [m,n+1llc[m,n]U{n+1}.
Por outro lado, se xe[m,n]U{n+1}, temos xelm,n] ou x=
=n+1, logo, msx<n ou x=n+1, de onde vem, msxs<n+l;
portanto, [m,n]U{n+1}c[m,n+1]. : |

LEMA 3 - Com as notacdes da definicdo 13, se g: [m,n] — E

"é. uma aplicagio admissivel para n e @, entfo existe uma

aplicacdo ¢ [m,n+1] — E admissivel para n+l e @, que é um
prolongamento de g.

DemonsTtrAcAO - Notemos que n+le¢[m,n], logo, de acér-
do com o lema 2 podemos considerar a aplicacio g": [m,n+1] —E
definida por gm=gm se relm,n]
€ g'(n+1) = p(gm) (1.
E imediato que g é um prolongamento de g, logo, s6 falta
demonstrar que g é admissivel para n+l e @. Ora, temos,
por definicdo, g'm)=g(m)=a; por outro lado, se relm,n] e se
r<mn, temos r+lelm,n], logo, g'(r+1)=glr+1)=@(gm)=e(g®™)
e, finalmente, conforme a f6rmula (17), teremos
g'(n+1) = p(gm) = p(g'm). g
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LEMA 4 - Se g [m,n+1]—E ¢é uma aplicacio admis-
sivel para n+l e @, entdo a restricdo g de g’ ao intervalo [m,n]
€ admissivel para n e ¢.

DemonstracAO - Conforme as hipdteses acima, temos gim) =
=gm)=a¢ e para todo numero natural r tal que msr<n,
teremos g(r+1) = ¢'(r+1) = ¢(g'm) = p(gm);
portanto, g é admissivel para n e @. |

TEOREMA 18 (principio de definicdo por recorréncia) - Seja
a um elemento de um conjunto ndo vazio E, seja ¢ uma apli-
cacdo de E em E e seja m um namero natural. Nestas condicdes,
existe uma unica aplicacdo f: I, - E tal que

a) fomy=a;

b) f(n+1)=g@(fm), para todo numero natural ns>m.

DemonstracAO - Indiquemos por S o conjunto de todos
0s numeros naturais n tais que: n=m e existe uma aplicac¢éo
gn: [m,n] — E admissivel para n e . Inicialmente, vamos mos-
trar que S=1I,, por intermédio do corolario 1 do teorema 17.

a) meS. Com efeito, neste caso temos [m,m]={m} e,
portanto, existe uma unica aplicacéio g,,: {m} — E tal que g,(m)=
=a e € imediato que esta aplicacdo é admissivel para m e ¢.

b) Se n é um elemento qualquer de S existe uma aplica-
¢do g,:lm,n]-—E admissivel para n e ¢, portanto, de acordo
com o lema 3, existe uma aplicaco g¢,,,:[m,n+1] —E, pro-
longamento de g,, que é admissivel para n+l e ¢, de onde
resulta que n+leS.

Portanto, de acérdo com o corolario 1 do teorema 17, temos
S=1,, ou seja, para todo numero natural n=m existe uma

o lema 1 nos mostra que g, € Unica e o lema 4 nos assegura
que a restricdo de g,,, ao intervalo [m,n] é g,. Considere-
mos agora a aplicacdo f:1,—~E
definida por fim)=g,n) para todo numero natural nzm; temos
fmy=gm)=a
e, para todo n=m,
fn+1) = gpyn+ D = @(gn, ) = 9 (g,m) = @(fv),
portanto, f satisfaz as condi¢bes 1) e 2) do teorema acima.
Finalmente, se f é uma aplicacdo de I, em E e se f satisfaz
as mesmas condi¢les, entdo a restricio de [ ao intervalo
[m,n] é, evidentemente, admissivel para n e @; portanto, esta
restricdo coincide com g, e teremos
iy = g = fiw
para todo mzm, ou seja, f=f. |
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2.3 - MULTIPLICACAO

Aplicaremos o principio de definic8o por recorréncia para
introduzir o conceito de produto de dois niimeros naturais a
e b, conceito éste que corresponderd a nocio usual de soma
de b parcelas iguais ao numero natural a.

Seja ¢ um namero natural e consideremos a aplicacdo
@, N— N definida por ¢, b =b+a,
para todo numero natural b (nas notacdes usadas no §2.2
estamos escolhendo E=N, m=0 e o elemento fixado em E=N
é o numero natural a); de acérdo com o teorema 18 existe
uma aplicacdo f,: N — N tal que
f(0) =0

Fob+1) = @ (f, ) = fr+a
para todo numero b. No que se segue indicaremos por a-b
ou ab o numero natural fb) e diremos que ab é o produto
de a por b; a operacdo (a,b)— ab, definida s6bre N, é deno-
minada multiplicagdo. Com estas notag¢des, a definicio acima
pode ser posta sob a forma

a-0=0 (18)
a-(b+1)=ab+a (19),
quaisquer que sejam os numeros naturais a e b.

e

e

TEOREMA 19 - Para todo numero natural a, tem-se
' a-0=0=0-a (20).
DemonsTtrACAO - A igualdade ¢-0=0 é verdadeira pela
propria definicdio de produto. Indiquemos por S o conjunto de
todos os numeros naturais a tais que 0-a=0; em virtude de
(18) temos 0-0=0, logo, 0&S. Se a é um elemento qualquer
de S teremos, utilizando-se (19),
0-(a+1)=0.a+0=0+0=0;
portanto, a+leS. De ac6rdo com o teorema 17 resulta que
S=N, ou seja, 0-a=0 para todo nimero natural a. |

TEOREMA 20 - O minimo de N* é o elemento neutro
para a operacdo de multiplicacdo definida s6bre N.

DemonsTrACAO - Seja S o conjunto de todos os nimeros na-
turais a tais que l-a=qa; de acérdo com (18) temos 1-0=0, lo-
go, 0&S e se a é um elemento qualquer de S teremos, em
virtude de (19), 1la+D=1la+l=qa+1,
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logo, a+leS. Portanto, S=N (teorema 17), isto é, l.a=a, para
todo numero natural a. Analogamente, seja T o conjunto de
todos os niimeros naturais a tais que a-l =a; conforme o teo-
rema anterior, temos 0-1=0, logo, 0T. Se ¢ é um elemento
qualquer de T, teremos em virtude de (18) e (19):
(@+1)-1=(a+1)-(0+D =(a+1)-0+(@a+ 1) =0+(a+ 1) =a+1,

logo, a+leT. Portanto, T=N (teorema 17), isto é, a-1=a, pa-
ra todo numero natural a. |

TEOREMA 21 (propriedades distributivas da multiplicagdo
em relacdo @ adicdo) - Quaisquer que sejam os niumeros na-
turais a, b e ¢, temos ’

(a+byc=ac+bc (21
cla+b)=ca+cb (22).

e

DemonsTtracAc - Para a e b fixados em N, indigquemos
por S o conjunto de todos os niimeros naturais ¢ tais que (21)
seja verdadeira; temos (a+b)»0=0=0+0=0a-0+b-0, logo, 0&S. Se
¢ é um elemento qualquer de S, teremos, em virtude de (19),

(a+b)c+1) =@+bic+@+b) = (@c+bc)+@+b) = ((ac+be)+a)+b =
=(a+@c+bo))+b=((@a+ac)+bc)+b = @+ac)+c+by =alc+1)+blc+1),
logo, c+1=S. Portanto, S=N (teorema 17), isto &, a igualdade
(21) é verdadeira para todos os nGmeros naturais a, b, e c.
Analogamente, fixados a e ¢ em N, seja T o conjunto de todos
0s numeros naturais b tais que (22) seja verdadeira; temos
cla+0)=ca=ca+0=ca+c0, logo, 0T. Se b é um elemento qual-
quer de T, teremos
cla+b+ 1)) =cla+by+1)=cla+b)+c = (ca+chy+c =
=ca+(cb+o)=ca+clb+1),

logo, b+1eT. Portanto, T =N (teorema 17), ou seja, a igualdade
(22) é verdadeira para todos os ntmeros naturais a, b e c. f

TEOREMA 22 (propriedade comutativa da multiplicacdo):
Quaisquer que sejam o0s nUmeros naturais a e b, tem-se

ab=ba (23).

DemonstracAc - Fixado a em N indiquemos por S o con-
junto de todos os numeros naturais b tais que (23) seja ver-
dadeira. Conforme o teorema 19 temos gue 0=S e se b é um
elemento qualquer de S teremos

alb+1)=agb+a=ba+a=ba+l-a=(b+1a,
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logo, b+leS. Portanto, S=N (teorema 17), isto é a formula
(23) é verdadeira para todos os numeros naturais a e b. |

TEOREMA 23 (propriedade associativa da multiplicacdo):
Quaisquer que sejam os numeros naturais a, b e ¢, tem-se

@bye = abe) (24).
DemonstracAo - Fixados a e b em N indiquemos por S.
o conjunto de todos os nimeros naturais c¢ tais que (24) seja
verdadeira; temos (ab)-0=0=¢q-0=a(b-0),
logo, 08 e se ¢ é um elemento qualquer de S, teremos
(abyc+1) =@bc+ab = abe)+ab = atbe+b) =albc+1)),
logo, c+1&S. Portanto, S=N, ou seja, a formula (24) é verda-
deira para todos os nGmeros naturais a, b e c. |

TEOREMA 24 - Se a e b sdo dois nimeros naturais e se
ab=0, entdo, a=0 ou b=0.

DemonstraCAO - Suponhamos que a#0, logo, 1<a e entdo
Osa-1; portanto, conforme o teorema 11 e a férmula (19), temos
O0<bs(a-Db+b=[a~1)+1]b=ab=0,
de onde concluimos que b=0. [

TEOREMA 25 - Quaisquer que sejam os numeros natu-
rais a, b e ¢, se a<b e se O0<c, entdo, ac<bc.

DemonstracAo - Por hipétese, temos O<b-a e O<c, logo,
de acdérdo com o teorema anterior, teremos (b-a)c#0; portan-
to, O0<b-a) e daqui resulta conforme os teoremas 11 e 20:

ac<ac+b-axc =la+b-a)c =be,

isto &, ac<bc. |

TEOREMA 26 - Todo nimero natural nfo nulo é regular
para a multiplicaco e 1 é o Unico elemento simetrizdvel para
a multiplicacdo.

DemonsTrRAGAO - A primeira parte é uma conseqiiéncia ime-
diata do teorema anterior. Se um numero natural a é sime-
trizavel para a multiplicacfo, existe beN tal que ab=1; temos
ax0 e b#0, logo, 1sa e 1<b. Se l<a teriamos, conforme
o teorema anterior, l-b<a-b, ou, b<ab e entdo l<ab, contra
a definicdo de b. Portanto, a=1. B
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EXERCICIOS

52. Mostrar que se a e b sdo nimeros naturais tais que ab = 2, entdo
a=1 ou b=1, isto é, mostrar que 2 é um «numero natural primo».

53. Mostrar que atb-o0) =@b-@c), onde a, b e ¢ sdo niimeros na-
turais e c<b.

54. Determinar t6das as decomposi¢des dos nimeros naturais 1, 2,
3,4,5,6,7,8e 9 (ver o exercicic 51) como produto de dois ntiimeros
naturais.

55. Mostrar que a adicfio ndo ¢é distributiva em relacdo a multi-
plicacdo, isto é, que a igualdade a+b-o=w@+b-@+c) ndo é necessaria-
mente verdadeira.

2.4 - RESUMO DAS PROPRIEDADES MAIS IMPOR-
TANTES DO CONJUNTO N DOS NUMEROS NATURAIS

Daremos, neste paragrafo, as principais propriedades que
foram admitidas ou deduzidas nos paragrafos anteriores. Por
razdes que aparecerdo no Capitulo IV 'seguiremos uma outra
ordem de apresentacfo destas propriedades.

Admitimos que o conjunto N satisfaca o axioma N1 e
que exista uma operacdo de adicdo (a,b)—a+b e uma rela-
¢do < sbbre N; introduzimos, a seguir, por intermédio do
principio de definicBo por recorréncia, a operacgio de multipli-
¢do (a,by—>ab. Valem as seguintes propriedades, onde a, b e
¢ sdo numeros naturais:

Al: (@a+by+c=a+b+0) M1l: (abyc=abo)
A2: a+b=b+a M2: ab=ba
A3: a+0=a M3: al=a

LCA: g+b=q+c = b=c LCM: ab=acea#0 = b=c

D: atb+o)=ab+ac

0O1: asa

02: asbebsa = a=b
03: asbebsc = as<c
0O4: as<b ou bsa

OA: asb = a+csb+c OM: a<b = acsbe
OA” a<b = a+c<b+c OM": a<bec#0 = ac<be
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N3: b<a se, e somente se, existe ceN tal que a=b+c

N4 (principio do menor ntimero natural): todo conjunto
ndo vazio de nimeros naturais admite um minimo

N4’ (principio de inducfo finita): o unico subconjunto S,
de N, que satisfaz as condicdes a) 0eS; b) neS=n+les;
é o proprio N.

OBSERVACAO - LCA significa Lei do Cancelamento da
Adicdo e LCM, Lei do Cancelamento da Multiplicacéo.

2.5 - POTENCIAS E MULTIPLOS

Examinaremos, neste paragrafo, as propriedades das po-
téncias de elementos de um mondide multiplicative (E,-) e
faremos a transcricdo dos resultados obtidos para o casc de
um monoéide aditivo. Seja @ um elemento de E e considere-
mos a aplicagdo @:E—E definida por @@) =xa- de acérdo
com o principio de defini¢cdo por recorréncia existe uma {ini-
ca aplicagdo f,: N — E tal que

f(0)=1
flln+ D =@p(f, ) = f ,(a,

para todo numero natural n. O elemento f,.nm) passa a ser
denominado poténcia n-ésima de a e sera indicado por a” (leia-se:
a a poténcia n); neste caso, a e n sdo chamados, respectiva-
mente, base e expoente da poténcia a”. Uma vez adotada esta

notac¢do, temos, por definicio
a’=1 (25)
a™l=qgh.q (26),

para todo numero natural n.

e

e

No caso da notagdo aditiva escreveremos na no lugar
de a" e diremos que na é o maltiplo de a segundo o numero
natural n; portanto, temos

0-a=0 (27
(n+Da=na+a (28),
para todo numero natural n. ‘

e

TEOREMA 27 - Quaisquer que sejam os nimeros naturais
n e a e para todo elemento a do monéide multiplicativs E, tem-se
QM. gM. gn (29)

e ,
a™ = (™) 2= (g™ - (30).
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DemonsTracio - Consideremos m fixo e seja S o conjun-
to de todos os numeros naturais n tais que (29) seja verdadeirs;
temos 0eS, pois a™¢=am=a"-1=a"-a’.

Se n &€ um elemento qualquer de S, temos

M - c1(m+n)+1 =qgMN.g = (am, an) g =q™ (an _a) - am,anﬂ ,

logo, n+leS. Portanto, de acdrdo com o principio de indugo
finita, resulta que S=N, ou seja, a formula (29) é verdadeira
para todos os nUmeros naturais m e n e para todo a em E.
Vamos agora mostrar que
a™ = (g™)" (31)
e para isso consideremos m fixo e seja T o conjunto de to-
dos os niimeros naturais n tais que (31) seja verdadeira; temos
0eT, pois a™%=a’=1=(a™)°. Se n é um elemento qualquer de
T, teremos, usando-se a férmula (29):
(am)n+1 - (am)n M= g g = gMm o am('ml)’
logo, n+leT e entdo T=N, ou seja, vale (31) quaisquer que
sejam os nimeros naturais m e n e para todo elemento a de
E. A segunda parte da férmula (30) é agora uma conseqiién-
cia imediata do fato que a multiplicagdio sébre N é comuta-
tiva. |
No caso em que E & um mondide aditivo, as férmulas
(29) e (30) serdo escritas sob a forma
(M+n)a = ma+nda (32)

e
_ (mn)a = nima) = mna) (33).

TEOREMA 28 - Se a e b s#o dois elementos permuta-
veis de um mondide multiplicativo E, temos para todo meN
e todo neN:

a™b"=b"-a™ (34),
isto &, a™ e b" sHo permutaveis; e
{ab)* =a"-b" (35).

DemonsTracCAO - Seja- S o conjunto de fodos os ntmeros
naturais m tais que @™b=ba™; & imediato que 0&S, pois
a’=1. Se m & um elemento qualgquer de S, teremos

a™.b=(a™-a)-b=a"™ab) =a"ba) =(a™bla=
={ba™)a = bla™-a) = ba™*",
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logo, m+le S. Fica assim demonstrado que a™ comuta com b,
para todo niimero natural m e aplicando-se éste mesmo resulta-
do aos elementos b e a™ e ao nGmero natural n concluimos
que b" comuta com a™, ou seja, vale a férmula (34).

Seja T o conjunto de todos os niimeros naturais n tais
que (35) seja verdadeira; temos 0T, pois

(@b)=1=1.1=a"-0".
Se n é um numero natural qualquer e se neT, temos
(ab)™" = (ab)™ab) = (@”b™(ab) = a™(b™ab)) =
=a™((b"ab) = a™((ab™b) = a™ad"b)) = (a"a)(b"b) = a1 p"",
logo, n+leS e entdo, o principio de inducdo finita nos garante
que S=N, ou seja, a formula (35) é verdadeira para todo

numero natural n e para todos os elementos permutaveis a
e b de E. |

As correspondentes das férmulas (34) e (35), para ele-
mentos permutaveis de um monoide aditive E, sfo as seguintes

ma+nb=nb+ma (36)

¢ n@+b)=na+nb (37).

Com o auxilio das f6rmulas acima s6bre multiplos segun~
do numeros naturais podemos demonstrar que um semi-grupo
(E,+,9), que satisfaz os gxiomas N1, N2, N3 e N4 é defermi-
nado de modo Unico a menocs de um isomorfismo ordenado,
resultado éste que ja& foi mencionado no §1.1. Notemos, inici-
almente, que se (E,+,¢) é um semi-grupo ordenado e se o0s
axiomas N1, N2, N3 e N4 estdo satisfeitos, entfo, 0 =mink
é o elemento neutro da adiciio (teorema 10), 1’'=min(E-{0'}}
é o elemento neutro para a multiplicagio (teorema 20) e valem
as formulas (27), (28), (32) e (33) para N e E, pois, éstes
semi-grupos sdo realmente mordides aditivos. Precisamos ainda
da seguinte propriedade preliminar: a-1'#0’, para todo nime-
ro natural nfo nulec a. Com efeito, indiquemos por & o con-
junto de todos os numeros naturais aeN* tais que a-1"20;
temos 1.1'=1"20", logo, 1€S e se asS teremos (a+1).-1'=
=@-1"+1.1"=¢.1"+1", sendo que éste elemento é ndo nulo, pois
0'<1'<a-1"+1"; portanto, de acdrdo com o principio de inducéo
finita, femos S=N*,

TEOREMA 29 - Se (E,+,«) é um semi-grupo ordenado
que satisfaz os axiomas N1, N2, N3 e N4, entfo existe uma
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bijecio f:N --E tal que

1) para todos a e b em N, temos f(a+b) =fa)+fb;

2) quaisquer que sejam a e b em N, tem-se as<b se,
e somente se, f<fb).

Demonstracao - Consideremos a aplicagdo f:N —E de-
finida por fm)=n-1"; a verificacdo de que { satisfaz as con-
digSes do teorema acima serd feita em diversas etapas.

a) f é sobrejetora.

Seja S a imagem de f e notemos que 0'eS’, pois
0-1"=0" (f6rmula (27)), ou seja, f(0)=0"; se & é um elemento
qualquer de S, existe aeN tal que d' =f@)=a-1" e teremos
(formula (28)) a+l'=a-1"+1V=(a+1). 1,
logo, a'+1'eS’, de onde resulta pelo principio de inducgdo fi-
nita aplicado a E, S'=E.

b) fa+b) = f) +fb).

Com efeito, temos, conforme a férmula (32),

fa+by=@+b)-1"=a-1"+b- 1" = fy+fb).

¢c) fw=+0, para todo aesN*.

E uma conseqiiéncia imediata do que observamos pouco
antes de enunciar o teorema 29.

d) a<b implica fa<fb).

Com efeito, temos b=a+(b-a), logo, de acérdo com b), .

fb) = (fa+b-m)=fa+fb-aw),
de onde resulta pelo teorema 12 e por c), far<fb.

e) f é injetora.

E uma conseqiiéncia imediata de d), pois se a#b temos
a<b ou b<a, pois a ordem sbébre N é total, logo, fla)<f®
ou fy<fw e, portanto, em qualquer caso temos f@ #fb).

f) f é bijetora.

E uma conseqiiéncia imediata das partes a) e e).

g) flw<fby implica a<b.

Com efeito, se esta conclusdo ndo fosse verdadeira, te-
riamos b<a, logo, conforme d), fib)<f), contra a hipotese.

Isto completa a demonstracdo do teorema acima. |

OBSERVACAO - Téda bijecdio f: N — E que satisfaz a condi-
¢do 1) é denominada isomorfismo do monoéide (N,+) no mondide
(E,+); um isomorfismo f que também satisfaz 2) é chamado iso-
morfismo ordenado de (N,+,<) em (E,+,<). Portanto, o teorema
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acima afirma que existe um isomorfismo ordenado de N em E ou
que N e E sdo ordenadamente isomorfos. Notemos agora como
se pode definir, por intermédio do isomorfismo f, o produto
de dois elementos ¢’ e b’ de E. Como f é bijetora existe um
Unico numero natural a (resp., b) tal que f)=a’ (resp., fib)=b");
o produto de a por b foi definido no §2.3 e colocaremos, por

‘definicdo, a’-b'=fab) e esta igualdade pode ser posta sob a

forma fwb)=fw@ fb). Tédas as propriedades da multiplicacdo
sbbre N transportam-se para E por meio do isomorfismo f;
vejamos somente & propriedade comutativa: @b’ =ba’. Com
as notagdes acima, temos a'b’ = fa)fib) = flab) = fba) = fbf) =ba’.

EXERCICIOS

56. Seja a um elemento de um conjuntc nic vazic E e suponha-
mos que sbbre E esteja definida uma operac¢io de multiplicacio.

a) Definir, pelo processo dado no inicio do §2.5, a poténcia n-é-
sima de a, onde n ¢é um nUmero natural nic nulo. (Observacio:
Neste caso ndo se pode definir a® pois nio estamos supondo que exista
o elemento unidade para a multiplicacio.)

b) Mostrar por meio de exemplos que as formulas (29) e (30) nio
sdo necessariamente verdadeiras quando a multiplicacio nfdo é associativa.

) ¢) Supondo-se que a operacdo de multiplicacdo seja associativa,
mostrar que valem as férmulas (29) e (30), onde m e n sfo diferentes
de zero.

d) Fazer o mesmo para as férmulas (34) e (35).
e) Transcrever os resultados obtidos para a notacgdo aditiva.

57. Seja (E,-,<) um monodide ordenado. Mostrar que se a e b
~ . - 1 n ’
sdo elementos de E tais que asb, entdo a"<b para todo ntmero
. . n n
natural n. Se a<b e se a ou b é regular, mostrar que a <b psara
todo numero natural ndo nulo n.

~ ’ . 7
58. Se o e b sdo numeros naturais e se a”<b , mostrar que a<b.

~ s e . n
59. Com as notacdes do exercicio anterior, se a"=b , onde
neN*, entdo a=b.

2.6 - COMPOSTO DE UMA FAMILIA DE ELEMENTOS

Para todo nGmero natural n indicaremos por J, o©
conjunto de todos os numeros naturais x tais que lsx e
x<n. Notemos que J,=Q se, e sdmente se, n=0. Conforme
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vimos no §3.3 do Capitulo I, se E é um conjunto, entfo
chama-se familia de elementos de E tendo J, para conjunto

de indices a tb6da aplicagio x de J, em E; esta familia x .

€ indicada pela notacfo indexada (x;)ic;, OU (X)1<ian; onde
x;=x(@®. Observemos que se n=0, entdo, a familia (x;)e,, €
vazia, pois Jy=@; portanto, a notacdo (X)1eicn ' DO €8BSO em
que n=0 indica a familia vazia de elementos de E,

Suponhamos agora que sdbre E esteja definida uma

operacic * e seja (X;)iqe Wma familia de elementos de E, -

onde n é um numero natural ndo nulo. Chama-se composto da
familia (X)igen 80 elemento x % x,%---%x, definido por re-
corréncia do seguinte modo

x, se n=1

Ly Loeeode X, =
{(xleﬁxz*o--aexn_l)*xn se n>1.
Quando existe o elemento neutro e para a operacio x

completa-se a definico acima colocando-se Ty Lpdooo ey, =€
se n=0. Em qualquer caso os elementos XLy,X3,°°°, L, passam
a ser denominados térmos do composto Xy #Xpkeo-%X,; mMais
precisamente, dizemos que x; (1<i<n) é o i-ésimo térmo ou o
térmo de ordem i do composto Xy, k---%x,.

Convém observar que a definicdo de composto de uma
familia de elementos envolve o principio de definicdo por
recorréncia e, realmente, para dar uma definico rigorosa
deveriamos proceder de modo anilogo ao que fizemos para
definir a poténcia n-ésima de um elemento de um mondide
multiplicativo E (ver o §2.5). Deixaremos isso a cargo do leitor.

A denominac8o do composto de uma familia de elementos,
assim como sua notagfo, variam conforme o simbolo usado
para indicar a operac¢fio. No caso da notacfo aditiva, o composto
da familia (2))14e, € indicado por

7
n
Ty 4L+, OU 2‘,3@
i=1
e ¢ denominado soma da familia ()14, OU soma dos ele-
mentos Xxi,Xz,--+,Tn. Temos, por definicio,

x; se n=1

S e
= (5%‘5)4-33,1 se n>1.
i=1
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Os elementos x;,X,,:+,&, passam a ser denominados térmos
ou parcelas da soma Xy+Xy+--+X,. Observemos que se existir
o elemento zero para a operacfo +, entio, conforme a defini-
cdo de composto, teremos

-
‘ :C’l = 0 .
=
No caso da notacdio multiplicativa o composto da familia
(Tdicien, € indicado por
xl.xza,.n.xn ou XyXgeo Ly

ou sob forma condensada
n

Hxi

i=1
e & denominado produto da familia (T4 Ou produto dos
elementos xy,Xy, -+, X,. Temos, por definicdo,

x, se mn=1
n

. n-1
Exr ([]x,)xn se n>1.
i=1

Os elementos x,,%y,**",L, passam a ser denominados térmos
ou fatdéres do produto x;xyee-Xy,.

Observemos que se existir o elemento unidade. 1, ;zara a
operaciio de multiplicacéo, entdo, conforme a definicdo de
composto, teremos

[173”1 =1.

isd

O leitor deve verificar que a soma ou o produto da
familia  ())icien, Onde x;=a para i=1,2,.-,m, ’coincide, res;
pectivamente, com o multiplo de @ segundo o numero natural
n ou com a poténcia n-ésima de a.

No que se segue adotaremos a notacdo multiplicativa e
deixaremos a cargo do leitor a transcrigdo dos res:xﬂt‘ados
obtidos para a notacfo aditiva. Ha diversos modoes distintos
de colocacdo de paréntesis no produto a;ay-:-a,; por exemplo,
para n=‘3, temos dois casos

(qaas e ay(ay0y).
Se a multiplicacéio é associativa éstes produtos séo iguais entre
si e o primeiro déles é igual, por definicdo, ao produtc ;8,83
da familia (4))«e, isto &, temos

Q050 = (01 05)03 = 04(0g0y) -
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Para n=4, temos sete casos
(a19,a5)a4, ((@185)a3)a,,
ay(8,a30,), 0,{(a3a3)0,4),
(ayayas))as,  ai(ay(azay)),
(a,a5)(azay);
‘notemos que, pela definicio de produto, temos
010,030, = (0, 0,03)04 = ((Q; Qy)03)ay,
a1(05030,) = a,((a,a3)a,),
‘portanto, restam cinco produtos que, em geral, s8o distintos

e

dois a dois
((aya5)a3)a, - (38)
(ay(azaz))a, (39)
a,((aza3)a,) , (40)
a,(ay(asay)) (41)
(ayas)(azay) (42).

Se a operaciio de multiplicacdo é associativa éstes pro-
dutos sfio iguais entre si e, portanto, sdo iguais ao produto
a,0;03¢, da familia (a;);44. Com efeito, é imediato que o
produto (38) é igual ao produto (39) e que o produto (40) é
igual ao produto (41); por outro lado, temos, pela propriedade
associativa,
((aya5)a5)a, = (a;0,)(aza,)
ay(ay(azay)) = (aa5)(asa,),

o que termina a verificacio da afirmacfio feita acima.

e

Este resultado também é verdadeiro para uma familia
arbitraria (@));4¢, de elementos de E, desde que a multi-
plicacdo seja associativa; no entanto, ndo daremos a demons-
trac8o déste importante teorema (conhecido sob o nome de
teorema geral de associatividade). No exercicio 79 daremos
indicacBes para o desenvolvimento da demonstracio do teorema
geral de associatividade. Este teorema nos mostra que se a
operacdo de multiplicacBo é associativa, isto é, se (ab)c=a(hc)
quaisquer que sejam a, b e ¢ em E, entdo, ndo hi necessi-
dade de inserir paréntesis num produto arbitrario a,a,---a,,
pois todos os produtos assim obtidos sfo iguais entre si.

Utilizando o teorema geral de associatividade e o princi-
pio de inducéo finita, o leitor pode demonstrar facilmente os
seguintes teoremas.
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TEOREMA 30 - Seja (E,:) um semi-grupo multiplicativo
e seja (@icien (n#0) uma familia de elémentos de E; se
um elemento a de E comuta com cada a; (1<isn), entfo, a
comuta com o produto a,@,---a,.

TEOREMA 31 - Seja (E,-) um mondide multiplicativo e
seja (@)iaen, uma familia de elementos inversiveis de E; nes-
tas condicbes, o produto a,a,---a, € inversivel e temos

(@185 0y q0,) " =05 Ay - 05 0

Seja E um conjunto sObre o qual estd definida uma
operacdo de multiplicacdo e consideremos o produto a,a,---a,
(n#0) de uma familia (a;)¢e, de elementos de E. Podemos,
evidentemente, considerar outros produtos obtidos do anterior
mudando-se a ordem dos fatéres; por exemplo, para n=3
obtemos seis produtos

Q504 a,a30y d20103

aya3a, 30,0y 30,0, .
E facil verificar que se a operacdo considerada sobre E é
associativa e comutativa, entdo, éstes seis produtos sdo iguais
entre si. Este resultado também é verdadeiro para uma fami-
lia arbitraria (@;)1gen, (R#0) de elementos de E, desde que
a multiplicacdo seja associativa e comutativa (realmente, basta
que os elementos a,,a,,---,a, sejam permutaveis dois a dois,
isto é, que a;a;=aj0;, para i,j=1,2,---,m e i#j); no entanto,
niio daremos a demonstragio déste importante teorema (conhe-
cido sob o nome de teorema geral de comutatividade). No exer-
cicio 80 daremos indicagdes para o desenvolvimento da demons-
tracio do teorema geral de comutatividade.

EXERCICIOS

60. Consideremos a operacdo de potenciacdo «,b)+>ab definida
s6bre o conjuntoc N* dos numeros naturais ndo nulos e seja {Uj)icica @
familia de elementos de N*, onde a,=2, 0,=3, a3=3 e a,=2. Mostrar
que os compostos (38), (39), (40), (41) e (42) sdo distintos dois a dois.

61. Consideremos uma operacdo de multiplicacdo definida sbbre
um conjunto ndo vazio E e seja (a;)qe uma familia de elementos
de E. a) Inserir, de todos os modos possiveis, os paréntesis no produto
a,ay,a5a,05. b) Determinar quais os produtos assim obtidos que sdo em
geral distintos entre si (s@o 14 ao todo). ¢) Supondo-se que a multipli-
cacdo seja associativa, mostrar que éstes 14 produtos sfo iguais ac pro-
duto da familia (@;);s-
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62. Consideremos uma operacdo de multiplicacio definida sobre

um conjunto ndo vazio E e seja (@;);q« uma familia de elementos de-

E. a) Escrever todos os produtos que sdo obtidos de a;a,aza, pela
mudanca da ordem dos fatéres (sfo 24 produtos). b) Supondo-se que a
multiplicacdo seja associativa e que os elementos a;, a,, 4, e g, sejam
permutaveis dois a dois, mostrar que éstes 24 produtos sdo iguais entre si.

63. Demonstrar o teorema 30.
64..Demonstrar o teorema 31.

65. Demonstrar a propriedade geral de distributividade da multi-
plicacio em relacdo a adigéo

(Ja)b= Zaz’b,
i=1 i=1

onde a;,ay,---,d, eb sdo nuameros naturais.

2.7 - DEMONSTRACAO POR INDUCAO FINITA

Em muitas ocasides é dada uma proposicdo Pmn) (ver-
dadeira ou falsa) associada a cada ntimero natural n e precisamos
verificar em que condigGes esta proposicdo é verdadeira para
todo ntimero natural n ou para todo numero natural n maior
que um dado ntmerc natural m. Evidentemente, dada uma
proposicdo P(n) podemos verificar se ela é verdadeira atri-
buindo a m certos valores particulares; se P(n) é verdadeira
para um nOmero bastante grande de valores de n isto ndo
significa que Pmn) seja verdadeira para todo numero natural
n (ver o exemplo 29). Esta verificacdo nos dard na melhor
das hipéteses a confianca de afirmar que Pm) é sempre ver-
dadeira; notemos, no entanto, que esta afirmacfo necessita de
demonstracéo.

Podemos distinguir dois modos de formulacio do proble-~
ma acima:

1.°) é dada uma proposigio Pm) que pode ser verdadeira
ou falsa; em que condigGes Pmn) é sempre verdadeira?

2.%) a partir de certas observacdes particulares induz-se
uma lei geral Pm); em que condi¢les esta inducdo & correta?

Os exemplos abaixo esclarecem melhor éstes problemas;
notemos que a segunda formulacio é mais complexa do que
a primeira, pois, ela exige ao mesmo tempo que se descubra
a lei geraly a partir de algumas observactes preliminares
(0 que nem sempre é possivel).
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ExemprLo 26 - Para todo namero natural nz1, seja Pm)y
a proposicdo: a soma dos w primeiros numeros impares €
igual a n?.

Podemos verificar que Pm) é verdadeira para n=1, 2,
3, 4 e5: ‘

1=12
1+3=4=2%
1+3+5=9=3%

1+3+5+7 =16 =42
1+3+5+7+9 =25=52,

Mesmo que tivéssemos feito um numero bem maior de veri-
ficacdes ndo poderiamos afirmar que «Pm) ¢ verdadeira para
todo- nimero natural m=1». O corolario 1 do teorema 17 nos
da um processo para verificar que a proposico acima ¢é ver-
dadeira para todo numero natural n=1. Com efeito, indique-
mos por S o conjunto de todos os numeros naturais n=1 tais
que «a soma dos m primeiros numeros impares & igual a n®»,
ou abreviadamente, tais que «a proposi¢do Pm) é verdadeira».
Conforme observamos acima, os numeros naturais 1, 2, 3, 4
e 5 pertencem a S (realmente, basta notar que 1eS); supon-
do-se que neS, com n=1, isto é, supondo-se que
1+3+---+(2n-1)=n?,
1434+ @n-D+2n+1) =[1+3+---+2n-D]+

+2n+1)=n?+2n+1=n+1)?,

teremos

portanto, n+leS, ou seja, a proposicdo P(n+l) é verdadeira.
Concluimos assim que S=1I,, isto &, todo nimero natural n>1
pertence a S e isto significa que a proposicdo «a soma dos
n  primeiros nameros impares é igual a n®» €& verdadeira
para todo ndmero natural n>1.

Notemos que o processo de demonstracdo acima consiste
de duas partes: a) mostra-se que P(1) é verdadeira; b) supde-
se que Pm), com mn=z1l, seja verdadeira e demonstra-se que
P(n+1) também é verdadeira. A parte a) é chamada base da
inducdo finita e a demonstragdo de b) é denominada etapa de
inducdo finita; em b) supbe-se que Pm) seja verdadeira e isto
é o que se chama usualmente de hip6tese de inducéo.
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Observemos ainda que é essencial a verificacdo da parte
a), pois, s6 do fato que b) esteja demonstrada nlo resulta que
uma dada proposicdo Pm) seja verdadeira para todo numero
natural m=1 como nos mostra o seguinte

Exempro 27 - Para todo numero natural mn=1 seja P
a proposicdo: ¢ numero natural n2+n  é impar. Supondo-se
que Pm) seja verdadeira e notando-se que

m+12+n+ D =n?+2n+1+n+1 =02+n)+2(n+1)

concluimos que (n+12+(n+1) é impar, pois 2(n+1) é par e,
por hipétese, n?+n é impar; portanto, P(n+1) também é ver-
dadeira. No entanto, a proposi¢io Pm) ¢é falsa para todo
numero natural m=1, pois n?+m=n(n+l), nimero éste que é
par porque pelo menos um dos fatéres n ou n+l1 é par.

ExempLo 28 - Determinar a soma dos m primeiros na-
meros pares ndo nulos.

Para resolver éste problema temos que descobrir, inicial-
mente, a lei geral e para isso determinamos a soma abaixo para
0s primeiros valores de n: '

2=2

2+4=6
2+4+6=12
2+4+6+8=20

2+4+6+8+10=30.
Notando-se que 2=1:2, 6=2-3, 12=3-4, 20=4.5 e 30=5-6, on-
de o primeiro fator coincide com:o numero de parcelas e o
segundo é o consecutivo do primeiro, somos levados a enunciar
a seguinte hipotese de inducao
2+44+6+---+2n=nn+1)
que pode ser verdadeira ou falsa. Procedendo-se como no
exemplo 26, teremos
2444+6+--+2n+2n+1) =[2+446+---+2n]+2(n+1) =
=nn+D+2n+1) =n+1Dn+2),

portanto, a hipotese de inducdo também € verdadeira para
n+1 e daqui resulta que a proposicdo «a soma dos n primei-

ros nimeros pares ndo nulos é igual a n(n+1)» é verdadeira

para todo niumero natural n=1.
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Exempro 29 - Para todo numero natural n consideremos
o nimero n’-n+41. Atribuindo-se a n os valores 0,1,2, 3,4,
5, 6, 7, 8 9 e 10 obteremos os seguintes nimeros 41, 41, 43,
4%, 53, 61, 71, 83, 97, 113 e 131 e observamos que todos éles séo
nimeros primos. Somos assim levados & seguinte conclusio:
«para todo nUmero natural n, o nimero n?-n+4l é primo».
Pode-se verificar que esta proposicdo é ainda verdadeira para
n=11,12,.--,40; portanto, temos uma proposicdo que é verda-
deira para 41 valores consecutivos de n, o que parece dar
maior énfase a afirmacfo: «o nimero n’-n+41 é primo para
todo numero natural n». No entanto, para n=41, temos que
o valor de mn*-n+41 é 41%, que nfo é um nUmero primo.

Uma vez feitas as considerac¢Bes acima enunciaremos os
diversos principios de inducfo finita que sdo baseados no teo-
rema 17 e seus corolarios.

TEOREMA 32 - (primeiro principio de indugdo finita) - Se-
ja Pm) uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a cada
numero natural n e suponhamos que

a) P(0) é verdadeira;

b) para todo numero natural n, se Pmn) é verdadeira,

" entdo P(n+1) também é verdadeira.

Nestas condigGes, a propriedade P() é verdadeira para

.todo numero natural n.

Demonstracio - Consideremos o conjunto
S={neN | Pm) é verdadeira};
temos, em virtude de a), 0eS e para todo nimero natural
‘n, se neS teremos, de acoérdo com a condicdo b), n+leS;
portanto, S satisfaz as condicdes a) e b) do teorema 17 e
entdo S=N, ou seja, a propriedade P(n) é verdadeira para

~ todo numero natural n. |

O principio acima pode ser generalizado do seguinte modo
que ainda é denominado primeiro principio de inducdo finita

TEOREMA 33 - Seja m um numero natural, seja Pm)
uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a cada nu-
mero natural nm>m e suponhamos que

" a) Pum é verdadeira;

b) para todo nUimerc natural n, se n>m e se Pm) é
verdadeira, entdo P(n+1) também é verdadeira. ,

Nestas condicdes, a propriedade Pm) é verdadeira para
todo ntmero natural nem.
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Demonstracao ~ Consideremos o conjunto
S={neN | n=m e Pm) é verdadeira};
em virtude de a), temos meS e para todo numero natural
nzm, a condicdo b) nos mostra que se neS, entdo, n+leS.
* Portanto, S satisfaz as condicoes a) e b) do corolario 1 do
teorema 17, logo, S=1,,, ou seja, a propriedade Pmn) é ver-
deira para todo ntmero natural n>m. |

TEOREMA 34 (segundo principio de inducdo finita) - Seja
m um numero natural, seja P(n) uma propriedade (verdadeira ou
falsa) associada a cada nimero natural n>m e suponhamos que

a) P¢m) é verdadeira;

b) para todo nUmero natural nzm, se P@) € verda-
deira qualquer que seja o numero natural r tal que m<r<mn,
entdo, Pm) é verdadeira. )

Nestas condicdes, a propriedade P(n) é verdadeira para
todo numero natural n=m.

A demonstracdo déste teorema é feita de modo analogo
ao teorema anterior baseando-nos agora no corolario 3 do
teorema 17.

No Capitulo seguinte, ao demonstrarmos o teorema 17,
veremos que a demonstracdo é feita pelo segundo principio
de inducdo finita e que ela nfo pode ser adaptada ao primeiro
principio de inducdo finita.

Finalmente, o corolario 2 do teorema 17 nos dd um outro
pfocesso de demonstracdo por inducdo finita.

TEOREMA 35 - Sejam a e b dois numeros naturais tais que
asb, seja Pm) uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a
cada numero natural n tal que asns<b e suponhamos que

a) Pw ¢é verdadeira;

b) para todo numero natural n, se asn<b e se Pm)
¢ verdadeira, entdo, Pn+1) também é verdadeira.

Nestas condicGes. a propriedade P(n) ¢ verdadeira para
todo numero natural n tal que asnsb.

EXERCICIOS

66. Verificar, por inducdo finita, as seguintes igualdades:

a) 1+2+-~-+n:§n(n+l);

o) Br2dsand= ;n(n-ﬂ) %
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o) 124+2%4...402 :%—n(n+l)(2n+l);
@ @Fr2br B2 e D) = 2[%n(n+1)]4.

67. Verificar, por inducfo finita, as seguintes igualdades (aqui es-
tamos supondo que o leitor esteja familiarizado com as propriedades
elementares dos numeros racionais):

1 1 1 1 n

a B s TN S S U~ DAY

) 1-2 2.3 3.4 nm+1) n+1’

b) 23 2+ 25 2+ 27 2+...+.‘§@i1,‘:m_
12.2% 22.3% 32.4 n*n+1)? (n+1)

68. Verificar, por inducdo finita, as seguintes igualdades (aqui es-
tamos supondo que o leitor esteja familiarizado com as propriedades
elementares dos nimeros reais):

a) 1+2+2%4... 4271 =2"-1;

B 152(3) =5(})rnsn()oa- 22,

tn

©)  1+t+ti+... 4t = t—ll (teR, t#1).

n
) (1+t)(1+t2)(1+t4)~-(1+t2"'1)=t—i—-—1—1 (t=R, t+1).

69. Verificar, por inducdo finita, as seguintes igualdades

o (1-D)(-b)e(1-1) -1
(1+%>(?1+%><1+%)...<1+%) =n+1:
1 1 1 n(n +3)

+ s =
233 T e D Y T dmi DY)

70. Determinar a soma dos cubos dos n primeiros niimeros impares.

b

g

c)

71. Se a € um nUmero real e se a>-1, mostrar que (1+a)”>1+naq,
para todo nimero natural nz1.

72. Verificar, por inducfo finita, as seguintes desigualdades

a) m<2™;

b) 2"<n!, para nz4.

73. Demonstrar, por inducfo finita, o seguinte teorema da Geome-

tria Plana: a soma das medidas dos dngulos de um poligono de n lados
(n=3) ¢ igual a (n-2).180°.

74. Determinar o érro da seguinte «demonstracio» da proposicio
Pay: m  elementos quaisquer sio iguais entre si. B imediato que P(1)
¢ verdadeira. Supondo-se que n>1 e que Pm seja verdadeira, con-

sideremos n+1 elementos Qy,0y,0 7,0y, 0,15 conforme hipétese de indu-
cdo os elementos Qy,0Gq9,---,a, 830 iguais entre si e 0 mesmo ¢é verdadeiro
para os elementos Ay, oy ly, Ay, DOTtanto, ¢y =ay == a, =a,,,, ou seja,

P(n+1) é verdadeira. «Concluimos» assim que, Pm é verdadeira para
todo nUumero natural nz1.
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EXERCICIOS SOBRE O §2

75. Indiquemos por @, o conjunto de todos os numeros racionais

ndo negativos e sdbre éste conjunto consideremos a operacfo usual de
adicfio e a ordem habitual. Mostrar que (@,,+,<) satisfaz os axiomas

G1, G4, 01, 02, 03, 04, OA, N1, N2 e N3 mas nfo satisfaz o axioma N4.

76. O conjunto E=N —{1} é fechado em relacdo & adicdo & &

totalmente ordenado pela ordem induzida pela ordem definida sObre N.
Mostrar que (E, +, <) satisfaz os axiomas G1, G4, O1, 02, 03, 04, OA,
NI; N2 e N4 mas ndo satisfaz o axioma N3.

77. Demonstrar que se um semi-grupo aditivo e totalmente orde-
nado (E, +, <) satisfaz os axiomas N1, N2, N3 e N4, entfo, a operacdo + ¢
comutativa.

78. Demonstrar que se (Q)oen, € Uma familia de ntmeros naturais
tais que ¢ <aq;,, para k=0,1,.--,n-1, entdo, a.familia dos intervalos
inteiros (la;_;+1,0;.D; 4, € uma particio do intervalo inteiro [ay+1,a,].

79. O teorema geral de associatividade é enunciado sob a forma:

seja (E,.) um semi-grupo, seja (Gp)ien (Onde n&N*) uma familia de
elementos de E e seja (s;)geen UmMa familia de numeros naturais tais

que s;<8; ., para i=0,1,-..,n-1, 5,=0 e s, =n. Nestas condi¢des pon-
do-se s

b‘i = ] a.J

J=85.1+1
para i=1,2,-.-,m, tem-se
- m n .
Hbiz Hak (43).
i=1 k=1

Sugestdes para a demonstracdo: Indica-se por S o conjunto de todos os
numeros naturais neN* tais que (43) seja verdadeira para téda familia
(U )r<ken Q€ elementos de E e toda familia ($;)gciem d€ NUmeros naturais
tais que s;<s;,, (O<sism-1), sp=0 e s, =n. E facil verificar que 1&S;
supde-se, entio, que neS. Considera-se a seguir uma familia (@) geens1
de elementos de E e uma familia (s))jen d€ nUmeros naturais tais que
8;<8;,, bara i=0...-,m-1, 5,=0 e 8,, =n+1; nota-se que s, ,<n e dis-
tinguem-se, entdo, dois casos: a) s, ;=m e b) s, ;<n. No primeiro
caso deduz-se que (43) é verdadeira para n+1 utilizando-se, simples-
mente, a definicdo de produto de uma familia de elementos. No caso b),
coloca-se b'mzasm_lﬂman e utiliza-se o fato que neS, a definicdo de
produto de uma familia de elementos e a propriedade associativa da
multiplicacdo para deduzir que (43) é verdadeira para n+l.

80. O teorema geral de comutatividade é enunciado sob a forma:
seja (E..) um semi-grupo e seja (@));qe, (Onde neN* uma familia de

elementos de E. Se ;0= a;0;, para i,j=1,2,...,m e se 0 é uma per-
mutacdo qualquer do conjunto [1,n]={1,2,.-.,n}, tem-se
As(1)a(2)" Aoy = G1lg= Ay - (44)

Sugestdes para demonstra¢do’ Indica-se por S o conjunto de todos os
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numeros naturais neN* tais que (44) seja verdadeira para tdda familia
(0))1ecen, d€ elementos de E permutdveis dois a dois e para téda permu-
tacdo 0 do intervalo [1,n]. E imediato que 1=S8: supe-se, entdo, que
neS. Considera-se a seguir uma familia ()i gcens; d€ elementos de E
tais que a;a;=a,a;, para i,j=1,2,..-,n+1, e uma permutacdo ¢ do inter-
valo [1,n+1]. Distinguem-se, entdo, trés casos:a) g(n+1)=n+l1; b) 0(1)=n+1
e ¢) oomy=n+l para algum me[2,n+1]. Em a) basta notar que a res-
tricdo de 0 ao intervalo [1,n] é uma permutacdo déste intervalo, aplicar
a definicdo de composto de uma familia de elementos e a hipotese de
inducdo. No caso b) considera-se a permutacdo 7 de [1,n] definida por
tk) = o(k+1) para k=1,2,...,n e utiliza-se o exercicio anterior e o teore-
ma 30. Em c) define-se a permutacio 7 do intervalo [1,n+1] por meio
de t(k)=0(k) para k=1,2,-.-.,m-1, ©(k)=0(k+1), para k=m,m+1,..-,n

e tln+1)=n+l; observa-se que 7 satisfaz as hipéteses do caso a) e utili-

zam-se o exercicio anterior e o teorema 30.



CAPITULO III

NUMEROS INTEIROS

No §1 déste Capitulo construiremos o conjunto Z dos nu-
meros inteiros a. partir do conjunto N dos ntimeros naturais
pelo processo de simetrizacdo da adi¢do definida sébre N; mos-
traremos que N pode ser considerado como uma. parte de Z
e estenderemos diversas propriedades do conjunto N para o
conjunto Z. Terminaremos éste paragrafo com o estudo das
poténcias com expoentes negativos de elementos de um mo-
néide multiplicativo. '

No §2 daremos algumas noc¢les elementares da Teoria
dos Numeros; entre os resultados mais importantes déste pa-
ragrafo podemos destacar: o algoritmo da divisdo, o teorema
s6bre maximo divisor comum (teorema 21) e o teorema funda-
mental da Aritmética. Terminaremos éste paragrafo com uma
introdugdo a teoria das congruéncias. Estes resultados se-
rdo generalizados no Capitulo VII para outros tipos de anéis
de integridade como, por exemplo, os anéis de polinémios com
coeficientes num corpo, ao estudarmos os anéis fatoriais.

§1 - O ANEL Z DOS NUMEROS INTEIROS

Conforme resultados estabelecidos no §2.1 do Capitulo II,
‘dados dois nimeros naturais a e b existe um ntmero natu-
ral x tal que b+x=a se, e sOmente se, b<a; portanto, s6 se
pode considerar a diferenca a-b, em N, quando b<a. Para
eliminar estas restricdes mostraremos que se pode construir um
conjunto Z, ampliacdo de N, onde seja sempre possivel consi-
derar a diferenca a-b de dois numeros naturais quaisquer;
de fato, a diferenca a-b estarad definida para todos os ele-

103

mentos de Z. Notemos, desde ji, que a diferenca a-b (b<a)
satisfaz a equacio d+x=c (ds<c) se, e somente se, a+d=b+c;
isto nos mostra que nfo basta introduzir os novos elementos
como pares ordenados de nimeros naturais, sendo necessario
estabelecer um critério para que dois pares ordenados repre-
sentem a mesma diferenca. '

Um outro modo de considerar o problema acima é o se-
guinte: notamos, inicialmente, que 0 é o Gnico elemento de N
simetrizavel para a adicfo; procura-se, entdo, ampliar o con-
junto N com a introducfio de novos elementos de modo que
todo numero natural seja simetrizavel. Trata-se, portanto, de
construir um conjunto Z, ampliacio de N, de definir uma
operacdo de adicBo sbbre Z extensfio da operacdo de adicio
sébre N, de modo que todo niimero natural seja simetrizavel
para esta nova operacdo de adicfio; deve-se impdr também
que Z seja o menor conjunto satisfazendo estas condigdes.
Uma vez feita a construco déste conjunto Z poderemos
definir a diferenca a-b entre dois nimeros naturais quaisquer
a e b por meio de a-b=a+(-b), onde o oposto de b estd
considerado em Z. A construcio acima é conhecida sob o
nome de simetrizacdo de uma operacdo e pode ser desenvol-
vida para um semi-grupo (E,+) desde que a operacdo + seja
comutativa e satisfaca a lei do cancelamento.

Ao fazer a ampliacdo de N para Z estenderemos também
a operacdo de multiplicacdo sébre N para Z e procederemos do’
mesmo modo em relacdo a ordem < definida sdbbre N.

1.1 - CONSTRUCAO DO CONJUNTO Z DOS NUMEROS
INTEIROS

Consideremos o conjunto N dos nameros naturais e seja
E = NXN o produto cartesiano de N por si mesmo, logo E é o con-
junto de todos os pares ordenados (a,b), onde a e b sfo nu-
meros naturais. J& sabemos que sbbre N estdo definidas ope-
racoes de adicdo e de multiplicacdo que satisfazem os axiomas
enurciados no §2.4 do Capitulo 1I; para facilitar as referéncias
repetiremos aqui os axiomas que serdo utilizados nesta seccéo:

Al w+bi+e=a+b+o M1: w@abyc =aboe)
A2 a+b=b+ta - M2 ab=ba
A3 (a+0=a MS a-l:a

LCA: a+b=a+vc=>b=¢
D ab+rery=ab+ac.
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Definiremos uma relagio R sébre o conjunto E=NXN do
seguinte modo

DEFINICAO 1-Se (,b) e (c,d) sdo dois elementos quais-
quer de E, entfo, colocaremos
@a,byRe,d)

se, e sOmente se,
a+d=Db+c.

Por exemplo, temos (a,a)R(b,b) quaisquer que sejam os
ntmeros naturais a e b.

TEOREMA 1 - A relagdo R, infroduzida pela definicdo
1, é uma relacio de equivaléncia sbbre E.

DemonsTtraGAO - Precisamos verificar as condig¢Ses E1, E2
e E3 da defini¢io de relacdo de equivaléncia (definicdo 6 do
§2.3, Capitulo D). '

El: Para todo elemento (a,by de E temos (a,b)R,b),
pois a+b=b+a em virtude do axioma A2.

E2: Sejam (a,b) e (c,d) dois elementos quaisquer de E
e suponhamos que (a,b)R(c,d), ou seja, que a+d=b+c; daqui
resulta pelo axioma A2, d+a=c+b, ou, c+b=d+a, portanto,
c,d)R@,b).
E3: Sejam (a,b), (c,d) e (e,f) trés elementos quaisquer
de E e suponhamos que (@,b)R(c,d) e («,d)Ree,f, logo, .
a+d=b+c : n
c+f=d+e (2).
Consideremos, entdo, o ntimero natural a+d)+f; conforme os
axiomas Al e A2 e as igualdades (1) e (2), temos

e

@+hH+d=a+F+dy=a+d+H=@+d)+f=
=(b+o)+f=b+c+H=b+d+e)=b+Ee+d)=(b+e)+d;
portanto, de acérdo com o axioma LCA, teremos a+f=b+e,
logo, @,bRe, . ' |

Se (a,b) é um elemento qualquer de E indicaremos por

(a,b) a classe de equivaléncia médulo R determinada por (a,b),
isto &, (a,b)={@,peE | @, pRw@,b}.
O conjunto quociente de E pela relacio de equivaléncia R
sera indicado por Z, isto é, Z =E/R=(NXN)/R. Conforme o teo-
rema 4 do Capitulo I, temos (a,b)=(c,d) se, e sdmente se,
@,byR(c,d) e lembremos que o conjunto Z, de tédas as classes
de equivaléncia modulo R, é uma particdo de E:NXN.
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Dados dois elementos quaisquer (a,b) e (c,d) de Z, colo-
caremos, por definigdo,
(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) (3).
Precisamos verificar, inicialmente, que a soma de (a,b) com (c,d)
estd bem definida, isto &, que a defini¢do acima nfo depende
dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivaléncia,
(a,b) e (c,d), ou seja, precisamos demonstrar que se
(@,p=@,b) e (c,d)=(,d) (4),
(a+c,b+d)=(a'+c",b'+d) (5).
Ora, de (4) resulta @,b)Rw@’,b) e (c,d)R(’,d), logo,
a+b' =b+a’ e c+d =d+c,
de onde vem, conforme os axiomas Al e A2:
@+o)+®'+d) = (a+0)+b)+d = (a+c+bH)+d =
=(a+® +0))+d = ((@+b)+c)+d =(b+a)r+c)+d =
=b+a)+c+d)=b+a)+d+c)=b+(a'+d+chH) =
=b+((@ +d+c) =b+((d+a)+c)=b+(d+@ +cH) = b+d)+@ +c),
logo, (a+c,b+td)R@’+c’,b'+d) e entdo vale a féormula (5).

entao,

Fica assim definida uma operagdo de adicfo .
((a,b),(c,d) — (a+c,b+d)
sébre o conjunto Z e suas propriedades mais importantes
estdo dadas pelo seguinte

TEOREMA 2 - A operagdo de adi¢do define uma estrutu-
ra de grupo comutativo sdbre o conjunto Z. '
DemonsTraCAO - Se (a,b), (c,d) e (e,f) sfo elementos
quaisquer de Z temos, conforme a defini¢io (3) e os axiomas
Al e A2 aplicados a elementos de N:
Al: ((a,0)+(c,d)+(e, ) =(d+c,brd)+(e, ) =
=((a,c)+e,(b+d)+f) = (a+(ct+e),b+(d+f)) =
=(a,b)+(cre,d+f) =(a,0)+((c,d)+{e, ).
A2: (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) =(c+a,d+b) = (c,d)+(a,b).
A3: Considerando-se a classe de equivaléncia 0'=(0,0)
temos, para todo elemento (a,b) de Z: ,
(a,0)+0 =(a,b)+(0,0) = (a+0,b+0) =>(a,b);
portanto, 0'=(0,0) & o elemento neutro para a operacio de
adicio definida sébre Z. Notemos que um par ordenado (x,)
pertence a classe de equivaléncia 0'=(0,0) se, e sdmente se,
=Y.
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A4: Seja (a,b) um elemento qualquer de Z e considere-
mos a classe de equivaléncia (b,a); temos

(a,0)+(b,a) = (a+b,b+a) = (a+b,a+b) = (0,0) = 0,
portanto, (b,a) é o oposto de (a,d): (b,a)=-(z,b). |

De acoérdo com o teorema acima e o teorema 8 do Ca-
pitulo II resulta que é valida em Z a lei do cancelamento
da adic8o.

Dados dois elementos quaisquer (@,by e (¢c,d) de Z colo-
caremos, por definicfo, '

(a,b)-(c,d) = (ac+bd, ad+bc) (6).
Precisamos verificar que a definicdo acima ndo depende dos

representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivaléncia (a,b) e

(c,d), isto &, se - o

Aa,b)=(,b) e (c,d)=(c,d) (7),

(ac+bd ,ad+be) =(a’c’+b'd’,a'd’+b'c) (8)

Ora, de (7) resulta que @,b)R@’,b) e (¢c,d)R(’,d), logo,
a+b'=b+a’ e c+d=d+c,

entdo,

de onde vem, ,
ca+by+adc+d)y+ddb+a)y+bd+c) =

=ch+a)+ad'd+cH+da+b)H+bc+d);
portanto, conforme os axiomas Al, A2, M2, D e LCA, teremos
(ac+bdy+@'d +b'ch =@d+bey+@'c’ +b'd),
ou seja, (ac+bd,ad+boyR@'c’+b'd’ ,a’d'+b'c’y e entdo vale a férmu-
la (8). o

Fica assim definida uma ope‘ragéd de multiplicacio
((a,b),(c,d) — (ac+bd, ad+be)
sObre o conjunto Z e suas propriedades mais importantes sdo
dadas pelo seguinte
TEOREMA 3 - A operacdo de multiplicacio, definida s6-
bre Z, satisfaz os axiomas M1, M2, M3 e D.

DemonsTtracAO - Verificaremos os axiomas M3 e D e dei-
xaremos 0s outros a cargo do leitor.

M3: Consideremos a classe de equivaléncia 1'=(1,0); te-
mos, para todo elemento (a,b) de Z:

(¢,0)-1"=(a,0)-(1,0) = (a-1+b-0, a-0+b-1) = (@, b);
pertanto, 1'=(1,0) é o elemento neutro para a multiplicacdo.
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D: Se (a,b),(c,d) e (e,f) sfio elementos quaisquer de Z
teremos, conforme as férmulas (3) e (6) e os axiomas D, Al
e A2 aplicados a elementos de N:

(@,b)((c,d)+(e,) = (a,b)-(c+e,d+f) =
= (alc+e)+bld+f) , ald+f)+blc+e)) =
= ((ac+bd)+(ae+bf) , (ad+bc)+(af+be)) =
= (ac+bd , ad+bc)+(ae+bf , af+be) = (a,b)c,d)+(a,b)e, ). |
Qs elementos do conjunto Z, construido acima, passam a

ser denominados nimeros inteiros e diremos, entdo, que Z
o conjunto dos numeros inteiros.

feD

EXERCICIOS

1. Verificar os axiomas M1 e M2 para a operaciio de multiplicagio
definida sbbre Z.'

2. Mostrar que @,bRw+c,b+o), quaisquer que sejam os numeros
naturais a, b e c.

3. Mostrar que x,pe(1,0)=1 se, e sdmente se, y=x+1.

4. Mostrar que (a,b)-0' =@, para todo inteiro (a,b).

5. Se x e y sdo dois elementos quaisquer de Z, entfio, valem as
seguintes férmulas (regra dos sinais):

DY == (XY =Y € (=Y = XY.

6. Verificar que a multiplicagdo é distributiva em relacioc & sub-
tracdo, isto &, que xW -2 = @Y @2, quaisquer que sejam x, y e zem Z.

7. Utilizando o exercicio anterior, mostrar que x-0 =0, para todo
numero inteiro x.

8. Representar no plano da Geometria Analitica as classeg de equi~
valéncia pertencentes a Z.

1.2 - RELACAO DE ORDEM SOBRE Z

J4 sabemos que sb6bre o conjunto N dos nGmeros naturais
esta definida uma relacfio < que satisfaz os axiomas enunciados
no §2.4 do Capitulo II; para facilitar as referéncias repetiremos
aqui os axiomas que serfo utilizados nesta seccio. Sea, b e ¢
sdo numeros naturais, temos

0O1: asa;

02: a<b e bsa = a=b;

03: asb e bsc = axc;

0O4: a<b ou bsa;

OA: asb = a+csb+c; QA" a<b = a+c<b+c;

OM: asb e 0<c => acsbe; OM: a<b e 0<c = ac<be.
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Procuraremos estender estas propriedades ao conjunto Z
dos nameros inteiros e com éste objetivo daremos, inicialmen-
te, a seguinte

DEFINICAO 2 - Diz-se que um numero inteiro x=(a,b) &
menor do que um numero inteiro y=(c,d) (em simbolos: x<y)
se, e sOmente se, a+d<b+c. :

E necessario verificar que a definicdo acima ndo depen-
de dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivalén-
cia (a,b) e (c-d), isto é, se

(@a,b)R(a’,b) e (c,d)R(c,d)
e se a+dsb+c, entdo a'+d'<b’+c¢. Com efeito, por hipétese,
temos a+b'=b+d, c+d=d+c e a+dsb+c,
portanto, de acoérdo com os axiomas Al, A2, O3 e OA, aplica-
dos a elementos de N, teremos k

@+d)+(a+d) s@+d)+(b+c) = (@+b)+(d+c) =

=(a+b)+({d+c) =B+ +(a+d),

de onde vem, conforme o teorema 13 do Capitulo II, a’+d'sb'+c’.

TEOREMA 4 - A relacdo < define 's6bre o conjunto Z
uma estrutura de ordem total compativel com a adicao.

DemonstraCAO - Precisamos, simplesmente, mostrar que
a relacdo < satisfaz os axiomas O1, 02, 03, 04 ¢ OA. Consi-
deremos, entdo, trés numeros inteiros quaisquer

x=(a,b), y=(c,d) e z=(e;f.
O1l: Temos x<x, pois, a+bs<b+a.

02: De x<y e y<z resulta, conforme a defini¢do 2, a+d<b+c
" e c+bsd+a, portanto, de acérdo com - os axiomas A2 e OZ, te-
remos a+d =b+c, logo, (a,b)R(c,d), de onde vem, x=1v.

03: De x<y e ysz resulta, conforme a definicdo 2, a+dsb+c
e c+f<d+e, logo, pelo principioc da soma de desigualdades, te-
- mos (a+d)+(c+f) s(b+c)+(d+e), de onde concluimos que a+fsb+e
(pela aplicacdo dos axiomas Al e AZ e pelo teorema 13 do
Capitulo II); portanto, x<z.

O4: Basta notar que a+dsb+c ou b+csa+d, pois, a ordem
sébre N é total.

OA: De x<y resulta a+dsb+c, logo, (a+d) +(e+f) s (b+c)+{e+f),
de onde vem pelos axiomas Al e A2, (o+e)+(d+f)<(b+)+(c+e);
portanto, x+zsy+z. |
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COROLARIO 1 - A operacdo de adicdo e a relacio de
ordem, definidas sébre Z, definem uma estrutura de grupo co-
mutativo totalmente ordenado sdébre o conjunto Z dos nimeros
inteiros.

E uma conseqiiéncia imediata do teorema 3 e do teore-
ma acima. ‘

Portanto, de acérdo com o teorema 9 do Capitulo 11, temos

COROLARIO 2 - As seguintes propriedades sdo equivalen-
tes entre si (x, y e z indicam numeros inteiros):

a) x<y;

b) x+z<y+z;

c) ~Yy<-x;

d) xz-y<0;

e) O<y-x.

As partes a) e b) nos mostram que o axioma OA' é
verdadeiro em Z.

TEOREMA 5 - Vale em Z o axioma OM':

x<y e 0'<z = xz<yz.

DemonstrAaGAo - Ponhamos x=(a,b), y=(c,d) e z=(e,f);

de x<y e 0'<z, resulta,
' a+d<b+c e f<e,
logo, existem nUmeros naturais ndo nulos g e h tais que

, b+c=a+d+g e e=f+h.
Destas igualdades concluimos que

be+ce=ae+de+ge,

bf +cf =af +df +gf
ge=gf+gh ‘ (9),
ae+de+ge+bf+cf =af+df+gf+be+ce (10),
de onde vem (utilizando-se (9) e LCA)
ae+de+bf+cf+gh =af+df+be+ce,

e

logo,

ou (ae+bf)~i—(cf+de)+gh:(af+be)+(ce+df),

ou seja, xXzZ<Yz. [ |
TEOREMA 6 - Valem, em Z, as seguintes propriedades:
a) OU<xel<y = 0<xy;
b) x<0e0<y = xy<0;
c) x<0ey<l = 0<xy.
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DemonsTrACAO

a) De acdrdo com o teorema 5, aplicado as desigualdades
0<x e 0'<y, resulta, 0-y<xy e como 0"y =0 (ver o exercicio 7)
teremos 0'<xy.

H

b) De x<0' resulta, conforme o corolédrio 2 do teorema 4,
0’<-x e como 0'<y teremos, em virtude da parte a), 0'<¢-y;
por outro lado, (-my=-@xy) (ver o exercicio 5), logo, 0'<-xy)
de onde vem, pelo corolario 2 do teorema 4, xy<0'.

¢c) De x<0" e y<0 resulta O<-xr e 0<-y, logo, em
yirtude da parte a), 0'<(-a)-y); mas (-x)-y)=xy (ver o exer-
cicio 5), portanto, 0'<xy. ; |

COROLARIO 1 - Em Z vale a lei do anulamento do produto:
se x e y sfo dois numeros inteiros e se xy=0, entdio x=0
ou y=0.

E uma conseqiiéncia imediata das partes a), b) e ¢) do
teorema anterior e do fato que a ordem sdbre Z é total

COROLARIO 2 - Todo numero 1nte1ro nio nulo é regular
para a multiplicacdo, ou. seja, vale em Z a lei restrita do
cancelamento da multiplicacio.

LCM: se x, y e z s@io numeros inteiros tais que xy=uxz
e se x#0, entdo y==z.

Com efeito, de xy=xz resulta xy-xz=0', de onde. vem
xy-2 =0 (ver o exercicio 6) e como, por hipétese, x+ 0’ teremos,
em virtude do coroldrio anterior, y-z=0" e entdo y=z. g

DEFINICAO 3 - Diz-se que um numero inteiro x é positivo
(resp., megativo) se, e somente se, 0'sx (resp., x<0). Se x é
positivo (resp., negativo) e se x# 0" diremos que x é estritamente
positivo (resp., estritamente positivo).

Notemos que de acordo com a lei de tricotomia todo
numero inteiro é estritamente negativo ou é nulo ou é estri-
tamente positivo, sendo que cada um déstes casos exclui os
outros dois. Conforme a propriedade antisimétrica (O3), 0 e o
unico numero inteiro que é positivo e negativo.

Indicaremos por N’ o conjunto de todos os ntumeros
inteiros positivos e colocaremos N*=N'-{0%, logo, N* é o
conjunto de todos os numeros inteiros estritamente positivos.

-De acérdo com o corolario 2 do teorema 4, temos que.‘um
numero inteiro x ¢é positivo se, e somente se, seu oposto -x
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é negativo; isto justifica a notacdio -N’ (resp., -N™*) para indicar -
o conjunto de todos os inteiros negativos (resp., estritamente
negativos). Conforme as observacdes acima temos

Z = (-N*)U{MIN™,
onde (-N'* {0}, N*) é uma particdo do conjunto Z dos nime-
ros inteiros. :

Vejamos mais algumas propriedades do conjunto N’ dos
nameros inteiros positivos, propriedades estas que nos permitirdo
identificar o conjunto N dos nimeros naturais com N’; para
isso precisamos demonstrar que N’ satisfaz os axiomas que
foram utilizados para definir N (ver o §2.1 do Capitulo I).
Inicialmente observamos que se 0'<x e 0'sy, entfo, 0'<x™+y’
logo, N° é fechado em relacdo a adicdo e, portanto, podemos
considerar s6bre N a operacio de adicdo + induzida pela
operaciio de adicio de Z. E imediato que (N',+) é um semi-
grupo comutativo. A relacdo de ordem total <, definida sébre Z,
induz, evidentemente, uma ordem total sobre N que sera
indicada com o mesmo simbolo <; é imediato que (N',+,<) é
um sémi—grupo comutativo totalmente ordenado e que os axio-
‘mas N1 e N2 sfo validos em N’. Observemos que o axioma N3
também é valido em N’, pois, se x e y sdo elementos de N’ tais
que ysx, temos y=x+@y-x) e basta notar que y-xreN em
virtude do corolario 2 do teorema 4. Conforme as consideracdes,
que desenvolveremos abaixo resultard, em particular, que
(N',+,<) também satisfaz o axioma N4.

Notemos que todo nimero inteiro (n,0), com neN, &
positivo, logo, (n,0)eN’; reciprocamente, se (a,b) & positivo,
temos bsa, logo, existe neN tal que a=b+n e observando-se
que (a,b)R(n,0) resulta (a,b)=(n,0). Portanto, N’ é o conjunto
de todos os numeros inteiros da forma (n,0), onde n percorre N.
Com estas notacBes demonstraremos o seguinte

TEOREMA 7 - A aplicacio f:N — N’ definida por fm)=(n,0)
& uma bijecBo que satisfaz as condicdes:

a) para todos m e n em N, tem-se fim+n) = fomy+f(n);

b) quaisquer que sejam m e m em N, tem-se msn
se, e sOmente se, fon)sfm).

DemonstracAo - De acdrdo com o que observamos acima
f & sobrejetora; por outro lado, de (n:0)=(n',0) resulta n=n/,
logo, f é injetora e, portanto, f & uma bijecio de N sobre N’
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a) Temos fim+n)=(m+n,0)=(m,0)+(n,0)=fim)+fm).

b) Conforme a definicdo 2, a desigualdade m<n é equi-
valente a desigualdade (m,0)<(n,0); portanto, temos ms<n se, e
somente se, fim)<fm). |

Do teorema anterior resulta, imediatamente, que (W’,+,<)
satisfaz o axioma N4; deixaremos os detalhes desta Veriﬁcagéo
a cargo do leitor. O teorema acima afirma que a aplicagdo f
é um isomorfismo ordenado de N em N (ver & observacéo
do §2.5 do Capitulo II); portanto, o semi-grupo comutativo
totalmente ordenado (N',+,<) é um outro «modélo» do semi-
grupo comutativo totalmente ordenado (N,+,<). No que se
segue identificaremos N com N’ por meio da aplicacio 5,
isto é, poremos n=n,0), ‘
para todo ntimero natural m, ou seja, todo nuiimero natural n
fica assim identificado com o inteiro positivo (n,0). Uma vez
feita esta identificacio temos Nc=Z, 0=0" e 1=1". Além disso,
se x €& uf inteiro estritamente negativo, entdo -x é estrita-
mente positivo, logo, -reN* e como x=-(-x) temos que todo
inteiro estritamente negativo é o oposto (determinado em Z)
de um namero natural ndo nulo. Portanto, o conjunto Z dos
numeros inteiros é constituido pelos elementos
’ e,=3,-2,-1,0,1,2,3,....

Observemos ainda que todo nGmero natural n é simetrizavel
para a opei’agéo de adicdo definida sdbre Z, operacdo esta
que é uma extensdo da adicfo definida sébre N.

Seja x=(a,b) um numero inteiro e notemos que
x=(a,b) =(a,0)+(0,b) =(a,0)+[-(b,0)];
ora, em virtude da identificacfo feita acima, temos (a,0)=a e
(b,00=b, logo, x=a+(-b)=a-b, _
ou seja, todo numero inteiro é igual a diferenca (determinada
em Z) de dois niimeros naturais.

Finalmente demonstraremos a seguinte propriedade que
resolve o problema proposto na introducdo do §1: se a e b séo
dois numeros naturais quaisquer, entdo existe um (inico nimero
inteiro x tal que b+x=a. Com efeito, a unicidade de x &
assegurada pela lei do cancelamento da adicfo; para a exis-
téncia, basta notar que a-b satisfaz a igualdade b+(a-b)=a.
Temos assim que a diferenca a-b é o Unico nGmero inteiro
tal que b+(@-b)=a, sendo que esta diferenca estd determinada
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em Z; se bsa, temos 0O<a-b, logo, a-b é um nimero natural
e se a<b, temos a-b<0, logo, a-b é o oposto de um namero
natural ndo nulo.

Daremos, a seguir, um resumo das propriedades mais
importantes do conjunto Z do numeros inteiros. Notemos,
inicialmente, que Z = (-N*}\UJ{0YU N*,
onde os conjuntos -N*, {0} e N* sfo disjuntos dois a dois.

As operacbes de adicdo (a,by+>a+b e de multiplicacio
{a,b)+—ab satisfazem os seguintes axiomas {x, y e z sdo nﬁmef
ros inteiros):

Al: @+yP+z=x+YyY+2) M1: (xy)z = xwy=z)

A2: x+y=y+x M2: xy=yx

A3 x+0=x M3: x-1=x

Ad: x+¢-2)=0 LCM: xy=xz e x#0 => y =2

D: xy+z)=xy+xz.

Osservacio - Deixamos de mencionar a lei do cancela-
mento da adigfo, pois, ela é agora uma conseqiliéncia dos
axiomas Al, A2, A3 e A4. Pelo fato de estarem verificados
os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D diremos que
Z ¢é um anel comutativo com elemento unidade, sendo que os
qualificativos «comutativo» e «elemento unidade» se referem,
respectivamente, aos axiomas M2 e M3. Como o axioma [.CM
também esté satisfeito diz-se que Z é um anel de integridade.
Notemos que a lei do anulamento do produto é agora uma
conseqiiéncia do axioma LCM.

Estd definida s6bre Z wuma relaco < que satisfaz os
axiomas (onde =z, y e z sfo numeros inteiros)

Ol: x=sx

02: x<y e ysx = x=Yy

03: xsy e ys<z = x<z

04: x<y ou ysx

OCA: xsy = x+zsy+z OM: xsy e Osz = azsyz

OA" x<y = x+z<y+z OM" x<y e 0<z = 2z<yz

N4: o' conjunto dos inteiros positivos é bem ordenado
pela ordem <.

Osservacic - O axioma OA diz que a relagdo de ordem
¢ compativel com a adigfo; apesar de haver a restricdo 0=z
no axioma OM, diz-se também que a relacdo de ordem &
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compativel com a multiplicacio. Pelo fato de estarem verifi-
cados todos os axiomas Al-A4, M1-M3, D, LCM, O1-0O4, OA
e OM diremos que (Z,+,<) é um anel de integridade ordenado
e para mencionar que N4 também é verdadeiro diremos que
(Z,+,<) é um anel de integridade bem ordenado. '

EXERCICIOS

9. Mostrar que o axioma N4 (principio da boa ordem) n#o é ver-
dadeiro em Z. ‘
10. Deduzir a lei de anulamento do produto a partir dos axiomas

Al-A4, M1-M3, LCM e D.

11, Mostrar que 0<a?

para todo numero inteiro x e que 0<x?
para tode inteiro x #0. i

12.. Verificar que, para todo numero inteiro 7, nfo existe um
numero inteiro x tal que n<x<n+l.

13. Demonstrar que a aplicagdo f, definida no teorema l7,‘ satisfaz
a condicao: ¢) fomm =fomyfmy, quaisquer gue sejam os numeros naturais
me n.

14. Mostrar que a aplicacdo idéntica de Z ¢é a Unica aplicacio
f:Z — Z tal que f(1)=1 e faa+b) =fa+fiby, quaisquer que sejam os nil-
meros inteiros a e b. ’

. 15. Demonstrar que as desigualdades x <y e z<0 implicam yz<xz;
analogamente, se x<y e se z<0, entdo, yz<xz.

1.3 - PRINCIPIO DO MENOR INTEIRO

O principio do menor numero natural ou principio da
boa ordem é estendido para o conjunto Z dos nGmeros inteiros
do seguinte modo :

TEOREMA 8 (principio do menor inteiro) - Todo subconjunto
S de Z, que é ndo vazio e minorado, possui um minimo.

DemonsTrACAO -~ Seja b um minorante de S, logo, bss
para todo ‘s em S e consideremos o conjunto M de todos
os numeros inteiros da forma s-b com s em S; é imediato que
M é um subconjunto nfo vazio do conjunto N dos numeros
naturais, logo, de acérdo com o principio do menor niimero
natural, existe m'=minM; portanto, existe meS tal que
m'=m-b. Se s é um elemento qualquer de S temos s-be M,
logo, m-b<s-b, de onde vem, mss; portanto, m é o minimo
de S. ‘ |
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Podemos agora estender os corolarios do teorema 17 do
Capitulo II para o conjunto Z dos nUmeros inteiros. Se ¢ é
um numero inteiro, colocaremos

In={xeZ lasx} e Ii={xeZ|a<x}
se a e b sdo dois inteiros quaisquer indicaremos por la,b]
o conjunto {xeZ | a<x e x<b} e quando a<b diremos que éste
conjunto é o intervalo inteiro (fechado) de extremidades a e b,
Define-se, analogamente, o conjunto [a,b].

PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA - Seja a um numero
inteiro e seja S um subconjunto de I, tal que

a) aeS;

b) para todo namero inteiro n, se asn e se neS, entdo
n+lesS.

Nestas condi¢des, temos. S=1,.
DemonstrAGAQ < Suponhamos, por absurdo, que S#l, e

- indiquemos por S” o complementar de S em I4; por hipétese, S’ é

ndo vazio e a € um minorante de S’, logo, o principio do me-
nor inteiro nos mostra que existe m=minS e temos a<m,
pois, aeS. De a<m resulta asm~1<m, logo, m-1&S’, ou se-
ja, m-1=8; neste caso, a condi¢do b) nos garante que
m=(m-1)+1€S e chegamos assim a uma contradicio, pois,
meS’. |
- TEOREMA 9 - Seja S um subconjunto do intervalo inteiro

[a,b] (a<b) tal que

a) aeS;

b) para todo nimero inteiro n, se n<b e se neS, entdo
n+lesS. ’
Nestas condicdes, temos S =[a,b].

Com efeito, o subconjunto S;=SUI} satisfaz as condicdes
a) e b) do teorema anterior, portanto, S =1Is=[a,b]JUI* e como
SMI; =0, teremos S=[a,b]. i

Analogamente demonstra-se o seguinte

TEOREMA 10 - Seja ¢ um nUmerc natural e seja S um
subconjunto de I, tal que

a) aeS; A

b) para todo numero inteiro m, se as<n e se [a,n]cS,
entdo neS.
Nestas condicdes, temos S=1g.
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‘ Os teoremas 8, 9 e 10 nos permitem generalizar, para o
conjunto Z dos ntmeros inteiros, os teoremas 31, 32 e 33 do
Capitulo II; déixaremos isso a cargo do leitor. Portanto, o
primeiro e o segundo principio de inducfio finita sdo véalidos
em Z.

EXERCICIOS

16. Demonstrar o tecrema IQ.

17. Enunciar o primeiro e o segundo principio de inducdo {finita
para nimeros inteiros.

18. Demonstrar que todo subconjunto S, de Z, nido vazio e majo-
rado, possui um maéaximo.

19. Seja a um numero inteiro, seja Pon uma propriedade (verda-
deira ou falsa) associada a cada numero inleirc m<a e suponhamos
que a) Pw é verdadeira; b) para todo numero inteiro n, se n<a e se
Pmy é& verdadeira, entdo, P(n-1) também ¢ verdadeira. Nestas condi-
cdes, demonstrar que Pm é verdadeira para todo numero inteiro n<a.

1.4 - VALOR ABSOLUTO

DEFINICAO 4 - Chama-se valor absoluto de um numero
inteiro x ao numero inteiro ixi (leia-se: valor absoluto de x)

definido por x se Osx
Xl =
{—x se x<0.

Notemos que lx!=max{-x,x}, para todo nimero inteiro x.
Outras propriedades do valor absoluto estdo dadas no se-

guinte -
TEOREMA 11 - Para todo numerc inteiro x, temos
1) Os<ixy;
2) 1x1=0 se, e somente se, x=0;
3) xs<ixy;

4) 1-xi=lxl;

5) -ixisx<ixl.

As verificacSes destas propriedades sfo imediatas e serdo
deixadas a cargo do leitor.

TEOREMA 12 - No conjunto Z valem as propriedades:

1) se y é positivo, entdo, Ixi<y se, e somente se, -y<x<y
e lxi<y se, e sOmente se, ~y<x<y;

2) 1x+ylsixzi+iyl;

3) 1xyl=ixliyl.
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DeMonsTRACAO

1) Se 0sx, temos, por definicfo, lxi=x, logo, x<y; des-
ta ltima igualdade reéulta, em virtude do corolario 2 do
teorema 4, -ys-x e como -x<0O<x, teremos -ysxsy. Analo-
gamente, se x<0, temos 0<-x e |xi=-x, logo, -x<y, de onde
vem, -y<x e como x<Yy, teremos -y<xs-y. Reciprocamente,
suponhamos que -ysxs<y, com y positivo. Se Oswx, temos
Ixi=x, portanto, lxi<y; se x<0, temos lxi=-x, de onde resul-
ta pelo corolario 2 do teorema 4, Ixi<y. A segunda parte des-

3

ta propriedade € uma conseqiiéncia’ imediata da primeira.

2) De acdérdo com a parte 5) do teorema anterior, temos
_ v -lxisxsiel e -lyisys<iyl, ' v
de onde vem, pelo principio da soma de desigualdades,
=(xXl+1yhsc+y<ixl+1yl, '

portanto, em virtude da parte 1) déste teorema, temos

lx+yi<ixl+Iyl..

3 B uma,cénseqﬁéncia imediata do teorema 6 e das f6r-.
mulas ()Y =-XY) =2-Y) e X)(-Y) =Y. _ |

. EXERCICIOS

20. Mostrar que [x]-|yl<lx—yl, quaisquer que-<sejam os nUmeros
inteiros x e y. :

21. Demonstrar que |lxj~|yl|<lx—-yl, quaisquer que sejam os nime-

- ros inteiros x e y.

22. Se |x+Yl=I1x]+Yl, 0 que se conclui sébre os niimeros inteiros x
e y?
23. Demonstrar que

n n n T
120l < el e 1 [Jail= [{lad,
i=1 i=1 i=1 =1

para téda familia (ay)i<ien, de nimeros inteiros.

24. Se x e y.séo dois riﬁmeros intéiros quaisquer, colocaremos
dwe,y =lx~y|. Verificar as \seguintes propriedades:

a) O<sdw,y e dx, =0 se, e somente se, x =y;

b) de,y=dwy,n; ’

c) dac+z, y+2) = A, w;

&) da,w'sda,»+de, v,
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1.5 - POTENCIAS COM EXPOENTES NEGATIVOS

Examinaremos, neste paragrafo, as propriedades das po-
téncias com expoentes negativos de elementos simetrizaveis
de um mondide multiplicativo (E.-) e faremos a transcricdo dos
resultados obtidos para o caso de um mondide aditivo.

DEFINICAO 5 - Seja « um elemento inversivel de um
mono6ide multiplicativo E e seja n um numero natural ndo
nulo; colocaremos, por definicio,

' a’ =g (11).
Diz-se, neste caso, que a™ & a poténcia de a com expoente
negativo -n; 08 elementos a e -n passam a ser denominados,
respectivamente. base e expoente da poténcia a™.

No caso da notacido aditiva escreveremos (-nya no lugar
de a™ e diremos que (-nya é o multiplo de a segundo o in-
teiro negativo -n; a correspondente da férmula (11) é

(-ma = n(-a) (12).

Conforme o teorema 31 do Capitulo II {(ou, entdo, pode-

se fazer uma verificacdo direta por inducdo finita sébre neN)
tem-se que a”" é inversivel e
ny-1 1y
(@™ =@M

portanto, a formula (11) pode ser escrita sob a forma

am=(ah)" = (@’ (13).
Para a notacdo aditiva. temos
(-Ta = N(-a) = =(na) (14).

O teorema 27 do Capitulo II pode ser generalizado para
poténcias com expoentes inteiros quaisquer desde que a base
a seja um elemento inversivel do mondide multiplicativo E.
Precisamente, temos o seguinte

TEOREMA 13 - Quaisquer que sejam os numeros inteiros
m e n e para todo elemento inversivel do monoide multipli-

cativo E, tem-se :
amt = g™.q" . (15)
e

DemonstracAo - Para simplificar: as notacdes faremos a

verificacio de (15) adotando a notacdo aditiva: portanto, a é-

um elemento simetrizavel do monoéide aditivo E e vamos
mostrar que | (m+n)a = ma+na amn,
quaisquer que sejam os numeros inteiros m e n. Distinguire-
mos trés casos: a) m e n sfo positivos; b) m=0, n<0, e

a™ = (@™)" = (@)™ (16)

119

m+n>0; c) m e n sfo inteiros quaisquer. No caso a) a for-
mula (17) é verdadeira em virtude do teorema 27 do Capitu-
lo II. b) Ponhamos n=-p, logo, p>0 e notemos que pa+na=0
(formula (14)); teremos, de acdrdo com o caso a), ‘
m+nya = (m+na+0 = Mm+n)a+Pa+na) = [(Mm+n)a+pal+na =
=[m+m+pla+na =[m+n+pla+na =(m+0a+na =ma+na.

¢) Consideremos um inteiro positivo p tal que m+p=0, n+p=>0
e (m+n)+p=>0; teremos, de acérdo com os casos a) e b):
(mania = (m+nya+0 = (m+nia +[pa+=pya] = [(m+nya+pal+-pa =
=[m+m)+pla+¢pa = [m+@n+pla+-pa = [ma+m+pial+pa =
=[ma+ma+pa)]+=pa = [(ma+na)+pal+-pa =
= (ma+na)+[pa+pal = ma+na)+0 = ma+na,
o que termina a verificagdo de (17).
Mostraremos a seguir que
a™n = (gm)" (18),
onde a é um elemento inversivel do mondide multiplicativo E
e m e m sdo numeros inteiros quaisquer. Distiguiremos trés
casos: a) m=0 e nz0; b) m<0 e nz0; ¢) m<0 e n<0. No
caso a), o teorema 27 do Capitulo II nos mostra que vale a
térmula (18). b) Ponhamos m=-p, logo, p>0 e notemos que
mn = (-pn =-mnp), onde np=0; teremos, conforme o caso a) e
a férmula (13): ' ,
a™ = g~ = (@P?) ! = [(@P)"] = [(aP) " = (@ P)" = (@™)".

¢) Ponhamos m=-p e n=-q, logo, p>0 e g>0 e notemos que
mn = (-p)-q) =pq>0; teremos, conforme o.caso a) e a féormula
(13): gmn=gpa=(aP) =[(aP)1]2 = [(@™)1]9 = (a™)9 = (a™)".

A"vsegunda parte da férmula (16) é agora uma conseqiiéncia
imediata de (18) e do fato que a multiplicacio s6bre Z é co-
mutativa. |

No caso da ﬁotagéo aditiva, a féormula (16) é escrita sob

a forma’ (mn)a = nema) = mma) ’ (19),

onde a ¢ simetrizavel e m e n sdo inteiros quaisquer.

O teorema 28 do Capitﬁlé II também pode ser generali~
zado para poténcias com expoentes negativos desde qué a e
b sejam permutaveis e inversiveis; precisamente, temos o se-
guinte '



TEOREMA 14 - Se a e b sdo dois elementos permutaveis
e inversiveis de um mono6ide multiplicativo E, entdo, temos
para todo meZ e para todo neZ:
a™-b"=b"-a™ (20)
(ab)" = a"b" (21).

e

Demonstracao - O teorema 28 do Capitulo II hos mos-
tra que a férmula (20) é verdadeira para m>0 e n=0; fare-
mos a verificacdo de (20) quando m<0 e m<0 e deixare-
mos os outros casos a cargo do leitor. Pondo-se m=-p e
n=-q, logo, p>0 e q>0, e notando-se que a' e b’ sdo per-
mutaveis (teorema 4 do Capitulo II), teremos
‘ a”b" =a b= (@b )= (b HUa P = b =b"a".

A férmula (21) é verdadeira para n>0 (teorema 28 do
Capitulo ID); suponhamos, entdo, que n<0 e coloquemos n=-p,
logo, p>0. Temos, levando-se em conta que a™! e b’ sfo per-
mutaveis, (ub)" = (ab)™? = [(ab) )P = (6@ )P = (¢ b HP = -

=(aHP(Bb P =a"b",
o que termina a demonstracdo do teorema acima. |

As correspondentes das férmulas (20) e (21), para ele-
mentos permutaveis e simetrizaveis de um mondide aditivo E,

sdo as seguintes ma+nb=nb+ma (22)
e n@+b) =na+nb (23)
EXERCICIOS

25. Seja ¢ um elemento inversivel de um monoide multiplicativo
E; mostrar que (@) = (@™ para todo numero inteiro n.

26. Completar a demonstracdo do teorema 13.

27. Seja (03)1¢5¢p UMA familia de elementos inversiveis de um mo-
néide multiplicativo E; se os elementos a,,d,.-:-.a sdo permutaveis
dois a dois, vale a seguinte propriedade

P p
([l a)" = ITa},
i=1 i=1

para todo numero inteiro n.

»

EXERCICIOS SOBRE O §1

28. Repetir o processo de simetrizacio da adicdo para (Z,+) con- )

siderando "o produto cartesiano E=ZXZ, a. relacdo R definida por
w,bRc,d se, e somente se, a+d=b+c e a operacio de adicio .defi-
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nida sébre o conjunto guociente E/R por (a,b)+(c,d)=(a+c.b+d). Mos-
trar que a aplicacdo f:Z - E/R,. definida por faw={(a.0) é uma bijecio
que satisfaz a propriedade faa+b = fia+fd, quaisquer que sejam a e
bem Z.

29. Seja (E,+,<) um grupo comutativo totalmente ordenado e seja
N'={x=E | 0<sx}. Supondo-se que o conjunto E tenha pelo menos dois
elementos e que N’ seja bem ordenado pela ordem induzida, demonstrar
que a aplicacio f-Z — E, definida por fow=mn-1’, onde 1'=min(N -{0})
€ uma bijecAo que satisfaz as condic¢des: a) fa+b = faw+fib, quaisquer
que sejam a e b em Z; b) as<b se, e sOmente se, fws fb.

30. Seja a um numero inteiro e consideremos a operacdo x, sObre
Z, definida por x*y=xay, quaisquer que sejam x e y em Z. a) Mos-
trar que a operacido * € associativa, comutativa e ¢ distributiva em re-
lacdo a adicdo (isto é, xxwW+2) = r*xy+x*z, quaisquer que sejam x, Yy €
z em Z). b) Em que condicbes sbbre o numero inteiro a esta operacéo
admite elemento neutro? c) Se « é uma operacldo sbbre Z que é distri-
butiva em relacdo a adicdo, mostrar que existe um numero inteiro a tal
que xay=xay, quaisquer que sejam x e y em Z.

§2 - NOCOES SOBRE A TEORIA DOS NUMEROS
2.1 - DIVISORES E NUMEROS PRIMOS

DEFINICAO 6 - Sejam a e b dois numeros inteiros; diz-
se que b é um divisor de a se, e sOmente se, existe um intei-
ro c tal que a=bc.

Usaremos a notacfo bla para indicar que b é um divisor
de a; neste caso, também se diz que b divide a ou que b ¢
um fator de a ou que a é um multiplo de b. A negacdo de
bla serd indicada por bfa (leia-se: b nfo divide a). A relacdo
«b & divisor de a», que estd sendo indicada com o simbolo |,
é denominada relacdo de divisibilidade (s6bre Z). Notemos que
al0 para todo numero inteiro a e que Ola se, e somente se,
a=0; por causa desta ultima propriedade costuma-se excluir.
o caso em que o divisor é nulo, isto é, considera-se a restri-
cdo da relacio de divisibilidade ao subconjunto Z*XZ, onde
Z*=Z -{0}.

TEOREMA 15 - Quaisquer que sejam os numeros inteiros
a, b e ¢, tem-se

1) ala;

2) se alb e se blc, entdo alc;

3) se alb e se alc, entdo albzo);

4) se alb, entdo @o)l(bo).
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DEMONSTRACAO

1) Basta notar que a=a-1.

2) Por hipétese existem nimeros inteiros d e d’ tais que
b=ad e c¢=bd’, logo, c=(adyd =add), de onde vem, alc.

3) Com as notagées da parte anterior temos bxc=adzad'=
=adzd); portanto, albzc).

4) Temos b=ad, de onde vem, bc=(acid, logo, @c)l(be). B

O teorema acima nos mostra que a relacdo de divisibili-
dade & reflexiva e transitiva (partes 1 e 2) e &, compativel com
a multiplicacdo (parte 4); notemos que nio vale a propriedade
simétrica, pois, por exemplo 2[(-2) e (-2){2, com 2#-2. A
parte 4) do teorema anterior pode ser completada pelo se-
guinte

COROLARIO - Se a, b e ¢ sdo numeros naturais e se ¢#0,
entdo, alb se, e sOmente se, o)l(bo.

Com efeito, de (ao)libe)y vem bec=(wod, com deZ, logo,
bc=(ad)c e como c#0 teremos, pela lei restrita do cancelamen-
to da multiplicacdo, b=ad; portanto, alb. i

Para todo nimero inteiro e indicaremos por D) o con-

jun'coAde todos os divisores de a, isto &,
Day={xeZ | xla}.

Notemos que D(0)=Z e que para todo asZ os nlmeros
1,-1,a,-a sdc elementos de D(a); além disso, temos D(a)= D(-a).
Quando a é ndo nulo, o conjunto D) é finito conforme o
seguinte )

TEOREMA 16 - Para todo numero inteiro a>0, .temos
Dwy<[-a,a]. '

DemonsTrRACAG - Se beD(a), existe um nUmero inteiro ¢
tal que a=bc, de onde vem, a=lal=|blicl e como lxici, pois,
a>0, temos |bi<lblici=a; portanto, em virtude da parte 1) do
teorema 12, resulta -as<bsa. |

Observemos que o teorema acima nos mostra que se b
€ um divisor de a, com a#0, entdo, 1<lbl<ial; portanto, se
a>0 e se b & um divisor positivo de a, teremos l<bsa.

COROLARIO - D(1) ={-1,1}.

Se ¢ é um numero inteiro nfdo nulo, entdc os nGmeros
inteiros 1, -1, a e -a, sfo divisores de a, que sdo denomina-
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‘dos divisores i’mpréprios de a. Todo fator de a, distinto de 1,

-1, a e -a & chamado divisor préprio de a. O corolario acima
nos mostra que o ntmero 1 (ou -1) s6 admite divisores im-
préprios. Notemos que se a#0 e se b é um divisor préprio de
a, entdo temos 1<|bl<ial; em particular, se a>0, todo divisor
positivo e préprio b, de a, satisfaz necessariamente as desi-
gualdades l1<b<a. :

DEFINICAOC 7 - Diz-se gue um ndmero.inteiro p & primo
se, e somente se, p satisfaz as seguintes condic¢les

1) p#0 e p#=l;

2) Os tunicos divisores de p sfo -1, 1, p e -p.

DEFINICAO 8 - Diz-se que um:.numero inteiro a é com-
posto se, e sOmente se, a satisfaz as seguintes condigbes

1) a#0 e a=#zl;

2) a admite pelo menos um divisor préprio.

Como D@)=D(-a) temos que a é primo (resp., composto)
se-e sOmente se, -¢ é primo (resp. composto). Observemos
ainda que um numero p>1 é primo se, e sOmente se, os Uni-
cos divisores positivos de p sdc 1 e p. Um numero inteiro a,
com a+0 e a#+l, é composto se, e sdOmente se, existe um di-
visor b, de a, tal que 1<l|bl<ial; portanto, em particular, um
numero a>1 é composto se, e sdmente se, existe um divisor
positivo b, de a, tal que l<b<a e, neste caso, a pode ser re-
presentado sob a forma a=bc, onde c¢ é necessariamenté um
divisor positivo e proprio de a, logo, l<c<a.

TEOREMA 17 - Todo niimero inteiro a, com a#0 e a#=1,
é igual a um produto de nimeros primos.

DemonstracAo - Basta demonstrar o teorema acima quan—
do a é positivo, logo, a>1, o que faremos vtilizando o segun-
do principio de inducdo finita. Indiquemos por S o conjunto
de todos os nameros inteiros a2 que sfo produtos de name- .
ros primos e notemos que 2&S, pois 2 é primo (ver o exer-
cicio 52 do Capitulo II). Seja a>2 e suponhamos que o teore-
ma acima seja verdadeiro para todo numero inteiro r tal que
2<r<a. Se g é primo temos, evidentemente, aeS; se a ndo é
primo, existem inteiros b e-c¢ tais que a=bc, com 2<b<a e
2<c<a, portanto, b e ¢ sdo elementos de S, ou séja, b e c sdo
produtos de numeros primos, de-onde resulta que a=bc tam-
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bém é um produto de nimeros primos, isto é, a=S. Em vir-
tude do segundo principio de indug¢do finita, todo niimero in-
teiro a>2 pertence a S, ou seja, todo namero inteiro @22 é
um produto de nimeros primos. N |

COROLARIO 1 - Todo numero inteiro a>2 é igual a um
produto de nGmeros primos positivos.

COROLARIO 2 - Todo nimero inteiro a, com a#0 e a#=1,
admite pelo menos um fator primo positivo.

O seguinte teorema é devido a Euclides (III século A.C.):

TEOREMA 18 - Existem infinitos nimeros primos.

DemonsTrRACAO - Basta, evidentemente, demonstrar qug'

existem infinitos nimeros primos positivos. Suponhamos, por
absurdo, que exista sOmente um nUmero finito de numeros
primos positivos py,p,,-+,ps € consideremos, entfo, o nimero

inteiro a=p;Py-Pstl (24);

temos a>1, logo, em virtude do corolario 2 do teorema ante-
rior, o0 namero a admite pelo menos um fator primo positivo
p e éste niumero p deve, necessariamente; coincidir com um
dos nGimeros p;,ps, -+, Ps: P=p; (1<is<s). Portanto, temos pla e
pl(pypy--+ps), de onde vem pela formula (24), pll, o que é
absurdo. ‘ |

EXERCICIOS

31. Mostrar que as seguintes condicles sébre os nimeros inteiros
a e b sdo equivalentes entre si: 1) alb; 2) ~aolb; 3) aleb); 4 aib.

32. Demonstrar que os nameros inteiros 3, 5 e 7 sdo primos (ver
o exercicioc 50 do Capitulo II).

- 33. Se ()ic4en M#0) é uma familia de numeros inteiros e se
beZ é um divisor de um a; (1<i<n), entdo, bl(aya,...a,).
34. Determinar o conjunto Dw dos divisores de a nos seguintes
casos: 1) a=10; 2) a=16; 3) a=28; 4) a=29; 5) a=p3, onde p € um ni-
mero primo positivo.

35. Mostrar que se b#0 é um divisor de a=Z, entdo, existe um
Gnico ntimero inteiro ¢ tal que a=bc. Neste caso, ¢ é denominado quo-

ciente de a por b e sera indicado por % (leia~se: a sbbre b).

Verificar as seguintes propriedades dos quocientes:

a ey @ a _q. a _ac . a _c 5

D beg=a;2 7=0a; 3 +=14 g=5 (c#0); 8) =5 se, e gomente
- . a _adzxbe, g, e _ac :

se, ad =bc (d;&O), 6) Fi = M 7) '3 ~Bd "

£
d~ bd
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36. Demonstrar que alb e bla se, e somente s‘e, a==b.

37. Verificar se a relacido ~, sObre Z, definida por a~b se, e s0-
mente se, alb e bla, é uma relacio de equivaléncia. Determinar o con-
junto quociente Z/~.

38. Demonstrar que para todo ntmero natural n, o nimero mni+1
admite um fator primo p>n.

39. Dar uma outra demonstracdo do teorema de Euclides a partir
do exercicio anterior.

40. Demonstrar que se um namero inteiro p>1 é um divisor de
{(p=D!+1, entdo p é primo.

41. Seja p>1 um nUumero inteiro e seja a o maior inteiro positivo
tal que a2<p; mostrar que se [2,a]lMDp =@, entdo, p é primo.

2.2 - ALGORITMO DA DIVISAO

TEOREMA 19 - Se a e b sdo dois nimeros inteiros quais-
quer, com b#0, existe um Unico par (q,m, de nlmeros intei-
ros, tal que a=bg+r B (25),
onde 0<7r<|bl (26).

DemonsTrACAOC - Suponhamos, inicialmente, que b>0 e con-
sideremos o conjunto S de todos os numeros inteiros positi-
vos que sdo da forma a-bx, com xeZ. Notemos que S é nio
vazio, pois, para x=-lal. temos a—b:r=a+bli1rea+sa}>(); como
S é minorado existe o minimo 7 de § e temos r20 e r=a-bq,
ou seja, a=bg+r, onde qeZ. Se, por absurdo, bsr temos
r=b+7, onde 720 e ¢omo b>0 teremos v’ <r, portanto, r'&S;
‘mas, por outro lado,

¥ =r-b=a-bg-b=a-blg+1),
logo, =S e chegamos assim a uma contradi¢do. No caso em
que b<0, existem numeros inteiros ¢’ e 1, tais que a=(-byq'+7 =
=b-gh)+7", onde 0s7r <-b=|bl; portanto, basta escolher g=-¢'
e r=r para que sejam verdadeiras as formulas (25) e (26).

Finalmente, se (g,,7,) € um outro par de numeros inteiros
tal que a=bg,+7r,, com Osr,<lbl, teremos b(g-q)=7-7, de
onde vem, lblig—q,l =17-71. Se 7#7,, temos ig-g;i=1, logo,
Iblig—q,t > Ibl e, por outro lado, I7,-ri<lbl, 0 que é absurdo; por-
tanto, r=7; e entdo g=q;.

Os numeros inteiros g e r tais que a=bg+7, com 0<r<|bl
580, respectivamente, denominados quociente e 7vesto da- divi-
sdo euclidiana de a por b. Notemos que b & divisor de a se,
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e sOmente se, o resto da divisfo euclidiana de a por b é nulo;
neste caso, q coincide com o quociente de a por b como foi
definido no exercicio 35.

O teorem+ acima nos permite estabelecer o processo
usual de representacdo de um ntimero natural no sistema de-
cimal; realmente, daremos a representacioc de todo numero
natural no sistema de base m>1. Neste caso, os nGmeros na-
turais 0,1,2,---,m-1 (que foram definidos no exercicio 50 do
Capitulo II) sdo denominados algarismos do sistema de nume-
racdo de base m e vamos demonstrar, inicialmente, que todo
namero natural a>1 pode ser representado sob a forma

a=ams+ag ,ml+.--+am+a, (27),
onde ag,as1,-:+,8;,0, sdo algarismos m-adicos (isto &, O<a,<m)
e a,#0. Diremos, entdo, que a igualdade (27) é o desenvolwvi-
mento m-ddico do nimero natural a1 ou que esta igualdade
representa o nimero a no sistema de numeracio de base m.
Para simplificar a linguagem indicaremos por P@) a proposi-
¢do: 0 numero natural a>1 admite uma representacdo da for-
ma (27), onde 0<a;<m, para i=0,1,.--,s e ay#0. Indiquemos
por S o conjunto de todos os numeros naturais a>1 tais que
Pw@) seja verdadeira e notemos que 1S, pois, basta escolher
s=0 e g;=1. Suponhamos, entdo, que a>1 e que a proposicdo
Pw’) seja verdadeira para todo nUmero natural o’ tal que
l<a’<a e vamos demonstrar que P(a+1) também é verdadeira.
De acoérdo com o feorema 19, existem nGmeros inteiros q e 7
tais que a+l=qgm+r, ‘
onde O0<r<m e podemos supor g#0, pois, para g=0 a proposi-
¢do Pla+1) é verdadeira bastando para isso escolher s=0 e
ay=a+1. Como a+1>0 e Os<r resulta, facilmente, desta igual-
dade g=0, logo, g>0. Notemos que se a<q, teriamos a+lsgqg
e como 1<m resultaria a+1<gm, logo, gm+r<gm e entdo r<0,
contra a hipétese; portanto, g<a. Em resumo, temos lsgsa,
portanto, P« é verdadeira, isto é, g admite um desenvolvi-
mento m-adico q:asms'l+...+a2m+a1
e teremos a+l=gm+r=ams+..c+qm+r,
onde Os<r<m, logo, a+1 também admite um desenvolvimento
m~-adico, ou seja Pla+1) é verdadeira. De acoérdo com o segun-
do principio de induc¢do finita, P@ é verdadeira para todo
nimero natural a>1.
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Observaremos, a seguir, que da igualdade (27) resulta
mssag<mst ] (28).
Com efeito, temos, notando-se que 0O<a;sm-1 e lsagem-1,
a=ami+a,;mStteccram+a, > aamt s mé
€ a=ams+a,mSite-ram+ays
<s(m=-DmS+(m=Dm*> +-- .+ (m-Dm+(m-1) = ms* -1 <ms*1,
Podemos agora demonstrar que o desenvolvimento m-adico
(27) do ntmero natural a>1 é Unico, isto &, se
"a=bmt+b, mttreccrbm+by (29)
também é um desenvolvimento m-adico de a (logo, b;#0 e
O<b;<m para i=0,1,-.-,t), entdo, s=t e a;=b; para i=0,1,---,s.
Com efeito, de acérdo com a féormula (28), aplicada a igual-
dade (29), temos mfsa<m®!. Se, por exemplo, s<t, teriamos
s+l<t e entio mS'smfsa, logo, mS*'s<a contra o fato que
a<m®!; analogamente, a hipotese t<s nos leva a uma contra-
digdo, portanto, s=t. De (27) e (29) resulta
(a,—b)mS+(ag 1 —bg yms 4.+ (a,~by)m+(ay~by) = 0;
supondo-se, por absurdo, que exista um indice i (0s<iss) tal
que a;,~b;#0 e indicando-se por r o menor indice satisfazendo
esta condicdo, temos r<s e entdo
(as__bs)ms-r+,, '+(ar+1—br+1)m+(ar°br) =0,
de onde resulta ml(a,-b;), 0 que é impossivel, pois, 0<la,-b,l<m.
Portanto, a;=b;, para i=0,1,..,s.
Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 20 - Se a e m s8@o dois ntmeros naturais tais
que a>0 e m>1, entdo existe um Unico ndmero natural s e
uma unica familia (a;)pqe, de nimeros naturais, que satisfazem
as seguintes condigGes

a=amf+a, mSl+.cram+ay,

O<a;<m para i=0,1,--,s

a;#0.

Em outros térmos, todo numero natural nfo nulo admite um
Unico desenvolvimento m-adico.

Ficam assim construidos simbolos para representar todos
os numerocs naturais; simplifica-se a notagfio escrevendo-se
(B4l -+ 0185)y, OU (G0, ,---2,0,) ou ainda aga ;0,0 No lugar
do segundc membro de (27). O caso mais comum é o da nu-
meracdo de base 10: escolhem-se para algarismos os numeros
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naturais 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8 e 9, como foram definidos no
exercicio 50 do Capitulo II, e coloca~-se m=9+1=10. Obtém-se
assim o sistema de numeracio decimal e o teorema acima nos

mostra que todo ntmero natural a1 pode ser representado
de modo Unico sob a forma

| a=0,-10°+a,,; 1051 +...4q,-10+q, - (30),
onde a,#0 e ay,a),-,a.,,a, sfo algarismos decimais. Por
exemplo, quando se escreve 8128 estamos usando uma nota-
¢do abreviada para indicar o ntimero natural

8§:10%+1.10%+2.10+8.
Para escrever éste ntimero na base 7 procede-se do seguinte
modo 8128 =(1161)-7+1
1161=(165)-7+6
165=(23)-7+4
23=(3)-7+2
de onde resulta per substituicBes sucessivas
8128 =3-7*+2-73+4-7246-7+1.
Na préatica usa-se o seguinte dispositivo de calculo

8128 |17
11 1161]7
46 165 |7
41 25 937 |7

€ escrevem-se 0s restos obtidos na ordem inversa para ter a
rfepresenta(;éo de (8128),, na base 7 (notar que o ultimo quo-
c1(?nte 3 é o resto da divisdo de 3 por 7, divisfio esta que nfo
foi indicada): (812810 = (32461);.

EXERCICIOS

42. Justificar as regras usuais de soma e de ‘produto de nGimeros
naturais representados no sistema de base 10 por intermédio do desen-
volvimento (30).

43. Escrever os seguintes nameros, representados no sistema deci-
mal, 127, 496, 8128 e 4096 nas bases 2,5,6 e 8.

44. Determinar, no sistema decimal, os seguintes nimeros

(111111000000)2, (325610, e (2ab39),, (onde a=10 e b=11),

45. Construir as taboas de adicdo e de multiplicacio para o siste-
ma de base 7 e calcular

aj) (1212)7+(2356)7+(42631)7+(6235)7;

b) (1654)7%2306)7.
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2.3 - MAXIMO DIVISOR COMUM

Se a e b s3o dois numeros inteiros entfo, todo inteiro
c tal que cla e clb é denominado divisor comum de a e b;
conforme a notacdo introduzida no §2.1, D(@)MD®) é o con-
junto de todos os divisores comuns de a e b. Quandoe um dos
inteiros @ ou b é ndo nulo, por exemplo, a#0, o conjunto
D(a) é finito (teorema 16), logo, D(@)MD(b) também ¢é finito e,
portanto, existe d=max(D(a)MD(®)), nimero éste que passa a
ser- denominado mdximo divisor comum de a e b e serd indi-
cado por d=mdca,b). Neste caso, temos d>0 e dla, dlb; além
disso, para todo divisor comum ¢ de ¢ e b, temos c<d. Su-
pondo-se ainda que a e b ndo sejam simultdneamente nulos,
é imediato que o maximo divisor comum de a e b coincide
com o maximo do conjunto D,(a)MD.(b), onde D.(a) (resp.,
D.(b)) indica o conjunto de todos os divisores positivos de a
(resp., b) e isto nos mostra que para determinar d=mdc(a,b)
basta considerar os divisores comuns e positivos de a e b.

Para determinar o maximo divisor comum de dois nu-
meros inteiros a e b, nfo nulos simultineamente, ndo é re-
comendavel utilizar a definicdo acima, pois, em geral, a cons-
trucdo dos conjuntos D(a) e D(b) é bastante complicada e, além
disso, ndo é necessario conhecer todos os divisores comuns de
a e b para calcular seu maximo divisor comum (ver o pro-
cesso das divisGes sucessivas que serd dado mais adiante).

TEOREMA 21 - Sejam a e b dois nUmeros inteiros n&o
nulos simultdneamente e seja d=mdc(a,b); nestas condigses,
existem numeros inteiros r e s tais que

d=ra+sb (31).

DemonstracAo - Consideremos o conjunto S de todos os
inteiros estritamente positivos que sdo da forma xa+yb, com
x e y inteiros; notando-se que os numeros -a, ¢, -b e b sdo
da forma acima e que pelo menos um déles é estritaménte
positivo resulta que S é ndo vazio, portanto, existe d;=minS>0.
Ora, d; é um elemento de S, logo, existem numeros inteiros
T e s tais que d;=ra+cb ' (32)
e observando-se que dla e dlb resulta did,, portanto, d«d,.
Afirmamos que d,la. Com efeito, se d,fa existiriam, conforme
o teorema 19, numeros inteiros g e t tais que a=qd,+t, onde
0<t<d,; desta igualdade e de (32) viria’
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t=a-gdy =ag-glra+sb) =(1~gria+(-gs)h -
e como t>0 terfamos feS, conira o fato que O<i<d;=minsS.
Demonsira-se, analogamente, gue d;|b e, portanto, d; é um
divisor comum positive de a e b, logo, d;<d e entlo d;=d.

_ TEOREMA 22-Se a e b sfo dois ntmerocs inteiros nfo
nulos simultdneamente e se d é um inteiro estritamente posi-
{ivo, entdc d é o méaximo divisor comum de ¢ e b se, as se-
guintes condicdes estfo verificadas

D1 dig e dlib;

D2Z: para todo inteiro d, se d'la e d'|b, entdo d'ld.

Demonstragio ~ Se d=mdcw,b), entdo, d ¢ um divisor
comum de a e b, portanto, esté satisfeita a condicio D1; por
outro lado, se d & um namerc inteiro tal que dle e d'lb, a
igualdade (31) nos mostra que d'ld, logo, a condigdo D2 tam-
bém estd satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que as con-
dicBes D1 e D2 estejam wverificadas para o nlumero inteiro
d>0 e coloquemos d;=mdc,b). A condicdo D1 nos mostra
que d é um divisor comum de a e b, logo, dsd;; por outro
lado, temos dila e d,lb, logo, em virtude da condigdo D2, te-
remos ld;ld, de onde vem, d,sd e, portanto, d=d,. B |

Noternos que o tecrema acima caracteriza o méximo di-
vigsor comum de a e b sem utilizar & ordem definida sébre Z
e nos permitira, entfo, estender o conceito de maximo divi-
sor comum para outros tipos de anéis de integridade (Capitu-
lo VII). Para que nossa exposiciio seja uniforme colocaremaos,
entdo, a seguinte

DEFINICAO 9 - Diz-se gue um numero inteiro d é um
mdximo divisor comum de dois nlmeros inteiros a e b se, e
somente se, s@o validas as seguintes condicles

D1 dla e dib;

D2: para todo nGmero inteiro d/, se d'la e d'lb, entdo d'|d.

Por exemplo, se a=b=0, entlo d=0 & o Gnico nGmero in-
teiro que satisfaz as condigdes D1 e D2, logo, mde(0,0)=0. Ob-
servemos que se a e b ndp sfo simultineamente nulos e se d e
d; sfo maximos divisores comuns de o e b, segundo a defini-
cHo scima, entfo, dld, e d,!d, portanto, d,=xd (ver o exerci-
cio 36); isto nos mostra que o maximo divisor comum de a e
b nio & determinado de modo tnico pela definicdo 9. Final-
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mente, notemos gque o teorema 22 afirma a existéneia de um
méaximo divisor comum positivo (segundo a definicdo 9) de «a
e b; portanto, ha coincidéncia entre duas definicGes no caso
em que a e b ndo sejam simultdneamente nulos, desde que
se imponha a condicdo d>0 na definicdo 9.

DEFINICAO 10 - Diz-se que dois nimeros inteiros a e b
s8o primos entre si se, e sOmente se, mdcw,by=1.

Por exemplo, se p & um namero primo e se pla (ceZ),
entdo ¢ e p sfHo primos entre si. Com efeito, pondo-se
d =mdc,p), temos d>0, dla e dlp; desta Gltima relacdo vem
d=1 ou d=|p| e éste segundo caso estd excluido, pois, pla.
Portanto, d=1, isto é, ¢ e p sfo primos entre si.

TEOREMA 23 - Os numeros inteiros ¢ e b sfo primos en-
tre si, se, e somente se, existem nimeros inteiros r e s tais que

ra+sb=1. (33)

DemonstracAo - Uma parte déste teorema é conseqiién-
cia imediata da defini¢do anterior e do teorema 21. Recipro-
camente, se a igualdade (33) é verdadeira e se d=mdc,b), te-
mos dla e dlb, logo, dl1 e, portanto, d=1. |

TEOREMA 24 - Sejam a e b dois numeros inteiros nio
nulos simultineamente e seja d>0 um divisor comum de a &
b. Nestas condic¢des, d =mdc(a,b) se, e somente se, os quocien-
tes de a e b por d s8o primos entre si.

DemonsTracAio - Por hipdtese temos a=a,d e b=b,d, on-
de a, e b; sfo, respectivamente, os quocientes de a e b por d
(ver o exercicio 35). Se d=mdca,b), entdo existem nameros
inteiros r e s tais que ra+sb=d, de onde vem, ra,+sb; =1,
portanto, a, e b, sdo primos entre si. Reciprocamente, se a; e
b; sdo primos entre si, entfdo existemn inteiros r e s tais que
ra,+sb; =1, de onde vem, ra+sb=d e daqui resulta que se d'le
& d'|b, entdo d'lb, portanto, d é o méximo divisor comum de
a e b. i

TEOREMA 25 - Se a, b e ¢ sdo numeros inteiros tais que
al(bc) e se a e b sfo primos entre si, entdo alc.

Demonstracio - Conforme o teorema 23 existemm nume-
ros inteiros 7 e s tais que ra+sb=1, de onde vem, r{ac)+s(bc)=c¢
e como al(bc), teremos alc. |
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COROLARIO -~ Um numero inteiro p, com p#0 e p#=l,
é primo se, e soOmente se, a seguinte condicdo estd verificada:
quaisquer que sejam os numeros inteiros a e b, se pl(ab), en-
tdo pla ou plb.

Com efeito, se p é primo e se pla, entdo a e p sfo primos
entre si e, neste caso, o teorema anterior nos garante que
plb. Reciprocamente, suponhamos que a condi¢do acima seja
verdadeira para o numero inteiro p#0 e p#=1; se p=ab, com
a e b inteiros, temos, evidentemente, plab) e entdo pla ou
plb, ou seja, @b)la ou @blb, de onde vem (corolario do teo-
rema 15), bll ou all e, portanto, p é primo. |

TEOREMA 26 - Se a, b e ¢ s8o numeros inteiros tais que
alc, bic e se a e b sdo primos eéntre si, entdo (ab)le.

DzemonstracAc - Em virtude do teorema 23 existem na-
meros inteiros r e s tais que ra+sh= 1, de onde vem,
r{ac)+s(be) =c. De alc e ble resulta (ab)l(ac) e (ab)l{ac), portan-
to, de acérdo com a igualdade acima, temos (ab)lc. |

Veremos a seguir o processo das divisdes sucessivas pa-
ra a determinacdo do maximo divisor comum positivo de dois
nameros inteiros nido nulos a e a;; de inicio notemos que bas-
ta considerar o caso er1 que a e a; sdo positivos, pois,
mdc(a,a,) =mdcal,la,) (ver o exercicio 46) e, além disso supo-
remos que a=a,. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte

TEOREMA 27 - Com as notacdes acima, se a, € o resto
da divisde euclidiana de a por a,, entdo mdc(a,a;) =mdc(a,,a,).
DemonstrAaCAOC - Por hip()tese,l temos
a=q,a,+0, (34),
com Osay>a;. Se d=mdca,qay, entdo dla e dla;, logo, por
(34), dla, e, portanto, esta satisfeita a condicfo D1 da defini-
cdo 10. Para todo inteiro d’, se d'la;, e d'la,, entdo por (34),
d’'la; logo, d'la e d'la;, de onde vem, d'ld, pois, d=mdc(a,ay),
portanto, estd satisfeita a condicdio D2 da definicdo 10. Fica
assim demonstrado que d é o maximo divisor comum de a,
e a,. |
Supondo-se agora que a,#0 e aplicando-se o teorema 19
aos inteiros a; e a, teremos q, =q,a,+0a3, onde O<az<a,<a;; se
a,#0, pode-se repetir o mesmo processo para 0s nuameros
a2 € a, e assim por diante chegaremos, certamente, a uma di-
visdo exata e feremos, entdo, as seguintes relacles
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a=q,0,+0z 0<a,<a,
Oy = Qqly+ay O<ag<a,
Gy =Q303+0, O<a,<a,

......................................... (35).
An1 = Quln+lny  0<ay,<ay,
Un = Qn41lne
Nestas condicdes, o teorema anterior nos mostra que
’ mdc(a,a,) =mdc@,,a,) =
=mdc(@y,a) =«+- =mdc(@,.,a,) =Mdc @y, Qpyy) = Cpap -

E usual dispor os calculos dados por (35) do seguinte modo

q Qs ds s Qn | 9nn
a a Gz as ot Qp.y An | Qnar
as as a, oo it 0

Obtém-se assim um processo pratico para determinar o mé-
ximo divisor comum positivo de dois inteiros estritamente po-
sitivos a e a,, chamado processo das divisdes sucessivas.

ExempLo 1 - Determinar o méximo divisor comum posi-
tivo dos numeros inteiros 12740 e 7260. Temos, conforme o
processo das divisfes sucessivas

1 1| 3 12 1 2 2
12740 | 7260 5480 1780 140 100 4¢ | 20
5480 | 1780 140 100 40 20 0

portanto, mdc(12740,7260) = 20.

As igualdades (35) também nos dfo um processo para
determinar inteiros r e s tais que ra+sa;=mde@,a,) =an,
Com efeito, da primeira igualdade (35) vem a,=a+(-g)a,,
isto é, a, € uma «combinacgfo linear com coeficientes inteiros de
a e a;» andlogamente, temos a;=a;+(-g,a,=(-ga+(1+q,q.)a,,
isto &, a; também é combinacfo linear de a e a;. Repetindo-se
éste processo chegaremos a uma relagio da forma any=ra+sas,
com 7 e s inteiros.

Exempro 2 - Determinar dois inteiros r e s tais que
r-12740+s-7260 = mdc(12740,7260) = 20.

De acbrdo com os calculos feitos no exemplo 1, temos
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20=100-2x40

40=140-100
100=1780-12x140
140 = 54 0-3%1780

5480~12740 7260,
20=100-2x40=100-2(140-100)=3x100-2x140=
=3(1780-12x140)-2x140 =3x1780-38x140 = 3x 1780~
-38(5480-3x1780)=117x1780~38x5480 =117(7260-5480)~
-38x%5480=117x7260-155x5480 = 117x7260-155(12740-7260) =
=(-155)x12740+272x 7260,
portanto, r=-155 e s=272.

Resolveremos, a titulo de aplicacdo dos resultados obtidos
nesta sec¢fo, o seguinte problema: dados trés nameros intei-
ros a, b e c, determinar todos os pares ordenados (r,y)€ZXZ
tais que ax+by=c (36).
Este problema é conhecido sob o nome de equacdo diofantina ®
do primeiro grau a duas incégnitas x e y. Indicaremos
por A o conjunto de todos os pares ordenados (xy,Yp)EZXZ
tais que axy+by,=c; todo elemento de A é chamado solucdo
inteira da equaco diofantina (36) e A ¢ denominado conjun-
to-solugdo de (36). No que se segue suporemos sempre que
u e b ndo sejam simultineamente nulos, pois, se a=b=0 o
problema acima tem solugio se, e sdmente se, c=0 e, neste
caso, A=ZXZ. Daremos, inicialmente, uma condicdo para que
o conjunté-solugﬁc A seja ndo vazio:

TEOREMA 28 - O conjunto-solugdo A da equacdo dio-
fantina (36) é nfo vazio se, e somente se, d=mdc(a,b) € um
divisor de c.

DemonsTRACAG -~ Se Az, existe um par ordenado
(X, Y ZXZ tal que axy+by, =c e desta igualdade concluimos que
d é um divisor de ¢, pois, dla e d|b. Reciprocamente, se dlc temos
c=c¢,d, com ¢, inteiro; de acdrdo com o teorema 21 existem
nimeros inteiros r e s tais que ar+bs=d, de onde vem
arep+besey =c¢,d=c, portanto, (rey,scpeA. y |

COROLARIO - Se a e b sdo primos enire si e se ¢ é
um inteiro qualquer, entfio, o conjunto-solucio da equacdo dio-
fantina ax+by=c & ndo vazio..

logo,

(*) - Ver a Nota 4 dada no fim déste Capitulo.
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Suponhamos agora que a equac8o diofantina (36) tenha
solugdo, logo, d =mde(a,b) € um divisor de ¢; pondo-se a=qa,d,
b=b,d e c=c,d, éimediato que o conjunto-solucic de (36) coin-
cide com o conjunto-solucfio da equaglo diofantina ax+by =¢,,
onde a; e b; s#o primos entre si (teorema 24). Portanto, bas-
ta limitar nossas consideracles ao casc em que a e b sfo
primos entre si.

Se (x4, € uma solucdo infeira de (38), onde mdc@,by=1

© entdo, todo par ordenado (wy+bt,y,~at), com teZ, também é

uma solucdc da mesma equacfo. Com efeito, temos

AULg+ b+ bYp—at) = axg+ by = c.
Reciprocamente, se (,,Yp) € (X3,%y) sfo solucdes inteiras da
equacdo (35), onde mdcw@,by=1 e a#0, entdo existe um nu-
mero inteirc t tal que x;=x;+bt e y;=y,-at. Com efeito,
por hipdtese, temos

axy+bys=c e ax+by,=c,

ATy~ To) = b(Yo—Yy) 37

e daqui concluimos, em virtude do teorema 25, que al®w,~y,),
logo, yo-yy=at, com teZ e entdo y,=y,~at. A iguldade (37)
pode agora ser posta sob a forma a(ri-xp=abt e como a#0,
teremos x;-ay=bt ou x;=x,+bt. Isto completa a verificacdo
da afirmacfio feita acima; notemos que chegariamos ac mesmo
resultado se tivéssemos suposto b#0 em lugar de a#0. De-
monstrdmos assim o seguinte

de onde vem,

TEOREMA 28 - Se (x,,yp ¢ uma solucdo inteira da equa~
¢do diofantina ax+by=c, com mdcw@,by=1, entdo (x,,y)=ZXZ
¢ uma solugdio da mesma equacio se, e sOmente se, existe
um namerc inteiro t tal que

Xy=Ty+bt e Yy =yg-at

O teorema acima determina o conjunto-solucio da equa-
¢do diofantina ax+by=c, no caso em que mdc(a,by=1, a par-
tir de uma solugdio particular (xg,7, da mesma equacio.

Exempro 3 - Determinar tddas as solucdes inteiras da
equaclo diofantina 1432+ 17y =132 (38).
Determinamos, inicialmente, o maximo divisor comum de 143
e 17 pelo processo das divisSes sucessivas

8 2 2
143 | 17 7 3
7 3 1
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portanto, 1=mdc(143,17) e o coroldrio do teorema 28 nos
mostra que a equacéo (38) tem solucdo. Conforme o teorema 29
basta determinar uma solucdo particular de (38), o que fare-
mos pelo processo indicado no exemplo 2. Temos
7-143-8x17
3=17-2x7
1=7-2x3,
de onde vem,
1=7-2x3=7-2(17-2x7)=5x7~2x17 =
=5(143-8x17)~-2x17=5x143-42x117,
© 143(5x132)+17(-42x132) = 132,
portanto, o par ordenado (663,-5554) & uma solucdo inteira
de (37). Qualquer outra solucdio inteira (x,y de (37) é da
forma x=660+17t e y=-55564-143t,
onde t € um inteiro arbitrario.

logo,

ExemprLo 4 - Resolver a equacdo diofantina
127402 +7260y =136.

De acérdo com o que vimos no exemplo 1, temos
mdc(12740,7260)=20 e como 201136 concluimos que esta
equacio ndo tem solugdo.

ExemprLo 5 - Resolver a equacfo diofantina

- 12740z +7260y = 60 (39).
J& sabemos que mdc(12740,7260)=20 e como 20/60 resulta’

que esta equacgdo tem solugdo. Para determinar tbdas as solu-
coes de (39) basta considerar a equacgdo diofantina

637x+363y =3 (40),
onde agora os coeficientes 637 e 363 sdo primos entre si.
Temos

1 1 3 12 1 2
637 | 363 | 274 89 7 5 2
214 8% 7 5 2 1
logo,

274=637-363

89=363-274

7=274-3x89

5=89-12x1

2=1-5

1=5-2x2,

de onde vem,
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5-2%2=5-2(7-5)=3x5-2x7=3(89-12x7)~-2x7 =
89-38x7=3x89-38(274-3x89)=117x89-38x274 =
=117(363-274)-38x274 =117x363-1556x274 =
=117x363-155(637-363) = (-155)x637+272x 363,
portanto, 637(-465)+363(816) =3, v
ou seja, (-465,816) é uma solucio inteira da equagéo (40).
Daqui resulta, conforme o teorema 29, que tddas as solugGes
inteiras (x,y), de (40), sdo dadas por
xr=-465+363t e y=816-63T¢t,
onde t é um inteiro arbitrario.

1=
=3x

ExemprLo 6 - Determinar o menor inteiro positivo que tem
para restos 1 e 8 quando dividido, respectivamente, por 1000
e 761.

Se N é o numero procurado, devemos ter N 1000x+1
e N=761y+8, logo, 1000x+(-761)y="17.

Segundo os calculos feitos abaixo os nameros 1000 e -761
sd3o primos entre si, portanto, esta equacdo tem solucdo inteira.

Temos
-1 -4 1 4 2 3 6

1000 -761 | 239 | 195 |44 |19 6 1

239 195 44 19

[=7]
[y
)

logo,

de onde vem,
1=19-3%x6=19-3(44-2x19)=7Tx19-3x44=
=7(195-4x44)-3%x44-Tx195-31x44 =
=Tx195-31(239-195)=38%195-31x239 =
=38(-761+4x%239) -31x239 =121(1000+(-761))+38(-761) =
=121x1000+159(-761);
portanto, o par ordenado (847,1113) é uma solucio da equagio
acima. A solucfio geral é dada por
x=847+761t e y=1113+84T7t,
onde t & um inteiro arbitrario, logo,
N=1000x+1=2847001+761000¢t
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e como estamos determinando o menor inteiro positive N que
satisfaz as condicGes do problema devemos escolher f=-1 e
teremos N =86001.

EXERCICIOS

46. Mostrar que mdcw@,b =mde(lal,1bl), quaisquer que sejam og
numeros inteiros a e b.

47. Mostrar que mdcwce,be) =icimdew@,b, quaisquer que sejam os
nameros inteiros a, b e c.

48. Mostrar que a operacio de méaximo divisor comum @, > mdew, b
definida sbbre N é associativa, comutativa e tem elemento neutro.
Estabelecer resultados andlogos para a operacdo (,b) > mdew,d
definida sb6bre 2Z.

49. Se ay,09,+--,4, {(n>1) s8o nUmeros inteiros ¢ se p é um
numero primo tal que piw@a,---a,), entdo existe um indice i, com
l<isn, tal que plg;.

50. Se os nimeros primos p e ¢ sdo fatdéres de um niimero in-
teiro a e se Ipl#1iql, entdo pg também é fator de a.

51. Determinar o maximo divisor comum posxtlvo d dos inteiros
a e b nos seguintes casos:

1) a=252 e b=1325;

2) a=221 e b=195;

3) a=4148 e b="7684;

4) a=-7293 e b=3640;

. 5) a=76084 e b=-63020.
Nos casos 3), 4) e 5) determinar os niuimeros inteiros 7 e s tais que
ra+sb=d. '

52. Determinar as solugdes inteiras das seguintes eqtiages diofantifias .

1 3lx+Ty=2;

2) Tx+1%y=1921;

3) 91x-221y = 1053;
4) 7469x+2387y = 308;
5) 7293x~364y = 4732.

53. Determinar (caso existam) as solug¢Bes inteiras positivas @,y
(isto é, x20 e y>0) das equacdes dicfantinas do exercicio anterior.

54. Determinar as solugles inteiras (x,y das equacles diofantinas
2) e 4) do exercicio 50, de modo que a soma X+ seja positiva e minima.

55. Exprimir o nimero 100 como soma de 2 inteiros positivos de
modo que o primeiro seja divisivel por 7 e o segundo por 11. (FEuler)

56. Determinar duas fragSes positivas que tenham 183 e 17 para

denominadores e cuja soma seja igual a g—g?,

) 57. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 186 e 27
quando dividido, respectivamente, por 39 e 58,
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58. Determinar todos os niimeros intelros positivos o e b tais que
a<20, b<20 e mdcwa,by=1.

59. Demonstrar que se a, b e ¢ s8o nimeros inteiros tals que
alb e mded,0=1, entdo mdew,c)=1.
. 60. Se x e y s8o numeros inteiros tais que 2x+3y seja um mul-
tiplo de 17, entdo 9x+5y também é um multiplo de 17.

2.4 - MINIMO MULTIPLO COMUM

Para todo inteiro ¢ indicaremos por M) (resp., M.@)
o conjunto de todos os niimeros inteiros (resp., inteiros positivos)
que sdc mualtiplos de a. Por exemplo, temos M(0)={0} e
MGED)=M1)=Z. Se a e b sio dois ntmeros inteiros, entfo
todo elemento ¢ de M@MM®) satisfaz as condicBes alc e bic;
diz-se, neste caso, que ¢ € um multiplo comum de a e b.
O conjunto M.a)MMu.b) é nio vazioc e minorado, portanto,
existe o minimo déste conjunto,- que passa a ser denominado
minimo multiplo comum de a e b e serd indicads por mmec(a,b);
éimediato que se ¢ € um muliiplo comum de a e b, entdo msicl.

TEOREMA 30 - Quaisquer que sejam os nUmeros infeiros
a e b, tem-se mdea,by-mme@,b) =labl. )

DemonsTrACAO - B evidente que basta verificar a igual-
dade acima para a>0 e b>0 e neste caso precisamos demonstrar
que dm =ab, onde d=mdc@,b) e m=mmec(a,b). Notemos que o
produto ab é multiplo de d, logo, ab=dm,, onde m; € um inteiro
positivo. Pondo-se a=q,d e b=b,d teremos ¢;bd=m,, ou seja
ab,;=m,=a,b, de onde resulta que m; € um mdltiplo comum de g e
b; portanto, ms<m,. Por outro lado, temos m=m'd e como aim
e blm teremos (g, d)l(m'd) e (b,d)llm'd), logo, ¢,im' e bylm/,
de onde vem pelo teorema 26, {a,b))Im’ e entdn (abMi(m'd),
ou seja, m;lm e, portanto, mysm. Fica assim demenstrado
que m,=m e, portanto, ab=dm.

COROLARIOC ~ Se ¢ e b sfo nimeros inteiros positivos e
primos entre si, entio mmc@,by=ab.

TEOREMA 31 - Um nérmero inteiro positive m é o minimo
multiplo comum de dois nlmeros inteiros ¢ e b se, e sdmente
se, sBo validas as seguintes condiclas

Ml: alm e bim;

M2: para todo nimero inieiro m’, se alm’ e se blm/,
entdo mlm’.
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DemonsTtracA0 - Suponhamos que m=mmc@,b) e mos-
tremos que as condigdes M1 e M2 sdo verdadeiras.

Ml. E imediata, pois, m é multiplo comum de a e b.

M2. Se m=0 temos, necessariamente, a=0 ou b=0 e
neste caso m’ também é nulo, logo, m’|m. Portanto, podemos
supor que m>0. Consideremos, entdo, um numero inteiro m’
tal que alm’ e bim’; de acbérdo com o algoritmo da divisdo, temos
m'=qgm+r, onde Osr<m e daqui resulta que r é multiplo
comum de a e b, portanto, temos r=0 e entio mlm'.

Reciprocamente, suponhamos que sejam vélidas as condigbes
M1 e M2 e indiquemos por m; o minimo multiplo comum de
a e b. Temos alm; e blm,, logo, por M2, m|m, ecomo m e'm,
séo positivos, teremos ms<m;, de onde resulta que m=m,,
pois, m é multiplo comum de a e b e m;=mmca,b). |

Notemos que o teorema acima caracteriza o minimo multiplo
comum de a e b sem utilizar a ordem definida sObre Z e
nos permitir4, entfo, estender o conceito de minimo multiplo
comum para outros tipos de anéis de integridade (ver o Capi-
tulo VII). Para que nossa exposi¢io seja uniforme colocaremos,
entdo, a seguinte

DEFINICAO 11 - Diz-se que um numero natural m é um
minimo maultiplo comum de dois nimeros inteiros a e b se, e
sOmente se, sdo validas as seguintes condicSes '

M1: alm e blm;

M2: para todo numero inteiro m’, se alm’ e se blm/,
entdo mim’.

Observemos que se a=0 ou b=0, entdo m=0 & o Unico

numero que satisfaz as condi¢Bes acima. Se a#0 e b#0 e sé-
m e m; s8o minimus multipius comuns de a e b, segundo a
definicéo acima, entdo m|m, e m,Im, logo, m, = +m (exercicio 36);
isto nos mostra que se impuzermos, na definicdo 11, a condi-
¢do m>0, entdo o unico numero inteiro m que satisfaz as con-
digdes M1 e M2 é o minimo maultiplo comum de ¢ e b como
foi definido no inicio desta seccéio.

ExemprLo 7 - Determinar o minimo multiplo comum po-
sitivo dos nimeros inteiros 486 e 288. Temos

1 1 2 5
486 | 288 | 198 | 90 | 18
198 | 90 | 18 0
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logo, mdc(486,288)=18 e pela aplicac8o do teorema 30, temos
18m = 486x288, logo, m =7488.

EXERCICIOS

61. Mostrar que mmc@,b)=mmc(lal,lbl), quaisquer que sejam os
nUmeros inteiros a e b:

62. Mostrar que a operagio de minimo miultiplo comum
@,b— mme@,b, definida sébre N, é associativa, comutativa e tem
elemento neutro. Estabelecer resultados analogos para a operacio
@,b — mmca,b) definidas sébre Z.

63. Verificar que mmcac,bo) = |clmmce@,b), quaisquer que sejam
os numeros inteiros a, b e c.

64. Determinar mmca,b), onde a e b sio os inteiros considera-
dos nas partes 1), 2) e 4) do exercicio 51.

65. Determinar todos .os inteiros positivos x e vy tais que
mmew@,y =18 e mmew,y =72,

2.5 - TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

O teorema 17 nos mostra que todo numero inteiroc n#0

e n#xl é igual a um produto de numeros primos
LOEY X R (41);
diz-se, entfo, que m estd decomposto num produto de fatbres
primos, ou, (41) é uma decomposicdo de n em fatéres primos. Se
s>1 podemos obter outras decomposi¢bes em fatbéres primos
do niimero n do seguinte modo: 1.°) mudando-se um nimero par
de fatdéres primos pelos seus opostos; 2°) alterando-se a ordem
dos fatores primos p,,p,, --,p, em (41). Por exemplo, se n =30,
temos 30=2-3-5, que é uma decomposicdo de 30 num produ-
to de fatdéres primos; a partir desta decomposi¢o obtemos as
seguintes 30 =(-2)(-3)5 =(-2)3(-5) =2(-3)(-5) e depois podemos
alterar em cada uma destas decomposicdes a ordem dos fato-
res primos; déste modo, o numero 30 pode ser decomposto
de 24 modos diferentes como um produto de numeros pri-
mos. O teorema fundamental da Aritmética nos mostra, em
resumo, que dada uma decomposi¢io de » num produto de

" fatéres primos, entfo, t0das as outras decomposicdes de n se-

rdo determinadas pelo caso 1.° ou pelo caso 2.°. Incluiremos
no enunciado déste teorema a parte de existéncia e que ja foi
vista no teorema 17. Precisamente, temos
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TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA - Todo ntme-
ro inteiro n, com n#£0 e n#+l, é igual a um produto de mi-
meros primos; além disso, se n=p,p,--P,=q,q,°"*q, sdo duas
decomposicSes de n, como produtos de fatbres primos, entdo
s=t e usando-se uma notacdic conveniente temos p; =+q;, pa-
ra i=1,2,.-,8 .

Drmonstracao - S6 falta demonstrar a segunda parte do
teorema acima, o que faremos por induc8o finita sbbre s. Se
s=1, temos P1=q;,q,°+°Q; € como p, é primo teremos neces-
sariamente t=1 e entdo p,=gq,. Suponhamos que s>1 e que a
segunda parte do teorema acima seja verdadeira para s-1. De

N=PPyPs = "Gy

resulta que p, é um divisor do produto qlqzmqt, portanto p,
é um divisor de um dos fatéres g; (ver o exercicioc 49); usan~

do-se uma notagfio’ conveniente podemos supor que p,lg,, lo-.

80, p,==q,, pois, p, e q, sdo nimeros primos. Consideremos,
entdo, ¢ namero inteiro n'=nlp,; temos n'#0 e n'#zxl e

W= PyPgee Py = (5G4 Gy,
portanto, de acdrdo com a hipbtese de inducfo, teremos
s-1=1-1, logo, s=t, e, usando-se uma notacdo conveniente,
Pe=%0,, Py==x(gy, -, Dg==2G;.
Em resumo, demonstramos que s=t e P, =*q;, para i=1,2,... s,
ou seja, a segunda parte do teorema fundamental da Aritmé-
tica & verdadeira. |

Daremos, a seguir, uma outra demonstracio, devida a Zer- -

melo (1871-1956), da segunda parte do teorema fundamental da
Aritmética, demonstragio esta que ndo utiliza os resultados
estabelecidos sGbre maximo divisor comum e nmeros primos
entre si.

O corolario 1 do teorema 17 nos mostra que todo nime-
ro inteiro n>1 € igual a um produto de nimeros primos po-
sitivos: n=pp,---p;; se n=q,q,---q, ¢ uma outra decomposicio
de n em fatéres primos, diremos que a primeira decomposi-
cdo & distinta da segunda se, e sOmente se, existe um fator
p; (1<i<s) tal que p;#q;, para j=1,2,--.,t. Consideremos, en-
tdo, o conjunto § de todos os nimeros inteiros n tais que:
n>1 e n admite decomposi¢cdes distintas como produtos de
fatéres primos (positivos). A segunda parte do teorema funda-
mental da Aritmética estard demonstrada se provarmos que S é
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vazio. Suponhamos, por absurdo, que S ndoc seja vazio; de
acbrdo com o principio do menor inteiro, S tem um minimo
n. Temos n>1 e n admite pelo menos duas decomp051goes
distintas em fatdres primos positivos

n:pipzu.pszgtqzwoqs’
logo, existe um p; (l<iss) tal que p;#4q;, para §=1,2,--4,t,
onde podemos escolher a notacio de modo que

PiSPySer <P, € QSQuEiee€g,.

E imediato que s>1 e t>1 e vamos mostrar que p,#q,. Com
efeito, se p;=g,, 0 ntmero inteiro

N=DyPy0 By = Qs+ G

¢ estritamente maior do que 1 e admife duas decomposicdes
distintas como produto de fatéres primos positivos, logo, n'&S;
isto é absurdo, pois, n'<n e n=minS. Suponhamos que p,<q,
(se g,<p, a demonstraciio é completamente analoga a que de-
senvolveremos abaixo). Consideremos, entdo, o nimero inteiro

m=n-(P,Gy°dy;

m=(q~D)G g, (42)
m:pl('pz.“ps-«qz...qt) (43)
Da igualdade (42) concluimos que O<m<n, pois, 1<q,~-p,<q,,
logo, meS. Portanto, m nfo admite decomposi¢bes distintas
como produtos de fatdres primos positivos; ora, conforme (43),
p, ¢ um fator primo positivo de m, logo, p, também compa-
rece na decomposicio do segundo membro de (42) e como
p;<Q;, para j=2,---,1, concluimos que p,|(g,-p,, de onde vem,
p,lg; e chegamos assim a uma contradi¢do, pois, ¢; € primo e
1<p,<gq,. Portanto, o conjunto S & vazio e com isto fica ter-
minada a demonstracio. )

temos

e

COROLARIO - Todo nUmero inteiro, estritamente maior
do que 1, pode ser representado de modo Unico (2 menos da
ordem dos fatdres) como um produto de nimeros primos po-
sitivos. ‘

' Seja a um ntmero inteiro; se a>1, existem numeros
positivos q,,q,,>+*,q, (tz1) tais que a=q,q,---g, e nesta decom-
posicio os fatéres primos ndo sfo, necessariamente, distintos
dois a dois. Indiquemos por s o nimero de elementos do con-
junto {ql’qu'”fqt} e representemos éste conjunto por {p,,p,,*** P>
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onde cada p, € um numero primo positivo e p;#Pp; se i#]
(i,j=1,2,---,s). Com estas notacdes, temos
[ QL (3
= pApsz...pls (44),
onde &;>1 e a+a,+---+a =t. Se :
— 1y Oy O ‘o,
a~pl 1p2 1...pT r
¢ uma decomposicdo do mesmo numerc a, onde cada p; é
um ndmero primo positivo, cada «; € um nuUmero inteiro »1
e p;#p; se i#j (i,j=1,2,-.-,7), entdo, o teorema fundamental
da Aritmética nos mostra que s=7, p;=p, para i=1,2,---,s
(usando-se uma notacfio conveniente) e a;=¢«; para i=1,2,.-.,s.
Seja b um outro inteiro, com b>1; usando-se uma nota-
¢do conveniente (tanto para a como para b) podemos escrever
b=pfipfe...pls (45),

onde temos, em (44) e em (45), ;>0 e B;>0, para i=1,2,-.-,s.
De (44) e (45) resulta, imediatamente, que bla se, e sdOmente
se, ai<f;, para, i=1,2,...,s.

Pondo-se 0;=min{a,fi}, para i=1,2,-..,s, é facil verificar

que o numero inteiro
d=p91pgz,.. gs
¢ o maximo divisor comum positivo de a e b. analogamen-
te, se wi=maxi{a;, B}, para i=1,2,.--,5, o nimero inteiro
m=piip}2..-pls
é¢ o minimo multiplo comum positivo de a e b. Obtivemos
assim as regras usuais para a determinacio do méaximo divi-

sor comum e do minimo multiplo comum de a e b, a partir das
decomposicdes déstes inteiros em fatbéres primos positivos.

EXERCICIOS

66. Determinar a decomposicdo em fatéres primos positives dos
seguintes nimeros inteiros: 360, 8128, 15625 e 33550336. )

67. Determinar todos os fatores positivos do nlimero a = p’;lp;‘Z...pg‘s
onde p;,Dy,:+-, Py 880 nimeros primos positivos, distintos dois a dois, e
a;21 para i=1,2,.--,s.

68. Demonstrar que se a e b sfo nimeros positivos e primos en-

tre si e se ab=n2, onde n>1, entdo a e b sdo quadrados de nameros
inteiros.

145

2.6 - CONGRUENCIAS.

DEFINICAO 12 - Sejam a, b e m trés numeros inteiros;
diz-se que a é congruente ¢ b mddulo m se, e sdmente se,
m é um divisor da diferenca a-b.

Usaremos a notacdo a=b (mod.m) para indicar que «
é congruente a b mdédulo m; a notacio azxb (mod.m) sig-
nifica que ¢ nfo & congruente a b moddule m.

Exsmpro 8 - Temos 16%-4 (mod. 10), pois, 16-(-4)=20
é um multiplo de 10; por ouiro lado, 16=1 {(mod. 10), pois,
16-1=15 nfo é um multiplo de 10.

Exemrro 9 - Observemos que a=b {(mod.0) se, e so-
mente se, a=>b; por causa disto costuma-se excluir o caso em
que o mbddulo m é nulo.

Exempro 10 - Notemos que a=b (mod.m) se, e sdmente
se, a=b (mod.-m); por causa disto costuma-se considerar
somente o caso em que o médulo m é positive €, portanto,
m>0 (exemplo anterior).

A relacdo «a é congruente a b mddulo m», que esta
sendo indicada por a=b (mod.m) é denominada congruéncia
moédulo m sbébre Z ou, simplesmente, congruéncia quando o
moédulo m esta fixado.

TEOREMA 32 - A congruéncia médulo m, sbbre o conjunto
Z dos numeros inteiros, ¢ uma relacio de equivaléncia que é
compativel com a adicdio e com a multiplicaco.

Demonstracio - Precisamos verificar as condicdes Ei,
E2 e E3 da definicdo de relacfio de equivaléncia (ver a defi-
nicdo 6 do §2.3 do Capitulo I) e as condicBes CA e CM que
serdo enunciadas abaixo.

El: Para todo namero inteiro a, temos aza (mod.m),
pois, a-a=0-m.

E2: Sejam a e b dois numeros inteiros quaisquer e su-
ponhamos que a=b (mod. m), logo, existe geZ tal que a-b=qgm;
daqui resulta b-a=(gm, portanto, b=a {mod. m).

E3: Sejam a, b e c¢ trés inteiros quaisquer e suponhamos
que a=b (mod.m) e b=c (mod.m), logo, existemn inteiros
g, e g, tais que a-b=gm, e b-c=qg,m, de onde vem,

a-c=(@-by~b-c)=(Q;-gym;
portanto, a=c¢ (mod. m),
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CA: Quaisquer que sejam 08 niimeros inteiros a, bec,
se a=b (mod. m), entdo a+c=b+c (mod. m). Com efeito, por
hip6tese, existe um numero inteiro g tal que a-b=qm e en-
tdo (@+o)-(b+c)=a-b=gm; portanto, a+c=b+c (mod.m).

CM: Quaisquer que sejam os numeros inteiros a, b e ¢,
se a=b (mod. m), entio ac=bc (mod. m). Com efeit~0,
por hipétese, existe um inteiro g tal que a-b=gm e entdo
ac-be = @-byc=(@mic =(@cym; portanto, ac=bc (mod.m).

COROLARIO 1 - Se a, b e ¢ sfo numeros inteiros quais-
quer e se a=b (mod.m) e c=d (mod. m}, entdoc a+c=b+d
(mod.m) e ac=bd (mod. m) (principios da soma e do produto

de congruéncias moédulo m).
E uma conseqiiéncia imediata de CA, CM e E3. Por

inducdo finita sébre o numero natural n pode-se demonstrar,
a partir do corolario anterior, o seguinte

COROLARIO 2 - Se (@icien © (Di)isien sio duas familias
qualsquer de numeros inteiros e se ai=b; (mod.m) para
i=1,2,---,n, entio

n 3
0= sz {(mod.m) e H = H b; (mod. m).
3=1 1=1 i=1

Em particular, tem-se o

COROLARIO 3.Se a=b {mod. m), entdo a®=b" (mod.m),
para todo nimero natural n.

No que se segue suporemos, sem perda de generahdade
(em virtude dos exemplos 9 e 10), que o modulo m seja es-
tritamente positivo. ‘

TEOREMA 33 - Dois niimeros inteiros a e b sfo congru-
entes médulo m se, e sdmente se, ¢ e b tém o mesmo resto
guando divididos por m.

DeMonsTRACAC - Suponhamos que a=b (mod. m}, . lggc,
a-b=gm com qeZ, e seja r o resto da divisdo euclidiana
de b por m, logo, b=gm+r, onde 0<r<m; neste caso, temos
a=qgm+b=(g+q)ym+r, portanto, conforme o teorema 19, r éo
resto da divisio euclidiana de a por m. Reciprocamente, de
a=qgm+r, e b=q,m+7, onde 0sr<m, resulta a-b=(g,~-g,m,
logo, a=b (mod.m).

COROLARIO - Todo inteiro a é congruente médulo m a
um e somente um dos inteiros 0,1,2,.--,m-1.
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Com efeito, basta observar que i=j (mod.m), para
4,j=0,1,--;m~1 e i#j e que a=r (mod.m), onde r é o resto
da divisdo euclidiana de a por m. N

Exempro 11 - Determinar o resto da divisio de 372 por 17.

Temos 37=3 (mod. 17), 372=9 (mod.17), 37*=81=13
(mod.17) e 378=169=16 (mod.17), logo,

373=3.13.16=5-16=80=12 (mod. 17)
portanto, o resto da divisio de 37" por 17 é igual a 12.

Exempro 12 - Mostrar que o nimero Fermat Fy=2®+1
é divisivel por 641. (Euler)

Com efeito, temos 22=4, 2%=16, 28=256, 26-65536=154
(mod. 641), 232= 1542= 23716 =840 (mod. 641), logo, 2%2+1=641=0
(mod. 641), isto & 641|F,.

Exempro 13 - Mostrar que o namero de Mersenne
Mgz =2%-1 ¢ divisivel por 167.

Temos 2?=4, 24=16, 2°=256 =89 (mod. 167), 218=7921=172"
(mod. 167), 2%=5184=7 (mod.167), 2%=49 (rhod.167), logo,
2%=204.216.23=49.72.8=21-8=168=1 (mod. 167), de onde
vem 167!M33

Para todo nGmero inteiro a, colocaremos

g={xeZ | x=a (mod. m)},
logo, @ & a classe de equivaléncia determinada por a segundo
a relacdo de congruéncia médulo m; diremos, neste caso, que
@ ¢ a classe equivaléncia médulo m determinada pelo inteiro a,
ou, que @ ¢ a classe de restos médulo m determinada pelo
inteiro a. O conjunto quociente de 2Z pela relacdo de con-
gruéncia moédulo m serd indicado por Z,,; portanto, Z, & o
conjunto de tbdas as classes de equivaléncia médule m.
Lembremos que Z,, é uma particio de Z e que @=b se, e
somente se, a=b (mod.m). O corolario do tecrema 33 nos
mostra gue as classes de restos 6,?,--»,%«?}_ sfo distintas duas
a duas e, além disso, se @ ¢ uma classe de restos médulo m,
entdo existe um inteiro r, com Os<rem-1, tal que @=7; por-

tanto, temos Zm:{ﬁ,l—,é?,m,m}“

Exempro 14 - Para m=2 56 temos duas classes de res-
tos médulo 2: 0 e 1; a primeira é formada por todos os intei-
ros pares e a segunda por todos os inteiros impares:

0={-,-6,-4,-2,0,2,4 6 so}

1= {o~3 -1,1,3,5,-
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Temos 0M1=0Q, 0U1=Z e Z,=1{0,1}.

Exempro 15 -~ Tomando-se m=5 e observando-se que o
resto da divisio de um inteiro por 5 sé pode assumir um dos
valores 0,1, 2, 3 e 4, temos )

z,-10,1,2,3,9, o
onde inj=0 se i#j (0<i,j<4) e Z=0UTU2U3U4; além
disso, i (0<i<4) é o conjunto de todos os inteiros x que tém
i para resto quando divididos por 5.

A lei do cancelamento da multiplicacdo néo &, em geral,
verdadeira para as congruéncias; por exemplo, temos 4-8=4:5
(mod.12) e no entanto 8=5 (mod.12). Para ver em que con-
di¢Bes é possivel efetuar éste cancelamento demonstraremos ¢
seguinte 7

TEOREMA 34 - Se a, b e ¢ sdo nameros inteiros tais
que ac=bc (mod.m) e se d =mdcic,m), entdo a=b (mod. my),
onde m=m,d.

DemonstracA0 - Por hipbtese temos ab-bc=gm, onde
g é um numero inteiro; por outro lado, d é um divisor de c,
logo, c=c,d e entdo ac,—bc; = (@-bic, =qmy. Daqui resulta que

m, é um divisor do produto (@a-b, e como m; € ¢; Sa0.

primos entre si (teorema 24), teremos, conforme o teorema 25,
m,l@-b), portanto, a=b (mod.m). |

COROLARIO 1 - Se a, b e ¢ siio nUmeros inteiros tais
que ac=bc (mod. m) e se ¢ e m sdo primos entre si, entdo
a=b (mod.m).

fste corolario nos mostra de que a lei do cancelamento
é estendida para congruéncias: podemos cancelar os fatbres
que sfo primos com O moédulo. Como caso particular do co-
rolario acima, temos

COROLARIO 2 - ac=bc (mod.p), onde p € um namero
primo, e se plc, entdo a=b (mod.p).

EXERCICIOS

69. Mostrar que o numero 2’71953»1088"?8~1—1()1528 é divisivel por
26460.
70, Determirar o resto da divisio por 7 do seguinte numero
1()194_.10‘102)4.10‘103)+..»+10‘19’°h
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71, Determinar o dltimo algarismo de cada um dos seguintes na-

mMeros 9 & 7(77)‘
72. Calcular os dois Gltimos algarismos do nGmero
71000

7(

73. Mostrar que ¢ numero 3%%-2" & divisivel por 35, para todo
ntmero natural =.

74. Mostrar que o ntmero 222255%%15555%22% ¢ divisivel por 231.

75. Verificar que o nimero de Mersenne Mm:zm- 1 é divisi-
vel por 1823. ’

76. Mostrar que 08 numeros 1,2,32,---,316 formam um sistema
de representantes das classes de resto médulo 17.

77. Determinar o resto da divisfo de 14204304+ +(10'0) por 24.

78. Mostrar que todo ndmero inteiro é congruente médulo 11 a um
e sdmente um dos seguintes nGmeros iInteiros 121, 7, -1321, 8, 9, 15,
1334, 126, -20, -10 e -115.

79. Demonstrar que todo nimero primo impar é de uma das se-
guintes formas 4n-1 ou 4n+1, onde n ¢é um namero inteiro.

80. Mostrar que se m>4 é composto, entio (m-1)l=0 (mod.m).

81. Seja N um numere natural estritamente maior do que 1 e seja
N=agg,---a,0, sua representacfo do sistema decimal. Verificar que
valem os seguintes critérios de divisibilidade:

a) 2|N se, e somente se, a, € par;

b) 3IN se, e somente se, ag+ag,+---+a,+a;, €& divisivel por 3-
¢) 5IN se, e somente se, aq;=0 ou ¢3=5

d) 9|N se, e somente se, ag+ag +---+a;+a, ¢é divisivel por 9;

e) 11|N se, e sOomente se, ao—a1+a2-a3+---+(—1)3as é divisivel
por 11.

82. Representando o nimero N, do exercicio anterior, no sistema
de base 1000, deduzir critérios de divisibilidade por 7 e por 13.

2.7 - CONGRUENCIAS LINEARES

Consideremos o seguinte problema: dados dois niimeros in-
teiros @ e b e um nUmero inteiro ndo nulo m, deferminar todos

“o0s numeros inteifos x tais que ax=b (mod.m). Tal problema

é conhecido sob o nome de congruéncia do primeiro grau mé-
dulo m ou congruéncia linear médulo m. Evidentemente podere-
mos supor que o moédulo m seja estritamente positivo e em
tudo o que se segue esta hip6tese estard sempre subentendida.

Consideremos, entdo, a congruéncia linear médulo m
ax=b (mod.m) (46),
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onde m>0. Diz-se que um inteiro x, ¢ uma solucdo de (46)
se, ¢ soOmente se, axy=b (mod.m). O conjunto de todos os
nOmeros inteiros que satisfazem esta condicdo é denominado
conjunto-solugdo da congruéncia linear (46).

Se ax € uma solucdo da congruéncia (46), temos
axy+(-m)yq=b, com ¢ inteiro, logo, a equac8o diofantina
ax+(-myy=>b admite o par ordenado (xy,qQ) como solugdo; re-
ciprocamente, se esta equacfo diofantina tem soluglo, é ime-
diato que a congruéncia (46) também tem solugdo. Portanto,
conforme o teorema 27, temos o seguinte

TEOREMA 35 - A congruéncia linear (46) tem solucdo se,
e soOmente se, mdc@,m) é divisor de b.

Suponhamos que a congruéncia linear (46) tenha solugio
xo e indiquemos por A seu conjunto-solucdo. E imediato que
se x; é um inteiro qualquer tal que x;=x, (mod.m), entdo x,
também é solucio da congruéncia (46), isto é, todos os nameros
inteiros pertencentes a classe de restos moédulo m determina-
do por x, sdo solucdes da congruéncia (46), ou seja TycA.
Vamos completar éste resultado demonstrando o seguinte

TEOREMA 36 - Se a congruéncia linear (46) tem solugdo
xy, entdo o conjunto-solucdo A desta congruénciaAé igual a
reunifio de d classes de restos médulo m e disjuntas duas a duas
A=TgUT, V- Uy,
onde x;=xy+im,; para i=1,2,...,d~1, d=mdc@,m) e m=m,d.
DemonsTrRACAO - Pondo-se a=a;d, temos
axi=axy+igym=ax,=b (mod.m),
portanto x; é solugdo de (46) para i=1,2,.--,d-1, de onde vem,
TyWUT, U UL < A. Por outro lado, se x'€Z é uma solucio
de (46), existe y,=Z tal que ax'+(-m)y,=b; pondo-se b=bd,
temos a,x’+(-m;)y,=b,, portanto, conforme o teorema 29,
existe um niimero inteiro t tal que «x'=xy-myt e indicando-se
por ¢ o resto da divisSc euclidiana de -t por d teremos
t=i+sd (s=Z) e entio
&X'= 2o+ my i+ sd) = Lo+ im, +sm = xp+im, (mod. m),
ou seja T’ =%;. Fica assim demonstrado que AcT,UT,U---UT,,,
portanto, vale a igualdade A=ZX,UZT,U---UT,,. Finalmente,
falta demonstrar que as classes de restos Ty, T,---, %4, s80
disjuntas duas a duas; ora, de Tiﬁfﬁ@, onde 0Osj<isd~1,
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resulta z,=ux, (mod.m), de onde vem (i-jym;=0 (mod.m),
logo, dl@~j e isto é absurdo, pois, 0<i-j<d. |

COROLARIO 1 - Se ¢ e m s8o primos entre si, entfo
a congruéncia linear (46) admite uma solugio x, e, além disso,
seu conjunto-soluciio é a classe de restos T, moédulo m.

Por causa déste resultado, diz-se que a congruéncia linear
{(46) tem uma unica soluciio médulo m.
Como caso particular do corolario 1, temos o

@

COROLARIO 2 - Se p é um numerc primo e se pla
(asZ), entdo, para todo nimero inteiro b a congruéncia linear
ar=b (mod.p) tem uma soluciic x, e seu conjunto-solucio é a
classe de restos T, moédulo p.

Consideremos, novamente, a congruéncia linear (46) e
suponhamos que d=mdc(,m) seja um divisor de b, logo,
esta congruéncia tem uma soluclo xyeZ, portanto, ax,=b
(mdc.m), de onde vem, de acdrdo com o teorema 34, a,x,=b,
(mod. m,), ou seja, x, também é solucdo da congruéncia linear

' a;x =b; (mod. m,) (47).
Fica assim demonstrado 'que téda solugio de (46) também é
solucdo de (47). Por outro lado, se z,&Z ¢é uma solucdo qual-
quer de (47), temos a,;zy=b,+tm,, com teZ, de onde vem,
a,dzp=byd+tmyd, ou, azy=b+tm entdo az;=b (mod.m), ou seja,
zy € solucdo da congruéncia linear (46). Em resumo, as con-
gruéncias lineares (46) e (47) tém o mesmo conjunto-solucdo,
desde que d=mdc(@,m) seja um divisor de b. Daqui resulta,
conforme.o corolario 1 do teorema 37, aplicado a congruén-
cia (47), que o conjunto-solucio de (46) é a classe de restos
T, moédulo m; e, em particular, temos
‘ _ To=TpUT I UTg,,
onde x;=x,+im, para i=1,2,-.-,d-1. Portanto, podemos di-
zer que a congruéncia linear (46) tem d solucdes nio con-
gruentes duas a duas médulo m ou . que tem uma Unica solu-
¢do moédulo m,. Conforme o problema que se considera ha
necessidade de distinguir estas duas formulacdes do conjunto-
solucfio da congruéncia linear (486).

Quando o moédulo m é pequeno pode-se verificar por
tentativas se a congruéncia linear (46) tem ou nfo tem solu-
cdo experimentando quais dos nGmeros 0,1,-..,m-1 satisfazem
aquela congruéncia. Este processo deve ser substituido pelo
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processo de resolugio de equacfes diofantinas quando o médu-
lo m é grande. Os exemplos abaixo esclarecem melhor éstes
métodos.

ExempLo 16 - Resolver a congruéncia 5x=6 (mod. 12).

Como 5 e 12 sfo primos entre si, esta congruéncia tem
uma unica solucdio médulo 12 (corolario 1 do teorema 36). Por
tentativas, temos 5-0=0,5-1=5, 5.2=10, 5:3=15=3 (mod. 12),
5.4=20=8(mod.12),5.-5=25=1 {mod. 12), 5.6 =30 =6 (mod. 12},
portanto, 6 é uma solucdo da congruéncia acima e seu con-
junto-solucdo é a classe de restos 6§ modulo 12,

Exempro 17 ~ Resolver a congruéncia linear

315x =12 (mod. 501) (48).

Temos 1 1 1 2 | 3 1 4
501 | 315|186 | 129 | 57 | 15 | 12 | 3
186129 | 57 | 15 | 12| 3 | ©

logo, mdc(315,501)=3 e como 3/12 a congruéncia acima tem
solucdo. Para determinar uma solucdo resolveremos a equacio
diofantina 315x-501y=12. Temos
3=15-12=15-(57-3x12)=4x15-57=4(129-2x57)~57 =
=4x129-9x57=4x129-9(186-129)=13x129-9x186 =
=13(315~186)-9%186=13x315-22x 186 = 13x315-22(501-315) =
=315x35-501x22,

315%140-501x88=12;

logo,

portanto, x,=140 é uma solucdo da congruéncia (48). Confor-

me o teorema 36 o conjunto-solucdo desta congruéncia é
ToUT, Uy, onde x; = Xy+im, = 140+4-167 para i=1,2, logo x, =307
e x,=474; portanto, o conjunto-solucdo da congruéncia linear
(48) é a reunido das classes de restos modulo 501: 140, 307 e 474,
Também podemos resolver a congriéncia (48) do seguinte modo:
conforme os calculos acima sabemos que mdc(501,315)=3
é um divisor de 12, portanto, basta resolver a congruéncia

105r=4 mod. 167. '
Ja sabemos que 140 é uma solucdo desta congruéncia, logo,
seu conjunto-solucio, que coincide com o conjunto-solucdo de
(48), é a classe de restos médulo 167 determinada por 140, ou
seja, a solucdo geral de (48) é

x=140+167¢,

onde t é um inteiro arbitrario.
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Exsmrro 18 - Resolver a congruéncia 315x =20 (mod 501).
Temos mde(501,315)=3 e 3120; portanto, de acérdo com
o teorema 35, esta congruéncia nfo tem solucdo.
Exemrro 19 - Resolver a congruéncia
1164x =60 (mod. 3684) (49).

Determinaremos, inicialmente, o maximo divisor comum
de 3684 e 1164 pelo processo das divisOes sucessivas

3 6 16
3684 1164 192 | 12
192 12 0

e como 12160, a congruéncia acima tem 12 solu¢des moédulo 3684
ou entdo tem uma Unica solugdo moédulo 307. O conjunto-solu-
¢do de (49) & o mesmo que o conjunto-solugio da congruéncia

97x =5 (mod. 307) ~ (50)
e basta entdo determinar uma solucdo da equagdo diofantina
97x-307Ty=5 (51).
Temos
3 6
307 | 97 | 16
16 1
logo,

1=97-6x16=97-6(307-3x97)=97x19-307x6,
portanto, (95,30) é uma solugio da equacdo diofantina (51).
Daqui resulta que 95 é uma solugdo da congruéncia (50) e,
portanto, a solu¢do geral de (49) é dada por
x=95+307t,

onde t é um inteiro arbitrario. Para determinar as solucdes
de (49) modulo 3684 basta atribuir a t os valores 0,1,2,.--,11
e, neste caso, o conjunto-solugdo de (49) é a reunifo das se-

1630, 1937, 2244, 2551, 2858 e 3165.
Estudaremos a seguir a resolugio de um sistema de duas
congruéncias na mesma incognita x
a,x=b; (mod.m,), a,x=b, (mod.m,) (52),
onde suporemos m;>0 e m,>0. Indicando-se por A4; o con-
junto solucfo da primeira congruéncia e por A, o conjunto-
solucdo da segunda, é imediato que A4;MA, é o conjunto-so-
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lucdo do sistema (52). Suporemos que A4;#9® (i=1,2), logo,
di=mdc(a;,mp € um divisor de b;; pondo-se m;=midi, a;=aid,
e bi=bid; (i=1,2), resulta que A,MA, é o conjunto-solucio
do seguinte sistema de congruéncias

ayx=b; (mod. mY) ayr=b, (mod. my) (53),
onde mde(ai,mi)=1 para i=1,2. Se x, (resp., x,) é uma so-
lucdo da primeira (resp., segunda) congruéncia (53), entdo
reAMA, se, e sdmente se,

x=x, (mod.my), x=x, (mod.mj) (54).
Portanto, a resolugio do sistema de congruéncia (52), com as
hipbteses A, 20 e A,#®, reduz-se & resclucdo do sistema
(54), problema éste que consideraremos a seguir e que sera
reformulado do seguinte modo: dados quatro niimeros inteiros
a;, a,, m; e m, com m,>0, e m,>0, determinar todos os inteiros
x tais que

x=a, (mod.m;), x=a, (mod.m,) (55).

Inicialmente notemos a seguinte propriedade das con-

gruéncias

LEMA - Sejam a, b, m; e m, numeros inteiros;, tem-se
a=b (mod.m;) e a=b (mod. m,), se e sOmente se, a=b (mod.m),
onde m=mmc{m,;,m,).

Com efeito, de a=b (mod. my) para i=1,2, resulta, m,l@-b
e myla-b), logo, mlwa-b), ou seja, a=b (mod.m}). Recipro-
camente, de a=b (mod.m) resulta, imediatamente, que
a=b (mod.m;) para i=1,2, pols, mylm e mylm.

Demonstraremos a seguir um teorema que nos da uma
condicic para que o sistema de congruéncias (55) tenha solu-
¢d0 e ao mesmo tempo determinari seu conjunto-solucdo:

TEOREMA 37 - O sistemna de congruéncias lineares (55)
tem soluclo x, se, e somente se, d=mdcimn,,my & um divisor
de a;-a,; neste caso, seu conjunto-solucdo & a classe de res-
tos Ty modulo m=mmcim,,my).

DemonstracAe - Indiquemos por 4, (resp., 4,) o conjun-
to-solucdo da primeira (resp., segunda) congruéncia linear (55).
Suponhamos que A MNA,#®, ou seja, que o sistema {55)
admita uma solucfio xy, logo, xy=q, (mod. m}) e x,=a, (mod. m,).
portanto, xy=a,+t,;m; e xy=a,+t;m,, onde t, e t, sdo nhGme-
ros inteiros; daqui resulta t,m;+(-ty)m,=a,~a,, de onde conclui-
mos imediatamente que d é um divisor da diferenca a,-a,;

1558

Reciprocamente, suponhamos qué d seja um divisor de a,-a,;
neste caso, o teorema 27 nos mosira que existe um par orde-
nado (Y,,2y, de nameros inteiros, tal que m y,+(-My)2Ze=ay—0;4
e daqui resulta a;+m,Y,=0,+My2, € como éste nimero perten-
ce tanto a A, como a A, temos A,MA,s@. Finalmente, su-
ponhamos que x,&Z seja uma solucfo do sistema (55), logo,

xp=a;, (mod.m;) e xy=a, (mod. my) (56).
Se x é um elemento qualquer de A,MA4,, temos x=qg; (mod. m,)
para i=1,2, logo, em virtude de (56), teremos x=x, (mod. m,)
para i=1,2; neste caso, o lema acima nos mosira que
x=x, (mod.m), onde m=mmcim,,m,; portanto, A,;MA,CT,.
Reciprocamente, se x&T,, temos x=x, (mod.m) e daqui re-
sulta, pela aplicacio do lema acima, que x=ux, (mod.m; para
i=1,2, ou seja, x€A,MA, e entdo T,cA;MA,. ' i

COROLARIO - Se m; e m, sfo dois numeros inteiros
estritamente positivos e primos entre si, entdo o sistema de
congruéncias (55) tem uma solucdo x,; além disso, o conjun-
to-solucdo déste sistema é a classe de restos médulo mym,
determinada por xg.

O coroldrio acima pode ser estendido, facilmente, para
um sistema de congruéncias da forma
~ x=a;(mod.m;) i=1,2,--0,8 (57,
onde m;>0 para i=1,2,-..,5 e mdc(m;,mp=1 se i#j (1<i,j<s).
Indicando-se por A; o conjunto-solugdo da congruéneia x=a;
(mod.m;), entdo o conjunto-solucio do sistema (57) é
A=A NA,MN---MA;; demonstra-se que A ¢é ndo vazio e se
x, € um elemento qualquer de A, entdo A é igual a clas-
se de restos médulo mym,---m, determinada por x,. Deixa-
remos a demonstragio déste resultado, que é feita por inducgéo
finita sbbre s, a cargo do leitor.
Exempro 20 - Resolver o sistema de congruéncias lineares
x=15(mod.12), x=7 (mod.17).
Conforme o corolario acima éste sistema tem solucfo x,
e a classe de restos T, moédulo 12x17=204 é seu conjunto-
solucfo. Para determinar uma solucfo particular x, procede-
remos do seguinte modo: a solugéo geral da primeira congruén-
cia & x=5+12t, com t inteiro, e devemos ter 5+12t=7 (mod. 17),
ou, 6t=1 (mod. 17). Pelo processo das tentativas temos que 3 é
uma solucdo desta ltima congruéncia, portanto xy=5+12x3 =41
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¢ uma solugfio particular do sistema dado; sua solucdo geral é
T =41+204y,
onde y & um inteiro arbitrario.

Exsmpro 21 - Resolver o sistema de congruéncias lineares
3152 =12 (mod. 501), 1164x =60 (mod. 3684) (58).
Conforme o exemplo 17 a primeira congruéncia tem solucéo,
pois, mdc(315,501) =3 e 3/12; de acérdo com o exemplo 19 a se-
gunda congruéncia também tem solucso, pois, mdc(3684,1164)=12
e 12160. Para mostrar que o sistema acima tem solucio pre-
cisamos verificar que o maximo divisor comum de 3684 e 501
€ um divisor de 60-12=48 (teorema 37); ora, temos

7 2 1 4 1 9
3684 | 501 | 177 | 147 | 30 | 27 3
177 | 147 30 27 3 0

e de fato 3/48. Para resolver o sistema (58) vamos reduzi-le,
inicialmente, a forma (55). De acérdo com os exemplos 17 e
19, o sistema (58) pode ser substituido pelo seguinte

x =140 (mod. 167), =95 (mod. 307) (59)
e como mdc(167,307) =1 resulta, em virtude do corolario do
teorema 37, que éste sistema tem uma solugio x, e seu con-
junto-solucdo é a classe de restos médulo 167x307 =51269
determinada por x,. Portanto, s6 falta determinar uma solu-
¢do particular x; de (59), o que faremos utilizando o método
empregado no exemplo anterior. A solugdo geral da primieira

congruéncia (59) é x=140+167t, onde t é um inteiro arbitra-

rio, e devemos ter 140+167¢t =95 (mod. 307), ou,
167¢ = 262 (mod. 307) (60),
portanto, precisamos resolver a equacio diofantina '
167t-307u = 262.

Temos
1 1 5 5 2
307 | 167 140 27 5 2
140 | 27 5 | 2 1
logo,

1=5-2x2=5-2(27-5%5) = 11x5-2x27 = 11(140~5x 27)- 2% 27 =
=11x140-57x27 = 11x140-57(167-140) = 68x 140-57x 167 =
=68(307-167)-57x 167 = 68%307-125x 167
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de onde vem
167(-125%262)-307(-68%262) = 262,

logo, -125%262=-32750 é uma solucfo da congruéncia (60) e

- como -32750=99 (mod. 307) resulta que t,=99 é solugdo de

(60); portanto xy=140+167x99=16673 & uma solucio do sis-
tema (59). Em resumo, o conjunto-solucdo do sistema de con-

gruéncias (58) é a classe de restos 16673 modulo 51269; por-

tanto, a solucdo geral de (58) é
x=16673+51269t,
onde t é um inteiro arbitrario.

EXERCICIOS

83. Resolver as seguintes congruéncias lineares

a) Tx =5 (mod. 12);

by 252x =312 (mod. 1325);

¢) 63020x =276 (mod. 76084);

d) 3640x =91 (mod. 7293);

e) 512x =130 (mod. 31250).

84. Determinar o menor inteiro positivo x tal que

1296x = 1105 (mod. 2413).

85. Resolver os seguintes sistemas de congruéncias lineares

a) x=3(mod. 7, x=2 (mod. 9);

b) 6x =5 (mod. 11), 5x =6 (mod.7), x=6 (mod.13);

¢) 7x=5 (mod. 12), 252x =312 (mod. 1325).

86. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2,
3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 3, 5 e 7 (Sun-Tse, I século).

87. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1,
4, 2, 9 e 3 quando dividido, respectivamente, por 3, 5, 7, 11 e 13.

88. Determinar a solucdo geral do seguinte sistema de congruén-
clas x=b, (mod.25), x=b, (mod.27), x=by(mod.59), onde by, b, e by
sdc numeros inteiros dados.

89. Resolver os seguintes sistemas de congruéncias

a) 5x=1 (mod.6), 3x=5 (mod. 8);

b) 5x =3 (mod.6), 8x=86 (mod.15);

c) x =17 (mod. 504), x =31 (mod. 35), x =33 (mod. 16) (Gauss).

90. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 5, 4,
3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 6, 5, 4 e 3 (Brahrmagupta,
VII século). .

91. Determinar o menor multiplo positivo de 7 que tem para res-
to 1 quando dividido por 2, 3, 4, 5 e 6 (Ibn al-Haitan, X século).

92. Resolver o seguinte sistema de congruéncias lineares nas in-
cOgnitas x e y: x+4y-29 =0 (mod. 143)

2x -9y +84 =0 (mod. 143).
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EXERCICIOS SOBRE O §2

i 93. Demonstrar gue se o numero anzﬂ«—l (n>1) é primo, en-
td0 n & primo (teorema de Cataldi-Fermat).

i 94. Demonstrar que se o numero inteiro 2°+1 (a=N) ¢é primo,
entdo a € uma poténcia de 2.

85. Diz-se que um niimero inteirc a>1 & perfeito se, e sOmente
se, a soma de seus divisores positivos é igual a 2a. Demonstrar que se
0 numero M, =2"-1 & primo, entdo o ntmero P, =32"" 1M {(nesN*) e
perfeito. Observagao Pode-se demonstrar que se um nimero par P &
perfeito, entfio existe um ndmero natural n>1 tal que 2"-1 seja primo
e P=P, (teorema de Euler). Até hoje nio se conhece um nudrmero per-
feito impar; sabe-se que se tal nGimero existe, entio éle é maior do que
2200000000000,

96. Demonstrar que se os nameros a, a+2 ¢ a+d sio primos, en-
tio g =3.

] 97. Demonstrar que para cada nimero natural n>1 existem n
numeros consecutivos e compostos.

98. Demonstrar que existem infinitos numeros primos posmvos
da forma 4n-1. (Sugestdo: supondo-se que Dy,Dy,-+, D, Sejam os Unicos
nameros primos positivos da forma 4n— 1, considerar o numero inteiro
4(pypy- -y )~ 1.) )
. 99. Observando-se que o produto de dois ntmeros naturais da
iqrma 3n+ 1. ailnda é da mesma forma, demonstrar gue existem infinitos
numeros pm.mos positivos da forma 3n+2. (Sugestio: supondo-se gue
pl,--:,pk sejam o0s Gnicos numeros primos positivos da forma 3n+2,
considerar o numero 3PPy, )~1.)

100. Considerem § T 8 @™
] 08 0 numero de Fermat F,=2""+1, onde n é
um numero natural.

a) Demonstrar que se m<n, entéo, F,, . é um divisor de F_-2
Y n .
b) Demonstra: a i i
trar que se m#n, entio, F e Fn s&o primos entre si,

¢) Dar uma outra demonstracio do teorema de Fuclides (teore-
ma 18) baseada no resultado anterior.

101. Eemonstrar que néo existe um nUmero primo positivo p tal
que p" =2 -1, onde m e n sdo ntmercs inteiros positivos.

102. Demonstrar que ndo existe um namero primo positivo p tal

_em
gue p"=2"4+1, onde m e n sdo numeros inteiros estritamente maiores
o que 2.

103. Dar uma outra demonstrac8o da parte de existénciz do teo-
rema 19 baseada no segundo principic de inducgfio finita. Sugestdo: su-
ple-se b>0 e a¢>0; faz-se a demonstracio por inducso finita sdbre o ni-

mero inteiro a. Os outros casos a<0, b>0; o gualguer e b<0 resuitam
do anterior.
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104. Demonstrar o corolario 2 do teorema 17 sem utilizar &ste
teorema. Sugestio: se ¢ ¢ um nUmero inteiro, com a#0 e a#xl, con~
sidera-se o conjunto S de todos os divisores b de a tais que b>1; mos-
tra-se que S € nio vazic e que p=minS é um nGimero primo positivo.

105. Demonstrar o teorema 17 a partir do exercicio anterior.

106. Dar uma outra demonstracio do teorema 17 baseada no prin-
cipio do menor inteiro. Sugestdo: Considera-se 0 conjunto S de todos os
nimeros inteiros a>2 que nfo sfo produtes de niumeros primos; mostrar
que a hipGtese S # @ conduz a uma contradicio.

107. Demonstrar gue mdca@,bo) =mdcw,b-mdcw@,o) se b e ¢ sdo
primos entre si.

108. Mostrar que a equacio diofantina ax+by=c, onde a, bec
sdo numeros inteiros ndic nulos, tem solucdo se, e sOmente se,
mdc (mdcw,b),c) =mdew@,b.

109. Mostrar que o8 nameros inteiros r e s tais que ra+sb=
=mdc@,b (teorema 21) nfo sfo determinados de modo Gnico.

110. Demonstrar que se x e y sfdo nameros inteiros tais que
ax+by =mdca@,b, entdo, x e y sdo primos entre si.

111. Estender a definicio de maximo divisor comum (defini¢do 9)
para uma familia @4, (n>1) de numeros inteiros.

a) Demonstrar que existe um méaximo divisor comum positivo d

dos numeros inteiros a;,ay,--,0y,. Sugestdo: Considerar o conjunto S
de todos os numeros inteiros positivos da forma a,0,+Xy0y+---+2,0,,
onde xy,Xy,:++,X, Ss&0 numeros inteiros; mostrar que d=minS é um

maximo divisor comum positivo de ay,a,,---,0,.

b) Demonstrar que existe um Unico méximo divisor comum po-
sitivo d=mdcw@,,a,,--,a,) dos inteiros a,,a,,-+:,0, € que existem ni-
meros inteiros 7,7,,:++,7, tais que r1a1+r2a2+---+rnan=d.

¢) Supondo-se que os numeros inteiros a,a,,-++,a, néo sejam
simultaneamente nulos, demonstrar que mdcw@,,a,y,--,0,) € © maximo
do conjunto dos divisores comuns e positivos de 4,0y, -,0,

d) Demonstrar que mdcml,az,---,an)zmdc(mdc<a1,a2,-~,an_1),a,n)
para n>1.

112. Diz-se que os nUmers inteiros ay,a,,---,a, 880 relativa~
mente primos se, e sOmente s¢, mdc@,,qy,--+,a,)=1. Demonstrar que
astes nUmeros sio relativamente primos se, e sOmente se, existem nu-
meros inteiros 7y,7,,+--,7, tais que 7,ay+Tolyt ety = 1.

118. Seja d um divisor comum e positivo dos nGmeros inteiros
L PO ndo nulos simultdneamente e ponhamos ai:dai’, para
i=1,2,---,n. Demonstrar gue d ¢é o méaximo divisor comum positivo
de ay,d,,-:-,a, Se, e somente se, ay,ay,--+,a,, sdo relativamente primos.

114. Estender os resultados do §2.3 para a equaclo diofantina
11x1+a2x2+~~-+anacn=b, onde @;,a5,-+,a,,b sdo nameros inteiros.

115. a) Definir o minimo multiplo comum positivo de m numeros
inteiros ay,dy,-:-,a, (isto &, estender a definicdo 11 para nz1).
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t))) .Demanstrar que mmce@,,dy,---,a,) € o minimo do conjunto
dos multiplos comuns e positives dos nimeros Oy,0g,m0,0,.
(2

¢) Mostrar que TAMCWGy, 89, <+, 0)) = MMC(MMC(Qy,00,++,0, .0 )
n 172 T n-1%nty
para n<li.
116. Demons & i ir g i
e ! m trefr que s§ ?s numeros inteiros 8y158g,°++,0,, s8o tais que
@;,ap=1, para i#j(1<i,j<n), entéo, MM @4,y -0 ,0,) = mlaz--»an!.

117. Demonstrar que nio existem niimeros inteiros a e b nio nu
los tais que o? = pb? d 5 § i !
5 q =p0’, onde p € um ndamero primo positivo, Sugestio.
utilizar a decomposicio (44) e o correspondente enunciado da unicidade

. . ox =
desta aecomposicdo. Observacio: O resultado acima nos mostra que pa-
ra todo nimero primo p>1, o nuimero real /r ndo é racional.

1.18,. Sejaz.n. My, My, -+, M, nOmeros naturais tais que de(mi,mj).—.l
para i#j {(lsij<s); sejam Qyslg, 20,0y, by,by,--,b, nOmeros inteiros.
Demonstrar que o sistema de congruéncias lineares

a;x = b; (mod. my), i=1,2,....8
tem solucio se, e 80 . i

: (¢ y ~soment('a s€, de(ai,mi)Ibi para i=1,2,...,8, Neste caso,
0 conjunto-solucdc do sistema acima é uma classe de restos médulo
MMy oM.

1772 s .
119. Consideremos o sistema de congruéncias lineares
T=aq; (mod.mi), i=1,2,....s,
) " L ..
onde q,Z, m;eN* e mdc<mi,mj>=1 para i#j (1<ijs<s). Pondo-se
M:j/nlmzu-mS:miMi, tem-se mdc(Mi,mi)= 1, logo, existe um ntimero
inteiro b; tal que I‘tg/Iibi =1 (mod. m;). Com estas notacdes, demonstrar que

¢ nuamero inteiro ZaibiMi € uma solugio do sistema acima.

i=1
120. Demonstrar que o sistema de congruéncias lineares
r=a; (mod.my, i=1,2,...,s
. £ (s =
orzlde GEZ e meN* (i=1,2,...,5) tem solucdo se, e sOmente se,
n.m C(mi,mj{](ai—aj) para 3,j=1,2,...,s. Neste caso, o conjunto-solucdo do
sistema acima é uma classe de restos mddulo MMC Ny, My, .-+, M.

NOTAS SOBRE O §2

1. O teorema de Euclides nos mostra que dado um némero natu-
ral m>1 sempre existe um namero primo p>n e modificando-se um
pouco a demonstracio déste teorema%(ver os exercicios 38 e 39) D po-
de ser definido como 0 menor fator estritamente maior do gue 1, do nu-
mero nl+l. Portanto, - para- todo nimero natural nz1 tem-se um pro-
cesso para definir um ntimero primo p>n; no entanto, a determinacio
efetiva déste fator D ndo ¢é simples, pois, o ntmero ni+l cresce ré.pi-
diamente com n. Até hoje nfo se conhece uma férmula que dé, em fun-
¢80 de n, 0 menor numero primo maior do que n e tambér;1 ndo se
conhece uma férmula que determine o n-ésimo nGmero primo. Urr;
processo para determinar niimeros primos grandes ser4 discutido a seguir
ao estudarmos os ntimeros de Mersenne Mn:Z"u—l.
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2. A primeira demonstracdo do teorema fundamental da Aritmética
ja era, praticamente, conhecida por Euclides, apesar de 'que éste mate~
mético grego nio deu o enunciado correspondente a unicidade da decom-
posicdo em fatéres primos. A demonstracdo dada no texto, baseada nos
conceitos de maximo divisor comum e de niimeros primos entre si, &
devida a Gauss (1777-1855). A segunda demonstracido é devida a Zermelo
e foi publicada em «Gottingen Nachrichten, I (1934),pp.43-44» e Zermelo
afirma que sua demonstracdo data de 1912. Foram publicadas outras de-
monstracdes antes de 1934, uma dada por H.Hasse em 1928 no trabalho
«Uber eindeutige Zerlegung in Primelement oder in Primhauptideale in
Integrititsbereichen, Journal fiir reine und angewandte Mathematik, vol.
159(1928),pp. 3-12» e outra por F. A. Lindemann, «The unique factorization
of a positive integer, Quarterly Journal of Mathematics (Oxford), vol.14
(1933), pp. 319-320». Observemos que a demonstracdo de Zermelo néo
utiliza a nogdo de maximo divisor comum e nem o corolario do teorema
25 e, efetivamente, éstes resultados passam a ser conseqiiéncias do teo-
rema fundamental 'da Aritmética; convém observar, explicitamente, que,
no entanto, o teorema 21 é ainda uma conseqiiéncia do algoritmo da di-
visdo. E interessante notar que se passaram mais de 2000 anos para se
obter uma demonstragio diferente daquela que havia sido esbogada por
Euclides. No Capitulo VII teremos'a ocasido de mostrar gue existem
anéis de integridade com méaximo divisor comum que n#do satisfazem o
teorema da unicidade da decomposi¢do em fatéres primos.

3. A nocido de méaximo divisor comum, assim como o processo das
divisGes sucessivas, ji aparecem nas obras de Euclides; o teorema 21,
base da demonstra¢io do teorema fundamental da Aritmética, também
j& era conhecido por éste matemético grego. Parece que Euclides conhe-
cia a parte da unicidade da decomposicdo de um numero natural a>1
em fatOres primos e por dificuldades de notacdo nio conseguiu estabe-
lecer a demonstracdo geral déste resultado.

4. Diofanto viveu no século III em Alexandria e muito pouco se
conhece sébre sua vida. Estudou, principalmente, a parte de Algebra e
escreveu 13 livros sObre Aritmética; déstes livros sdmente 7 chegaram aos
nossos tempos. Os problemas estudados por Diofanto sido problemas in-
determinados que exigem solucfes em nUmeros inteiros ou racionais
(absolutos); sdo, em geral, problemas de grau superior ao primeiro mas,
apesar disso, os problemas indeterminados do primeiro grau {que j& eram
estudados pelos matematicos chineses no inicio de nossa era) sdo co-
nhecidos sob o nome de problemas diofantinos. Entre os 130 problemas
estudados por Diofanto citaremos somente dois: 1) Determinar dois nime-
ros inteiros tais que sua soma esteja numa dada razio para a soma de
seus quadrados. 2) Determinar trés nimeros tais que cada um deles se-
ja média proporcidnal entre os outros dois e tais que a diferenca (abso-
luta) entre dois quaisquer deles seja um quadrado perfeito.

5. As congruéncias foram extensivamente estudadas por Gauss
em «Disquisitationes Arithmeticae», obra esta que foi publicada em 1801,
quando Gauss tinha apenas 24 anos de idade.
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O sistema de congruénclas considerado na parte final da secgio
2.7 j& havia sido estudado pelo matematico chinés Sun-Tse (inicio de
nossa era) e a formula dada no exercicio 118 para resolver tal sistema

7

& conhecida sob o nome de teorema do resto chinés.

8. OUs matematicos gregos definiram os nOmeros perfeitos (ver o
exercicio 95) e demonstraram que 0% numeros 8, 28, 496 e 8192 sdo per-
feitos. FEuclides demonstrou que sge o namero 27-1 é primo, entdo
279" _1) & perfeito; nio determinou ocutres nimeros perfeitos por cau-
sa da dificuldade de obier novos nimeros primos da forma 2°-1. Note-
mos que o8 quairo primeiros nameros perfeitos sfoc obtidos atribuindo
a n os seguintes valores: 2, 3, 5 e 7; o préximo numero perfeito ¢ obii~
do para n=13 e nfo é conhecido guem demonstrou gue 2% 1=81081 ¢
primo. Observemos que, na época em gquestdo, ¢ Gnico processo conhe-
¢ido para verificar gque um dado nhmero intelro a>1 € primo era o
processo das divisGes de a por todos os ndameros primos p tals
que 2xp<y/a (ver o exercicio 41), portants, no caso do quinto nu-
merc perfeito 212918 1) == 33550336 houve necessidade de se construir
uma tadboa de numeros primos (que era feita pelo conhecido método
do «crivo de Eratdstenes») menores do que ysisi<91 e efetuar todas as
divisbes de 8191 por éstes ntimeros primos (um fotal de 24 divisdes).
O sexto ¢ o sétimo numeros perfeitos

Py, =2%@"-1) e p,=2"CY"-D

foram determinados por Cataldi em 1548; para isso Cataldi construiu uma
tdboa de nameros primos até 750 e no caso do numero 2191 = 524287
éle efetuou as divisdes déste nimero pelos. 128 numeros primos que sdo
menores do que 750. £ evidente que éste processo compreende muitos
calculos e nio poderia resmo dar resultados novos para outros nume-
ros primos da forma M, =2°-1.

Os ntmeros da forma M, =2P-1 foram estudados por Marin Mer-

senne (1588-1648) que propds diversos problemas a outros matematicos de

sua época como P. Fermat (1601-1885), G. Descartes (1596-1650), pro-
bilemas éstes relacionados com o estude dos nimeros perfeitos. Por causa
disso todo ntmero da forma Mprzpml é conhecido sob o nome de ni-
mero de Mersenne, apesar de gue alguns autores chamam nlimeros de
Mersenne aos numeros Mp, com 2<7p< 257, pols, Mersenne 86 havia es-
tudado éstes numeros. Fermat demonstrou, em 1840, que se o nUimero
primo positivo g é fator de um nUmero de Mersenne Mp (p primo), en-
td30, ¢ € necessariamente da forma 2kp+1, onde k21 é um nimero in-
teiro. Este resultado simplifica bastante a tarefa da verificacdo se um
dado ntumero M'p € primo ou nio; por exemplo, para p =23 86 ha neces-
sidade de considerar os numeros primos da forma 46k+1 e gue sfo
menores do gue 4098 e tomando-se, por exemplo k=1 obtém-se
o namero 47 e por divisdo direta verifica-se que 47}2‘/123, portanto,
P,y néo é perfeito. Fermat aplicou o mesmo processo para p=29 e
mostrou que 223|M,,. Note-se gue basta considerar os nameros M,

com p primo, pois, é imediato que se p nfo € primo, entdo, Mp
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também nfo & primo; além disgo, pode-se demonstrar que se M, ¢ pri-
mo, entdo, n € primo (teorema de Cataldi-Fermat)

Mersenne, em 1644, afirmou o seguinte: toedo ntmero M10 é primo
para p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 ¢ 257 e é composto para os outros ni-
meros primos p tais que 2<p<257. Como veremos mais adiante esta
afirmacio é incorreta e mesmo na época de Mersenne ela nAo foi con-
siderada como sendo verdadeira, pois, ndo existiam ainda processos
praticos para verificar que, por exemplo, o nimero My, = 2147483647 era
primo ou nfo; no caso de M,, haveria necessidade de se construir uma
taboa de nUmeros primos até 46340 e, no entanto, a maior tdboa conhe-
cida por Mersenne era a de Cataldi que sé continha ndmeros primos
menores do que 750.

L. Euler (1707-1783) demonstrou em 1788 ‘que o numero Mgy ¢,
primo. Utilizando-se apenas o teorema de Fermat para mostrar que My,
& primo ha necessidade de determinar todos os nimeros primos da for-
ma 62k+1 que sfo menores do que 46340; na época de Euler havia uma
taboa de nUmeros primos menores do que 100000, construida por Bran-
cker, e o namero total de nimeros primos da forma 62k+1 é 157, por-
tanto, deveriam ser feitas 157 divisGes de M, por éstes ntimeros primos.
Euler simplificou esta tarefa reduzindo para 84 o total de divisGes ao
demonstrar o seguinte teorema: se o numero g=2p+1 é primo e se
qlMp, entfo, g € da forma 8k=*1 (neste enunciado p nfo é, necessaria-
mente, um nimero primo). Portanto, de acérdo com o teorema de Fermat
s6 ha necessidade de considerar os niimeros primos que podem ser repre-
sentados sob as formas 62k+1 e 8k’'+1 (k e k’ sdo nGmeros naturais). O
numero My, foi o maior nimero primo conhecido explicitamente até 1877.

Portanto, Mersenne acertou ao afirmar que M, era primo. O
primeiro érro da afirmacfo de Mersenne fol descoberto em 1887 por
Pervusian e Seelhof quando demonstraram gque o nUmero

Mg, =25 -1 = 2305843009 213693951

é primo. Mais tarde foi demonstrado por Cole, em 1902, que Mg, €
composto e Powers demonstrou em 1911 e 1914, respectivamente, que
Mgy & My, s@o primos, obtendo assim mais dois érros na afirmacéo
de Mersenne. O nuimero M,;, € composto e isto fol demonstrado por
Kraitchik em 1926 e depois por H. Lehmer em 1930; é interessante notar
que se sabe que M,;;, ¢ composto mas nfo se conhece nenhum fator
primo déste nimero. Os resultados acima foram obtidos pelo chamado
teste de Lucas que enunciaremos abaixo. -

E. Lucas (1842-1891) demonstrou, em 1876, o seguinte teorema: se
S;=4 e sm:s,ﬁ—z para todo m=1, entdo, Mp é primo se, e somente
se, szlsp_1 (teste de Lucas). Usando éste teste Lucas demonstrou, em
1877, que o numero

M., =170141183460469231731687303715884105727

é primo e éste nuimero ficou sendo o maior nimero primo conhecido
explicitamente até 1952.
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Por intermédio do teste de Lucas conseguiu-se, até 1947, deter-
minar todos os nimeros de Mersenne Mp, com p primo e 2<p<257, que
sdo primos ou nao: Mp é primo sdmente para os seguintes valores de p

2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107 e 127.
Portanto, até 1947, conheciam-se 12 numeros perfeitos.

Com o uso dos computadores eletrdnicos conseguiram-se novos
resultados sdbre os nimeros de Mersenne:

a) Robinson, em 1952, verificou que Mgy, Mgy, Mygrg, Maggg € Mgy
sdo primos e que nido existe nenhum outro numero primo Mp para
127 <p<2300. Portanto, em 1952, conheciam-se 17 nimeros perfeitos. O
nimero primo M,,,, estd publicado na revista Scripta Mathematica,
vol. 19 (1954) e foi calculado explicitamente por Lehmer. Este numero
primo s6 permanecew-no primeiro posto de grandeza durante 5 anos;

b) Em 1957, Riesel verificou que Mg, € primo e que Mp (p pri-
mo) é composto para todo p #3217 tal que 2300<p<3300.

c) Em 1961, Hurwitz verificou que Myus € My, sdo primos,
sendo que My, foi o primeiro nGmero primo conhecido explicitamente
com mais de mil algarismos no sistema decimal;, ao mesmo tempo Hurwitz
mostrou que nio existem outros nimeros primos Mp, onde 3300<p<5000.

Em resumo, conhecem-se atualmente 20 numeros primos Mp que
sdo determinados atribuindo-se a p os seguintes valores: 2, 3, 5, 7, 13,
17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253 e 4423.
Portanto, sdo conhecidos até hoje 20 nameros perfeitos.

OBSERVACAO - O maior nimerc primo conhecido Myy9q, assim
como o maior numero perfeito P4423=24422(24423—1) foram calculados,
explicitamente, a pedido do autor, pelo Centro de Calculo Numérico da
Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo em 1963. A titulo de
curiosidade transcreveremos agqui o maior ntmero primo conhecido
atualmente:

Mgz = 212

285 542 542 228 279 613 901 563 566 102 164 008 326 164 238 644 702 889 199 247 456 602 284 400
390 600 653 875 954 £71 505 539 843 239 754 513 915 896 150 297 878 399 377 056 071 435 169 747
221 107 988 791 198 200 988 477 531 339 214 282 772 016 059 009 904 586 686 254 989 084 815 735
422 480 409 022 344 297 588 352 526 004 383 890 632 616 124 076 317 387 416 881 148 592 486 188
361 873 904 175 783 145 696 016 919 574 390 765 598 280 188 599 035 578 448 591 077 683 677 175
520 434 074 287 726 578 006 266 759 615 970 759 521 327 828 555 662 781 678 385 691 581 844 436
444 812 511 562 428 136 742 490 459 363 212 810 180 276 096 088 111 401 003 377 570 363 545 725
120 924 073 646 921 576 797 146 199 387 619 296 560 302 680 261 790 118 132 925 012 323 046 444
438 622 308 877 924 609 373 773 012 481 681 672 424 493 674 474 488 537 770 155 783 006 880 852
648 161 513 067 144 814 790 288 366 664 062 257 274 665 275 787 127. 374 649 231 096 375 001 170
901 890 786 263 324 619 578 795 731 425 693 805 073 056 119 677 580 338 084 333 381 987 500 902
968 831 935 913 095 269 821 311 141 322 393 356 490 178 488 728 982 288 156 282 600 813 831 296
143 663 845 945 431 144 043 753 821 542 871 277 745 606 447 858 564 159 213 328 443 580 206 422
714 694 913 091 762 716 447 041 689 678 070 096 773 590 429 808 909 616 750 452 927 258 000 843
500 344 831 628 297 089 902 728 649 981 994 387 647 234 574 276 263 729 694 848 304 750 917 174
186 181 130 688 518 792 748 622 612 293 341 368 928 056 634 384 466 646 326 572 476 167 275 660
839 105 650 528 975 713 899 320 211 121 495 795 311 427 946 254 553 305 387 067 821 067 601 768
750 977 866 100 460 014 602 138 408 448 021 225 053 689 054 793 742 003 095 722 096 732 954 750
721 718 115 531 871 310 231 057 902 608 580 607

=

oy
B3
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7. Os ntmerosg da forma
@™
F,o=2%" 41,

onde neN, sdo denominados nimeros de Fermat. BEstes ntmeros tém
importancia no problema da divisdo de uma circunferéncia em p partes
iguais (p nimero primo) pela régua e compasso, pois, um dos resultados da
teoria de Galois (1811-1832) afirma que tal construgéo é poésivel se, € S0~
mente se, existe um nUmero natural » tal que p=F,. Déste ’modo, os poli-
gonos regulares de 3 e 5 lados podem ser inscritos numa circunferéncia
de raio dado por meio da régua e do compasso, resultado éste que ja era
conhecido pelos matematicos gregos. A afirmacio acima contém novos
resultados, pois, F,=17, F,=257 e F,=65537 sdo primos. Fermat,
em 1640, observou que o numero primo F, é primo para n=0,1,2,3,4
e afirmou: parece-me que F, & primo para todo ntimero natural n. No
entanto, Euler, em 1739, mostrou que o nimero F; é divisivel por 641,
provando assim que a conjetura de Fermat era falsa. Para chegar ao re-
sultado acima Euler demonstrou, em primeiro lugar, que um fator de F,,
& da forma 2"*2k+1 (k inteiro, k3>1), logo, um fator de F; é da for-
ma 128k +1. Os primeiros nimeros primos desta forma sf@o 193, 257, 449,
577 e 641; examinado cada um déstes casos (como no exemplo 12) con-
clui-se que 641 é um fator de Fj;. Demonstrou-se mais tarde, no comégo
déste século, que os numeros Fy, Fy, Fg e F, também sio compostos e em
1953 mostrou-se que o nimero F,; (que tem 309 algarismos no sistema
decimal) é composto; também em 1953, usando-se para os célculos ma-
quinas eletrénicas. demonstrou-se que o nimero F¢ (Qque tem 19729 alga-
rismos) é composto e é divisivel por 21%.3150+1. Em 1905, Morehead
mostrou que o nuamero Fqy (que tem mais de 10%° algarismos) é divisi-
vel por 27°-5+1; 0 numero F;3 € o maior nimero de Fermat estudado
até hoje. Atualmente sabe-se que F, & composto para n=5,6,7,8,9, 10,
11,12, 15,16,18,23,36,38 e 73; em cada um déstes casos conhece-se um
fator primo de F,, exceto para n=7 e n=8. F,; € o menor numero
de Fermat que néo se sabe se é primo ou nfo. Ainda nfo se conseguiu
descobrir um outro nGmero primo de Fermat além dos cinco primeiros;
atualmente nfo se sabe se o nimero de numeros de Fermat que sdo
primos é finito ou nio.



CAPITULO 1V

ANEIS E CORPOS

Neste Cépitulo estudaremos duas estruturas fundamen-
tais: anel e corpo. No §1.1 introduziremos, de um modo geral,
a definicdo de anel mas, realmente, s6 consideraremos um de-
terminado tipo desta estrutura: anel comutativo com elemen-
to unidade. N#o teremos ocasido de construir um anel nfo co-
mutative como, por exemplo, o anel das matrizes quadradas
de ordem m>1 sbbre um corpo. A nocdo de corpo sé serd
definida para o que se pode chamar de «corpo comutativos,
ndo veremos nenhum exemplo de corpc nfo comutativo como
o «corpo dos quatérnios» que foi construido por Hamilton
(1805-1865) nos fins do século passado. Introduziremos tam-
bém o anel Z,, dos inteiros médulo m completando assim o
estudo das congruéncias iniciado no §2.6 do Capitulo III. No
§2 estudaremos o corpo de fragles de um anel de integridade
e, em particular, construiremos ¢ corpo @ dos nUmeros racio-
nais. Terminaremos éste pardgrafo com as importantes noc¢des
de caracteristica de um anel e de corpos primos. Finalmente,
no §3 estudaremos os anéis e corpos ordenados tendo em vis-
ta a construciio do corpo R dos numeros reais que seréd feita
no capitulo seguinte.

§1 - ANEIS

1.1 - DEFINICAO DE ANEL E EXEMPLOS

DEFINICAO 1 - Seja A um conjunto e suponhamos gue es-
tejam definidas, sébre A, duas operacdes AXA-—> A e AXA = A
denominadas, respectivamente, adi¢do e multiplicac8o. Diz-se
que estas operacgdes definem uma estrutura de anel sébre o
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conjunto 4 ou que o conjunto A & wm anel em relacdo a estas
operagles se, e somente se, sfo validos os seguintes axiomas

A: a operacdo de adicio define uma estrutura de grupo
comutativo sbbre o conjunto A4;

M1: & operagio de multiplicagio define uma estrutura
de semi-grupo sbbre o conjunto A4;

D: quaisquer que sejam a, b e ¢ em A, tem-se (proprie-
dades distributivas da multiplicacdo em relacfio a adicio)

ab+oy=@b+w@e)y e (b+o)=(ba)+(ca) (.

Para indicar um anel devemos usar uma notacéio que des-
taque o conjuntc 4 e as operagles + e - consideradas sdbre
A, por exemplo, (A,+,
e, neste caso, fica subentendido que os axiomas A, Ml e D
sdo verdadeiros, portanto, devemos dizer «consideremos o anel
(A,+,)» ou «seja (A,+,-) um anel». Como as operacdes con-
sideradas sbbre o conjunto A serdo, em geral, indicadas por
+ e - ndo ha necessidade de indica-las explicitamente e entdo
diremos, simplesmente, «seja A um anel» ou «consideremos
um anel A»; neste caso, fica subentendido que estfic fixadas
duas operagles + e - sbbre o conjunto A e que estas opera-
¢Oes satisfazem os axiomas A, M1 e D. Para todo anel A indi-
caremos por A* o conjunto dos elementos nfo nulos de A, isto
é, A*= A-{0}.

As formulas (1) serfio escritas sob a forma mais simples

atb+oy=ab+ac e (b+oa=ba+ca,

onde se faz a conven¢io usual de que os produtos devem ser
efetuados em primeiro lugar e a seguir as somas.

DEFINICAO 2 - Diz-se que um anel A & comutativo se,
e somente se, estiver verificado o seguinte axioma

M2: quaisquer que sejam a e b em A, tem-se ab=ba
{propriedade comutativa da multiplicacéo).

DEFINICAO 3 - Diz-se que um anel A tem elemento uni-
dade se, e somente se, estiver verificado o seguinte axioma

M3: existe um elemento 1 em A tal que a-l=qg=1-q,
para todo o em A {existéncia do elemento unidade da mul-
tiplicacdo).

Finalmente, se um anel A satisfaz os axiomas M2 e M3
diremos que A é um anel comutativo com elemento unidade.
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Se (A,+,-) é um anel, entdo (A,+) é um grupo comuta-
tivo que é denominado grupo aditivo do anel A. Analogamen-
te, (4,.) é um semi-grupo (axioma M1) que é denominado se-
mi-grupo multiplicativo do anel A. Se (4,+,-) é um anel com
elemento unidade obtém-se, entdo, o mondide multiplicativo
(A,.) do anel A.

Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de-
finem a nocdo de anel comutativo com elemento unidade. E
dado um conjunto A e sébre éste conjunto esto definidas ope-
racoes de adicdo e de multiplicacio

@a,byr->a+b e (a,byr—ab
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e c séo elemen-
tos quaisquer de A)

Al: @+by+c=a+b+0) M1: (ab)c =a(be)
A2: a+b=b+a M2: ab=ba
A3: a+0=a M3: a-1=a
Ad: a+(-a)=0

D: at+c)=ab+ac.

Exempro 1 - Conforme vimos no §1.2 do Capituto III, o
conjunto Z dos ntmeros inteiros é um anel  comutativo com
elemento unidade que passa a ser denominado anel dos ni-
meros inteiros. £ evidente que neste caso estamos conside-
rando, s6bre o conjunto Z, as opera¢des de adicdo e de mul-
tiplicacdo que foram definidas no §1.1 do Capitulo IIL

Exempro 2 - O conjunto 2Z dos ntmeros inteiros pares
é techado em relagcdo as operagBes do anel (Z,+,.) e é facil
verificar que as operacdes induzidas sébre 2Z definem uma
estrutura de anel comutativo; notemos que éste anel ndo tem
elemento unidade. :

Exempro 3 - O conjunto @ dos nimeros racionais é um |

anel comutativo com elemento unidade em relagdo as opera-
¢les usuais de adicBo e de multiplicacAo (ver o §2.2 déste
Capitulo). '
Exempro 4 - O conjunto R dos nUmeros reais é um anel
comutativo com elemento unidade em relacdo as operacdes
usuais de adico e de multiplicacio (ver o Capitulo V).
Exempro 5 - Seja A um conjunto unitario e indiquemos
por 0 (zero) seu Unico elemento; é evidente que sO existe uma
tnica operacdo f sbbre A, definida por 0f0=0. Tomando-se
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f=+=-, obtém-se uma estrutura de anel comutativo com ele-
mento unidade A ={0}. Diz-se, neste caso, que A ={0}, com
estas operacdes, € um anel nulo.

ExemrrLo 6 - Seja (A,+) um grupo comutativo e coloque-
mos, por definiclo, x-y=0 quaisquer que sejam x e y em A.
E imediato que esta operacdo de multiplicacdo satisfaz os axio-
mas M1, M2 e D, portanto, (A,+,-) é um anel comutativo, que
é chamado anel trivial. Notemos que vale o axioma M3 se, e
sOmente se, o conjunto A ¢é unitario e, neste caso, A é um
anel nulo.

ExempLo 7 - Seja Z[\/2] (esta notacdo sera justificada no
§1.6) o conjunto de todos os numeros reais da forma a+by\/2,
com a e b inteiros. E imediato que Z[y/2] é fechado em re-
lacdo as operacdes de adigdo e de multiplicacdo definidas s6-
bre R e que éste conjunto é um anel comutativo com ele-
mento unidade.

ExempLo 8 - Consideremos o conjunto A de tddas as
funcBes reais e continuas definidas sO0bre o conjunto R dos
numeros reais. Se f e g sdo dois elementos quaisquer de A
definiremos f+g e f-g por

f+gyx) = fo+gx) e (fF-gx = flog),

para todo x em R. As funcdes f+g e fg pertencem a A,
pois, a soma e o produto de duas funcSes continuas sfo fun-
¢Oes continuas e ficam assim definidas operacdes de adicdo e
de multiplicacdo sdbre o conjunto A. E facil verificar que es-
tdo satisfeitos os axiomas Al-A4, M1-M3 e D; portanto, estas
operacOes definem uma estrutura de anel comutativo com ele-
mento unidade sO6bre o conjunto A. Notemos que o elemento
zero de A ¢ a funclo constante igual a zero e o elemento
unidade de A é a funcido constante igual a 1.

Exempro § - Consideremos o conjunto A =1{0,a,b,c} com
quatro elementos e definamos as operacdes de adicdo e de
multiplicacdo pelas seguintes tdboas

+/0 a b ¢ 0 a b ¢
060 a b ¢ 0|0 0 0 O
ala 0 ¢ b a0 a b c
b|b ¢ 0 a bi0o 0 0 O
clc b a O c |0 a b ¢
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Deixaremos a cargo do leitor a verificac8o de que estas ope-

racdes definem uma estrutura de anel sdbre o conjunto A; no-

temos que éste anel nfo é comutativo e nem tem elemento
unidade.

Exempro 10 - Seja X um conjunto nflo vazio e seja A um
anel; indiquemos por E= A% o conjunto de tédas as aplicacles
de X em A. Se f e g sdo dois elementos quaisquer de E,
‘definiremos f+g e fg por

Frp@=fm+g@ e g =flog,

para todo x em X. E imediato que f+g e fg sd@o elementos
de E e ficam assim definidas operacdes de adicdo e de mul-
tiplicacio sobre o conjunto E. Verifica-se, facilmente, que E
é um anel em relacio a estas operacdes, que passa a ser de-
nominado anel das aplicagdes (ou fungdes) do conjunto X
no anel A. Pode-se demonstrar que E é comutativo (resp.,
temn elemento unidade) se, e sOmente se, A é comutativo (resp.,
tem elemento unidade).

EXERCICIOS

1. Consideremos as operacdes @ e o, sdbre o conjunto Z dos nut-
meros inteiros, definidas por
xey=x+y-—1 e xoy=x+y-IY,
quaisquer que sejam x e y em Z (ver o exercicio 7 do Capitulo II). Mos-~
trar que (Z,e,®) é um anel comutativo com elemento unidade.

2. Seja E um conjunto e consideremos sdbre o conjunto 2(E) das

partes de E as operacdes de interseccdo M e de diferenca simétrica 4

(ver o exercicio 12 do Capitulo I). Mostrar que (2(E),A,M) é um anel
comutativo com elemento unidade.

3. Sejam A e B dois anéis e consideremos o produto cartesiano

AXB dos conjuntos A e B; se (a,b) e (c,d) séo dois elementos quais-
quer de AXB colocaremos, por definicao,
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
e
w@w,b-c,d =ac,bd.
Mostrar que estas operacdes definem uma estrutura de anel sdbre AXB,
que passa a ser denominado anel produto dos anéis A e B.

4., Com as nota¢les do exercicio anterior, verificar as seguintes
propriedades: a) o anel AXB é comutativo se, e sOmente se, 08 anéis

A e B siio comutativos; b) o anel AXB tem elemento unidade se, e 86—

mente se, A e B tém elementos unidades.

5. Consideremos o conjunto A, de todos os numeros reais da for-

ma a+by2Z+cy/4, onde a, b e ¢ sdo numeros inteiros. Mostrar que
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A é um anel comutativo com elemento unidade em relagfo as operacdes
induzidas pelas operacdes de adicdo e de multiplicacio do anel R dos
niimeros reais.

6. Verificar detalhadamente que as operagfes definidas no exem-
plo 9 satisfazem os axiomas A, M1 e D.

7. Se ay,04,:++,a,,b sdo elementos guaisquer de um anel A, mos-
trar que

n n 7 n
(Zai)b = Z’aéb e 5(2‘31‘) = Ebai'
i=1 i=1 i=1 i=1

8. Se (a1 € (0))gje, S80 duas famillas quaisquer de elemen-

tos de um anel A4, mostrar que

(Fad(36) = 3(iap) = 5 Sy,
i=1 =1 i=1 j=1 =1 i=1

1.2 - PROPRIEDADES ELEMENTARES DE UM ANEL

Nesta seccc daremos diversas propriedades que sdo con-
seqiiéncias imediatas da definicio de anel. Podemos, evidente-
mente, aplicar os resultados estabelecidos no §1 do Capitulo
Ii para os elementos do grupo aditivo (A,+) de um anel A e
temos as seguintes propriedades: 1) o elemento zero para a
operacico de adicdo é tnico (diz-se também que 0 é o elemen-
to zero do anel A); 2) o oposto de cada elemento de 4 é G-
nico; 3) quaisquer que sejam a e b em A, tem-se

“cay=a e  -@+b)=(-a)+-b) ' (2);
4) quaisquer que sejam a, x e y em A, se a+x=a+y, entdo,
x=y (lei do cancelamento da adi¢fio); 5) quaisquer que sejam
a e bem A existe um Unico elemento xeA tal que b+x=a.

O Unico elemento x de A tal que b+x=a é denominado
diferenca entre a ¢ b e € indicado por a-b, logo,

a-b=a+-b (3);
notemos que valem as igualdades
b+w-by=a, O-a=-a e a-a=0 (4),

quaisquer gque sejam @ e b em A. A operacio (a,b+>a-b,
definida sbbre A, é denominada subtracdo.

Como todo elemento a de A é simetrizdvel para a adi-
¢do resulta que estd definido o multiplo de a segundo um
namero inteiro qualquer n (ver o §1.5 do Capitulo III) e que
valem as seguintes f6rmulas

Nn(-0) = -(na) = (-n)a, (5), -
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m(na) = (Mmn)a = n(ma), (8),
(Mm+n)a=ma+na (n,
n@+b)=na+nb (8),

quaisquer que sejam os elementos a e b de A4 e os nimeros
inteiros m e n.

Observemos que as propriedades acima s6 se referem &
estrutura aditiva do anel A e sfio simples conseqiiéncias do
fato que (4,+) € um grupo comutativo.

TEOREMA 1 (Propriedades distributivas da multiplicacdo
em relagdio a subtracio) - Quaisquer que sejam os elementos
a, b e ¢c de um anel A, tem-se

ab-c)=(@b)-@c) e (b-oa=dba-(ca) (9).

DemonstracA0 - Temos, conforme a definicdo de dife-

renca e o axioma D:

ab=afc+b-0]=ac+ab-0),
portanto, ab-c¢)=w@b)~@c). A demonstracio da outra proprie-
dade distributiva é completamente analoga a esta. ' |

As formulas (9) serdo escritas de modo mais simples

» atb-cy=ab-ac e (b-ca=ba-ca (10),
onde se faz a convencfo usual de que os produtos devem ser
efetuados em primeiro lugar e a seguir as diferencas.

COROLARIO - Quaisquer que sejam os elementos a e b
de um anel A tem-se ~ ‘
a-0=0=0-a (11)

~ab=-@aby=a-b) e (-a)-b)=ab (12).
DemonstracA0 - De acérdo com o teorema anterior e a
féormula (4), temos
a-0=a(0-0)=(a-0)-(a-0)=0
0.a=(0-0)a=(0-a)-(0-a)=0,
o que termina a verificacdo de (11). Por outro lado, de acér-
do com a parte anterior, a férmula (4) e o teorema acima,

e

e

temos ~a)b=0-adb=(0-b)-(ab)=0—-(ab) =-ab)
e‘ a-by = a(0-b) = (a-0)—(ab) = 0 (ab) = ~ab);
finalmente, (-a)-b) = ~[a(-B)] = ~[-ab)] = ab. g

As propriedades {12) sdo conhecidas zob o nome de re-

gras dos sinais.
TECREMA 2 - Num anel A, vale a seguinte propriedade
(nayb = n(ab) = a(nb) (13),
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quaisquer que sejam a e b em A ¢ para todo numero inteiro n.

Demonstracio - Observemos que a formula (13) é ver-
dadeira para n=0 em virtude da definicdo de multiplo de um
elemento segundo o numero natural zero e da féormula (11).
Suponhamos que n>0 e que a foérmula (13) seja verdadeira
para n-1; temos

b =[(n-1a+alb = [(n-1alb+@b) = (n-1)ab)+@b) = n@b)

amb) = al(n=1)b+b] = al(n-1)bl+@b) = (n-1eb)+@b) =nw@b), [
portanto, conforme o primeiro principio de indugdo finita, a
térmula (13) é verdadeira para todo nGmero natural n. Final-
mente, se n<0 ponhamos n=-p, logo, p>0; de acoérdo com
a definicio de multiplo de um elemento segundo um numero
inteiro negativo, de acOordo com a regra dos sinais e o caso
anterior, temos

mayb = [(-p)alb = [~(pa)]b = -[(parb] = -[p@b)] = (-p)ab) = n(ab)

amb) = a[(-p)b] = a[-pb)] = -lapb)] = -[p@b)] = -pxab) =nw@b).  f§

Se o anel A satisfaz o axioma M3, entfo, a operacdo de
multiplicacdo admite um UGnico elemento unidade 1 (teorema
1, Capitulo II); diz-se também que 1 é o elemento unidade do
anel A. Se 1=0, teremos, para todo elemento a de A, a=
=1.a=0-a=0, portanto, A é um anel nulo: A={0}. Desta pro-
priedade concluimos o seguinte: se A é um anel com elemento
unidade 1 e se ¢ conjunto A tem pelo menos dois elementos,
entdo 1#0. Quando consideramos um anel com elemento uni-
dade 1 estard sempre subentendido que 1#0.

Se A é um anel com elemento unidade 1, entdo, os axi-
omas M1 e M3 nos mostram que (4,:) ¢ um mondide multi-
plicativo, portanto estd definida a nocdo de poténcia n-ésima
(neN) de qualquer elemento a de A (§2.5, Capitulo II) e temos,

por defini¢io, a’=1 e a™"l=qg".q.

Conforme o teorema 27 do Capitulo II valem as seguintes
propriedades amn = g™ gn (14)
e amn = (gM)" = (g™)™ (15)’

quaisquer que sejam os nUmeros naturais m e n e para todo
elemento a do anel A.

DEFINICAO 4 - Diz-se que dois elementos a e b, de um
anel A, sfo permutdveis se, e sdmente se, a e b sfo permu-
taveis para a multiplicacio definida sdbre A.
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Portanto, a e b sfo permutaveis se, e sdmente se, ab=ba
{definicio 3 do Capitulo II). Se a e b sfo elementos permuté-
vels do anel 4 e se A tem elemento unidade 1, entdo, con-
forme o teorema 28 do Capitulo II, temos

am Bt = b (16)
(ab)" = a""b" (17,
quaisquer que sejam os nimercs naturais m e n.

e

Além disso, se @ e b sfo permutdveis pode-se demons-
trar que vale a seguinte formula (conhecida sob o nome de
férmula do bindmic de Newton)

n .
@by = XM,

1=0

onde (})=_ . A demonstracio é completamente analoga a

71(n L}'
que é desenvolvida na Algebra Elementar e por isso mesmo
ndo a repetiremos aqui.

DEFINICAO 5 - Diz-se que um elemento a de um anel
com elemento unidade 1 é inwversivel se, e sdOmente se, ¢ &
inversivel para a multiplicacdo definida s6bre A (definicio 9,
.Capitulo II). ‘

Portanto, se a é inversivel existe, conforme o teorema 2
do Capitulo II, um Unico elemento a?! (denominado inwverso
de a) tal que a-al=1=qgl.q.

Indicaremos por U(A) o conjunto dos elementos inversiveis do
anel A e, em virtude do exemplo 23 do Capitulo II, sabemos
que (U(A),:) é um grupo, que passa a ser denominado grupo
dos elementos inversiveis do anel A.

A nogdo de poténcia com expoente inteiro e negativo po-
de ser definida para elementos inversiveis de um anel A com
elemento unidade (ver o §1.5, Capitulo IID; se a é inversivel
e se n & um numero natural qualquer, tem-se

a = (e )" = (a™)?! (18).
Conforme os resultados estabelecidos no §1.5 do Capitulo III,
sabemos que valem as férmulas (14) e (15), quaisquer que se-
jam os ntmerns inteiros m e n e para todo elemento inversi-
vel ¢ do anel A; além disso, também valem as foérmulas (16)
e (17), onde m e n sdo inteiros quaisquer, desde que a e b
sejam inversiveis e permutaveis.
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EXERCICIOS

9. Se ¢ é um elemente de um anel A com elemento unidade 1,
mostrar que o multiplo de ¢ segundo o nGmero inteiro n € igual ao pro-
duto de dois elementos de A.

10, Mostrar que ¢-0=0=0.a, sem utilizar a propriedade distribu-
tiva da multiplicaciio em relacdio & subtragfo. Sugestfo: a-0={@+00=-..

11. A partir do exercicio precedente verificar as regras dos sinais.

12, Se ¢ é um elemento de um anel A com elemento unidade,
mostrar que (-a)*=¢" para todo namerc natural par e ()" =-(a™
para todo nlimerc natural impar.

13. Seia A um anel com elemento unidade e seja o um elemen-
to inversivel de A4; mostrar que - € inversivel e (ua)"1 :-—(a“l;.

14. Com as hipGteses do exercicio anterior mostrar que a fOrmu-
la (18) é verdadeira para todo nGmero inteiroc 7.

15. Verificar, detalhadamente, a fdmula do bindmioc de Newton. Su-
gestio: procede-se por inducio finita sbbre m e observa-se, Inicialmen-

te, que (n+1 ) (\n N ( "

16. Sejam A e B dois anéis comutativos com elementos unida-
des 1, e lp e consideremos o anel produto AXB dos anéis 4 e B,
{ver o exercicio 3); mostrar que U(AXB) = UAXU®B).

1.3 - ANEIS DE INTEGRIDADE

Conforme vimos na seccio anterior, se um produto de
elementos de um anel A tem pelo menos um fator igual a ze-
ro, entdo éste produto é igual a zero, pois, a-0=0=0-0 para
todo elemento a de A. T importante observar que, em ge-
ral, no é verdadeira a reciproca desta propriedade, isto §,
um produto de elementos de A pode ser nulo com todos os
fatéres diferentes de zero; og exemplos abaixo esclarecem me-
lhor esta afirmacio.

Exempro 11 - Consideremos o anel A das funcles reais
e continuas definido no exemplo 8 e sejam f e g as fun-
cGes deﬁnidas por x se x30

f(x):{() se x<0
g(a:):{ﬁ se x>0
-xr se x<0
I imediato que f#0, g#0 e, além disso, f e g s8o conti-
nuas; por outro lado, temos fy=0, pois, para tode x real pe-
lo menos um dos nuimeros reais f(x) ou g(x) € nulo.

e
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Exzmrro 12 - Consideremos o anel A=1{0,a,b,c} defini-
do no exemplo 9. Conforme a tiboa de multiplicacfio déste
anel temos, por exemplo, ba=0 com b#0; notemos ainda que
ax=0, com xeA, somente quando x=0.

v Exempro 13 - Consideremos o anel E definido no exem-
plo 10, onde suporemos que A seja um anel ndo nulo e que
o conjunto X tenha pelo menos dois elementos x, e X,
Seja a um elemento ndo nulo de A e sejam f e g as apli-
cagbes de X em A definidas por
‘ a se x=x,

f(x)={ 0 se x#x

se x=ux,

g(x):{ 0 se x#uw,
E imediato que %0, g#0 e fg=0.

DEFINICAO 6 - Diz-se que um elemento a, de um anel
comutativo ndoc nulo A, é um divisor do zero se, e sOmente
se, existe beA, b#0, tal que ab=0. Se a é divisor do Zero
e se a#0, diremos que a é um divisor préprio de zero.

Por exemplo, 0 é divisor de zero, pois, 0.a=0 e pode-
mos escolher a#0 porque A é, por hipétese, um anel nao
nulo. Notemos que a lei do anulamento do produto

ab=0 implica a=0 ou b=0,
s6 é verdadeira com a hipétese suplementar de que a ou b
nio sejam divisores do zero.

Os anéis considerados nos exemplos 11, 12 e 13 contém
divisores proprios do zero. Notemos que no exemplo 12 deve-
riamos dizer que a é um divisor proprio do zero «a esquerda»
e ja tinhamos observado que a nfo é um d1v1sor do zero
«a direita».

TEOREMA 3 - Um elemento a, de um anel comutativo
‘e ndo nulo A, ndo ¢ um divisor do zero se, e sOmente se, a
é regular para a multiplicacdo.

DemonsTrRACAO - Suponhamos que ¢ nio seja um divisor
do zero e sejam x e y dois elementos quaisquer de A tais
que ax=ay; desta igualdade e do teorema 1 resulta que
ax-y) =0, portanto, x-y=0 ou x=y e, conforme a definicio
10 do Capitulo II, isto significa que a & regular para a mul-
* tiplicagdo. Reciprocamente, suponhamos que a seja regular
para a multiplica¢do e seja x um elemento qualquer de A4
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tal que ax =0, logo, ax=a-0, de onde vem, x=0; portanto,
a ndo é um divisor do zero. i

COROLARIO (lei restrita do cancelamento da multiplicagdo).
Quaisquer que sejam os elementos a, x e y, de um anel comu-
tativo e nfo nulo A, se ax=ay e se a ndo & um divisor do
zero, entdo x=1y.

DEFINICAO 7 - Chama-se anel de integridade a todo anel
comutativo com elemento unidade 1#0, que ndo possui divi-
sores préprios do zero.

Portanto, um anel comutativo A, com elemento unidade
1+0, é um anel de integridade se, e sOmente se, todo elemen-
to ndo nulo, de A, é regular para a multiplicacdio, ou ainda,
se, e somente se, vale em A a lei do anulamento do produ-
to. Num anel de integridade A, a lei restrita do cancelamen-
to da multiplicacio pode ser enunciada sob a forma: quaisquer
que sejam a, x e y em A, se ar=ay e se a#0, entdo x=y.

Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de-
finem a nocdo de anel de integridade. E dado um conjunto A
que tem pelo menos dois elementos e sébre éste conjunto es-
tdo definidas operagfes de adicdo e de multiplicacdo

(@a,byr>a+b e (a,by—ab,
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e ¢ sio ele-
mentos quaisquer de A):

Al: w+by+c=a+b+o) M1: @by =abo)

A2: a+b=b+a M2: ab=ba

A3: a+0=a M3: a-1=a

Ad: g+¢-a)=0 LCM: axr=ay e a#0 = x=y

|
D: ab+cy=ab+ac.
Exempro 14 - Os anéis considerados nos exemplos 1, 3,
4 e 7 sdo anéis de integridade. No anel 2Z (ver o exemplo 2)
vale a lei do anulamento do produto mas 2Z nfo é um anel
de integridade, pois, éste anel ndo tem elemento unidade.

Exsmpro 15 - Sejam A e B dois anéis comutativos com
elementos unidades 14 e 1 e consideremos o anel produto
AXB de A por B (ver o exercicio 3). E imediato que AXB é
comutativo e tem elemento unidade (14,15); AXB ndo é um
anel de integridade, pois, por exemplo,

(14,0):(0,15) =(14:0,0-15) = (0,0),
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e os fatéres (14,0) e (0,1g) ndo sdo nulos. Notemos que, de
um modo geral, para todo aeA* (resp, beB*) o elemento
(a,0) (resp., (0,b)) é um divisor proprioc de zero no anel pro-
duto AXB.

EXERCICIOS

17. Determinar todos os divisores do zero do anel A definido no
exemplo 9.

18. Determinar todos os divisores do zero do anel produto ZXZ
do anel Z dos nGmeros inteiros por si mesmo (ver o exercicio 3).

18. Verificar se o anel (Z,e,0), definido no exercicio 1, é um
anel de integridade.’

20. Determinar todos os divisores do zero do anel (P(E),A,M)
definide no exercicio 2.

21. Mostrar que uma funcio continua f, elemento do anel A de-
finido no exemplo 8, é um divisor proprio do zero se, e somente se,
existem nUmeros reais ¢ e b, com ua<b, tais que foy=0 para tode x
tal que a<x<b.

22. Mostrar que se A € um anel de integridade e se x é um ele-
mento de 4 tal que xZ:x, entdo x=0 ou x=1.

23. A lei do anulamento do produto, para um anel nfo nulo 4, é
equivalente a proposicio: o conjunto A* é fechado em relacdo & muilti-
plicagéo.

1.4 - CORPOS

DEFINICAO § - Diz-se que um anel comutative K, com
elemento unidade 1#0, é um corpo se, e somente se, todo

’

elemento ndo nulo de K é inversivel para a multiplicagdo.

Conforme o teorema 6 do Capitulo II, todo elemento ndo '

nulo de um corpo K é regular para a multiplicacdo, portanto,
temos imediatamente as seguintes propriedades: a) todo cor-
po K nfo tem divisores proprios do zero, ou seja, todo corpo
K é& um anel de integridade; b) num corpo K vale a lei res-
trita do cancelamento da multiplicacdo: se axr=ay, com a, x
ey em K e se a#0, entdo x=y; c¢) num corpo K vale a lei
de anulamento do produto: se ab=0, com a e b em K, entdo
=0 ou b=0.

A definic8o 8 nos mostra que se o anel K é um corpo,
entdo o conjunto dos elementos inversiveis de K é K*=
=K~{0}, isto é, UK)=K"; por outro lado, ja tinhamos obser-

vado na seccio 1.2, que UK)=K* é um grupo (comutativo),
que passa a ser denominado grupo multiplicativo do corpo K.

Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de-
finem a nogdio de corpo comutativo. £ dado um conjunto K
que tem pelo menos dois elementos e sbbre éste conjunto es-
tdo definidas operacBes de adicdo e de multiplicacdo

@,byr>a+b e (a,byrab,
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e c sio ele-
mentos quaisquer de K).

Al: @+by+c=a+b+oy | MIl: @by =abo)
A2: a+b=b+a I M2: ab=ba

A3: a+0=qa M3: a-1=a

Ad: g+(-a)=0 M4: a-at=1 (a#0)

D: atb+c)=ab+ac.

Osservacio - Pode-se dar umasa definicdo mais geral de
«corpo» ndo se exigindo que a multiplicacdo seja necessaria-
mente comutativa; neste caso, a definicio 8 nos d& o conceito
de «corpo comutativo».

Sejam a e b dois elementos quaisquer de um corpo K,
com b#0; como b é inversivel existe o quociente % de a por
b e temos, por difinicdo

% = ab™, ,
As propriedades mais importantes dos quocientes podem ser
resumidas no seguinte

TEOREMA 4 - Se a, b, ¢ e d sfo elementos quaisquer de
um corpo K, com b#0 e d#0, temos

%=§ se, e sOmente se, ad=be (19);
pg = (20;
e (21);
55 ba (22);

O (23,

Demonstracso - SO faremos a verificaciio de (19), (20) e
(22} e deixaremos as outras propriedades a cargo do leitor.
(19) - De a/b=cld vem ab'=cd? e entio
d = (ab)(bd) = (ad)bd) = b
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Reciprocamente, de ad=bc resulta

% =abt = aldd b = (ad)(d*b ™) = (be)(d b =cd? = % .
(20) - Temos
F+ = =abl+ cd? = (@d)(01d)+ (be)(b1d ) =
= (@d)(bd)!+(be)(bd)™ = (ad+be)(bd) ™! = 2410C,
(22) - Temos
_ % -% = (ab)(cd™) = (ac)(b1d™) = (ac)bd)* = %; |

Notemos ainda que valem as seguintes propriedades dos

quocientes: 2=a e £=0 se, e sOmente se, a=0.

1 b

ExempLo 16 - Conforme veremos no §2.2 déste Capitulo;
o conjunto @ dos nGmeros racionais € um corpo em relagdo
as operacdes usuais de adicdo e de multiplicagdo, que passa a
ser denominado corpo dos mimeros racionais.

Exempro 17 -~ Conforme veremos no Capitulo V, o con-
junto R dos nUmeros reais é um corpo em relacdo as opera-
¢Oes usuais de adigdo e de multiplicacfo, que passa a ser de-
nominado corpo dos niumeros reais. Ainda no - Capitulo V de-
finiremos o corpo € dos namercs complexos.

Exempro 18 - Na seccio seguinte daremos um exemplo
de corpo finito: corpo dos inteiros médulo p, onde p é um
numero natural primo.

EXERCICIOS

24. Verificar as igualdades (21) e (23) do teorema 4.

25. Verificar as seguintes propriedades dos quocientes, onde a, b,
¢ e d sdo elementos de um corpo K, com c#0 e d#0:

actb . b _
3 a <=

4 @lold=alcd; 5 @lblcld)=adlbc b#£0); 6 =t

1.5 - ANEL DOS INTEIROS MODULO m

Consideremos o anel Z dos nUmeros inteiros e seja m
um numero inteiro estritamente maior do que 1; conforme vi-
mos no §2.6 do Capitulo IIT a relacdoc de congruéncia moédulo
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m é uma relacdo de equivaléncia sébre Z e o conjunto quo-
ciente Z,, de Z pela congruéncia modulo m pode ser repre-
sentado por o -
Z,-10,1,2,-.-,m-1},
onde @ (0<asm-1) é a classe de restos moédulo m determina-
da pelo inteiro a:

={xeZ | x=a (mod.m)}.

Se @ e b sdo dois elementos quaisquer de Z,, colocare-
mos, por definicio,

' a+b=a+b e @-b=ab.
Precisamos verificar, inicialmente, que a soma @+b e o pro-
duto @-b nio dependem dos representantes a e b, isto &, se
d=c¢c e b=d, entdo,

a+b=c+d e ab=cd (24).

Ora, de @=C e b=d resulta a=c (mod.m) e b=d (mod. m),
logo, em virtude do corolario 1 do teorema 32, Capitulo III,
teremos a+b=c+d (mod.m) e ab=cd (mod. m); portanto, valem
as igualdades (24).

Ficam assim definidas uma operacdo de adicio e uma

operagdo de multiplicagdo sébre o conjunto Z,:
@,b)—>a+b e (a,b)r>ab.

Notemos que para se determinar a soma @+b pode-se
proceder do seguinte modo: somam-se os nimeros inteiros g
e b e determina-se o resto r da divisfo euclidiana de a+b por
por m; a classe de restos médulo m determinada por r é a
soma d+b. Analogamente, se s é o resto da divisdo euclidiana
de ab por m, tem-se @-b=5. Por causa disso diremos que a
soma d+b e o produto @b estdio definidos médulo m.

Exempro 19 - Para m=2, temos Z,={0,1} e as taboas das
operagdes de adicdio e de multiplicacdo sfo as seguintes

! °'1 +
= O | o
=
(=7
o

taboas das operacdes de adicio e de multiplicacio sfo as se-
guintes
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012345 012345
012345 000000
123450 0123845
21234501 21024024
3/1345012 31030303
4450123 40420142
5/501234 5/054321
TEOREMA 5 - As operacbes de adicdo e de multiplicagfo

(E,E)Hm e (a@,b)—ab
definem uma estrutura de anel comutativo com elemento uni-
dade s6bre o conjunto Z,,.

Demonsrracio - Precisamos verificar que estas operacdes
satisfazem os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D (ver
o §1.1); s6 faremos a verificacio de A3, A4, M3 e D e dei-
xaremos os outros a cargo do leitor.

A3 - Temos a‘+ﬁ=&T6=a‘, portanto, a classe de restos 0 é
o elemento neutro para a operacfo de adigfo.

A4 - Temos @+=a=a+(-a) =0, portanto, -@=-d.

M3 - Considerando-se a classe de restos 1 temos, para
todo elemento @ de Z,,, a-1=a-1=@, portanto, T é o elemen-
{0 neutro para a operacdo de multiplicagio.

D - Quaisquer que sejam @, b e € em Z,,, temos

ab+t)=a-b+c=alb+c) = ab+ac = ab+ac = Gb+ac,

portanto, a multiplicacdo é distributiva em relago a adicéo.

O anel Z,, passa a ser denominado anel dos inteiros mo-
dulo m. .

Exemrro 21 - A lei do anulamento do produto n#o é, em
geral, verdadeira no anel Z,, ou seja, &, ndo é, em geral, um
anel de integridade. Tomando-se m=6 temos (ver a taboa aci-
ma) 2-3=0 e 3:4=0, com 220, 30 e 420.

O seguinte teorema di& uma condigdo para que um ele-
mento @ de Z,, seja regular para a multiplicacdo, ou, em outros
térmos, determina os divisores do zero de Z,,.

TEOREMA 6 - Um elemento @ do anel Z,_, (m>1) dos in-
teiros mdédulo m é um divisor do zero se, e sOmente se,
mdec@a,m)=d>1.
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Demonstracio - Suponhamos que @ seja um divisor do
zero, logo, existe b#0 tal que a—bzﬁ, de onde vem, ab=gm e
entdo mlab); se, por absurdo, d=1 temos que a e m sdo pri-
mos entre si, portanto, de ml@b) resulta m|b e entdo b=0, con-
tra a hipétese. Reciprocamente, suponhamos que d>1 e seja
a=a,d e m=myd; temos lsm,<m, logo, m;#0 e, por outro
lado, @m,=am,; =a,m=0, portanto, @ é um divisor do’zero.

Observemos que se a e b sdo nGmeros inteiros tais que
a=b (mod. m), entfo, mdc(a,m)=mdcb,m), portanto, a condi-
¢do dada no teorema acima nfo depende do particular repre-
sentante a da classe de restos @.

COROLARIO 1 - Um elemento @ do anel Z,, ({m>1) é re-
gular para a multiplicacdo se, e somente se, a e m sdo primos
entre si.

COROLARIO 2 - Todo elemento regular do anel Z,, (m>1)
é inversivel.

Com efeito, se @ é regular, entdo a e m sfo primos en-
tre si, logo, existem nUmeros inteiros r e s tais que ra+sm=1,

de onde vem, Tad=1, ou seja, @ é inversivel. |

Observemos que se m>1 ndo é primo, entdo o anel Z,,
tem divisores proprios do zero, pois neste caso m=ab, com
l1<a,b<m e entdo ab=0, onde @+#0 e b#0. Por outro lado, se
m é primo e se @#0, temos mdc@,m)=1, logo, @ é regular.
Demonstradmos assim o seguinte

TEOREMA 7 - O anel Z, dos inteiros médulo p é um
anel de integridade se,’e sdmente se, p é um namero primo.

Portanto, para todo numero natural primo p, o anel Z,
¢ de integridade e, neste caso, o coroldrio 2 do teorema 6 nos
mostra que Z, é um corpo, que passa a ser denominado cor-
po dos inteiros médulo p. Este resultado também é consequén-
cia da propriedade mais geral:

TEOREMA 8 - Todo anel de integridade finito é um corpo.

DemonsTracAo - Seja A um anel de integridade e supon-
hamos que o conjunto A seja finito; consideremos um elemen-
to aeA” e seja f a aplicacdo de A* em A definida por
fay=ax. Como A é um anel de integridade resulta que
Im(f)JcA* e que f é injetora; por outro lado, sabemos que to-
da aplicacdo injetora de um conjunto finito em si mesmo é
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sobrejetora (ver o exercicio 65, Capitulo I), logo, Im(f)=A* e
como leA* concluimos que existe um elemento x de A* tal
que f)=1, ou seja, ax=1, portanto, a é inversivel. |

EXERCICIOS

96. Determinar todos os divisores do zero e todos os elementos
inversiveis do anel Z,,.

27. Resolver as seguintes equacdes s6bre o anel Z,, dos inteiros
moédulo m:

a) 3x+2=6x+7 (m=8)

D) @r-1P+@x+2°+5x=0 (m=5)%;

¢) 4dx-T+6x+2=3x+5 (m=12).

28. Resolver os seguintes sistemas de equacdes sObre o anel Z,,
dos inteiros moédulo m:

a) 3x+2y=1, dx+6y=1 (m="17)

b) 2x-3y=2, 3x+2y=1 (m=14)

c) 6x+5y=7, 3x+y=2 (m=12).

29. Determinar o inverso de 3640 no anel Zo597-

30. Mostrar que (a+b)P=aP+bP, quaisquer que sejam @ e b em
Zp (p namero primo).

1.6 - SUB-ANEIS E SUBCORPOS

DEFINICAO 9 - Seja A um anel e seja B uma parte do
conjunto A; diz-se que B é um sub-anel de A se, e somente
se, sdo validas as seguintes condigles:

1) B é fechado em relacdio & adicio e em relacdio a
multiplicacio definidas sobre A; '

2) as operacdes induzidas sébre B pelas operacdes de A
definem uma estrutura de anel sébre o conjunto B.

A condicdo 1) impde que a+beB e abeB, quaisquer que
sejam a e b em B e a condicio 2) impde que os axiomas Al-
A4, M1 e D devem estar verificados em B. Para simplificar a
linguagem também diremos que um subconjunto B, de um anel
A, é um sub-anel de A se, e somente se, B é um anel em re-~
lacdo as operagles de A.

TEOREMA 9 - Seja A um anel e seja B uma parte do
conjunto A. B é um sub-anel de A se, e somente se, as se-
guintes condi¢des estiverem verificadas: ’
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a) B+ Q; .

b) quaisquer que sejam a e b em A, se acA e se beB,
entdo, a+beB e abeB;

c) para todo a em A, se geB, entdo -aeB.

DemonsTrACAO - Suponhamos que o subconjunto B satis-
faca as condigdes a), b) e ¢), portanto, em particular, estd ve-
rificada a condicdo 1) da defini¢io 9. Precisamos agora mos-
trar que os axiomas Al, A2, A3, A4, M1 e D sfo verdadeiros
em B. Os axiomas Al, A2, M1 e D podem ser verificados do
seguinte modo: por hipdtese, éstes axiomas so verdadeiros
quaisquer que sejam os elementos a, b e ¢ de A e como B
é uma parte de A éles também sdo verdadeiros para todos
os elementos a, b e ¢ de B.

A3 - Conforme a condicdo a) existe um elemento q, em
B, logo, de acoérdo com c), -a,&B e entdo, em virtude de a),
ap+(~apE B, ou seja, 0B e é imediato que a+0=a para to-
do a em B. Portanto, B tem elemento zero que é igual ao
elemento zero de A.

A4 - £ imediato, em virtude da condicdo c¢).

Fica assim demonstrado que B é um anel em relacdo as ope-
racdes induzidas pelas operacdes de A e, portanto, B é um
sub-anel de A. Reciprocamente, suponhamos que B seja um-
sub-anel de A; conforme a condicdo 1) da definicio 9, B é
fechado em relagdo as operagbes de A, logo, estd satisfeita a
condicdo b). O subconjuntoc B nfio é vazio, pois, de acdrdo
com o axioma A3, B contém pelo menos o elemento zero Og;
portanto, estd verificada a condigfo a). Para verificar c) mos-
traremos, em primeiro lugar, que 0g=0. Com efeito, temos
0p+05=05=0x+0, portanto, conforme a lei do cancelamento da
adicdo aplicada a elementos de A, teremos 0g=0. Se a é um
elemento qualquer de B, entdo, de acdrdo com o axioma A4,
que é verdadeiro em B, existe a’eB tal que a+a =0g=0; esta
igualdade nos mostra que a’ também é o oposto de a em A4,
portanto, conforme a unicidade do oposto, temos a'=-a e en-
tdo -aeB. |

Seja B um sub-anel de um anel A; podemos ter os se-
guintes casos: 1) A e B nfo tém elementos unidades; 2) A
tem elemento unidade 1, e B nfio tem elemento unidade; 3)
A n3o tem elemento unidade e B tem elemento unidade 15; 4) A
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tem elemento unidade 1,, B tem elemento unidade 1z e 1,# 14
5) 1,=15. Vejamos alguns exemplos para mostrar que &stes
casos podem aparecer efetivamente. 1) Tomemos A=2Z e

B=47Z, isto é, A é o conjunto de todos os inteiros pares e B’

é o conjunto de todos os inteiros que sfo multiplos de 4; é
imediato que B é um sub-anel de A e que nem A e nem B
tém elementos unidades. 2} Tomemos A=Z e B=2Z; é ime-
diato que B é sub-anel de A e notemos que A tem elemento
unidade, enquanto que B nfoc tem elemento unidade. 3) Con-
sideremos o anel produto de Z por 2Z: A=ZX2Z; seja B o
subconjunio, de A, formado por todos os pares ordenados
(n,0), com n em Z. E facil verificar que B & sub-anel de A4;
o anel B tem elemento unidade que é o par (1,0) e A nio
tem elementc unidade, pois 2Z ndo tem elemento unidade.
4) Consideremos o anel A=ZXZ que tem elemento unidade
1,=(1,1) e seja B o subconjunto, de A, formado por todos os
pares ordenados (n,0), com n em Z. E imediato que B é um
sub-anel de A e que o par 15=(1,0) é o elemento unidade
de B; neste caso, temos 1,#15. 5) Tomemos A=Q e B=2Z;
neste caso, A tem elemento unidade que é igual ao elemento
unidade de B.

No caso 4) podemos demonstrar que 1z é divisor préprio
do zero em A. Com efeito, ternos

Ig(a~1g)=1p 114 1g=15-15=0 e 1,-15%0.

No caso 5) diremos que B é um sub-anel unitdrio de A.

DEFINICAO 10 - Seja K um corpo e seja M uma parte

do conjunto K; diz-se que M é um subcorpo de K se, e s0O-
mente se, sdo validas as seguintes condicdes:

1) M é fechado em relacdc a adicdo e em relacdo 3
multiplicacdo definidas sébre K;

2) as operacBes induzidas sdbre M pelas operacles de
K definem uma estrutura de corpo sébre o conjunto K.

Observemos que se M é um subcorpo de K, entio M é
necessariamente um sub-anel de K. Demonstraremos o seguinte

TEOREMA 10 - Seja K um corpo e seja M uma parte do
conjunto K. M é um subcorpo de K se, e somente se, as
seguintes condigbes estiverem verificadas:

a) o conjunto M tem pelo menos dois elementos;

S
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b) quaisquer que sejam a e b em K, se acM e se
beM, entioc a+beM e abelM;

c) para todo ¢ em K, se aeM, entfo ~-acM; -

d) para todo a em K, se aeM e se a#0, entdo aleM.

Demonstracio - Suponhamos que o subconjunto M satis-
faca as condigdes a), b), ¢) e d). Em virtude do teorema 9,
temos que M é um sub-anel de K, de onde vem, em particular,
sque ¢ elemento zero de K pertence a M. Por outro lado, confor-
me a condicfio a), existe qyeM com ag#0, logo, por d), a;'eM e
entdo 1 =a,05'eM; portanto, o conjunto M tem pelo menos dois
elementos. Finalmente, a condicdo d) nos mostra que todo ele-
mento nao nulo, de M, tem inverso em M e fica assim de-
monstrado que M é um subcorpo de K. Reciprocamente,
suponhamos que M seja um subcorpo de K, logo, M é um
sub-anel de K e, portanto, conforme o teorema 9, estdo satis-
feitas as condic¢bes b) e c). Por outro lado, os elementos
0y=0 e 1, com 1,#0, pertencem a M; portanto, o con-
junto M tem pelo menos dois elementos, ou seja, vale a con-
dicdo a). Para verificar d) mostraremos, em primeiro lugar,
que 1, =1. Com efeito, temos 1-1,,=1,=14-1, portanto, de
acérdo com a lei restrita do cancelamento da multiplicagdo
aplicada a elementos de K, teremos 1, =1. Finalmente, se a
é¢ um elemento qualquer de M e se a#0, entdo, de acdrdo
com o axioma M4, que é verdadeiro em M, existe a’'eM tal
que aa’ =1, =1; portanto, conforme a unicidade do inverso, te-
mos @' =a! e entdo a'leM. g

Exempro 22 - O conjunto Z dos numeros inteiros é um
sub-anel unitario do corpo @ dos ntGmeros racionais.

Exempro 23 - O conjunto @ dos numeros racionais é um
subcorpo do corpo R dos numeros reais e R, por sua vez, é
um subcorpo do corpo C dos nGmeros complexos.

ExemprLo 24 - Consideremos o conjunto Q[\/E] de todos
os numeros reais que sio da forma a+by2, com a e b racio-
nais e mostremos que Q[y2] é um subcorpo do corpo R
dos numeros reais. A condi¢fo a) do teorema 10 estid eviden-
temente verificada e comeo

(a+by2)+(c+d\/2) = @w+o)+b+dh/2,
(a+by/2)(c+dy/2) =(ac+2bd)+(ad+bch/z
~(a+b\/2) = (~a)+(-bh/2
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resulta que também valem as condicdes b) e ¢) do mesmo
teorema. Falta verificar a condicdo d) e para isto notamos, ini-

cialmente, que se a+b\/2+#0, entdo, a-by/2#0, pois, /2 &

um numero irracional. O numero real a+b\/2#0 tem inver-
so em R e precisamos mostrar que éste inverso é da forma
c+dy/2, com ¢ e d racionais; ora, temos

1 a-by/2 ._a . -b V
a+by2 (a+b\/2)a-by/2) a®-2b% a?-2b?

e basta escolher c=al(a®-2b%) e d=-b/(a®-2b2).

TEOREMA 11 - A interseccio de uma familia ndo vazia
(A;);e; de sub-anéis, de um anel A, é um sub-anel de A.

DemonsTrACAO - Ponhamos B:QIAi. Como 0=A4,;, para

todo iel, temos 0B, logo B#{. Se a e b sdo dois elemen-
tos quaisquer de B, temos acA4; e beA,;, para todo iel, de
onde vem, a+beB, abeB e -a=B, ou seja, estdo satisfeitas
. as condi¢bes b) e c) do teorema 9 e, portanto, B é um sub-
anel de A. B

TEOREMA 12 - A intersecciio de uma familia ndo vazia
(Mp);e; de subcorpos, de um corpo K, é um subcorpo de K.

Demonstracio - Conforme o teorema anterior, M :QMi

k1=3
é¢ um sub-anel de K e é imediato que M tem pelo menos
dois elementos, pois 0=M; e 1eM, para todo icl. Se a é um
elemento qualquer de M e se a+#0, temos aeM;, para todo

iel, logo, conforme a parte d) do teorema 10, teremos

a'eM,;, para todo iel; portanto, aleM. |

Seja S um subconjunto de um anel comutativo A e con-
sideremos a familia (4,);.; de todos os sub-anéis de A que
contém §; é imediato que esta familia n3o é vazia, pois,
ScA e A é sub-anel de A. A intersec¢io da familia (4,) é
um sub-anel de A que é denominado sub-anel gerado pela
parte S e serad indicado pela notacdo [S]; S, por sua vez, é
chamado sistema de geradores do sub-anel [S]. Indiquemos por
M o conjunto de todos os sub-anéis de A e ordenemos M por
inclusdo (exemplo 23, Capitulo I) e consideremos o subconjun-
to F, de M, formado por todos os sub-anéis A;, de A, que
contém a parte S; é imediato que [S] é o minimo de G (defini-
¢8o 9, Capitulo I). Por causa disso, diremos que [S] é o menor
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sub-anel de A que contém a parte S. Portanto, se B é um
sub-anel de A e se SCB, entio [S]=B.

ExemprLo 25 - Para todo anel comutativo A, temos

[@]={0}, [O}=1{0} e [Al=A.

Se B é um sub-anel de A e se S é um subconjunto
de A, indicaremos por B[S] o sub-anel gerado pela parte
AUS, portanto, B[S] indica o menor sub-anel de A que con-
tém B e S. Se S={x,,x,,--+,2,}, indicaremos B[S] pela notacéo
Blxy, Xy, -, 2,].

Exempro 26 - Consideremos o corpo R dos numeros reais
e vamos mostrar que o sub-anel Z[y/2], gerado por ZMN{y/2}, é o
conjunto B de todos os nimeros reais que sdo da forma a+by/2,
com a e b inteiros. J& tinhamos observamos no exemplo 7 que
B é um sub-anel de R e como ZcB (basta escolher b=0) e
V2&B (basta escolher a=0 e b=1), temos que Z[\/2]=B. Por
outro lado, seja a+by/2 um elemento qualquer de B; notando-
se que a, b e \/2 pertencem a Z[\/2] resulta, em virtude do te-
orema 9, que a+b\/2 também pertence a Z[y/2] e, portanto,

BcZ[y/2].

Seja S um subconjunto de um corpo K e consideremos a
familia (M,;);c; de todos subcorpos de K que contém a parte
S; & imediato que esta familia é nfo vazia, pois ScK e K é
subcorpo de K. A intersec¢do da familia (M;) é um sub-
corpo de K, que ¢é denominado subcorpo gerado pela parte
S e sera indicado por (S); S, por sua vez, € chamado sistema
de geradores do subcorpo (S). E imediato que (S) é o menor
{em relacdo & inclusdo) subcorpo de K que contém a parte S;
portanto, se M é um subcorpo de K e se S=M, entdo (S)=M.

Se M é um subcorpo de K e se S é uma parte de K, indi-
caremos por M(S) o subcorpo gerado pela parte MUS; por-
tanto, M(S) é o menor subcorpo de K que contém M e S. Se
S={x,,%y,°-+,x,}, @ notacdo M(S) é substituida por

M(xy, Ty, Xp).

Em particular, a interseccdo P de todos os subcorpos do
corpo K é um subcorpo de K, que é denominado corpo primo
do corpo K. Portanto, P & o menor subcorpo de K, ou sejs,
P esta contido em qualquer subcorpo de K. Como o elemento
unidade 1, de K, pertence a qualquer subcorpo de K, resulta
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que P também pode ser definido como o subcorpo gerado pela
parte {1} de K: P=(1). £ imediato que se S é uma parte
qualquer de K, entdo (8)=P(S).

ExemprLo 27 ~ Consideremos o corpo R dos ndameros reais
e vamos mostrar que Q(/2) é o conjunto M de todos os nu-
meros reais da forma a+by/2, com a e b racionais. Ja tinhamos
observadc no exemplo 23 que M é um subcorpo de R e como
Q<=M (basta escolher b=0) e \/2eM (basta escolher a=0e b=1),
temos Q(/2)<=M. Por outro lado, seja a+by/2 um elemento
qualquer de M; notando-se que a, b e /2 sfo elementos de
Q(/2) resulta, em virtude do teorema 10, que a+by/2 também
pertence a Q(/2); portanto, M<Q(/2) e entdo Q(/2)=M.
Observemos que se pode demonstrar facilmente que Q[y2] é
o conjunto de todos os numeros reais da forma a+by/2, com
a e b racionais, portanto, temos @/2]1=Q(/2).

EXERCICIOS

31. Determinar todos os sub-anéis do anel Z dos nimeros inteiros.
Sugestdo: supondo-se que A # {0} seja um sub-anel de Z, mostrar que
existe o minimo do conjunto dos elementos estritamente positivos de 4
e descrever A em térmos déste minimo.

32. Determinar quais dos seguintes subconjuntos B, do corpo Qk

dos numeros racionais, sfo sub-anéis de @:

a) B={a=@Q | a é um inteiro par};

b) B={ae=sQ | a é um inteiro impar};

¢) B={re@Q | xr=cfb, coma e b inteiros e 24b};

d) B={xe=Q | x=a/b, com a e b inteiros e 4/b};

e) B={xe=@ | x=ualb, com a eb inteiros, b = 2"3™, m e n nGmeros
naturais quaisquer}.

33. Determinar quais dos seguintes subconjuntos M, do corps R
dos niimeros reais, sfo subcorpos de R:

a) M={xeR| x=a+b\[£ ¢ e b inteiros};

b) M={xeR|x= a+b\/— a e b racionais};
¢) M={zxsRlx= a+b\/" +C\,/' a, b e ¢ racionais};

d) M={xeRizx= a+b\/z+C\/" e, b e ¢ racionais}.

34. Mostrar que o fGnico subcorpo do corpo @ dos nlimeros ra-
cionais é o prépric @.

35. Mostrar que o Gnico subcorpo do corpo Z dos inteiros mdédulo
v é o proprio 2’

36. Mostrar que os Gnicos subecorpos do corpo @h/21 (ver o
exemplo 27) sfo @ e @lyzl.

191

37. Determinar todos os sub-anéis do anel Z,, dos inteiros mé-
dulo 12. .
38. Dar exemplos de partes nfo vazias do corpo R dos nimeros
reais que satisfazermn uma das condi¢des do teorema 9 (separar a condi-
cdo b) em duas) e que ndo sdo sub-anéis de R.

39, Dar exemplos de partes M do corpo R dos numeros reais
que satisfazem duas e sOmente duas das condi¢Bes do teorema 10 (se~
parar a condicdio b) em duas) e no satisfazem as outras trés.

40. Descrever os sub-anéis Z[/31, Z[yz,V3] e ZI(2,v3] do corpo R
dos nGmeros reais.

41. Descrever os subcorpos 6(/3), @/z,V3) e @(1,\/2) do corpo
R dos nUmeros reais.

42, Mostrar que @Vz,V/31=Q(/2,V3)-

43. Demonstrar que um subconjunte B, de um anel A, €& um
sub-anel de A se, e sOmente se, sfo validas as seguintes condi¢Oes:
a) B£®; 2) a=B e beB = a-beB; 3) aeB e beB = abeB.

44, Demonstrar que um subconjunto M, de um corpo K, é um
subcorpo de K se, e sOmente se, sdo validas as seguintes condig¢ses:
1) M tem pelo menos dois elementos; 2) a=M e beM — a-beM,
3) asM e beM — abeM; 4) aesM e a+0 = aleM.

45. Seja B um sub-anel de um anel A e sejam S e T duas
partes quaisquer de A; mostrar que B[SUT]=(BISDIT]= (BITDIS]. Con-
cluir daf que se SNB=S, e S,=045,, entdo, BIS]=BIS,].

46. Seja M um subcorpo de um corpo K e sejam S e T duas
partes quaisquer de K; mostrar que M(SUT) = (M{SNT)=(M(T)XS). Con~
cluir dai que se SNM=S, e S,=0(g3,, entdo, M(S)=MI(S,).

1.7 - HOMOMORFISMOS

Nesta seccfo s6 consideraremos anéis comutativos apesar
de que o0s conceitos que estudaremos também podem ser in-
troduzidos para anéis guaisquer.

DEFINICAC 11 - Sejam A e A’ dois anéis comutativos
e seja f uma aplicacio do conjunto A no conjunto A’; diz-se
que f é um homomorfismo do anel A no anel A’ se, e s0-
mente se, sdo validas as seguintes condic¢Oes:

Swo+b) = fey+Jiby;

2)  fab = fafbd,

guaisquer que sejam a e b em A.

Exzmrro 28 - Com as notacGes acima, a aplicacido
f:A-— A’ definida por fw=0 (onde 0 também indica o ele-
mento zero do anel A") é um homomorfismo de A em A', que &
denominado homomorfismo nulo.
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Se f é um homomorfismo de A em A" e se f é uma
aplicacdo sobrejetora, diremos que f é um epimorfismo de A
em A’ ou que f é um homomorfismo sobrejetor de A em A’.

Se f é um homomorfismo de A em A" e se f é uma
aplicacdo injetora, diremos que f é um monomorfismo de A
em A’ ou que f é um homomorfismo injetor de A em A’

Finalmente, se f é um homomorfismo de A em A’ e se
f é uma aplicacdo bijetora, diremos que f & um isomorfismo
de A em A’ ouque f éum homomorfismo bijetor de A em A’.
Neste caso, também se diz que o anel A é isomorfo ao anel
A’ e escreveremos Ax>~A’ (leia-se: A ¢é isomorfo de A).

Um homomorfismo de A em A também é denominado
endomorfismo de A e um isomorfismo de A em A é cha-
mado automorfismo de A.

ExemprLo 29 - A aplicacfio idéntica de Z em €@ é um

monomorfismo do anel Z dos ntumeros inteiros no corpo @
dos nUmeros racionais.

Exempro 30 - Seja m>1 um nimero inteiro e considere-
mos o anel Z, dos inteiros médulo m; a aplicacdo candnica
q de Z em Z,, isto é a aplicaciio q:Z — Z,, definida por
gay=a (ver o exemplo 37, Capitulo I) é um epimorfismn.

Exempro 31 - Consideremos o corpo K =@Q[y/2] (ver o exem- .

plo 26) e seja f:K — K definida por fla+by/2)=a-by\/2; é facﬂ
verificar que f é um automorfismo do corpo K.

Para todo homomorfismo f:A — A’, a imagem da apli-
caco f, que ¢ indicada por Im(fy (ver o §3.1, Capitulo I),
passa a ser denominada imagem do homomorfismo f. E ime-
diato que f € um epimorfismo se, e sOmente se, Imf)=A4
O conjunto de todos os elementos a, de A, tais que f@)=
é denominado nicleo ou kernel do homomorfismo f e sera
indicado pela notacdo Ker(f) (leia-se: kernel de f). Notemos que

Ker(fy n@o ¢é vazio, pois, f(0)=0 e & facil verificar que f &

um monomorfismo de A em A’ se, e sOmente se, Ker(f)={0}.

TEOREMA 13 - Para todo homomorfismo f de um anel
comutativo A num anel comutativo A’ valem as seguintes
propriedades:

a) fea) =-fa);

b) Im() é um sub-anel de A’
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DemonsTRACAO

a) Temos 0=£(0)=f(a+-@)=fw)+f-a), portanto, f-a)=-f@.

b) E imediato que Im =@, pois, f(0)=0. Se o’ e b’ sdo
dois elementos quaisquer de Im(f), existem a e b em A tais

que fay=d e fb)=b', logo,

a’ +b = fy+fb = fa+b,
= fa)f) = faab),
-0’ = -f = f-w),

de onde vem que a+b’, a'b’ e -a’ sdo elementos de Im(f)
e, portanto, conforme o teorema 9, Im(f) é um sub-anel de
A’ |

TEOREMA 14.- Sejam A e A’ dois anéis comutativos nio
nulos e seja f um epimorfismo de A em A’; temos

a) se A tem elemento unidade 1, entdo, f(1) é o ele-
mento unidade de A’;

b) ser A tem elemento umdade 1 e se asA ¢ inver-
sivel, entdo, f(a) é inversivel em A’ e f(a) = (f).

DEemonsTrRAGAO

a) Se a4 é um elemento qualquer de A’ existe acA
tal que f@=a e entdo

a'f(1) = f@f(1) = fla-1) = flay = a’;

portanto, f(1) é o elemento unidade de A’.

b) Em virtude da parte anterior f(1) é o elemento uni-
dade de A’ e de a-a’=1 resulta f@f(a?)=7(1), portanto, f@)

_é inversivel e f(a™) = (ftw). |

TEOREMA 15 - Sejam A, A" e A” trés anéis comuta-
tivos; se f é um homomorfismo de A em A e se g é um
homomorfismo de A’ em A”, entdo, a aplicacio composta
gef & um homomorfismo de 4 em A”.

DemonsTrACAO - Temos
(gof)a+b) = g(fa+b) = g(flr+fd) =
= g(f@)+g(f®) = (goflar+(gof)®)

(gof)ab) = g(faby) = g(fif®) =
=9(f@)g(f®) = (gof)@ - (gof)id),
quaisquer que sejam a e b em A. |

COROLARIO - Com as notacSes do teorema anterior, se
AxA’ ese A~A", entdio A~A".

Basta observar que a composta de duas bije¢Ses é uma
bijecdo.
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TEOREMA 16 - Se f é um isomorfismo de um anel A
num anel A’, entfo a aplicacdo inversa de f é um isomor-
fismo de A" em A.

DemonstracAo - J4 sabemos que f! é uma bijecdo de
A’ em A; por outro lado, se a4 e b sdoc dois elementos
quaisquer de A’, existem a e b em A tais que faay=a e
fbo=b", logo
e

a'+b = fy+fb) = fla+b)
a'd’ = ffd = fab),
fYa' +b)=a+b=f1a)+ D)
€ Fla’ty = ab = fi@ f1®). |
O teorema acima nos mostra que se A~ A’, entio A'~A;
por causa disso podemos dizer que A e A’ sdo isomorfos.

de onde vem

Conforme o teorema 10 do Capitulo I, temos o seguinte

TEOREMA 17 - Para que um homomorfismo f de um
anel A num anel A" seja um isomorfismo é necessario e
suficiente que exista uma aplicacio g: A'— A tal que gof=1,
e fog=1,,; neste caso, tem-se ¢g=f7.

Finalmente, demonstraremos o seguinte

TEOREMA 18 - Se f é um homomorfismo de um corpo

K num anel A, temos: ou f ¢é o homomorfismo nulo ou .

entdo f é um monomorfismo de K em A.

Dzemonstracio - Podemos distinguir dois casos: a) f(1)=0
e b) f(1)#0, onde 1 indica o elemento unidade de K. No

caso a) temos fa@ =fla-1) = fafD) = f@-0 =0,

para todo a em K; portanto, f é a aplicacdo nulade K em A.
No caso b), consideremos um elemento aeK tal que f@=0
e suponhamos por absurdo que a#0; temos f(1)=flaaD)=
=fafla?)=0-fla?) =0, contra a hipétese. Isto nos mostra que

Ker(f)={0}; portanto, f é um monomorfismo. B

Seja m>1 um numero natural e consideremos o conjunto
F,,=1{0,1,2 ..., m-1}.

Definiremos uma aperacdo de adicdo e sobre F,, do seguinte
modo: se a e b sfo dois elementos quaisquer de F,,, entdo
aeb ¢é o resto da divisdo euclidiana de a+b por m. Analo-
gamente, define-se aeb como o resto da divisdo euclidiana
de ab por m. Deixaremos a cargo do leitor a verificacdo de
que (F,,,®,0) é um anel comutativo com elemento unidade.
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TEOREMA 19 - A aplicacdo f:F,,— Z,,, definida por
f@ =@, é um isomorfismo do anel (F,,,e,®) no anel Z, dos
inteiros moédulo m.
Demonstracio - E imediato que f é uma bijecdo e se
a e b sdo dois elementos quaisquer de F., temos
aeb=a+b(mod.m) e aeb=z=ab(mod.m),

logo, —_— -
flaeb)=aeb=a+b=a+b=fa)+fb

€ flaeb)=aeb=ab =ab = f)fb);

portanto, f é um isomorfismo. i

Por causa do teorema acima diz-se que o anel (F,,e,0)
também é o anel dos inteiros médulo m; substituiremos, fre-
qiientemente, o anel Z, pelo anel F,,.

EXERCICIOS

47. Mostrar que o uUnico automorfismo do anel Z dos numeros
inteiros é o automorfismo idéntico.
48. Mostrar que o Unico automorfismo do corpo @ dos numeros
racionais é o automorfismo idéntico.
© 49. Mostrar que o Unico automorfismo do corpc Zp dos inteiros
moédulo p é o automorfismo idéntico. )
50. Demonstrar que s6 existem dois automorfismos do corpo Q[y/2]

(ver o exemplo 27): o automorfimo idéntico e o automorfismo definido
no exemplo 30.

51. Mostrar que os subcorpos @[/2] e @Q[y/3], do corpo R dos
nameros reais, ndo sdo isomorfos.

52. Demonstrar que um homomorfismo f de um anel comutativo A4
num anel comutativo A’ ¢ um isomorfismo se, e sOmente se, estiver
verificada a seguinte condicdo: para todo a=A4, se faa =0, entdo a=0.

53. Demonstrar que se f é um epimorfismo nfo nulo de um anel
de integridade num anel ndo nulo A4’, entdo A’ ndo &, necessariamente,
um anel de integridade.

54. Verificar, detalhadamente, que (Fm,®,0) é um anel comutativo
com elemento unidade.

EXERCICIOS SOBRE O §1

55. Determinar todas as estruturas de anel sdbre o conjunto 4 ={0,a},
onde a#0.

56. Determinar t6das as estruturas de anel sébre o conjunto
A ={0,a,b}, onde 0, a e b sdo distintos dois a dois.
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57. Suponhamos que sGbre um conjunto nio vazio A estejam defi-
nidas operacdes de adi¢do e de multiplicacdo que satisfazem os seguintes
axiomas: A) a operacdo de adicdo define uma estrutura de grupo (ndo
necessariamente comutativo) sébre A; M) a operacdo de multiplicacédo
define uma estrutura de monodide sdbre A; D) a operacdo de multiplica-
cdo é distributiva & esquerda e a direita em relacdo & adicdo. Nestas
condicdes, demonstrar que estas operacdes definem uma estrutura de anel
com elemento unidade sbébre o conjuntec A. Sugestfo: desenvolver
(1+1)(x+y) de-dois modos diferentes.

58. Seja (4,+,) um anel e consideremos a operacdo * definida
sbbre A por axb=ba. 1) Mostrar que (4,+, a&) é um anel (que é
denominado anel oposto de A e é indicado por A) 2) Uma bijegdo f de
um anel A num anel B ¢é um anti-isomorfismo se, e somente se,
fla+b) = fla) + f(b) e flab) = f(b)fla), quaisquer que sejam a e b em A.
Mostrar que § é um anti-isomorfismo de A em B se, e somente se, f &
um isomorfismo de A em §

59. Seja S uma parte nio vazia de um anel A; chama-se centraliza-
dor de- S ao conjunto de todos os elementos x de A tais que xa=ax,
para todo x em S; indica-se o centralizador de S pela notacdoc C(S).
1) Mostrar que C(S) é um sub-anel de A. 2) Mostrar que se A tem
elemento unidade e se aeC(S) é inversivel, entdo a’ leC(S). 3) Se
S e T s3o partes ndo vazias de 4 e se ScT, entio C(T)=C(S).
4) S C(C(S), para toda parte ndio vazia S de A. 5) C(C(C(SN =C(S)
para toéda parte ndo vazia S de 4.

60. Chama-se centro de um anel A ao centralizador de A. Mostrar
que o centro de A é um sub-anel comutativo de A.

61. Chama-se comutador de dois elementos x e y de um anel A4,
ao elemento [x,yl=xy-yx. 1) Mostrar que x e y sédo permutaveis se, e
sdomente se, [x,yl=0. 2) Verificar as seguintes igualdades: a) [x,x]=0;
b) [x,yl = -y, xl e o [x,ly,zl1+[y,[z,xll+[2,[x,y]] = 0 (identidade de Jacobi).

62. Diz-se que um elemento e, de um anel 4, é um elemento
unidade & esquerda (resp., a direita) se, e somente se, e.a=a (resp.,
a-e=a) para todo ¢ em A. Demonstrar que se A tem um unico
elemento unidade e a esquerda (ou a direita), entdo A tem elemento
unidade. Sugestdo: para todo a em A considerar o elemento a-ae+e
e mostrar que a-ae+e=e.

63. Seja A um anel tal que x’-xeC(A) para todo x em A4,
onde C(A) & o centro de A (ver o exercicio 60); demonstrar que A4 ¢é
comutativo. Sugestio: mostrar que xy+yxre=C(4A) e que x 2e=C(A).

64. Seja A um anel nio nulo que satisfaz a seguinte condicfo:
quaisquer que sejam x e Yy em A, existe um elemento uesA tal que
xu=y ou uxr=y. Mostrar que A4 & um anel com elemento unidade.
Sugestdo: Verificar que existe um elemento u que nio é um divisor do
zero.

65. Seja A um anel com elemento unidade e seja a=A um ele~
mento inversivel. 1) Mostrar que a aplicacdo 0,:A4 — A definida por

197

-1 2 N N N s
Oy =axa” € um automorfismo (denominado automorfismo interno

de A). 2) Mostrar que o conjuhto‘de todos os automorfismos internos
de A é um grupo em relagio & composicio de aplicacdes (que é deno-
minado grupo dos automorfismos internos do anel A).

66. Diz-se que um elemento b de um anel A ¢é nilpotente se, e
sOmente se, existe neN* tal que b"=0. 1) Todo elemento nio nulo
e nilpotente é um divisor préprio do zero. 2) Se A  tem elemento
unidade e se b ¢é nilpotente, entdo 1-b é inversivel. 3) Se b é nilpo-
tente e se b e ¢ sdo permutaveis, entio bc é nilpotente. ¢4) Se b
e ¢ sdo nilpotentes e permutaveis, entdo b+c é nilpotente.

. 67. Seja a um elemento de um anel A e consideremos a aplicacio
fotA +» A definida por foo =[x,al = xa-ax. Mostrar que se a € nilpo-~
tente, entdo, existe um ndamero natural ndo nulo g tal que tf,’(x):()
para todo x em A, onde jg indica o composto fyo---of, (q vézes).

68. Seja A um anel tal que a2*=x para todo xr em A (um anel
que satisfaz esta condicdo é denominado anel de Boole). 1) Mostrar que
x=-x paratodo xr em A. 2) Demonstrar que A é comutativo. 3) De-
monstrar que se A ndo tem divisores prdoprios do zero, entio 4 é um
anel nulo ou 4 tem dois elementos.

69. Verificar que o anel (P(E), 4,N) definido no exercicio 2 é um
anel de Boole.

70. Seja A um conjunto ndo vazio e suponhamos que estejam
definidas operacdes de adigdo e de multiplicagdo sébre 4 que satisfazem
os axiomas Al, LCA e D. Demonstrar que se ac2=3:, para todo x em A,
entdo A ¢é um anel de Boole. Sugestdo: mostrar que x+x+x=x+x e
deduzir dai que x+x ¢é o elemento neutro para a adicdo.

71. Demonstrar que a aplicacio a —aP, de Z em Zp, é um
automorfismo, portanto, conforme o exercicio 49, tem-se aP =@. Deduzir
dai que aPl=1 (mod. p), para todo numero inteiro a tal que pta
(teorema de Fermat). :

72. Demonstrar que os Unicos elementos x de um corpo K que: '
satisfazem a condicio_ 2%=1 sdo 1 e -1. Concluir daf que os subconjun-
tos {x,x'}, com x#£0,1,-1, formam uma particdo de K -1{0,1,-1}. ’

73. Aplicar o exercicio precedente ac corpo Zp dos inteiros médu-
lo p para mostrar que 1.2.....p~1 = -1.

74. Deduzir do exercicio anterior que (p-DI+1=0 (mod.p), para
todo nimero primo p>1. Portanto, conforme o exercicio 40 do Capitulo
111, vale a seguinte propriedade: um ntmero natural p>1 é primo se, e
somente se, (p-1)!+1 =0 (mod. p) (teorema de Wilson).

75. Seja A um‘anel comutativo € ndo nulo; se o conjunto A é
finito e se todo elemento-de A* é regular para a multiplicacdo, entdo
A é um corpo.

76. Seja A um anel comutativo sem elemento unidade e conside-
remos o produto cartesiano B=ZXA dos conjuntos Z e A; cologquemos,
por definicdo (m,a)+(n,b) = (m+n , a+b)
€ (m,a)-(n,b) = (mn , ma+nb+ab),
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guaisquer que sejam os pares ordenados im,a e <, de B. a) Mostrar
que estas operacdes definem uma estrutura de anel comutativo sébre o
conjunto B. b) Verificar que (1,0) é o elemento unidade do anel B.
c¢) Mostrar que a aplicacdo a—(0,a), de A em B, é um monomor-
fismo. (Portanto, todo anel comutativo sem elemento unidade pode ser
imerso num anel comutativo com elemento unidade.)

77. Sejam p e ¢ dois nGmeros naturais primos, com p#q. De-
monstrar que o anel qu é isomorfo ao anel produto ZpXZq. Sugestdo:
existem inteiros r e s tais que rq+ps=1, logo, X =xrq+Isp=x;+x,
para todo nimero inteiro x; indicando-se por @, (resp., wq) a aplicagao
quociente de Z em Z, (resp., Zq), mostrar que Ea(wp(xa),wq(xz)) é um
isomorfismo de qu em ZpXZq. .

_ '18. Consideremos o produto cartesiano Z;;XZ;; do conjunto Z;; por
si mesmo e coloquemos, por definigdo,
(a,b)+(c,d) = (a+c, b+d)
(a,b)-(c,d) = (ac+Tby , ad+bc).
Mostrar que estas operacdes definem uma estrutura de corpo sbébre o
co_njunto Z, XZ,,.

§2 - CORPO DE FRACOES DE UM ANEL DE
INTEGRIDADE

Dados dois nimeros inteiros a e b, com b#0, existe um
nUmero inteiro. x tal que bx=a se, e sOmente se, bla; por-
tanto, s6 podemos considerar os quocientes ou fracSes alb
juando e é mdaltiplo inteiro de b e b#0. Para eliminar es-
tas restricdes mostraremos que se pode_construir um corpo
@, ampliacdo de Z, onde sempre seja possivel considerar o quo-
ciente a/b de dois numeros inteiros a e b desde que b=#0.
Notemos desde ja& que a fracdo alb (b#0, bla) satisfaz a equa-
cdo dx=c (d#0, dlc) se, e sdmente se, ad =bc; isto nos mostra
que ndo basta introduzir os novos elementos como pares orde-
nados de numeros inteiros, sendo necessario estabelecer um
critério para que dois pares ordenados representem a mesma
fracdo. O corpo @ que construiremos é uma extensdo minima
de Z no seguinte sentido: se Z é um sub-anel de um corpo
K, entdo existe um subcorpo @ de K que é isomorfo a @ (ver
o teorema 25). '

Um outro modo de considerar o problema acima é o se-
guinte: notamos, inicialmente, que -1 e 1 sfo os tUnicos ele-
mentos simetrizaveis do semigrupo multiplicativo (Z,-); procu-
ra-se, entdo, ampliar o conjunto Z com a introducédo de novos

199

‘elementos de modo que todo numero inteiro ndo nulo, seja
inversivel e, neste caso, pode-se definir a fragdo a/b(b#0) pe-
lo produto ab?. Trata-se, portanto, de aplicar o processo de
simetrizacdo de uma operacdo a multiplicacdo definida sébre
Z* (ver a introducfo do §2 do Capitulo III).

Na secgdo 2.1 estudaremos o problema acima para o ca-
so de um anel de integridade qualquer A construindo, entéo,
o corpo de fracdes de A, e depois obteremos, como caso par-
ticular, o corpo @ dos nimeros racionais (§2.2). Utilizaremos
no Capitulo VI os resultados do §1.1 para a construgdo do cor-
po de fragdes racionais. Terminaremos éste pardgrafo com a
introducdo dos conceitos de caracteristica de um anel (§2.3)
e de corpo primo (§2.4).

2.1 - CONSTRUCAO DO CORPO DE FRACOES DE
UM ANEL DE INTEGRIDADE

Sejam a e b dois elementos de um anel de integrida-
de A; diz-se que a é um maultiplo de b se, e somente se,
existe ¢ em A tal que a=bc. Se a é um multiplo de b e
se b#0, entdo o elemento ¢ é Unico; éste elemento passa a
ser denominado quociente de a por b e sera indicado pela no-

tacdo % ou a/b. Em particular, se b é inversivel, tem-se %:ab“.

O elemento % também é chamado fragdo de térmos a e b ou

de numerador a e denominador b. Portanto, tem sentido con-
siderar uma fracdo %, de elementos de A, se, e sOmente se, b#0
e a é multiplo de b. Observemos que se o anel de integri-
dade A é um corpo, entio existe sempre o quociente de
a por b#0 e temos g=ab71 (ver o §1.4).

Supondo-se que o anel de integridade A seja um sub-anel
de um corpo K, dados a e b em A, com b#0, pode-se con-
‘siderar a fracdo %EK definida por %:ab‘l, onde b! indica o in-

z

verso de b em K. Notemos que esta fracio é um elemént\a

de K que, em geral, ndo pertence a A; temos %

mente se, a é multiplo (em A) do elemento b. Valem para es-
tas fragdes as férmulas dadas no teorema 4.

€A se, e sO-
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TEOREMA 19 - Se A é um sub-anel unitirio de um cor-
po K, entdo o subcorpo (A) gerado por A é o conjunto M

de tddas as fracdes %, com a e b em A e b#0.

DemonsTracio - E imediato que o conjunto M tem pe-
lo menos dois elementos e as formulas (20), (21), (22) e (23)
nos mostram que estfio satisfeitas as condicdes b), ¢) e d) do
teorema 10; portanto, M é um subcorpo de K, como A<M,

. pois, %:a, resulta que (4)eM. Por outro lado, se g (comaebd

em A e b#0) & um elemento qualquer de M, temos quea e b
sdo elementos do subcorpo (4), logo, ble(A) e entdo ab'le(4),

ou seja, Mc(4). -~ i

DEFINICAO 12 - Se A é um sub-anel unitirio de um
corpo K, chama-se corpo de fracdes de A em K ao subcorpo
(A), de K, gerado por A.

De acdérdo com o teorema acima, o corpo de fragGes de
A em K é o subconjunto formado por todos os elementos

que sdo da forma 2, com a e b em A e b#0, ou seja, é o

b,
conjunto de tédas as fracbes de elementos de A cujos deno-
minadores sdo diferentes de zero. Lembremos ainda que o cor-
po de fragbes de A em K é o menor (em relacfio a inclusdo)

subcorpo de K que contém A.

No que se 'éegue construiremos o «corpo de fragdes de
um anel de integridade A» sem supor que A seja um sub-
anel de um determinado corpo.

Seja A um anel de integridade e consideremos o pro-
duto cartesiano E=AXA* dos conjuntos A ¢ A*=A-{0}. De-
finiremos uma relagio R sObre o conjunto E do seguinte modo

DEFINICAO 13 - Se (a,b) e (c;d) sfo dois elementos quais-
quer de E, entfo, colocaremos (a, b)R(c d) se, e sdmente se,
ad =bc.

Por exemplo, temos (a,a)R(b,b) quaisquer que sejam os
elementos ndo nulos ¢ e b de A.

TEOREMA 21 - A relacio R, introduzida peld definicio
13, é uma relacdo de equivaléncia sébre E.

Demonstracio - Precisamos verificar as condigdes El, E2

e E3 da definicdo de relacdo de equwalenc1a (ver a definicdo
6 do Capitulo I).
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El. Para todo elemento {(a,b) de E temos (a,b)R{a,b),
pois, ab=ba, em virtude do axioma M2.
E2. Sejam (a,b) e (c,d) dois elementos quaisquer de E
e suponhamos que (a,b)R(c,d), ou seja, que ad=bc; daqui re-
sulta, pelo axioma M2, da=cb ou cb=da, portanto, (c,d)R(a,b).
E3. Sejam (a,b), (c,d) e (e,f) trés elementos quaisquer de E
e suponhamos que (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e,f), logo, ad=bc e cf=de;
daqui resulta (ad)f=(bc)f e blcf)=b(de), portanto, (af)d = (be)d,
de onde vem pela lei restrita do cancelamento da multiplica-
cdo, af=be e entdo (a,b)R(e,f). i
Se (a,b) é um elemento qualquer de E indicaremos por
(a,b) a classe de equivaléncia médulo R determinada por (a,b),
isto &, (a,b) ={@x,peE | x,nR@,b}.
O conjunto quociente de E pela relacdo de equivaléncia R
sera indicado por K, isto é, K=E/R=(AXA*)/R. Conforme o
teorema 4 do Capitulo I temos (a,b)=(c,d) se, e somente se,
(a,b)R(c,d) e lembremos que o conjunto K, de tdodas as clas-
ses de equivaléncia médulo R, é uma particdo de E=AXA*.
Definiremos a soma e o produto de dois elementos quais-
quer (a,b) e (c,d), de K, por meio de
(a,0)+(c,d) =(ad+bc,bd) e (a,b):(c,d)=(ac,bd).
Precisamos verificar, inicialmente, que estas definigGes ndo de-
pendem dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equi-
valéncia (a,b) e (c,d), isto & precisamos mostrar que se’
@0 =@,t) e (c,d)=(c",d), entdo,
(ad+bc,bd) = (a'd+b'c,b'd) : (25)
(ac,bd) =(a’¢’,b'd) (26)
Com efeito, por hipétese, temos ab'=ba’ e cd =dc’, logo,
(ad+be)®'d’) = (ab ) dd)+(cd)bb") = (ba'Xdd )+
+(de)(bb) =bd(a’d +b'c)
(ac)b'd) = (ab'Ncd) = (ba')dc") = (bd)a’c);
portanto, (ad+be,bd)R(a’d+b’c’,b'd) e (ac,bd)R(a'c’,b'd’) de onde
resultam imediatamente as igualdades (25) e (26).

e

e

Ficam assim definidas operacdes de adicdio e de multi-
plicacéo ((a,b), (c,d)) > (ad+bc, bd)
€ ((a,b), (c,d)) > (ac,bd)

‘sbbre o conjunto quociente K=(AXA*)/R e temos o seguinte
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TEOREMA 22 - As operacfes acima definem uma estru-
tura de corpo comutativo sébre o conjunto K.

DemonstracAo - Precisamos verificar que valem os axio-
mas Al-A4, M1-M4 e D; s6 faremos a verificacdo-de A3, A4,
M3 e M4, e deixaremos os outros a cargo do leitor.

A3. Considerando-sé a classe de equivaléncia 0'=(0,1) te-
mos, para todo elemento (a,b) de K:

(@,0)+0'=(a,0)+(0,1) = (a-1+b-0,b- D = (a,b);
portanto, 0° é o elemento neutro para a operacio de adicfio
definida sébre K. Notemos que um par ordenado (x,y)eAXA*
pertence & classe de equivaléncia 0’ = (0,1) se, e somente se, x = 0;
portanto, (0,1)=(0,y) para todo yeA*.

A4. Seja (a,b) um elemento qualquer de K e consideremos
a classe de equivaléncia (-a,b); temos _

(a,b)+(-a,b) =(a-b+b(-a), b9 = (0,65 = (0,1) = 0’;
portanto, (-a,b) é o oposto de (a,b): (-a,b)=-(a,b).

M3. Considerando-se a classe de equivaléncia 1'=(1,1), te-
mos 1'#0" e para todo elemento (a,b) de K teremos

~ (a,b)-1'=(a,b)-(1,1)=(a-1,b-1) = (a,b);
portanto, 1’ é o elemento neutro para a operag¢do de multipli-
cacdo definida sébre K. Notemos que um par (x,ype AXA* é
elemenio da classe de equivaléncia 1'=(1,1) se, e somente se,
x =y; portanto, (1,1) =(x,x) para todo x=A*.

M4. Seja (a,b) um elemento ndo nulo de K, logo, a#0
e podemos, entdo, considerar a classe de equivaléncia (b,a)eK;

temos (a,b)-(b,a) = (ab,ba) =(ab,ab) =(1, 1) = ',
portanto, o elemento (a,b) é inversivel e ((a,b))'=(b,a). ]

TEOREMA 23 - O subconjunto
A'={(a,b)eK | b=1}
¢ um sub-anel unitirio de K e, além disso, o corpo de fra-
¢des de A" em K e o prépric K.

DEemONSTRAGAO :_E_ imediato que 1'=(1,1)e4’ e, por ou-
tro lado, se (a,1) e (b,1) sfo elementos quaisquer de A’, temos
(a,D+(b,D=(a-1+1-b,1-1) = (a+b, 1),
(a,1)-(b,1) = (ab, 1),
~(a,1) = (-a,1);
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portanto, estfio satisfeitas as condicdes b) e ¢) do teorema 9,
logo, A’ é um sub-anel unitario de K. Finalmerte, para todo
elemento (a,b) de K, temos

(a,b)=(a,1)-(1,b)=(a,D-((b, D) =(a, I, 1);
portanto, K é o corpo de fracdes de A’ em K. |

TEOREMA 24 - A aplicacio f:A — A’, definida por
fa=(a,1), & um isomorfismo de A em A’.
Demonstracio - E imediato que f é uma bijecdo e, além
disso, temos
fla+b) =(a+b, 1) =(a,1) + (b,1) = f(a)+f(b)

¢ flab) = (ab, 1) = (a,1)(b, 1) = (a)f(b),
quaisquer que sejam a e b em A; portanto, f é um isomor-
fismo de A em A'. |

No que se segue identificaremos o anel A com o sub-
anel A’, por meio do isomorfismo f, isto é, poremos a=(a,l),
para todo ¢ em A. Uma vez feita esta identificagdo temos:
0'=(0,1)=0, isto é, o elemento zero de A fica identificado .
com o elemento zero de K e 1’=(1,1)=1, isto & o elemento
unidade de A fica identificado com o elemento unidade de
K. Além disso, A passa a ser considerado como um sub-anel
unitario de K. Conforme o teorema 23, um elemento (a,b) de
K é o quociente dos elementos (a,1) e (b,1):

(@, =(a,DIG,D;
mas (a,1)=a e (b,1)=b, portanto, (a,b):%, isto é, todo ele-
mento de K é o quociente (determinado em K) de dois elementos
de A. Daqui por diante sé usaremos esta representaciio para
os elementos de K, isto &, todo elemento (a,b) de K sera in-
dicado por ¢ ou a/b.

O corpo K construido acima é denominado corpo de fra-
coes do anel de integridade A.

Portanto, dado um anel de integridade A pode-se sem-
pre construir um corpo K que contém A como sub-anel uni-
tario e tal que todo elemento de K seja da forma &

b7
bem A e b#0. Temos gzg se, e somente se, ad =bc; %=a, pa-

ra todo ¢ em A e as operacdes definidas sébre K podem
ser postas sob a forma

e, c ad+bc e 2.6
b d bd b d

coma e

SE
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O inverso do elemento —, com a#0, é g. Além disso, se aeb
sdo dois elementos quaisquer de A, com b=#0, existe o quo-
ciente de a por b que é o elemento % de K; portanto, pode-
se sempre determinar o quociente de dois elementos de A,
desde que o divisor seja diferente de zero, o que resolve o
problema proposto na introducio déste paréagrafo.

Seja A um anel de integridade e seja K seu corpo de
fracdes; suponhamos que A esteja contido num corpo E e
que A seja um sub-anel de E, logo, o elemento unidade de
E pertence a A. Indiquemos por M o corpo de fragdes de
A em E e lembremos que M é formado por tbdas as fra-
cbes % (determinadas em E),com @ e b em A e b#0. Nos-

so objetivo é demonstrar que K e M sdo isomorfos e para
isso vamos considerar uma situagdo mais geral:

TEOREMA 25 - Seja A um anel de integridade, seja K
seu corpo de fracdes e suponhamos que esteja dado um mo-
nomorfismo f de A num corpo E (logo, a imagem de f &
um sub-anel unitario A’ de E). Nestas condigdes, f pode ser
prolongado de um tunico modo a um isomorfismo f de K no
corpo de fracdes M de A’ em E.

DeMonsTRACAO - Seja x:% um elemento qualquer de K,

com a e b em A e b#0; notando-se que f(b)#0, pois f é
injetora, podemos colocar, por definicéo,
fla)

fe) =1y
Precisamos verificar, inicialmente, que a definicdo de f(x) ndo
depende da particular representacéo % do elemento x. Ora, de

alb=cld (com ced em A e d+#0) resulta ad =bc, logo, fa)f(d) =
=f(b)f(c) e como f(b)#0 e f(d)#0, teremos f(a)/f(b)=f(c)/f(d): Fica

assim definida uma aplicac8o f de K em M e precisamos mostrar
que f satisfaz as condigGes enunciadas no teorema acima.

1. fé um homomorfismo de K em M. Com efeito, se
x=alb e y=cld sdo dois elementos quaisquer de K, temos

= Z/a ad+bc\ _flad+be) _fla)f(d)+f(b)f(c) _
far =1+ ) =10%0) " fom ~ foi@
f(a) fle) _

S G -Teiw)
Fay) =F(2-8)=H(29) - L9 L) K JO_fiopfy).

205

2. f é um monomorfismo. Basta notar que f(1)=f(1)#0,
logo, f néo € a aplicacdo nula de K em M e, portanto, confor-
me o teorema 18, f é injetora.

3. f é sobrejetora. Com efeito, todo elemento de M é da
forma f(a)/f(b) (com a e b em A e b#0) e éste elemento é a
imagem de a/b por meio de f.

4. f é prolongamento de f. Basta notar que todo elemento a
de A pode ser posto sob a forma %, logo, f(@ = f@/f(1) e ja sa-

bemos que f(1) é o elemento unidade de M (teorema 14);
portanto, f@ = fw.

5. Unicidade de f. Seja g um isomorfismo de K em M
e suponhamos que g seja prolongamento de f, isto &, gw@)=f@
para todo a em A. Se x=a/b é um elemento qualquer de K,
com a e bem A e b#0, temos br=a, logo, glbx)=g(a) ou
gb)g(x) =g(a) ou ainda, f(blg(x)=f(a), de onde vem, g(x)=
= f(a)If(b) = f(x); portanto, g=7f. |

COROLARIO - Seja K o corpo de fracbes de um anel de .
integridade A e suponhamos que A seja um sub-anel de um
corpo E; nestas condigles, existe um unico isomorfismo g de
K no corpo de fracdes M de A em E tal que ga)=a, para
todo a em A. '

Basta aplicar o teorema anterior, tomando-se f como a
aplicacdo idéntica de A em A. Como g deixa fixo todo ele-
mento de A, diz-se que g é um A-isomorfismo de K em M e
também que os corpos K e M s&o A-isomorfos. O corolario
acima resolve o problema proposto antes de enunciar o teore-
ma 25. Este coroldrio nos mostra que o corpo de fracdes K,
do anel de integridade A, é minimo no seguinte sentido: todo
corpo E que contenha A como sub-anel unitirio contém um
subcorpo que é A-isomorfo a K.

EXERCICIOS

79. Verificar os axiomas Al, A2, M1, M2 e D para completar a
demonstracio do teorema 22.

80. Estudar a relagdo de equivaléncia R, introduzida pela defi-
nicdo 13, no caso em que o anel de integridade A é um corpo.

81. Verificar diretamente que (a,b)-0'=0" para toda classe de equi-
valéncia (a,b)esK =(AXA"Y)IR.
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82. Seja A um sub-anel ndo nulo de um éorpo K; mostrar que o

subcorpo (4), gerado por 4 em K, é o conjimto de todas as fracdes
albesK coma e bem A e bz0.

83. Seja A um anel. de integridade e seja K seu corpo de fragdes;
mostrar que K é o corpo de fracSes de todo sub-anel B, de K, tal que
AcB.

2.4 - CORPO DOS NUMEROS RACIONAIS

DEFINICAO 14 - Chama-se corpo dos nimeros racionais
ao corpo de fragbes do anel dos numeros inteiros.

O corpo dos nimeros racionais serd sempre indicado pelale-
tra @. Conforme vimos na seccéo anterior, todo nlimero racional

pode ser representado sob a forma 2, com a e b inteiros e

b’
b+0; temos %:g se, e sOmente se, ad=bc. A soma e o pro-
duto de dois nameros racionais quaisquer % eé sdo definidos
por a,c_ad+be
bd bd
e
ac_oac
bd bd \
. . . s e,
Um nimero racional % é nulo se, e somente se, a=0 e 5 €

um numero inteiro se, e somente se, b € um divisor de a no

anel Z dos nUmeros inteiros. O oposto do niimero racional %

r =0 a p N -~
é g ou— e todo namero racional nfdo nulo %, logo, a#0,

: b
tem para inverso a

Se a e b sdo dois numeros inteiros quaisquer, com b=#0,
existe um Unico numero racional x tal que bxr=a e temos

a - ” . N 7 ryae
x=7. Notemos que x é um nimero inteiro se a € multiplo de
bem Z.

EXERCICIOS

84. Mostrar que todo niimero racional x#0 pode ser representa-

do sob a forma ¢, onde ¢ e b sdo inteiros, b#0 e a e b sfo primos
2 ¢ irredutivel.

b’
entre si. Diz-se, neste caso, que a fracéo 5

85. Mostrar que duas fragdes irredutiveis a/b e c/d sfo iguais se,
e sOmente se, a=¢c e b=d, ou, a=-b e c=-d.

86. Seja ¢ um nUmero inteirc positivo e suponhamos que a ndo
seja o gquadrado de um namero inteiro; mostrar gque nfo existe um na-
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mero racional x tal que xz?

da Aritmética. .

87. Seja A um sub-anel ndc nulo do corpo @ dos numeros racio-
nais; mostrar que todo ntimero racional é uma fracdo a/b, com a e b
em A e b#0.

88. Demonstrar que todo nUmero racional 7#0, 7# 1, pode ser
representado, de modo Unico, sob a forma

, = (=1)piipy2---pet,

onde cada p; é um nGmero primo positivo, cada a; € um numero inteiro
e p;#£D; se i# 7.

89. Calcular (Gauss)

591025 (104857618 (65602 /156248 /98014
10 (1024) <1048575> (6561) (15625) (9800

90. Determinar o corpo de fracdes de Z[/z2] (ver o exemplo 26)

no corpo R dos numeros reais.

=a. Sugestdo; usar o teorema fundamental

2.3 - CARACTERiSTICA DE UM ANEL COMUTATIVO

Seja A um anel comutativo com elemento unidade e#0
e indiquemos por Ze o conjunto de todos os multiplos in-
teiros de e; quaisquer que sejam os numeros inteiros m e n

tem-se me+ne = (m+nje (25)

e -(me) = (-m)e

e, além disso, conforme a formula (13), teremos
(me)ne) = mleme)) = mne) = (mn)e; (26)

portanto Ze é um sub-anel unitario de A. Podemos completar
éste resultado mostrando que Ze é o menor sub-anel uni-
tario de A. Com efeito, se B é um sub-anel unitario de A4,
temos eeB e daqui resulta, facilmente, por inducado finita s6-
bre o numero natural n, que nesB e como (-n)e=n(-e), tere-
mos Ze<B. Fica assim demonstrado o seguinte

TEOREMA 26 - Se A é um anel comutativo com elemen-
to unidade e+#0, entio o conjunto Ze de todos os multiplos
inteiros de e é o menor sub-anel unitario de A.

Consideremos agora a aplicacio f:Z — A definida por
fny=ne; as féormulas (25) e (26) nos mostram que f é um
homomorfismo e é imediato que Im(f)=Ze; portanto, f &
um epimorfismo de Z em Ze. Vamos determinar o niucleo de
f, isto é, determinaremos o conjunto Ker(f)=M de todos os
inteiros a tais que ae=0. Distingliiremos dois casos: a) M ={0}
e b) M={0}.
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a) Neste caso, 0 é o tinico numero inteiro n tal que ne=0,
portanto, f é injetora e isto significa que se a e b sdo dois intei-
ros quaisquer, com a#b, entdo, ae+be. Ja tinhamos observado
que f é um epimorfismo de Z em Ze e como f é injetora te-
mos que f é um isomorfismo de Z em Ze; portanto, no caso
a), o menor sub-anel unitario de 4 é isomorfo ao anel Z dos
numeros inteiros.

b) Existe, por hipétese, um numero inteiro a=#0, tal
que ae=0 e podemos escolher a>0, pois (-a)e=-(ae)=0; por-
tanto,” o conjunto S de todos os inteiros n>0 tais que me=0
ndo é vazio e, neste caso, o principio do menor inteiro nos
mostra que existe m=minS. Notemos que m>1, pois, l.e=
=e#0. Afirmamos que M=2Zm, isto é M é formado por to-
dos os numeros inteiros que sdo multiplos de m. Com efeito,
¢ imediato que vale a inclusdo ZmcM, pois (bme=bime)=
=b-0=0 (beZ); consideremos, entio, um elemento qualquer n
de M e seja r o resto da divisfio euclidiana de n por m, logo,
n=gm+7, com O<r<m. Daqui resulta,

O=ne=(@m+ne=qgme)+re=q-0+re=0+re=re
e como r>0 e r<m=minS teremos, necessariamente, r=0 e en-
tdo M<Zm. Isto completa a verificacie da afirmacio acima.
Podemos ainda mostrar que o inteiro m>0 tal que M=2Zm
é determinado de modo unico. De fato, se M=2Zm’', com
m'>0, temos mlm e m'lm, logo, m'=+m, de onde vem,
m'=m, pois m e m' sdo positivos.

Precisamos mostrar, por meio de exemplos, que os casos
a) e b) podem efetivamente aparecer.

Exempro 32 - Tomando-se A=Z, o homomorfismo f
definido acima é a aplicagdo idéntica de Z e, portanto, seu
nucleo se reduz a {0}.

Exempro 33 - Seja m>1 um inteiro qualquer e tomemos
A=Z,; neste caso, o homomorfismo f é definido por fn)=
=n-1=7 e é imediato que seu micleo é Zm. )

Baseados no que vimos acima daremos a seguinte

DEFINICAO 15 - Chama-se caracteristicea de um anel co-
mutativo A, com elemento unidade e#0, ao Unico ntmero
natural m tal que Zm seja o nucleo do homomorfismo
f:Z — A definido por fm)=ne.
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Portanto, o anel A tem caracteristica zero se, e sOmente
se, 0 & o Unico nimero inteiro n tal que ne=0; por outro
lado, o anel A tem caracteristica m>0 se, e somente se, m
€ o menor nimero natural nfo nulo tal que me=0. Os exem-
plos acima nos mostram que o anel Z dos nameros inteiros
tem caracteristica zero e o anel Z,, (m>1) dos inteiros mé-
dulo m tem caracteristica m, de onde concluimos, em parti-
cular que para todo nimero natural m#+1 existe um anel que
tem caracteristica m. Destacaremos o caso a) no seguinte

TEOREMA 27 - Se A é um anel comutative com elemen-
to unidade e#0 e se A tem caracteristica zero, entdo, o0 menor
sub-anel unitario de A é isomorfo ao anel Z dos nimeros in-
teiros.

Vejamos de que forma é o menor sub-anel unitario Ze de
um anel comutativo A de caracteristica m>0 e para isso consi-
deremos a aplicagio g:Z,, — Ze definida por g =ne, onde @
indica a classe de restos médulo m determinada pelo inteiro n. £
facil verificar que g est4 bem definida, ou seja, que a defini-
¢do de g ndo depende do representante n da classe de res-
tos m. Afirmamos que g é um isomorfismo de Z,, em Ze. Com
efeito, é imediato que g & sobrejetora e se @ e b sdo dois ele-
mentos quaisquer de Z,,, temos
9(@eb) = gla+b) = (a+be = ae+be = g@ +g(b)

g(@eb) = glab) = (abse = (aexbe) = g@g(b)
logo, g & um epimorfismo; finalmente, se aeZ,, é tal que
g@=0, temos ae=0, logo, mla e entdo @=m=0, portanto,
g ¢ injetora e isto completa a verificacio da afirmacdo feita
acima. Demonstramos, déste modo, o seguinte

e

TEOREMA 28 - Seja A um anel comutativo com elemen-
to unidade e#0 e suponhamos que a caracteristica de A se-
ja m>0. Nestas condicdes, temos:

a) o menor sub-anel unitirio.Ze, de A, é isomorfo so
anel Z,, dos inteiros médulo m;

b) Ze={0,e,2e,--.,(m-1)e};

¢) se m é um nuamero inteiro qualquer e se ne=0, en-
tdo n é um muiltiplo de m.

A caracteristica de um anel de integridade nfio pode ser
um numero natural arbitrario conforme nos mostra o seguinte
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TEOREMA 29 - A caracteristica de um anel de integri-
dade A ou é igual a zero ou é igual a um numero natural
primo.

DemonsTrRACAO - Suponhamos que a caracteristica de A
seja p>0 e consideremos um divisor inteiro a>1 de p, logo,
p=ab, onde lsb<p; temos, entdo, bex0 e 0 =pe=(able=
=(ae)(be), de onde vem, ae=0, pois, por hipétese, A é um
anel de integridade e desta igualdade concluimos, em virtude
do teorema 27, que pla, portanto, a=p e fica assim demons-
trado que p é um numero natural primo. ‘ |

COROLARIO - Se A é um anel de integridade de carac-
teristica p>0, entio o menor sub-anel unitario de A é iso-
morfo ao corpo Z, dos inteiros médulo p.

E uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior e dos
teoremas 27 e 7.

TEOREMA 30 - a) Se A ¢ um anel comutativo de carac-
teristica m>0, entio mx=0 para todo x em A. b) Se A é

um anel de integridade de caracteristica zero, entdo na#0

quaisquer que sejam neZ* e acA*.

DemonsTRACAO - a) Temos mx=m(ex)=me)x=0-x=0.

b) Temos na=nea) =meda, com ne+0 e a#0, portanto, na+0,

pois A é um anel de integridade. |
EXERCICIOS

91. Mostrar que o anel A=Z,XZ tem caracteristica zero e que’

2.(1,0) = (0,0), portanto, a hipétese feita na parte b) do teorema 28 é
essencial. :

92. Seja A um anel comutativo com elemento unidade; mostrar
que a caracteristica de todo sub-anel unitario de 4 é igual a caracteris-
tica do anel 4. Daqui resulta, em particular, que 0s corpos Q, RoucC
tém caracteristica nula. ,

93. Mostrar que um anel comutativo A, com elemento unidade,
tem caracteristica zero se, e sdmente se, 0 menor sub-anel unitério de
A é infinito.

94. Mostrar que um anel comutativo 4, com elemento unidade,

tem caracteristica m>0 se, e sdmente se, 0 menor sub-anel unitarioc de
A temn exatamente m elementos.

~ 95. Determinar as caracteristicas dos seguintes anéis: a) ZXZ;
b) ZXZy,, ©) ZyyXZy. 4
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2.4 - CORPOS PRIMOS

DEFINICAO 16 - Todo corpo que admite um tnico sub-
corpo € denominado corpo primo.

Portanto, se P é um corpo primo, entdo P é o tnico
subcorpo de P. Conforme os exercicios 34 e 35 o corpo @
dos numeros racionais e o corpo Z, dos inteiros médulo p sdo
corpos primos; éstes resultados podem ser demonstrados dire-
tamente ou entdo sdo conseqiiéncias das consideragdes que
desenvolveremos abaixo.

Seja K um corpo e indiquemos seu corpo primo por P

(§1.6); se M é um subcorpo de P, M também é um subcorpo

de K, logo, PcM, pois, P é o menor subcorpo de K e por-
tantoc M=P e fica assim demonstrado que P é um corpo
primo.

Conforme o teorema 29, a caracteristica de um corpo pri-
mo P ou é igual a zero ou é igual a um numero natural primo
p. Neste ultimo caso, o corolario do teorema 29 nos mostra
que P é isomorfo ao corpo Z, dos inteiros moédulo p; por
tanto, conclui-se em particular que Z;, é um corpo primo. Su-
ponhamos, entdo, que a caracteristica de P seja igual a zero.
Conforme vimos na secgdo anterior a aplicacio f:Z — P, de-
finida por f(n)=ne, onde e indica o elemento unidade de P, é
um monomorfismo e, além disso, Im(f)=Zec=P. Como o uni-
co subcorpo de P é o préprio P resulta que P é o corpo de
fracdes de Ze em P; portanto, em virtude do teorema 25, o
monomorfismo f pode ser prolongado, de um unico modo,
a um isomorfismo f de @ em P, de onde vem, @~P. Por-
tanto, todo corpo primo de caracteristica zero é isomorfo ao
corpo @ dos nameros racionais. Demonstramos acima o se-
guinte

TEOREMA 31 - Para todo corpo primo P, temos:

a) se P tem caracteristica zero, entdo P é isomorfo ao
corpo @ dos numeros racionais;

b) se P tem caracteristica p>0, entdo p é um namero
primo e P é isomorfo ao corpo Z, dos inteiros médulo p.
Do teorema acima resulta, imediatamente, que o corpo

primo P de um corpo K ou é isomorfo ao corpo @ dos niimeros
racionais ou € isomorfo ac corpo Z;, dos inteiros moédulo p,
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sendo que no primeiro caso a caracteristica de K é nula e no
segundo é o numero natural primo p.

TEOREMA 32 - O unico automorfismo de um corpo primo
é o automorfismo idéntico.
DevonsTtracAo - Seja f um automorfismo de um corpo
primo P e consideremos o conjunto
={xeP | fi=
E imediato que M tem pelo menos dois elementos, a .saber,
0 e 1; além disso, se x e y sdo dois elementos quaisquer

de M, temos
fae+y =fo+fap =x+y,

fexy =-f@) =-x
fxy) = fofwy =xy,
portanto, x+y, -x e xy sdo elementos de M. Finalmente, se
xeM e se x+#0, temos fabh=(F@)t=x"?, logo, x'eM.
Portanto, em virtude do teorema 10, M ¢é um subcorpo de P
e como P & um corpo primo, temos M =P e entdo f é a aplica-
¢do idéntica de P.

e

EXERCICIOS

96. Se a'e b s#o dois elementos quaisquer de um anel de inte-

gridade A, de caracteristica p>0, mostrar que (@ +b)P = aP +bP. Sugestdo:
aplicar a formula do binémio de Newton e notal: que pl(ﬁ-’), para
Ci=1,2,-,p-1.

97. Seja P um corpo primo de caracteristica p>0; mostrar que
aP=a, para todo a em P. Sugestdio: mostrar que a aplicacdo ar>aP
é um automorfismo de P (utilizando o exercicio anterior) e aplicar o
teorema 32.

98. Seja K um corpo finito; logo, a caracteristica de K ¢ um
numero natural primo p. Mostrar que -a aplicacio arsaP? é um auto-
morfismo de K.

99. Se a e b sio dois elementos quaisquer de um anel de inte-
gridade A, de caracteristica p>0, mostrar que

n Y7} 7l
@+ =aP"1oP" e (@-bP =aP b,
para todo nGmero natural n.

100. Se A é um anel de integridade de caracteristica p>0, mos-
trar que a aplicacéao a»—»apn (neN) é um monomorfismo de 4 em 4.
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EXERCICIOS SOBRE O §2

101. Seja p um namero natural primo e consideremos o subcon-
junto Z(p), do corpo @ dos numeros racionais, formado por tédas as
fracbes a/b (a e b inteiros) tais que p{b. Demonstrar que Z( ~ é um

sub-anel unitario do corpo @ e determinar o corpo de fracdes de Z( )

102. Sejam A e A’ dois anéis de integridade e suponhamos que
exista um isomorfismo f de 4 em A’. Mostrar que f pode ser pro-
longado, de um tunico modo, a um isomortismo do corpo de fragbes de
A no corpo de fracbes de 4’.

103. Seja A um sub-anel unitario de um corpo K e seja S uma
parte de K; mostrar que o corpo de fragdes de AIS] em K é igual
a M(S), onde M é o corpo de fracdes de A em K.

104. Diz-se que um subconjunto ndo vazio M, de um anel comu-
tativo A #1{0}, é um sistema multiplicativo de A se, e somente se, as
seguintes condicdes estfio verificadas: 1) todo elemento de M é regular
para a multiplicacdo; 2) MM<M, isto é, M é fechado em relagdo a mul-
tiplicagdo. a) Dar exemplos de sistemas multiplicativos no anel Z dos
numeros inteiros e no anel Z_, dos inteiros médulo m>1. b) Se meZ,
m>0, mostrar que o conjunto M={aeZ | mdc(@,m)=1} é um sistema
multiplicativo em Z. ¢) Se A tem elemento unidade, entdo o conjunto
M de todos os elementos regulares de A é um sistema multiplicativo
em A. d Se A éum anel de integridade, entio M=A* é um sistema
multiplicativo em A.

105. Seja K o corpo de fragbes de um anel de integridade A e
seja M um sistema multiplicativo em A; mostrar que o conjunto

Ay ={e/meK | acA, meM}
€ um sub-anel de K que contém M (Ay é denominado anel de fracdes
de A em K relativo ao sistema multiplicativo M).

106. Demonstrar que se A é um sub-anel unitario do corpo Q

dos numeros racionais, entdo existe um sistema multiplicativo M em Z

tal que A =Z,. Sugestdo: considerar o subconjunto M  de todos os
inteiros b, tais que exista a/lbeM, com mdc(a,b) =

107. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e indi-
quemos por S o conjunto de todos os elementos regulares de A; por-
tanto, conforme o exercicio 104, ¢), S é um sistema multiplicativo em A4.
Definiremos uma relacdo R sdbre E=A4XS do seguinte modo: se (a,s)
e (0,s) sdo dois elementos quaisquer de E, entdo (a,s)R{a’,s") se,
e sOmente se, as’=sa’. a) Mostrar que R ¢é uma relacdo de equiva-
léncia sébre E. b) Se {a,s) e (6,8 sdo dois elementos quaisquer do
conjunto quociente AS~E/R colocaremos, por definicdo, (a,s)+,D =
= {at+bs, st) e (a,5-0,0) = (ab,st); mostrar que estas defini¢des ndo
dependem dos representantes (a,s) e (b,t) das classes de equivalén-
cia (@3 e (,1). ¢ Verificar que Ag é um anel comutativo com
elemento unidade (={,1) =(s5,5), com s em S) em relagdo as opera-
¢Oes definidas em b). d) Mostrar que (a,s) é inversivel se, e sOmente
se, ae=S; neste caso, o inverso de (a,s) é (s,a).
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e) Se A’::{(?ff)e;AS | a=A}, verificar que A’ é um sub-anel unitario
de Ay e que a aplicacdo a+>w@,s), de A em A’, é um isomorfismo:
identificar ‘A com A’ por meio do isomorfismo anterior. f) Verificar
que todo elemento (?,E)EAS é igual ao gquociente (determinado em Ag)
de um elemento Je A por um elemento de S. - O anel Ag construido
acima é denominado anel total de fracbes do anel A. g) Mostrar que
todo elemento de S ¢é inversivel em Ag. h) Seja B um anel comutativo
com elemento unidade e suponhamos que exista um monomorfismo f,

de A em B, tal que todo elemento fs), com s em §, seja inversivel’

em B; demonstrar que f pode ser prolongado, de um Unico modo, a
um monomorfismo de Ag em B.

108. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja M

um sistema multiplicativo em A; mostrar que o conjunto

Ay ={amedg | esA, meM},
onde S é o conjunto considerado no exercicio anterior, é um sub-anel
de Ag que contém A (4, ¢é denominado anel de fracdes de A em Ag
relativo ao sistema multiplicativo M).

109. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja a
um elemento nio nulo de A; suponhamos ainda que a relacdo na=0,
com n inteiro, implica m=0. a)  Demonstrar que se A é um anel de
integridade, entdo a caracteristica de A ¢é igual a zero. b) Conside-
rando-se o anel A =Z,XZ mostrar que a hipétese feita em a) é essencial.

110. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja a

um elemento ndo nulo de A; suponhamos ainda que exista um numero
inteiro n#0 tal que na=0 e seja m o menor numero natural ndo nulo
tal que ma =0. a) Demonstrar que se A é um anel de integridade, entdo
m é a caracteristica de A. b) Considerando-se o anel produto A =Z,XZ;

mostrar que a hipétese feita em a) é essencial.

111. Sejam A e B dois anéis comutativos com eleinentos unidades;
mostrar que a caracteristica do anel produto AXB é igual ao minimo
multiplo comum das caracteristicas de A e de B. :

§3 - ANEIS E CORPOS ORDENADOS

O desenvolvimento déste paragrafo é bésico para o capitulo
seguinte onde introduziremos o corpo dos numeros reais. Para
facilitar a exposico s6 consideraremos ordens totais e os anéis
considerados serfio, em geral, anéis de integridade. O §3.1
completa o estudo iniciado no Capitulo II sbbre grupos ordenados;
nos paragrafos 3.2 e 3.3 veremos, respectivamente, a estrutura
de anel ordenado e de corpo ordenado.

3.1 - GRUPOS ORDENADOS

Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que definem
a estrutura de grupo aditivo totalmente ordenado (ver o §1.4
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do Capitulo II). Considera-se um conjunto nfio vazio G e suple-se
que sdbre éste conjunto estejam -definidas uma operacio. de
adicdo (a,byr>a+b e uma relacio < que satisfazem os seguintes

" axiomas

Al: @+by+c=a+b+0) 0O1: asa

A2: a+b=b+a 02: a<b e bta = a=b
A3: a+0=a 03: asb e bsc = asc
Ad: a+-a)=0 O4: a<b ou bsa

OA: a<b = a+csb+c.

O axioma OA nos dd a compatibilidade da estrutura de
grupo com a estrutura de ordem ou, entfo, éle nos mostra .
que a operacgio de adicdo é compativel com a ordem <. No-
te-se que estamos exigindo que a ordem < seja total (axioma O4)
e, portanto, deveriamos dizer que (G,+,<) é um grupo total-
mente ordenado mas, para simplificar a linguagem, diremos
simplesmente que G ¢ um grupo ordenado.

Diz-se que um grupo aditivo G é ordendvel se, e sdmente
se, existe uma relacdo de ordem total <, definida sbébre o
conjunto G e tal que o axioma OA esteja satisfeito.

A partir dos axiomas OA e O3 deduz-se, facilmente,
que se a, b, ¢ e d sfo elementos de um grupo ordenado G
e se asb e c<d, entdo a+cs<b+d (principio da soma de desi-
gualdades). No §1.4 do Capitulo II (ver o teorema 9) demons-

. trdmos que num grupo ordenado G as seguintes propriedades

sdo equivalentes:

a) a<b:

b) a+c<b+c;
¢) O<b-a;
d) a-b<0;
e) -b<-a,

onde a e b sdo elementos do conjunto G. A partir do fato
que a) implica b) pode-se precisar o principio da soma de
desigualdades do seguinte modo: se a, b, ¢ e d sdo elemen-
tos de um grupo ordenado G e se a<b e cs<d, entio a+c<b+d.
Daqui resulta, em particular, que se 0<a e O<b, entdo O<a+b.

TEOREMA 33 - Para todo elemento a de um grupo or-
denado G e para todo nuimero inteiro n, temos:

a) se O<n e se O<a, entdo O<ng;

b) se O<n e se a<0, entdo na<0;
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¢) se n<0 e se O<a, entdo na<0;

d) se n<0 e se a<0, entdo O<na.

DEeEMONSTRACAO:

a) £ imediato que esta propriedade é verdadeira para n=1;
supondo-se que n>1 e que 0<(n-1)a, temos 0O+a<(n-1a+a,
ou, a<na, de onde vem, O<na. Portanto, a propriedade a) é
verdadeira para todo numero natural n#0.

b) De a<0 resulta 0<-a, logo, O<n(-a); mas n(-a)=
=-(nw), logo, 0<-(na), de onde vem, na<O0.

¢) Basta notar que 0O<-n e 0O<(-nma=-na).

~d) Basta notar que, conforme a), temos 0<(-n)-a)=na. |

COROLARIO 1 - Para todo numero inteiro ndo nulo n
e para todo elemento ndo nulo a, de um grupo ordenado G,
tem-se naz0.

COROLARIO 2 - Se 0O<a e se m e n sdo numeros intei-
ros tais que ms<n, entdo masna; além disso, se m<n e se
O<a, temos ma<na.

Outras propriedades dos multiplos inteiros de elementos
de um grupo ordenado serdo dadas como exercicios desta secgéo.

DEFINICAO 17 - Diz-se que um elemento a, de um gru-
po ordenado G, é positivo (resp., negativo) se, e somente se,
O<a (resp., a<0). Se a é positivo (resp., negativo) e se a#0,
diremos que a é estritamente positivo (resp., estritamente ne-
gativo).

Conforme esta defini¢do o elemento 0 & positivo e nega-
tivo e o axioma O2 nos mostra que 0 é o Unico elemento de
G que é positivo e negativo. Além disso, os axiomas O2 e O4
nos mostram que todo elemento de G ou é estritamente po-
sitivo, ou, é estritamente negativo, ou, é nulo, sendo que cada
um déstes casos exclui os outros dois.

Introduziremos as seguintes notacles: se A e B sdo duas
partes ndo vazias de um grupo aditivo G, indica-se por A+B
o conjunto de tédas as somas a+b, com a em A e b em B;
o conjunto dos opostos de todos os elementos de A serd in-
dicado por -A.

TEOREMA 34 - Se G é um grupo aditivo ordenado e se
P é o conjunto de todos os elementos positivos de G, ento
valem as seguintes propriedades:
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I. P+PcCP;
1I. PN(-P)={0};
UL PUP)=G.

Além disso, se G é um grupo aditivo e se P é& uma parte
do conjunto G que satisfaz as condiges I, II, III, entdo exis-
te uma Unica relacio de ordem total <, compativel com a
adicfio, tal que P seja o conjunto de todos os elementos po-
sitivos pela ordem =«.

- DEmonsTtracAo - A condicdo I resulta, imediatamente, do
principio da soma de desigualdades; II é conseqiiéncia do que
observamos ap6s a definicido 17 e, finalmente, III resulta do
fato que a ordem < é total. Suponhamos, entdio, que G seja
um grupo aditivo e que exista uma parte P, do conjunto G,
satisfazendo as condicdes I, II e III; definiremos, neste caso,
uma relacdo s, sbbre o conjunto G, do seguinte modo: se a
e b sdo dois elementos quaisquer de G, coloceremcs asb
se, e somente se, b-aeP. A verificacido de que esta relagdo
satisfaz as condi¢Ges enunciadas no teorema acima seri feita
em diversas partes.

Ol. E imediato, pois a-a=0 e 0P em virtude de II.

02. Se a<b e se bea, temos b-acsP e a-beP; mas
a-b=-(b-a), logo, a~be-P e entio a-bePM(-P), de onde
vem, a-b=0, ou seja, a=b.

03. Se as<b e se bgc, temos b-acsP e c-beP, de onde
resulfa pela condicdo I, (b-a)+(c~-b)eP, ou, c-aeP; portanto,
asc.

0O4. Sejam a e b dois elementos quaisquer de G e consi-
deremos a diferenca a-b; conforme a condicdo III temos a~-beP
ou a-be-P. Se a-beP temos bs<a e se a-be-P, teremos
b-aeP; portanto, as<b.

OA. Sejam a, b e c elementos quaisquer de G e su-
ponhamos que a<b, logo, b-—aeP, de onde vem, (b+c)-(a+c)=
=b-aeP; portanto, a+c<b+c.

Fica assim demonstrado que a relacio < ¢é uma ordem
total compativel com a adicdo. Notando-se que 0<a se, e
somente se, a-0=aeP resulta, imediatamente, que P é o
conjunto de todos os elementos positivos pela ordem total <.
Finalmente, falta verificar que a ordem < é unica. Ora, se R



218

é uma ordem total, sdbre o conjunto G, compativel com a

adicdo e tal que P={aeG | ORa}, teremos
aRbe>0R(b-a) e b-aeP >axb;

portanto, a ordem R coincide com a ordem < definida acima. |

COROLARIO - Um grupo aditivo G ¢é ordenavel se, e
somente se, existe uma parte P, do conjunto (G, que satisfaz
as condicdes I, II e III. ‘

Exempro 34 - O subconjunto P=N do grupo aditivo Z
dos numeros inteiros satisfaz as condic¢Bes I, II e III do teo-
rema 34; portanto, define-se uma ordem total <, sbbre Z,
pondo-se as<b se, e somente se, b-a ¢é um numero natural.
Esta ordem é compativel com a adicdo e ja foi considerada
no §1.2 do Capitulo III e é a ordem habitual dos nameros in-
teiros. Analogamente, o subconjunto P =-N também satisfaz as
condicdes I, II e III; portanto, obtém-se uma outra ordem total,
compativel com a adicdo, pondo-se aRb se, e somente se, b-a
é o oposto de um numero natural. E imediato que esta ordem
R é a oposta (ver o exercicio 43 do Capitulo I) da ordem <. Po-
demos completar o que foi visto acima mostrando que os Unicos
subconjuntos P, de Z, que satisfazem as condicdes I, II e III sédo
N e -N. Com efeito, conforme III temos 1P ou le-P. De
1eP resulta, usando-se II, N=P; se, por absurdo, N # P, exis-
tiria beP, b&N, logo, b=-a, com aeN e entdo, bePMN(-P)=
={0}, portanto, b=0 e teriamos uma contradicdo. Analogamente,
se 1e-P conclui-se que P=-N. Em resumo, o grupo aditivo
Z dos nGmeros inteiros sé6 pode ser ordenado de dois modos
obtendo-se, entdo, a ordem habitual e sua oposta.

Exempro 35 - Consideremos o conjunto G=ZXZ e colo-
quemos, por definicdo, (a,b)+(c,d)=(g+c,b+d) quaisquer que se-
jam (a,b) e (c,d) em G. E fAcil verificar que esta operagdo
define uma estrutura de grupo comutativo sbbre ZXZ. Indi-
quemos por P o subconjunto de ZXZ formado por todos os pares
(a,b) tais que O<a e b qualquer, ou; a=0 e O<b, onde < é a
ordem habitual do grupo aditivo Z. Deixaremos a cargo do
leitor a verificacio das condigdes I, II e III para o subcon-
junto P. Portanto, ZXZ é um grupo ordenado pela ordem <,
definida por (a,b)<(c,d) se, e sdmente se, a<c ou a=c e bsd.

DEFINICAO 18 - Diz-se que um grupo ordenado (G,+,<)
é arquimediano se, e sOmente se, a ordem < satisfaz o seguinte
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axioma :

AA: quaisquer que sejam a e b em G, se O<a e 0<b,
entdo existe um nGmero natural n tal que b<na.

E imediato que na verificacio do axioma de Arquimedes
(axioma AA) pode-se supor que O<a<b e mostrar que existe
neN tal que b<na. .

Exempro 36 - O grupoe aditivo Z dos numeros inteiros,
pela ordem habitual, é arquimediano, pois se a e b séo dois
inteiros tais que O<a<b, temos b<(b+1a.

Exempro 37 - O grupo ordenado ZXZ, definido no exem-
plo 35, nfo é arquimediano, pois, por exemplo, temos?
0,0)<(0,1)<(1,1) e no entanto n-(0,1)=(0,n)<(1,1) para todo
ne N*, '

TEOREMA 35 - Se (G,+,<) € um grupo arquimediano e se
a e b sdo dois elementos estritamente positivos, entdo existe
um Unico nimero natural nfo nulo m tal que, :

(m=1as<b<ma . @7.

Demonstracio - Consideremos o conjunto S de todos os
numeros naturais ndo nulos n tais que b<na; de acérdo com
0 axioma de Arquimedes S é ndo vazio, logo, existe m=minS
e temos m+#0 e b<ma. Se m=1, temos 0-a=0<b<a, 0 que
verifica (27); se m>1, teremos m-1>0 e m-1¢S, portanto,
(m-1)asb<ma. Finalmente, seja m eN* tal que (m~Dasb<mia. -
Se m<m/, temos m<m/~1, portanto, em virtude do corolario 2 do
teorema 33, resulta que mas<(m’-1)a, de onde vem, masb, con-
tra a definicfo do inteiro m; analogamente, chega-se a uma con-
tradicdo no caso em que se suponha m’<m, portanto, m=m. f

DEFINICAO 19 - Chama-se valor absoluto de um elemen-
to a, de um grupo ordenado G, ao elemento lal definido por
a se Os<a
ial:{
-a se a<0.
Notemos que a definicio acima pode ser posta sob a forma
lal=max{a,-a}.
O leitor podera verificar, facilmente, as seguintes pro-

"priedades cujas demonstracdes sdo completamente analogas

as que vimos no §1.4 do Capitulo HI:

TEOREMA 36 - Num grupo ordenado G, valem as se-
guintes propriedades: ’
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a) O<ial para todo a em G e lai=0 se, e sdmente se,

b) 1-al=1al, para todo a em G;

¢) -lai<aslal, para todo ¢ em G;

d) se O<a e se, xeG é tal que -asxr<a, entdo, Ixi<a;
e) lx+yl<ixi+iyl, quaisquer que sejam x e y em G.

EXERCICIOS

112. Mostrar que $€ (@<, € 1)gen, 80 duas familias de ele-
mentos de um grupo ordenado G e se a;<b;, para i=1,2,....n, entfo

n n
g a; < l‘g b;.
113. Com as hipéteses do exercicio anterior, supondo-se que exis-
ta um indice p, com 1<ps<n, tal que a,<by, mostrar que

n n
Zai < Zbi.
i=1 i=1

114. Sejam m e nm dois numeros inteiros tais que m<n e seja a
um elemento de um grupo ordenado G; mostrar que se O<a, entdo
na<ma.

P

115. Sejam a e b dois elementos de um grupo ordenado G tais
que a<b e seja n um numero inteiro; mostrar que

a) se O<n, entdo na<nb;
b) se m<0, entdo mb<na.

116. Seja G um grupo aditivo e seja < uma relacio de ordem
parcial definida s6bre o conjunto G. Diz-se que a ordem < é compativel

’

com a adiclo se, e sdmente se, é valido o axioma OA; neste caso, tam-

bém se diz que (G, +, <) é um grupo parcialmente ordenado. Demonstrar

as seguintes propriedades:

a) se (G,+,<) é um grupo parcialmente ordenado, entio o con-
junto P de seus elementos positivos satisfaz as condicbes I e II do
teorema 34.

b) Se G é um grupo aditivo e se P é uma parte do conjunto G
que satisfaz as condi¢Ses I e II, entdo existe uma Unica relacio de
ordem <, compativel com a adicfo, tal que P seja o conjunto de todos
os elementos positivos pela ordem <. Neste caso, a ordem < é total se,
e sOmente se, a condicfo III esti verificada.

117. Consideremos o grupo aditivo Z dos nUmeros inteiros; veri-
ficar quais das seguintes partes P, do conjunto Z, definem ordens
totais ou parciais compativeis com a adicdo:

a) P é o conjunto de todos os niimeros naturais pares;

b) P é o conjunto de todos os nGmeros naturais impares;

¢) P ¢é o conjunto de todos os nUumeros naturais que sdo mul-
tiplos de 3.
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118. Estender o teorema 33 para um grupo aditivo parcialmente
ordenado. '

119. Estender os corolarios 1 e 2 do teorema 33 para um grupo
aditivo parcialmente ordenado. :

120. Consideremos o grupo aditivo G=ZXZ definido no exem-
plo 35. a) Mostrar que o subconjunto P= {la,b)eG | 0sa e 0<b},
onde < é a ordem habitual dos numeros inteiros, satisfaz as condigles
I e II do teorema 34, mas ndo satisfaz a condicdo III. b) Dar outros
exemplos de partes P, do conjunto G, que satisfazem I e II mas ndo
satisfazem IIIL

121. Mostrar que se (G,+,<) &€ um grupo arquimediano e se a e
b sdo dois elementos quaisquer de G, com a#0, entio existe um nu-
mero inteiro n tal que b<na.

122. Verificar as propriedades enunciadas no teorema 36.

123. Mostrar que [nxl=inllxl, para todo nimero inteiro n e para
todo elemento x de um grupo ordenado G.

124. Se a e b sdo dois elementos quaisquer de um grupo ordena-
do G, mostrar que lial-ibll<la-bl.

125. Seja G um grupo ordenado e ponhamos d(a,b)=la-b|, quais-
quer que sejam a e b em G; mostrar que valem as seguintes proprie-
dades:

a) Osd(a,b) e d(a,b) =0 se, e sOmente se, a=b;

b) d{a,b) =d(b,a);

¢) da,b)sda,c)+d(c,b);

d) dla,b)=d(a@+c,b+c).

3.2 - ANEIS ORDENADOS

DEFINICAO 20 - Seja A um anel comutativo com ele-
mento unidade e#0 e suponhamos que esteja definida uma
ordem total < sObre o conjunto A. Diz-se que esta ordem

é compativel com a estrutura de anel definida sébre o conjunto

A ou, simplesmente, que A é um anel ordenado pela ordem
< se, e sOmente se, sdo validos os seguintes axiomas

OA: quaisquer que sejam a, b e cem A, se as<b, entdo
a+csb+c;

OM: quaisquer que sejam a, b e ¢c em A, se asb e se
0<c, entdo ac<bc.

Se A é um anel comutativo com elemento unidade e se
estiver fixada, sObre o conjunto A, uma ordem total < que
satisfaz os axiomas OA e OM diremos, simplesmente, que A4,
é¢ um anel ordenado suprimindo-se, portanto, a referéncia a
ordem total fixada sobre o conjunto A e ao fato que esta
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ordem satisfaz os axiomas OA e OM. Diremos que um anel
comutativo 4 com elemento unidade é ordendvel se, e sOmen-
te se, existe uma ordem total, sbbre o conjunto A, que sa-
tisfaz os axiomas OA e OM.

Apesar de haver a restricdo 0<c no axioma OM, costu-
ma-se dizer que a ordem < é compativel com a multiplicagéo.

Se A é um anel ordenado pela ordem <, entdo é ime-
diato que (A,+,<) é um grupo ordenado, portanto, num anel
ordenado valem as propriedades enunciadas na secgdo 3.1
relativas a adicdo; em particular, conforme o corolario 1 do
teorema 33, temos ne#0 para todo numero inteiro n#0, logo,
em virtude da definicio 15, concluimos o seguinte

TEOREMA 37 - Todo anel comutativo ordenado tem
caracteristica zero.

O axioma OM também pode ser enunciado sob a forma:

OM”: quaisquer que sejam a e b em A, se O<a e se
0O<b, entdo O<ab.

Com efeito, é imediato que OM implica OM’. Reciproca-
mente, suponhamos que OM’ seja verdadeiro e consideremos
trés elementos a, b e ¢ de A tais que a<b e Os<c; neste caso,
temos O<b-a e Osc, logo, Os<(b-a)c ou Osbc-ac, de onde
vem, acsbc.

Veremos a seguir algumas propriedades da ordem rela-
tivas aos produtos e sé consideraremos o caso em que o anel
ordenado nfio admita divisores proprios do zero, portanto, da-
qui por diante s6 consideraremos anéis de integridade orde-
nados. _

TEOREMA 38 - Num anel de integridade ordenado A va-
lem as seguintes propriedades:

1) Regra dos sinais: a) se 0O<a e se 0<b, entdo, O<ab;
b) se a<0 e se b<0, entdo, O<ab; ¢) se a<0 e se 0<D, en-
tdo, ab<0.

2) 0<a? para todo a em A e 0<a® para todo a#0; em
particular, o elemento unidade de A é estritamente positivo.

3) Se a é inversivel, entdo, a e a! sdo ambos estrita-
mente positivos ou estritamente nagativos.

4) labl=lallbl.

b
N7
&

DEMONSTRACAO

1) a) E uma conseqiiéncia imediata do axioma OM' e do
fato que ab#0. b) De a<0 e b<0 resulta O<-a e 0<-b,
logo, O<(-ax-b), ou 0<ab. c) De a<0 resulta 0<-a, logo,
0<(-a)b, ou, 0<-ab), de onde vem, ab<0.

2) Conforme a regra dos sinais temos O0<a® e se a=0
teremos 0<a?, pois a*#0. .

3) Basta aplicar a regra dos sinais & igualdade a-a'=e
e notar que e é estritamente positivo. )

4) E uma conseqiiéncia imediata da regra dos sinais. |

Se M é um subconjunto ndo vazio de um anel A. indi-

ca-se por MM o conjunto de todos os produtos ab com a e b
em M.

TEOREMA 39 - Se A é um anel de integridade ordenado

e se P é o conjunto dos elementos positivos de A, entdo

temos:

I. P+PcP;

II. PN(-P)={0};

III. PUP)=A;

IV. PPcP.
Além disso, se A é um anel de integridade e se P é uma
parte do conjunto A que satisfaz as condigbes I, II, III e 1V,
entdo existe uma unica ordem total s, sdébre A, compativel
com a adicdio e a multiplicacdo, tal que P seja o conjunto de
todos os elementos positivos pela ordem s.

DemonsTrACAO < Suponhamos que A seja um anel de inte-
gridade ordenado e seja P o conjunto dos elementos positivos de
A; neste caso, P também é o conjunto dos elementos positivos
do grupo ordenado (A ,+,<), portanto, em virtude do teorema 34,
P satisfaz as condicdes I, II e III. Basta agora notar que a
condicdo IV é conseqliéncia do axioma OM’. Reciprocamente,
seja A um anel de integridade e suponhamos que exista uma
parte P, do conjunto A, ‘que satisfaca as condigdes I, II, III e
IV. Aplicando-se, entfio, o teorema 34 ao grupo (4,+) resulta
que existe uma unica ordem total <, compativel com a adicéo,
tal que P seja o conjunto dos elementos positivos relativamen-
te a esta ordem; além disso, esta ordem satisfaz o axioma OM’
em virtude da condicdo IV. |



Portanto, para definir s6bre um anel de integridade A
uma estrutura de ordem total e compativel com a adicfio e a
multiplicacdo, basta determinar um subconjunto P, de A, que
satisfaca as condicdes I, II, IIT e IV do teorema acima: neste
caso, a ordem s é definida, de modo unico, por: asb se, e
sOmente se, b-a=P.

COROLARIO - Um anel de integridade A é ordenavel
se, e somente se, existe uma parte P, de A, satisfazendo as
condicoes I, II, III e IV.

No anel Z dos numeros inteiros o subconjunto P=N sa-
tisfaz, evidentemente, as condicdes I, II, III e IV do teorema
acima, logo, Z é um anel ordenavel, resultado éste que ja foi
estabelecido no §1 do Capitulo III; notemos que a ordem
assim obtida é a ordem habitual dos nimeros inteiros: asb
se, e sOmente se, b-a é um numero natural. Reciprocamente,
seja R uma ordem total definida sébre o conjunto Z compativel
com a adicdo e a multiplicacdo e seja P o conjunto dos elemen-
tos positivos de Z pela ordem R, isto é, P={acsZ | 0Ra}. Em
virtude da parte 2) do teorema 38, temos 1P e daqui re-
sulta, por indugdo finita, que neP para todo ntmero natural
n#0 e como 0P, temos NcP. Supondo-se, por absurdo, que
exista beP tal que bgN, temos be-N, pois, Z=NU(-N), lo-
go, b=-a, com aeN, portanto, bePMN(-P)={0} e entdo, b=0
e obtivemos déste modo uma contradicdo; conclui-se assim
que P=N, ou seja, a ordem R coincide com a ordem habitual
dos numeros inteiros. Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 40 - A ordem habitual dos numeros inteiros
é a Unica ordem total compativel com a estrutura de anel
definida sObre Z.

DEFINICAQ 21 - Sejam A e A’ dois conjuntos tais que
AcA’ e sejam R e R relacbes de ordem definidas, respecti-
vamente, sbbre A e A’; diz-se que R’ é um prolongamento
de R se, e somente se, é valida a seguinte condicfio: quais-
quer que sejam a e b em A, tem-se aRb se, e sOmente se,
.aR'b.

E imediato que R’ é um prolongamento da ordem (R4 =
induzida por R’ sdbre A; notemos que se R é total, entdo a
ordem induzida (R)s também é total.
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Interessa-nos examinar a definico acima no caso em
que A’ seja um anel de integridade ordenado pela ordem R’

e A seja um sub-anel unitario, de A’, ordenado pela ordem R.:

Indicaremos por P (resp., P’) o conjunto dos elementos de A
(resp., A’) que sdo positivos pela ordem R (resp., R’), isto &,
P={xeA | ORx} e P={xcA’|O0RX

Com estas notag¢des, demonstraremos o seguinte

TEOREMA 41 - A ordem R’ é um prolongamento da
ordem R se, e sOmente se, PCP’; neste caso, tem-se P=P'MNA.

DemonsTrACAO - Suponhamos que R’ seja um prolonga-
mento de R e seja x um elemento qualquer de A; se xeP,
temos ORwx, logo, OR'x, de onde vem, xeP’, portanto, PCP’.
Rec1procamente, se PcP’ e se x e y sdo dois elementos
quaisquer de A, temos

Ry 0Rwy-r)<—=0R y-x)<>xR'y;

‘portanto, R’ é um prolongamento de R. Finalmente, é imediato

que PcP'MA; suponhamos, por absurdo, que P#P'MA, logo,
existe aeP'MA tal que a¢P. De A=PU(-P) e a¢P resulta
a=-b, com beP, logo, ac-P’' e como aeP’ temos, necessiria-

mente, a=0 contra o fato que aeP’; portanto, P=P'MA. i

COROLARIO - Todo sub-anel unitario de um anel de inte-
gridade ordenado é um anel ordenado pela ordem induzida.
O teorema acima nos mostra que o problema do prolon-
gamento da ordem R, definida s6bre A, a uma ordem total R’
definida sébre A’ e compativel com a estrutura de anel de A4’,

resume-se em determinar um subconjunto P/, de A’, que

satisfaca as condicdes I, II, III, IV e PcP.

DEFINICAO 22 - SeJam (A4,+,-,%) e (4,+,-,<) dois anéis de
integridade ordenados e seja f uma aplicacio do conjunto A
no conjunto A’; diz-se que f é um isomorfismo ordenado de
A em A’ se, e sOmente se, f satisfaz as seguintes condicGes:

1) f é um isomorfismo do anel A no anel A';

2) quaisquer que sejam a e b em A, tem-se a<b se, e
somente se, f(a)<f(b). '

Notemos, simplesmente, que a condicdo 2) pode ser dada
sob a forma f(P)=P, onde P e P’ indicam, respectivamente,
os conjuntos dos elementos positivos de 4 e A’.

Conforme o teorema 37, todo anel de integridade A tem
caracteristica zero e sabemos que a aplicacio f:Z — Ze, defi-
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nida por fmy=ne, é um isomorfismo do anel Z dos nameros
inteiros no menor sub-anel unitaric Ze de A (ver o teore-
ma 27); notando-se que O<ne se, e sdbmente se, n é um ni-
mero natural, resulta que f é um isomorfismo ordenado. Fica
assim demonstrado o seguinte

TEOREMA 42 - O menor sub-anel unitirio Ze, de um
anel de integridade ordenado A, é ordenadamente isomorfo
ao anel Z dos nUmeros inteiros.

EXERCICIOS

126. Mostrar que num anel de integridade ordenado A valem as
seguintes propriedades: ’
a) se O0<a, entdo o<a™ para todo numero natural n;

2n+l1

b) se a<0, entdo 0<a®™ e a <0, para todo nimero natural n.

127. Completar o enunciado da regra dos sinais (teorema 38) mos-
trando que: 1) se 0<ab, entio 0O<a e 0<b ou a<0 e b<0; 2) se
ab<0, entdo 0<a e b<0 ou a<0 e 0<b. ‘

128. Mostrar que num anel de integridade ordenado A, tem-se
2%+1 #0 para todo x em A.

129. Seja A um anel de integridade ordenado; verificar as seguin-
tes propriedades: )

a) Se a e b sio elementos quaisquer de A e se a<b, entdo,
aS<bs. .
b) Se a e b sfc elementos de A tais que a7=b7, entdo a=>b.
130. Mostrar que num anel de integridade ordenado 4, tem-se

1+na<(1+a)®
para todo nimero natural n e para todo elemento positivo a de A.

131. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e#0 e
seja < uma relacio de ordem parcial definida sébre o conjunto A. Diz-
se que a ordem < é compativel com a estrutura de anel definida sObre
A se, e sdbmente se, sfio validos os axiomas OA e OM da definicdo 20;
neste caso, também se diz que 4 é um anel parcialmente ordenado pela
ordem <. Demonstrar que valem as seguintes propriedades:

a) Se (4,+,-,<) é um anel parcialmente ordenado, entéo o con-
junto P de seus elementos positivos satisfaz as condigdes I, II e IV do
teorema 39.

b) Se A é um anel comutativo com elemento unidade e+#0 e se
P & uma parte do conjunto A que satisfaz as condi¢des I, IT e IV, en-
tdo existe uma Unica relacdo de ordem <, compativel com a estrutura
de anel definida sObre A, tal que P seja o conjunto de todos os elementos
positivos de A, pela ordem <. Neste caso, a ordem < ¢ total se, e somente
se, a condicdo III estd verificada. (Sugestdo: utilizar o exercicio 116.)
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132. Verificar quais das propriedades do teorema 38 permanecem
verdadeiras supondo-se que {(4,+,-,<) seja um anel comutativo com
elemento unidade e parcialmente ordenado pela ordem <.

133, Determinar a caracteristica de um anel de integridade parcial-
mente ordenado.

3.3 - CORPOS ORDENADOS

DEFINICAO 23 - Seja K um corpc e suponhamos que
esteja definida uma ordem total < s6bre o conjunto K. Diz-se
que esta ordem é compativel com a estrutura de corpo definida
sbbre o conjunto K ou que K é um corpo ordenado pela ordem
< se, e sOmente se, estdo satisfeitos os axiomas OA e OM da
definicdo 20. :

Se K é um corpo e se estiver fixada, sdbre o conjunto K,
uma ordem total < que satisfaz os axiomas OA e OM diremos,
simplesmente, que K é um corpo ordenado suprimindo-se por-
tanto, a referéncia a ordem total fixada sbbre o.conjunto K
e ao fato que esta ordem satisfaz os axiomas OA e OM. Diremos
que um corpec K é ordendvel se, e sOmente se, existe uma
ordem total, sObre o conjunto K, que satisfaz os axiomas OA
e OM. '

Conforme a definicdo acima, se (K,+,:,<) é um corpo
ordenado, entdo (K,+,-,<) € um anel de integridade ordenado;
portanto, so verdadeiras em K as propriedades estabelecidas
na sec¢do anterior para os anéis de integridade ordenados.
Completaremos o teorema 38 acrescentando algumas proprie-A
dades que derivam do fato que todo elemento nfo nulo ¥e K
é inversivel: '

TEOREMA 43 - Num corpo ordenado K valem as seguintes
propriedades: N

1) Se a#0, entdo a e a?! sf3o ambos estritamente posi-
tivos ou estritamente negativos.

2) Se 0O<a<e, entdo e<al e se e<a, entio O<a<e,
onde e indica o elemento unidade de K.

3) Se 0<a<b, entdo 0O<bl<a! e se a<b<0, entdo
bl<al<0. A .

4) lati=lal* para todo a#0.

5) la/bl=lalllbl, quaisquer que sejam a e b em K, com b#0.

DEFINICAO 24 - Diz-se que um ‘conjunto nfo vazio E,
totalmente ordenado pela ordem <, & denso se, e sOmente se,
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quaisquer que sejam a e b em E, com a<b, existe ceE tal
que a<c<b. Um subconjunto E,, de E, é totalmente denso
em E (ou, simplesmente, é denso em E) se, e somente se,
quaisquer que sejam a e b em E, com a<b, existe ¢, em
E, tal que a<cy<b. v

TEOREMA 44 - Se K é um corpo ordenado pela ordem <,
entdo o conjunto K é denso pela mesma ordem.

DemonsTracAO - Mostraremos que se a e b sdo dois ele-
mentos quaisquer de K'e se a<b, entdo

: _ a<(2e)a+b)<b,
onde e indica .o elemento unidade de K. Com efeito, notemos,
inicialmente, que e e-2e sdo estritamente positivos, de onde vem
que (2)! também é estritamente positivo. De a<b results,
conforme o axioma OA, a+a<a+b, ou, (2e)a<a+b e, portanto,
de acdrdo com o axioma OM, temos a<(2e)(a+b); andlogamente,
de a<b vem a+b<b+b=(2e)b e entdo (2e)*(a+b)<b. |

COROLARIO - O conjunto P* dos elementos estritamente
positivos de um corpo ordenado K néo tem minimo.

Basta aplicar o teorema acima para a=0 e 0<b.

DEFINICAO 25 - Diz-se que um corpo ordenado (K,+,-,<)
é arquimediano se, e sdmente se, o grupo ordenado (K,+,9

2

é arquimediano ‘(ver a definicdo 18).

Para verificar que um dado corpo ordenado K é arquime-
diano basta comparar os elementos estritamente positivos de K
com elemento unidade e, conforme o seguinte

TEOREMA 45 - Um corpo ordenado K é arquimediano se,
e sOmente se, para todo elemento estritamente positivo a, de
K, existe um numero natural n tal que a<mne.

DzemonstracAo - Se o corpo K é arquimediano nada temos
para demonstrar. Reciprocamente, suponhamos que a condicdo
acima esteja verificada e consideremos dois elementos quaisquer
a e b, de K, tais que O<a<b. Se e<a existe, por hipétese,
um numero natural n tal que b<ne e para éste numero =
temos (corolario 2 do teorema 33) mesna, portanto, b<na. Se
a<e temos e<al, logo, existe neN tal que a’<ne, de onde
vem, e<na; portanto, de acdrdo com o caso anterior, existe
peN tal que b<pna) =(pna. ‘ |
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COROLARIO - Se a é um elemento estritamente positivo
de um corpo arquimediano K, entfo existe um numero natural
ndo nulo n tal que meyi<a.

Com efeito, em virtude do teorema acima, existe neN*
tal que a'l<ne, de onde vem, (neyrl<a. |

‘TEOREMA 46 - O corpo primo K;, de um corpo ordenado
arquimediano K, é totalmente denso em K.

DemonsTracAo - Sejam a e b dois elementos quaisquer
de K e suponhamos que a<b; precisamos mostrar que existe
xeK, tal que a<x<b e para isso distinguiremos quatro casos.

1) a=0. Conforme o corolario acima existe neN* tal que

‘ O<mert<b
e basta escolher x=meyl.

2) O<a<b. Temos O<b-a, logo, em virtude do corolério
acima, existe neN* tal que (mey’<b-a e como K é arquime-
diano existe, de ac6rdo com o teorema 35, um tnico nimero
natural n3o nulo m tal que

(m-1)nerlsa<miner?;
a<mne)’ = (mexne)! =[(m-1e+elney!=
=(m-Dme)yl+meyi<a+(b-a)=b

e basta escolher x=(me)ney!.

3) a<0<b. Neste caso tomamos x=0. :

4) a<b<0. Temos 0<-b<-a, logo, de acdrdo com o se-
gundo caso, existe xeK, tal que -b<x<-a, de onde vem,
a<-r<b, com -xeK,. |

portanto,

Terminaremos esta secgéio estudando o problema do pro-
longamento da ordem definida sébre um anel de integridade
ordenado ao seu corpo de fracdes.

TEOREMA 47 - Seja (A,+,,¢) um anel de integridade
ordenado e seja K o corpo de fragdes do anel de integridade
A. Nestas condicdes, temos: .

1) existe uma Unica ordem total R, sbbre o conjunto K,
que é prolongamento da ordem < e que é compativel com a
estrutura de corpo definida sébre K;

2) o conjunto P’ dos elementos positivos de K, pela or-
dem R, é formado por tddas as fracdes a/b (a e b em A e
b+#0) tais que O<ab.

DemonsTtracAo - Consideremos o subconjunto P’ definido
na parte 2) acima e vamos mostrar que P’ satisfaz as condicdes
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1, II, III, IV e P<P’, onde P indica o conjunto dos elementos
positivos de A. Notemos, inicialmente, que a condig¢do imposta
sdbre a fracdo a/b para que esta fracdo pertenca a P’ ndo
depende da representacdo déste elemento, ou seja, se alb=cld
e se O<ab, entdo temos Os<cd; isto é imediato, pois, de ad=bc
vem (ab)(cd)=(bc)?, logo, O<(ab)cd) e como O<ab teremos,
conforme a regra dos sinais, O<cd. Esta observagdo nos per-
mite representar dois elementos dados x e~y de P’ sob as for-
mas x=alc e y=blc, com a, b e cem A e c#0.

L P+P'cP. '

Sejam x e y dois elementos quaisquer de P’; conforme
notadmos acima x e y podem ser representados sob a forma
x=alc e y=blc, com a, b e c em A e c#0. Por hip6tese
temos aceP e bceP, logo, (a+b)c=ac+bceP+PcP, de onde
resulta que o elemento x+y=(a+b)/c pertence a P'.

II. PN (-P)={0}.

Seja x um elemento de P'M(-P), temos xeP’, logo,
x=alb, com a e b em A, b#0 e 0O<ab; mas -x=(-albeP,
portanto, 0<(-a)b ou ab<0 e entdo ab=0, de onde vewm, a=0,
ou seja, x=0.

III. PUP)=K. ‘

Seja x=alb (a e b em A, b#0) um elemento qualquer de
K; temos abe A =PU(-P), logo, abeP ou abe-P. Se abeP, te-
mos xeP’; de abe-P resulta -(ab) = (-a)beP, logo, -x = (-a)/beP".

1V. PP'cP. .

Se x e y sio dois elementos quaisquer .de P, podemoé
escrever x=alc, e y=blc, com a, b e c em A e c#0; por
hip6tese, temos aceP e beceP, logo, (ac)be) =(ab)c’eP, portan-
to, xy = (ab)icteP’.

PcP. , ,

E imediato, pois, todo elemento a de P pode ser repre-
sentado sob a forma afl e temos a-1=aeP, portanto, aeP".

Fica assim demonstrado que P’ satisfaz as condi¢bes do
teorema 39; portanto, existe uma ordem total R, sbbre o con-
junto K, compativel com a estrutura de corpo definida sébre
'K, tal que P'={xeK|ORx} e como PcP’ resulta que a
ordem R é um prolongamento da ordem <. Falta, portanto,
verificar que a ordem R que satisfaz estas condigSes é Unica.
Suponhamos, entdo, que R; seja uma ordem total sébre K sa-
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tisfazendo as mesmas condicdes, seja P;={xeK | OR;x} e
notemos que PiMA=P; se x=a/b é um elemento qualquer‘
de P;y, com a e bem A e b#0, temos blePcP;, logo,
blreP;P;<=Pi, ou seja, abeP;MA =P, de onde vem, x=albeP’
e, portanto, Py—=P’. Notando-se que -P;=-P’, teremos
P'=PNK=PN[P;U(-P)]=
=P;U[PNEPYIePUP'N(-P)] = PLU{0} =Py,
logo, P"<P, e entdo P,=P’, ou seja, a ordem R; coincide com
a ordem R. : |
De ac6rdo com éste teorema, aplicado para o caso par-
ticular em que A=Z e K=@Q, concluimos que o corpo & dos
nUmeros racionais é ordenéavel; -além disso, como Z admite
uma Unica estrutura de anel ordenado (teorema 40) resulta
que o corpo @ s6 pode ser ordenado de um Unico modo.
Temos assim o seguinte

TEOREMA 48 - Existe uma dnica ordem total <, s6bre o
conjunto @ dos nameros racionais, compativel com sua estru-
tura de corpo; além disso, um numero racional a/b (a e b
inteiros, b#0) é positivo se, e sOmente se, ab é um numero
natural. , . :
A 1nica ordem definida s6bre @ é chamada ordem habi-
tual dos numeros racionais e, conforme o teorema 45, sabemos
que o corpo @ é denso por esta ordem.

- Seja Ky o corpo primo de um corpo ordenado K; de
acordo com os teoremas 37 e 31, a aplicagdo f:Q— K, definida
por fimln)=(me)(ne) é um isomorfismo de @ em K, e notan-
do-se que O<mn se, e somente se, O<(me)ne), resulta que f
é um isomorfismo ordenado, portanto, temos o seguinte

TEOREMA 49 - O corpo dos numeros racionais é orde-
nadamente isomorfo ao corpo primo de todo corpo ordenado.

Obtém-se. um primeiro exemplo de corpo arquimediano
pelo seguinte

TEOREMA 50 - O corpo ordenado dos numeros racionais
é arquimediano. 4

DemonsTRACAO - Se a € um numero racional estritamente
positivo podemos representd-lo sob a forma a=m/n, onde m
e m sdo numeros naturais ndo nulos; observando-se que
min<m+1 resulta, em virtude do teorema 45, que @ é um
corpo arquimediano. I



232

EXERCICIOS

134. Se (@));¢en € uma familia de elementos de um corpo orde-
nado K, tem-se

0« Z'aiz; além disso, i)j’a% =0
i=1 . =1

se, € somente se, a;=0 para i=1,2,..-,m

135. Mostrar que num corpo ordenado K, tem-se 2lab} < a?+b% e
0<a’+ab+b?, quaisquer que sejam a e b em K. ;

136. Sejam a, b, ¢ e d elementos de um corpo ordenado K, com
B£0 e d#0; mostrar que ab<cd? se, e somente se, abd2<b2cd

137. Sejam a e b elementos de um corpo ordenado K e sejam m
e n nameros inteiros; verificar as seguintes propriedades:

a) se m<n e se 1<a, entio a™<a®;

b) se m<n e se 0<a<l, entdo a"<a™

¢) se O<a<b e se n>0, entio a"<b™;

d) se O<a<b e se n>0, entdo b"<a”.

138. Seja a>1 um elemento de um corpo arquimediano K.
a) Mostrar.que para todo elemento positive beK existe um namero
natural n tal que b<a®. b) Mostrar que para todo elemento positivo
beK existe um nGmero natural n tal que a™®<b. ¢) Dar as proprie-
dades correspondentes as anteriores quando O0<a<1. Sugestdo: utilizar o
exercicio 130.

139. Seja (4,+,+,<) um anel de integridade ordenado e seja P o
conjunto de seus elementos positivos; mostrar que P define uma ordem
parcial R sObre o corpo de fracbes K de A. Supondo-se que A néo
seja um corpo verificar quais das pmpmedades enunciadas nos teoremas
38 e 43 sdo verdadeiras para esta ordem.

140. Sejam (4, +,-,<) e (4", +,+,<) dois anéis de integridade orde-
nados, sejam (K,+,-,<) e (K, +,-,<) seus corpos ordenados de fracdes e

suponhamos que exista um isomorfismo ordenado f de A em A’. Mostrar:

que f pode ser prolongado, de um umco modo, a um 1somorfismo orde-
nado f de K em K'.

141. Diz-se que um anel de mtegmdade (A4,+,.-,<) é bem ordenado
se, e sOmente se, o conjunto P-dos elementos positivos de A é bem or-
denado pela ordem induzida por <. Por exemplo, o anel Z dos nUmeros
inteiros- € bem ordenado e conforme o corolario do teorema 45 todo
corpo ordenado nio é bem ordenado. Neste exercicio A indicard um
- anel de integridade bem ordenado e seu elemento unidade serd indicado
. por e. Verificar as seguintes propriedades:

a) Se Osx<e, com x4, entdo x = 0 ou x=e.

b) Se nesxs<(n+lle, onde xe=A e n é um numero natural, en-
tdo x =ne ou x =(n+1e.

¢) O anel A satisfaz o axioma de Arquimedes :

d) O Gnico sub-anel unitario de A é o préprio A4, isto é, tem-se
A=2Ze. i

e) Todo anel de integridade bem ordenado é ordenadamente iso-
morfo ao anel Z dos nimeros inteiros.

<

CAPITULO V

CORPO DOS NUMEROS REAIS E CORPO
DOS NUMEROS COMPLEXOS

INTRODUCAO

Estudaremos, neste capitulo, dois corpos fundamentais: o
corpo R dos numeros reais e corpo C dos niimeros complexos.
Inicialmente, veremos no §1.1 o conceito de corpo ordenado
completo: diz-se que um corpo ordenado K é completo se, e .
somente se, todo subconjunto ndo vazio e majorado, de K, tem
supremo (axioma de completividade). E, entfio, necessario de-
monstrar que existe um corpo ordenado completo; com éste
objetivo estudaremos, nos paragrafos 1.2 e 1.3 as sucessbes
convergentes e as sucessdes fundamentais de elementos de um
corpo ordenado. Terminaremos o §1 estabelecendo diversas
caracterizacGes de um corpo ordenado completo que estio dadas
no teorema 11. No §2 construiremos, por intermédio das sucessdes
fundamentais de nimeros racionais, um corpo ordenado completo
R que serd denominado corpo dos nuimeros reais; éste processo
é devido a Cantor (1845-1918), criador da teoria dos conjuntos.
Mostraremos que o corpo R dos nameros reais é arquimediano
(lema 13), que R é «completo» no seguinte sentido: t6da sucesséo
fundamental de nimeros reais é convergente (teorema 16). Final-
mente, mostraremos que existe uma Unica estrutura de ordem,
sébre R, compativel com sua estrutura de corpo e que dois corpos
ordenados complétos sdo ordenadamente isomorfos. Portanto,

_em virtude do teorema 16, o corpo R dos numeros reais pode

ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como um
corpo ordenado K que satisfaz um dos seguintes axiomas:

a) todo subconjunto nio vazio e majorado, de K, admite
supremo (axioma de completividade);

b) K é arquimediano e téda sucessfo fundamenta.l de
elementos de K, é convergente; ‘
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c) téda sucessdo crescentee majorada, de elemerntos de K,
é convergente;

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos inter-
valos encaixantes.

Preferimos definir o corpo R dos numeros reais por
intermédio das sucessbes fundamentais e ndo pelos «cortes de
Dedekind», pois o primeiro processo pode ser estendido, com
ligeiras modificacdes, para um espago métrico e também para
a construcdo do corpo dos numeros p-adicos (ver os exercicios
62, 63, 64 e 65).

 No corpo R dos nimeros reais néo esté definida, em geral,
a raiz n-ésima de um numero real; por exemplo, s6 existe a raiz
quadrada de um numero real a se, e somente se, @ € positivo.
Para eliminar esta restricio é necessario ampliar R com a intro-
ducdo de novos elementos: os nimeros complexos. Faremos isso
no §3 onde construiremos, pelo processo devido a Hamilton
(1805-1865), o corpo C dos nimeros complexos.

§1 - CORPOS ORDENADOS COMPLETOS

1.1 - SUPREMO E INFIMO

Seja E um conjunto ndo vazio ordenado pela ordem parcial
< e seja S um subconjunto, de E, ndo vazio e majorado, logo, o
conjunto M dos majorantes de S é ndo vazio e se existir o
minimo L de M diremos que L é o supremo ou extremo

superior de S e que S ¢é um conjunto que admite supremo.-

Observemos que se L'€E e se L' é majorante de S, entdo
L<L’, pois, L=minM. Portanto, a definicio de supremo de S
pode ser reformulada do seguinte modo:

DEFINICAO 1 - Diz-se que um elemento LeE é o supremo
de S se, e sbmente se, sdo validas as seguintes condicdes:

a) para todo s em S, tem-se s<L;

b) se L’ é um elemento qualquer de E e se s<L/, para
todo s em S, entdo L<L'.

E evidente que a condicdo a) impde que L seja majorante
de S e b) nos mostra que L é o menor majorante de S. Se a
ordem < é total, a condi¢do b) pode ser dada sob a forma:

b’) se L' é um elemento qualquer de E e se L'<L, entdo
existe s em S tal que L'<s<L.

!
i
|
i
i
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£ imediato que se o conjunto S admite supremo, entdo
aste elemento é Unico e por isso mesmo é que usamos o artigo
definido na definicdo acima. Indica-se o supremo de S (caso
exista) pela notacdo supS (leia-se: supremo de S). Analoga-
mente, define-se o infimo (ou extremo inferior) de um con-
junto ndo vazio e majorado S, que serad indicado por infS
(leia-se: infimo de S).

Observemos que se o conjunto S admite supremo L (resp.,
infimo 1), entdo L é o maximo (resp., minimo) de S se, e somente
se, LeS (resp. leS). Notemos ainda que se S admite supremo,

entdo S & necessariamente majorado e convém frizar que nem

todo conjunto ndo vazio e majorado tem supremo (ver o.
exemplo 6). ‘

Verifica-se, facilmente, que se S e S; sdo dois subconjuntos
de E taisque S;=S e S,#0 e se S e S; admitem supremos
(resp., infimos), entdo supS;<supS (resp., infS<infS)).

Exempro 1 - Todo subconjunto finito e ndo vazio §, de um.
conjunto totalmente ordenado E, tem supremo e infimo que séo,
respectivamente, 0 maximo e o minimo de S.

ExempLo 2 - Seja E um conjunto infinito e consideremos
o subconjunto #, de P(E), formado por todas as partes finitas
de E; ordenando-se P(E) por inclusio — éfacil ver que E =sup#
e ¢ =infd=mind. Notemos que, neste caso, ndo vale a condi-
cdo b) para E=sup#.

Exempro 3 - O infimo do conjunto P* dos elementos
estritamente positivos de um corpo ordenado K é igual a zero;

conforme o corolario do teorema 43; Capitulo IV, éste conjunto
nio tem minimo. Além disso, P* ndo admite supremo, pois éste
conjunto ndo é majorado.

ExemprLo 4 - Consideremos o conjunto S de todos os
ntimeros racionais ;%, com neN. Temos 0<;;, para todo neN
e como 0eS resulta que O=minS=infS. Afirmamos que
1=supS. Com efeito, & imediato que ;;<1, para todo neN;
por outro lado, se L'<1, com L'e@, existe, conforme o teorema 44

do Capitulo IV, um numero natural n tal que 1%,<1m e daqui

AP
resulta L'<-35.

DEFINICAO 2 - Seja (G,+,<) um grupo comutativo total-
mente ordenado e suponhamos que o conjunto G tenha mais de
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um elementos; diz-se que G é um grupo ordenado completo se,
e sOmente se, vale o seguinte axioma (chamado axioma de
completividade):

AC: todo subconjunto, de G, ndo vazio e majorado admite
supremo. '

Exempro 5 - O grupo ordenado (Z,+,<), onde < é a ordem
habitual dos nimeros inteiros, é completo, pois todo subconjunto
de Z nio vazio e majorado admite maximo (ver o exercicio 18,
Capitulo III).

LEMA 1 - Um subconjunto ndo vazio S, de um grupo
totalmente ordenado (G,+,<), admite supremo se, e somente se,
-S admite infimo; neste caso, tem-se

sup(-S)=-infS e inf(-S)=-supS.

As verificacdes das propriedades acima se baseiam, simples-
mente, nas definicSes de supremo e de infimo e serdo deixadas
a cargo do leitor. Como conseqiiéncia imediata déste lema temos
o seguinte

TEOREMA 1 - Seja (G,+,<) um grupo comutativo total-

mente ordenado e suponhamos que o conjunto G tenha mais de

um elemento; nestas condi¢Ges, G é um grupo ordenado completo
se, e sOmente se, todo subconjunto de G, ndo vazio e minorado,
tem infimo.

TEOREMA 2 - Todo grupo ordenado completo G ¢é arqui-
mediano. '

DemonsTrACAO ~ Sejam a e b dois elementos de G tais

que O<a<b e consideremos o conjunto
S={naeG | neN}.

Se, por absurdo, na<b para todo nimero natural n, resulta que
S é majorado, logo, existe L =supS; notando-se que L-a<L
concluimos, em virtude de b’), que existe paeS (peN) tal que
L-a<pas<L, de onde vem, L<(p+lla e obtém-se assim uma
contradicdio, pois na<L para todo numero natural n. |

DEFINICAC 3 - Diz-se que um corpo ordenado (K,+,,<)
é completo se, e sdmente se, o grupo ordenado (K,+,¢ &
completo.

Desta definicio resulta, imediatamente, o seguinte corolario
do teorema 2:
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COROLARIO 1 - Todo corpo ordenado completo é arqui-
mediano.

Conforme o teorema 45 do Capitulo IV e o corolério aci-
ma, temos o seguinte '

COROLARIO 2 - O corpo primo, de um corpo ordenado
completo K, é totalmente denso em K.

Exempro 6 - Consideremos o subconjunto
S={xe@Q | 0<x e x2<2}
do corpo ordenado @ dos nimeros racionais. E imediato que S é
limitado, pois 0 e 2 s#o, respectivamente, minorante e majorante
de S e também é imediato que 0=minS=infS. Afirmamos que
S ndo admite supremo. De fato, suponhamos, por absurdo, que
acQ seja o supremo de S; temos, necessariamente, 0<a<2. Ja
sabemos que ndo existe um numero racional que elevado ao
quadrado seja igual a 2 (ver o exercicio 86, Capitulo IV); portanto,
podemos distinguir dois casos: a) a?<2 e b) 2<a?.
a) Consideremos o numero racional
. 4a
T 2+a?
n_ 1642
" (2-a?)?+8a?
logo, a?<2 e entdo a’eS. Por outro lado, de

a

>0;
temos
<2,

a2<%(2+a2)<2
vem
1 2
2 2+a?
logo, '

4a - ,
a<——=a
2+a% "’

o que é absurdo, pois a e d' sfo elementos de S e a éo
maximo de S.

b) De

2<§(2+a2)<a2
vem 2+ a? .
% <a;
portanto, existe seS tal que
2+a?
<s<a,
de onde resulta
(_2_+_¢_zf )<s?<2
2a z
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Por outro lado, temos

2+a2y, (2-a%)+8a? 9
( 2a )'== iz
e chegamos assim a uma contradicdo.

Este exemplo nos mostra que o corpo dos nimeros racionais
ndo é completo.

EXERCICIOS

1. Determinar os supremos e infimos (caso existam) dos seguintes
subconjuntos do corpo @ dos nUmeros racionais:

a) {%—HEQ ] neN};

n 1.
b) {meQ | ne]\lj7

c¢) {a"=Q | neN}, com as@ e O<a<l;
d) {d"=Q | ne=N}, com as@ e l<a.

2. Se S é um subconjunto nfo vazio de um conjunto totalmente
ordenado E e se S admite supremo e infimo, entdo infS<supS. Em
que condi¢des vale o sinal de igualdade?

3. Sejam A e B dois subconjuntos ndo vazios de um grupo
ordenado G e suponhamos que éstes conjuntos admitam supremos;
mostrar que

sup(AUB) = sup{sup4,supB}.

4. Com as notagbes do exercicio anterior, se A e B admitem
infimos, tem-se : )
inf(AUB) =inf{infA,inf B}.

5. Com as notacBes e hipdteses do exercicio 3, mostrar que

sup(A+B) =supA+supB.

6. Com as notacOes e hipdteses do exercicio 4, mostrar que

inf(A+B) =infA +infB.

7. Seja A um subconjunto ndo vazio de Um corpo ordenado K e
suponhamos que A admita supremo e infimo; verificar as propriedades:

a) se ceK e se 0Osc, entio sup(cAd)=csupd e inf(cA)=cinfd;
b) se ceK e se c<0, entio sup(chA)=cinfA e inf(cA)=csupA.

Observagdo: cA indica o conjunto de todos os produtos cx com zx
em A.

8. Sejam A e B subconjuntos nfo vazios do conjunto P dos
elementos positivos de um corpo ordenado K e suponhamos que 4 e B
admitam supremos; mostrar gue ’

sup(AB) =supA-supB.
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" 9. Seja S={xesQ | 0<x e x2<3}; mostrar que infS=minS=0 e

que S ndo admite supremo.

10. Seja S={x=@Q | x2<3}; mostrar que S é majorado e minorado
e que S ndo admite supremo e nem infimo,

1.2 - SUCESSOES CONVERGENTES

Seja A um anel comutative com elemento unidade 10

e indiquemos por S(A)=AY o conjunto de tédas as sucessdes

(@n)nen de elementos de A (ver o §3.3, Capitulo I); no que se segue
usaremos a notacdo abreviada (a,) para indicar a sucessdo
(@n)nen, onde apeA para todo numero natural n. Conforme
vimos no exemplo 10 do Capitulo IV define-se uma estrutura de
anel comutativo com elemento unidade sdbre o conjunto S(A)
colocando-se

(@n)+(br) = (@n+by)

(an)(bn) = (anbn) N
quaisquer que sejam (an) e (by) em S(A). Notemos que o ele-
mento zero do anel S(A) é a sucessfio nula 0=(a,), onde an=0,
para todo numero natural n; o elemento unidade é a sucesséo
1=(es), onde e,=1 para todo nimero natural n e, finalmente,
~(a,)=(-a,). O anel S(A) passa a ser denominado anel das
sucessdes de elementos de A ou anel das sucessbes sébre A.
Observemos que um elemento (a,)eS(A) é inversivel se, e
somente se, a, ¢é inversivel para todo numero natural n e,
neste caso, tem-se

e

(an)t=(a;)).

Uma sucessdo (a,)eS(A) é constante se, e sOmente se,
an=a para todo neN; estasucessdo serdindicada, simplesmente,
por (@) e também diremos que (@) é a sucessdo constante deter-
minada por a. Em particular, tem-se 0=(0) e 1=(1). E imediato
que o conjunto de tddas as sucessdes constantes sdbre A € um

7

sub-anel unitario de S(4) que é isomorfo a A.

Suponhamos agora que o anel A seja um corpo ordenado
K e indiquemos por P (resp., P*) o conjunto dos elementos
positivos (resp., estritamente positivos) de K. Os concei-
tos de sucessdo majorada, minorada e limitada, assim como
os conceitos de majorante, minorante, supremo e infimo de
uma sucessdo sfo definidos através do conjunto dos térmos
desta sucessdo. Por exemplo, a sucessdo (a,)eS(K) é ma-
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jorada se, e sdmente se, o conjunto {a,,neN} é majorado,
ou seja, se, e sOmente se, existe MeK tal que a,<M para
todo nlimero natural n. E ficil verificar gue a sucessdo (a,) é
limitada se, e sOmente se, existe MeP* tal que J|a,|<M para
todo neN. Um outro exemplo: um elemento LeK é o supremo
da sucessdo (an) se, e somente se, L é majorante desta sucessio
ese L'<L, com L'eK, entdo existe peN tal que L'<ap<L.

Sabemos que a aplicacdo m/n> (me)me), onde e é o
elemento unidade de K, m e n sdo nimeros inteiros e n # 0, éum
isomorfismo ordenado ¢ do corpo @ dos numeros racionais
sobre o corpo primo K, de K (ver o §3.3, Capitulo IV); por
causa disso e com o objetivo de simplificar as notacoes indicare-
mos o elemento (me)/(ne) de K, por m/n, portanto, o simbolo
m/n representard o nimero racional m/n e seu correspondente
(me)/meyeK, por meio do isomorfismo ¢.

Indicaremos por Si(K) o conjunto de tdodas as sucessdes
limitadas de elementos do corpo ordenado K e pode-se vérificar,
facilmente, que S$i(K) é um sub-anel unitario do anel S(K) das
sucessdes sObre K.

DEFINICAO 3 - Diz-se que uma sucessio (a,)eS(K) converge
para um elemento acK ou que (a,) é convergente para a se,
e sOmente se, para todo e=P* existe nyeN tal que

!an"‘a|<8,

qualquer que seja neN com n>ny. Diz-se que (ap) é uma su-
cessdo convergente se, e sOmente se, existe acK tal que (an)
seja convergente para a.

TEOREMA 3 - Tdéda sucessdo (an)eS(K) converge, no ma-
Ximo, para um elemento de K.

Demonstracao - Suponhamos, por absurdo, que (an) seja
convergente paraa e bem K, com a#b; tomando-se e=1 +la-bleP*,
existem, conforme a definicio acima, ntmeros naturals peg

tais que
d lar—al<e para todo n>p

€ lan-bi<é para todo n>q.
Pondo-se ny=max{p,q} e escolhendo-se n >'no teremos
la-bl=la~an)+(an-b)l<lan—al+la,-bl<2¢ = la-bl,

e chegamos assim a uma contradicso. ]
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DEFINICAO 4 - Se uma sucessio (a,)eS(K) converge para
um elemento a de K, diremos que a é o limite desta sucessdo

€ escreveremos

a=lima, ou a=lima,.
n—Cco

Exempro 7 - T6da sucessdio constante (@)eS(K) é conver-
gente e seu limite é a.

Exempro 8 - A sucessdo (a,)eS(Q), definida por an=(n+1)1,
é convergente a zero. Com efeito, para todo ntumero racional
estritamente positivo ¢ existe um numero natural m, tal que

1-¢
—— <My, pois @ é arqulmedlano portanto, para todo n>mng, te-

remos
I(n+1)1-0)=(n+ Dl <(nyg+1)1<e,

logo, lim(n+1)t=0.

ExempLo 9 - A sucessdo (2™)eS(Q) é convergente a zero.
Com efeito, é facil verificar que n+1<27, logo, 2"<(n+1)?1, para
todo ntimero natural n; portanto, de acérdo com o exemplo an-
terior, tem-se lim2"=0.

Exempro 10 - A sucess@o (n)eS(Q) ndo é convergente.

. Exempro 11 - A sucessio (a,)eS(Q), definida por
an =(-1"n(n+1)*, ndo é convergente.

Exempro 12 - Seja K um corpo arquimediano e conside-
remos a sucessdo (a,)eS(K), onde a=(n+1)?, para todo neN.
Conforme o coroldrio do teorema 44, Capitulo IV, para todo
esP* existe ngeN tal que (ny+1)'<e, de onde vem, facilmen-
te, que a sucessdio acima é convergente a zero. Analogamente,
pode-se ver que a sucessdo (2"a)eS(K), onde aeK e K é ar-
quimediano, é convergente a zero.

O conjunto de tdodas as sucessdes convergentes, de ele-
mentos do corpo ordenado K sera indicado pela notacdo S.(K).
Daremos a seguir diversas propriedades das sucessdes conver-
gentes.

LEMA 2 - S(K)=S(K), isto é, toda sucessdo convergente
€ limitada.

Com efeito, se (az)eS(K) e se lima, =a, entdo, dado lep*
existe peN tal que la,-al<1, para todo n>p; mas

Hant—tali<la,,—al ‘
(ver o exercicio 124, Capitulo IV), logo, lia,i~lall<1, de onde vem,
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lal-1<lapl<lal+1,
para todo n>p. Pondo-se
: M =max{lag,layl, -, lapl,lal+1}

teremos, para todo neN, |a,<M; portanto, (a,) é limitada.

Indicaremos por Sy(K) o conjunto de tdédas as sucessoes,
“de So(K), que sio convergentes a zero. E imediata a seguinte
propriedade: ’

LEMA 3 - A sucessdo (ap)eS(K) é convergente para zero
se, e sdmente se, (ap~a)eSy(K).

LEMA 4 - S(K) é fechado em relagéo a subtracdo e, por-
tanto, também é fechado em relacdo a adicdo.

DemonsTrACAO - Se (a,) e (by) sdo dois elementos quais-
quer de Sy(K), entdo para todo eP* existem nimeros naturais
p e q tais que ‘

o layl<21e, qualquer que seja n<q
Ibal<2le, qualquer que seja n>gq;
pondo-se ng=max{p,q} teremos, para todo n>n,:
lan-bnl<lanl+lbal<2-2e = ¢, :
logo, (an—br)eS|(K). ' |

LEMA 5 - Se (a,)eSi(K) e se (bp)eSy(K), entdo (anbn)eSy(K);
daqui resulta, em particular, que So(K) é fechado em relagdo
‘& multiplicagéo. ‘

DemonsTrACAO - Por hipétese existe MeP* tal que lanl<M,
para todo neN e se ¢ é um elemento qualquer de P*, existe
nyeN tal que I|byl<eM, para todo n>n,. Portanto, para todo

n>ng, teremos )
lanbal = lanllbal< MeM1 = ¢, ‘
logo, (anbn)eSy(K). / |

TEOREMA 4 - Sc(K) é um sub-anel unitario do anel S(K).
DemonstracAO - E imediato que 1=(1)eS«{K). Se (a,) e

(b,) sdo dois elementos quaisquer de S(K) e se lima,=a e
limb,=b, entdo (a,-a)eSy(K) e (by-b)eSy(K); mas
([an-br] - [a-b]) = (an-a)+(by-b)
(@nbn-ab) = (an-a)(bp—b)+(a)(bp-b)+(b)an-a),

logo, conforme os lemas 4 e 5, teremos
([an=brl-la-b)eSy(K) e (azbp-ableSyK),

e -

portanto,
. » (an—bn)ESc(K) e (anbn)ESC(K) . I
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COROLARIO - Se (a,) e (b,) sdo dois elementos quaisquer
de SAK), tem-se:

a) lim(an+by) =limay+limby,;

b) lim(-a,) =~limay;

c) lim(anby) =limay-limb,.

Verifica-se, facilmente, a seguinte propriedade:

LEMA 6 - Se (an)eS(K), entdo (la,l)eS(K) e

limlay! =1limasl.

LEMA 7 - Se (a)eS«(K) e se lima,=a#0, entdo existe
MeP* e existe neeN tais que M<la,l, para todo n>ne.

DemonsTrACAO - De acdérdo com o lema anterior, temos
limianl =i, logo, dado M=2laieP* existe nyeN tal que

llani—-1all<M, ou,
lal- M <iapi<ial+M,

de onde vem, M<ia,l, para todo n>n,. |

TEOREMA 5 - Uma sucessdo (ap)eS.(K) é inversivel em
S(K) se, e somente se, ap,#0 para todo neN e lima,=a=#0;
neste caso, tem-se

(a)'=(!) e lima;l=al.

DEMONSTRACAO - Se (an) € inversivel em S (K), entdo existe
Br)eS«(K) tal que (az)-(bs)=(1), logo, azbp=1, de onde vem,
a,#0 e b,=a;!, para todo neN, portanto, (ap)t=(a;}); além
disso, de acdrdo com o corolario do teorema 4, temos

1=limay-limb, =ab,

logo, a+0 e b=a?, portanto, lima;' =a. Reciprocamente, su-
ponhamos que a,+0, para todo neN e que liman=a#0; neste
caso, a sucessdo (an) é inversivel em S(K) e sua inversa é (a;}),
logo, basta demonstrar que (g;)eS.K). Ora, de acérdo com o
lema 17, existe MeP* e existe peN tais que M<ianl para todo
n>p e de lima,=a resulta que para todo eeP* existe geN tal
que lan—al<Miaie,

qualquer que seja n>q. Pondo-se ny,=max{p,q} teremos, para
todo n>ny: ’

la;}-a =lata M a-a,)l =la, M altla-a,l<MYal Mlale = €;
portanto, (a;!) € convergente para al. |

Terminaremos esta seccdo estabelecendo uma caracteriza-
¢cdo de um corpo ordenado arquimediano pelas sucessbes de ele-
mentos de seu corpo primo.
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TEOREMA 6 - Um corpo erdenado K é arquimediano se, e
somente se, todo elemento de K é o limite de uma sucesséo de
elementos do corpo primo K, de K.

DemonsTrACAO - Suponhamos que o corpo ordenado K seja
arquimediano e seja b um elemento qualquer de K; podemos,
evidentemente, supor que b seja estritamente positivo. Para cada
numero natural n ¢onsideremos o conjunto
Bn_{]EN | 2° j)b}
como K é arquimediano resulta que B, é néo vazio, logo, existe
o minimo j, de B, e temos j,>0 e j,-1&B,; portanto,
2(j, - 1) <b<2j,,

de onde vem, .
0<27j,-b<2™ : (1).

Ora, a sucessdo (2™ é convergente a zero (ver o exemplo 12);
portanto, de (1) resulta que a sucessdo (2™j,) é convergente para
b. Reciprocamente, suponhamos que todo elemento de K seja o
limite de uma sucess3o de elementos de K, e seja b um elemento
estritamente positivo de K; por hipoétese, existe uma sucesséo
convergente (b,)eS(K,) tal que limb,=b; portanto, dado 1eP*
existe nyeN tal que |b,-bl<1, ou, by-1<b<bn+1, para todo ni-
mero natural n>ny. Como o corpo ordenado K, é arquimediano

resulta que existe um multiplo inteiro q-1 de seu elemento uni- .

dade 1 que é estritamente maior do que b,+1 (teorema 44, Capi-
tulo IV); portanto, em virtude déste mesmo teorema, o corpo or-
denado K também é arquimediano. |

EXERCICIOS

11. Verificar, detathadamente, que S(A) é um anel comutativo com
elemento unidade.

12, Verificar que Si(K) é um sub-anel unitario do anel S(K);

13. Mostrar que S(K) e Sy(K) ndo sfo anéis de ihtegridade.

14. Determinar todos os divisores do zero do anel S(K).

15. Seja K um corpo ordenado arquimediano; verificar que as se-
guintes sucessdes (a,)=S(K) sdo convergentes:

a) a,= ?:TIE;

b) @a,=a", onde acK e O<as<l;

¢ a,= (n+1)%;

d a,=nln?+1).

16. Seja K um corpo ordenado; mostrar que as seguintes sucessfes
(a,)=S(K) sfo limitadas e n&o sfio convergentes:
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a) a,=D"nn+07;

b a,=CD"

¢ a,=1+CD"

17. Dar um exemplo de duas sucessfes nfo convergentes cujo pro-
duto seja convergente. .

18. Se K ¢ um corpo ordenado arquimediano e se (a,)=S(K),
entio (2™a,)eS(K).

19. Demonstrar o lema 6.

20. Sejam (a,) e (b,) duas sucessBes convergentes de elementos
de um corpo ordenado K e suponhamos que a,<b, para todo neN; de-
monstrar que lima, <limb,,.

21. Seja K um corpo ordenado e seja p um numero natural qual-
quer; se (a,)&S(K), consideremos a sucessdo (b,) definida por b, =a
para todo neN. Verificar as seguintes propriedades:

a) se (a,)=S(K), entio (b))eS,(K);

b) se (a,)ESK), entdo (b,)eS(K) e lima,=limb,.

22. Seja (@,) uma sucessio de elementos de um corpo ordenado K
e seja (i,) uma sucessdo estritamente crescente de nGmeros naturais
(isto &, i,<i,,, para todo neN); a sucessdo (ain)neN € denominada,
neste caso, subsucessdo propria de (a,). Verificar as seguintes proprie-
dades:

a) se (a,)eS(K), entdo (q; )ESL(K)

b) Se (a,) € convergente, entdo toda subsucessao proprla de (a.
também é convergente e ambas tém o mesmo limite;

n+p?

n)

c) se (a,) admite duas subsucessdes proprias convergentes e com
limites distintos, entdo (a,) ndo é convergente.

1.3 - SUCESSOES FUNDAMENTAIS

Seja K um corpo ordenado e seja (an)eS(K) uma suces-
sdo convergente para eacK; se ¢ é um elemento qualquer de
P*, existe nyeN tal que la,-al<2e, para todo n>mng, logo, se
m a n sdv dois numeros naturais quaisquer, com m>n, e
n>ny, teremos

lam—anl = (am-a)+(a-an)l<lam-al+la-al<2.2le = .
Uma sucessdo que satisfaz esta condicio é denominada suces-
sdo fundamental (ou sucessdo regular ou ainda sucessfo de
Cauchy). Precisamente, daremos a seguinte

DEFINICAO 5 - Diz-se que uma sucessio (a,)eS(K) é fun-
damental se, e somente se, para todo £eP* existe n,eN tal que
lam—-anl<e,
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quaisquer que sejam os numeros naturais m e m, com m>ny
e n>ny.
Indicaremos por S{K) o conjunto de tédas as sucessdes

fundamentais de elementos do corpo ordenado K; conforme o

que vimos acima, temos

. S(K)=SHK),
isto &, tdda sucessio convergente é fundamental. Em geral,
tem-se S«(K) #SH(K),

isto &, podem existir sucessdes fundamentais que nfo sdo con-
vergentes. Por exemplo, pode-se verificar que a sucessdo
(a,)eS(Q), definida por
a,=0 e q'n+1=(2'+an)'1r

para todo neN, é fundamental e se esta sucessdo fosse con-
vergente para aeQ teriamos, de acérdo com o corolario do
teorema 4, o teorema 5 e o exercicio 21, a=(2+a)?, ou, (a+1)?=2,
o que seria absurdo. Ver também os exemplos 13, 14 e 15 abaixo.

LEMA 8 - S{K)c=SuK), isto &, téda sucessdo fundamen-
tal & limitada. v

DemonsTrACKO - Se (a,)eSH{K), entdo, dado 1eP* existe
peN tal que lam-anl<1, quaisquer que sejam m e n, com m>p
e n>p; fixando-se n=p+1 teremos, para todo m>p:

laml = lam=aps1+apal< lam—apsl+lapal<1+lapal.

Pondo-se M =max{lag, -+, lapl, 1 +lapul}
teremos la,l<M, para todo meN; portanto, (a,) é limitada. |

TEOREMA 7 - Sf{K) é um sub-anel unitario de SiK).

DemonstracAo - Conforme o lema anterior, S{K) é um

z

subconjunto de Si(K) e é imediato que 0=(0) e 1=(1) sdo ele-
mentos de S;(K); precisamos, entdo, verificar as condi¢bes do
teorema 9, Capitulo IV, para o subconjunto S{K) do anel Si(K).
1) S{K) é fechado em relagdo a subtracdo e, portanto,
também é fechado em relacdo a adigio.
Com efeito, se (an) e (b,) sfo dois elementos quaisquer
de S{(K), entdo, para todo e=P*, existem nimeros naturais p

e q tais que : lam—anl<21e,
quaisquer que sejam m e m com Mm>q e n>p, €
b -brle21e, ‘

quaisquer que sejam m e n com m>g e n>p; pondo-se
" g = max{p,q}
teremos, para todo m>n, e para todo n>n,:
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Kam—bm)‘“(an“bn)l = I(am"‘an)‘}'(bm"bn)' €7
slam-anl+lbm=-bpl<2-2e = ¢;
portanto, a sucesséo (a,—bs) € fundamental.

2) S{K) é fechado em relacdo a multiplicac&o.

Com efeito, sejam (an) e (bs,) dois elementos quaisquer de
S{(K); conforme o lema 8, estas sucessdes sdo limitadas, logo,
existem M; e M., em P*, tais que

lanl<M; e Ibal<M;,
para todo nimero natural n. Por outro lado, para todo eeP*
existem nGmeros naturais p e g tais que
lam-anl<2teM7l,
guaisquer que sejam m e n, com m>p e n>q, €
[bm—-bal<2eM,

" quaisquer que sejam m e m, com m>q e n>q. Pondo-se

no=max{p,q}
teremos, para todo m>ng e para' todo n>ng:
|ambn—anbnl = lam(bm=br)+brlam-an)l <
< lbnllam=anl+lamlbm—bal <M. 2-1e Mt + Ma- 276 M;! = €5
portanto, a sucessdo (axbn) é fundamental. [ ]

LEMA 9 - Se (a)eSHK) e se (an)&So(K), entdo existe
MeP* e existe ngeN tais que M<la,l, para todo n>mne.

DemonstracAO - Se a propriedade acima ndo fésse verda-
deira, entdo, para todo MeP* e para todo nyeN existiria meN,
m<mn,, tal que laml<M. Por outro lado, a sucessdo (@n € fun-
damental, logo, dado MeP* existe njeN tal que lam-anl<M,
quaisquer que sejam m e n, com m>n, € n>ne. Portanto, te-
riamos, para todo n>mng:

lanl = lan—am+aml<lam—anl+laml<2M

e a sucessdo (@) seria convergente a zero, contra a hipotese. [

Daremos ainda uma propriedade que sera utilizada no §2
para definir nimero real positivo; é a seguinte

LEMA 10 - Se (an)eS{K) e se (an)&So(K), entdo existe

MeP* e existe ng=N tais que

M<a, para todo n>mn,

ou
an<-M para todo n>mny.

DemonsTtRACAO - De acordo com a prorpiedade anterior,
existe 2MeP* e existe peN tais que
2M <lan para todo n>p.
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Por outro lado, a sucessdo (@, é fundamental, logo, dado MeP*
existe geN tal que
am-M<ap<anm+M,
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>q. Seja
ng = max{p,q};

se existir m>mn, tal que 2M <ay,, teremos M<an-M, logo, M <an,
para todo n>ny e se existir m>n, tal que am<-2M, teremos
am+M<-M, logo, a,<-M para todo n>n,. |

TEOREMA 8 - Uma sucessio (an)eS{K) é inversivel em
SH{K) se, e somente se, (an)&Sy(K) e a,#0 para todo neN.

DemonsTtraCAO - Se (an)eSHK) é inversivel em SyK), en-
tdo existe (bp)eSHK) tal que (ay)(by) =(1), de onde vem, abn=1,
logo, a,#0 para todo neN; se (a,)eSyK) teriamos, conforme
o lema 5, (anbr)eSy(K) o que seria absurdo. Reciprocamente,
suponhamos que (a,)&So(K) e que an#0 para todo neN; neste
caso, @n) € inversivel em S(K) e sua inversa é (a;!), portanto,
basta demonstrar que (a;!) é fundamental. Ora, (a,) ndo é
convergente a zero, logo, em virtude do lema 9, existe MeP*
e existe peN tais que '

M<lanl para todo n>p
e como (@) é fundamental, para todo e=P*, existe geN tal que
lam—-anl<eM?,
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>¢. Pondo-se
ne = max{p,q}
teremos, para todo m>n, e para todo n>ng:
la;t-a;ll=la;la;Man-am)l = laml ™t laal lam—an <M 1M1eM? = ¢,
portanto, (a;!) é fundamental. |

EXERCICIOS

23. Com as notagdes do exercicio 21, mostrar que se (@) ES4{K),
entdo (bn)ESf(K). :

24. Com as notagdes do exercicio 22, verificar as propriedades:

a) se (a,) ¢ fundamental, entdo toéda subsucessio prépria de (a,)
também é fundamental;

b) se (a,) € limitada, entdo existe uma subsucessdo prépria de
(a,) que é fundamental;

c) se (a,) ¢ limitada e se o corpo K é completo, entdo existe
uma subsucessdo prépria de (a,) gue é convergente.

25. Verificar que a sucessdo (a,)=S(Q), definida por a;=0 e
=02 +an)'1 para todo ntimero natural n, € fundamental.
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1.4 - CARACTERIZACOES DE UM CORPO ORDENA-
DO COMPLETO

Veremos, inicialmente, algumas propriedades das suces-
sOes crescentes e decrescentes de elementos de um corpo
ordenado K.

DEFINICAO 6 - Diz-se que uma sucessdo (a,)eS(K) é cres-
cente (resp., decrescente) se, e sbmente se, dn<tnsa (resp., An+1<an)
para todo numero natural n.

Se (an) é crescente e convergente, entdo o lema 2 nos
garante que (a,) é majorada; os exemplos abaixo nos mostram
que, em geral, nem téda sucessdo crescente e majorada ou de-
crescente e minorada é convergente.

Exempro 13 - A sucessdo (n)eS(K), onde K é um corpo
ordenado ndo arquimediano é crescente e majorada (teorema 44,
Capitulo IV) e é imediato que esta sucessfio ndo é convergente.

Exemrro 14 - Consideremos a sucessio (a,)eS(Q) definida

por ag=1 e da,
An+1 =55
2+a?

para todo numero natural n; conforme vimos no exemplo 6,
temos O<a, e afl<2, para todo neN, logo, a sucessdo (an) €
limitada e por outro lado

an(2-a2)

>0;
2+a2

Ony1—0Qn =

7

portanto, (a,) é crescente. Se esta sucessdo fésse convergente

para ae@ teriamos por passagem ao limite: a = ou a’=2a,

4
2+a?

&

o que seria absurdo, pois ¢ é um nUmero racional ndo nulo.

Exempro 15 - Consideremos a sucessdo (bp)eS(®Q) defini-
da por by=2 e

b 2+b2
n+1—T,

n .
para todo neN; conforme vimos no exemplo 6, temos 0<b, e
2<b? para todo neN, logo, esta sucessdo é limitada e por outro

lado b2 -2

bp=bns = 2bn >0;
portanto, (b,) é decrescente. Se esta sucessfo fosse convergen- v
te para be@ teriamos por passagem ao limite: b=—2—g—§3, de
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onde vem, b®>=2, o que seria absurdo, pois b é um numero
racional.

Temos o seguinte critério para determinar em que con-
dicSes uma sucessdo crescente e majorada é convergente:

TEOREMA 9 - Uma sucessdio crescente (a,)eS(K) é con-
vergente se, e sOmente se, esta sucessdo admite supremo aeK;
neste caso, tem-se limap=a.

DemonsTrRacAO - Suponhamos que esta sucessdo admita su-
premo aeK, logo, a,<a para todo neN. Se & é um elemento
qualquer de P* existe, conforme a condig¢do b’) da definicdo 1,
um numero natural p tal que a-é<ap<a; portanto, para todo
n>p, teremos a-€e<ap<an<a, de onde vem, la,—-al<e e entdo
liman=a. Reciprocamente, suponhamos que a sucessio (an)eS(K)
seja convergente para aeK; verificaremos as condicdes
a) e b’), da definicdo 1, para o elemento a e para o conjunto
{an, neN} dos térmos desta sucessdo. a) Se, por absurdo, exis-
te peN tal que a<ap, entdo tomando-se e=ap-asP*, existe
nyeN tal que a—e<an<a+é¢, de onde vem an<day, para todo n>ng;
escolhendo-se n>max{ny,p} obteremos uma contradi¢éo, pois (ax)
é, por hipétese, crescente. b’) Se a'<a, com d'€K, entdo, dado
e=a-ad'eP* existe ngeN tal que lap-al<e, ou, a-e<an<a+e,
de onde vem, a’<an para todo n>mny; em resumo, existe neN
tal que a'<an<a. |

COROLARIO - Uma sucessdo decrescente (a)eS(K) é con-

vergente se, e somente se, esta sucessfio admite infimo aeK; .

neste caso, tem-se limap=a.

Basta aplicar o teorema anterior & sucessio crescente e
majorada (-an).

TEOREMA 10 - Um corpo ordenado K é arquimediano se,
e sOmente se, t6da sucessdo de elementos de K, crescente e
majorada, é fundamental.

DemonsTtracAo - Suponhamos que o corpo K seja arqui-
mediano e seja (apeS(K) uma sucessdo crescente e majorada.
Seja £ um elemento qualquer de P* e consideremos o conjun-
to S de todos os nGmeros naturais s tais que a,<b-s¢ para
todo neN, onde b é um majorante de (an); é evidente que S
é nio vazio e como K é arquimediano, S é majorado, portan-
to, existe p=maxS e temos apsa-pe, para todo neN. Ora,
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p+1e&S, logo, existe ngeN tal que b-(p+1e<an,; portanto, se
m e n sdo dois nimeros naturais quaisquer, com m=n>ny, temos
b-(p+1e<an<ancamsb-pe,
de onde vem, lam—anl<e, isto &, a sucessio (a, € fundamen-
tal. Para a reciproca basta notar que se o corpo ordenado K
nio é arguimediano, entfo a sucessdo (n)eS(K) é crescente e
majorada (tecrema 44, Capitule IV) e é imediato que esta su-
cessio ndo é fundamental. |

Se a e b, com a<b, sdo dois elementos quaisquer de um
conjunto E, totalmente ordenado pela ordem <, entdo o conjunto

[a,bl={x=E | asxs<b}
é chamado intervalo fechado {de E) de extremidades a e b ou
de origem a e extremo b.

DEFINICAO T - Diz-se que um corpo ordenado K satisfaz
o axioma dos intervalos encaixantes se, e sOmente se, é valida
a seguinte condicdo: se (In)nexy € uma sucessdo qualquer de
intervalos fechados de K e se In.icl, para todo neN, entio

o conjunto { )I, ndo é vazio.
neN

ExemprLo 16 - Mostraremos que o corpo ordenado @ dos
numeros racionais ndo satisfaz o axioma dos intervalos encai-
xantes. Com efeito, consideremos as sucessdes {(an) e (b,) de-
finidas, respectivamente, nos exemplos 14 e 15; verifica-se, por
inducio finita sObre n, que axbrn=2 e daqui resulta que

(bp—an)?
bn+1"an+1=m

>0 (2),

logo, an<by para todo numero natural n. Se 'In=[an,b,], entdo

é imediato que InnacIn, pois, (an) é crescente e (b,) é decres-

cente. Suponhamos, por absurdo, que [ \I»#®, logo, existe um
ntmero racional ¢ tal que "
dn<c<bnp (3)

para todo neN; ora, de (2) resulta

bri1—0ns <‘é—(bn -an)?
bp-an<($)?"? - (4).

De (3) e (4) concluimos, facilmente, que (a,) e (b,) sdo conver-
gentes para o numero racional ¢, contra os resulfados estabe-
lecidos nos exemplos 14 e 15.

de onde vem
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Demonstraremos, a seguir, o principal teorema déste pa-
régrafo que nos dara algumas caracterizaces de um corpo
ordenado completo:

TEOREMA 11 - As seguintes condigdes, sébre um mesmo
corpo ordenade K, sfo equivalentes: :

a) K é& completo;

b) K é arquimediano e S.(K)=8{K);

c) toda sucessfo crescente ¢ msajorada, de elementos de
K, é convergente;

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos inter-
valos encaixantes.

DemonsTRAGAC - a) implica b). Conforme o corolario 1 do
teorema 2, o corpo K é arquimediano, logo, s6 falta demons-
trar que se (an)eS{K), entdo (ar)eSAK). Ora, a sucessdo (anp)
é limitada e K é completo, portanto, para cada neN, existe
bn=sup(apizn. E imediato que a sucessio (b,) é decrescente e
minorada; como K é completo, existe a=inf(by), logo, de acoérdo
com o corolario do teorema 9, a sucessdo (b,) é convergente
para a. Como a=inf(b,) resulta que se £ é um elemento qual-
quer de P*, entdo existe peN tal que

' asbp<a+3le,
logo, para todo n>p, temos
agbp<a+3le.
Por outro lado, de b = sup(ain resulta que existe in>n, tal que
a-3le<a,<b,
- € como (an) ¢ fundamental, existe geN tal que
am—~azl<31e,
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>q. Pondo-se
ng =max{p,qt
teremos, para todo n>ng:
lan~al = an—as,)+(a;,-b)+(br-a)l<
slan-ai | +lai, ~bul+lbr-anl<3-3 e = ¢;
portanto, lima,=a.

b) implica c). Como o corpo K é arquimediano resulta,
conforme o teorema 10, que tdda sucessdo crescente e majo-
rada é fundamental e como Sc(K)=S¢(K), concluimos que t6da
sucessfio crescente e majorada é convergente.

.©) implica d). Admitindo-se c) resulta que téda sucessdo
crescente e majorada é fundamental, logo, em virtude do teo-
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rema 10, K é arquimediano. -Consideremos, entdo, uma sucessio
(In)nen de intervalos fechados de K tal que In.cI, e ponhamos
I,=[an,b,] para todo numero natural n; neste caso, temos
a,<bn, e é imediato que a sucessfio (a,) é crescente e majorada
{(por by), portanto, de acOrdo com c), esta sucessdo é convergente
e em virtude do teorema 9 temos a=lima,=sup(a,). Afirmamos
que ael,, ou seja, ap<asb, para todo neN. Com efeito, temos
an<a, pois, a=sup(an); se, por absurdo, existisse peN tal que
bp>a=sup(an), existiria geN tal que bp<agsa e pondo-se
r=maxi{p,q} teriamos b,<bp<aq<a,, contra a definicdo de a, e
de b;. Portanto, o elemento a pertence a intersecgdo de todos
os intervalos fechados I,.

d) implica a). Seja S um subconjunto ndo vazio e majorado
de K e suponhamos, inicialmente, que exista em S um elemento
estritamente positivo s,. Para cada namero natural n conside-
remos o conjunto ’

B,={jeN | 2j é majorante de S};
como K é arquimediano resulta que B, é n#o vazio, logo, existe
jn=minBy, e temos j,>0, pois, por hipétese, existe em S um
elemento estritamente positivo s,. Colocaremos
bn=2", e ap=2"7(j,~1),
para todo numero natural n e veremos a seguir algumas proprie-
dades das sucessdes (j,), (bp) e (an).

1. jn+1<2j,. Basta notar que 2%%2j,) =2™,,, logo, 2j,€Bna
e entdo, 2j,>minBn.i = jns.

2. jns1=2j, ou jau+l=2j,. De fato, se 2j,>jan+1, temos
2jp2jna+2 ou 2(j,-1)2jra, de onde vem, 27™(j,~1)>2"Vj,.1;
portanto, 2(j,-1) & um majorante de S e entdo j,~l1e€By,
o que é absurdo, pois j,=minB* e j,-1<j,.

3. bra=ba ou bpu=by-2"!, de onde vem, em parti-
cular, que (b,) é decrescente. E uma conseqiiéncia imediata da
definicdo de b, e da propriedade anterior.

4. Ay =an OU Gny1=0an+2™!, de onde vem, em particular,
que (an) é crescente. Com efeito, se jni1+1=2j,, temos

Ani1 = 2" jp-1) = 2742§,-2) = 2(j,,~ 1) =ap
€ S& jpsu=2jn, teremos
Ans1 = 2 Wy~ 1) = 20°(2j, = 1) = @p + 2771,
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5. an<bn, logo, gy € um majorante de (b,) e by é um
minorante de (an). Resulta, imediatamente, da defini¢do de a,
e de b, e das propriedades 3 e 4.

6. (bp—an) é uma sucessiio convergente para zero. Basta
notar que bp~a,=2" e levar em conta que o corpo K é arqui-
mediano (ver exemplo 12).

Para cada numero natural n, coloquemos Inp=[an,by]. E
imediato que I,.cIy; portanto, por hipotese, existe um elemento
asK tal que ap<asb, para todo neN.

7. limap=limb,=a. Com efeito, temos la-a,i<by—an=2",
logo, a sucessdo (an-a) é convergente a zero, de onde vem
(lema 3), lima,=a. Analogamente, conclui-se que limb,=a.

8. a=sup(an)=inf(a,). £ uma conseqiiéncia imediata da
propriedade anterior e do teorema 9 e seu corolario.

Finalmente, afirmamos que a=supS e para isso vamos
verificar as condicdes a) e b’) da definigfo 1.

a) Se, por absurdo, existe sS tal que a<s, entdo existe
neN tal que asbp,<s, pois a=inf(b,) e obtemos assim uma
contradicdo, pois b, é majorante de S.

b) Se d'<a, com deX, existe neN tal que d'<ax<a,
pois supa=(an) e neste caso, existe s&S tal que an<s<as<b, e
temos a’'<s<a, o que termina a verificagio de b’).

Falta ainda considerar o caso em que todo elemento do S
é estritamente negativo. Se S é unitirio nada temos para

demonstrar; no caso contrario existem ced em S com c<d e

entdo o conjunto
Si={x-ceK | xS}

€ majorado, ndo vazio e d-ceS; com d-c>0; portanto, existe
L=supS; e é imediato que L+c=supS. |

EXERCICIOS

26. Demonstrar que t0da sucessfo c¢rescente e majorada, de ele-
mentos de um corpo ordenado K, é convergente se, e sOmente se, téda
sucessdo decrescente e minorada, sObre K, é convergente. )

27. Demonstrar que t6da sucessio crescente e majorada, de elementos
de um corpo ordenado K, é uma sucessdo fundamental se, e sOmente
se, tbda sucessdo decrescente e minorada, s6bre K, é fundamental

28. Sejam (a,) e (b, duas sucessdes de elementos de um corpo
ordenado completo K e suponhamos que: 1. a,<b, para todo ntmero

255

natural n; 2 (¢,) & crescente e (b,) ¢é descrescente; 3. (b,-a,)
converge para zero. Nestas condigBes, demonstrar que existe um tUnico
elemento LeK tal que a,<L<b,, para todo neN.

29. Seja K, o corpo primo de um corpo .ordenado K. Demons-
trar que K ¢é arquimediano se, e sdmente se, téda sucessdo, sébre K,
convergente em K,, também é convergente em K.

EXERCICIOS SOBRE O §1

30. Demonstrar que todo elemento de um corpo ordenadc completo
K é o supremo de um subconjunto ndc vazio de seu corpo primo.

31. Demonstrar que a sucessdo (a,)eS(Q), definida por

n
a,= 2o+ h & fundamental e ndo convergente.
J=0
32. Seja m um numero natural ndo quadrado perfeito e conside-
remos as sucessfes (a,) € (bn), sObre @, definidas por
2ma m+b2
g=1 e a,,= '; e by=m e n
m+a,
Mostrar que: 1. (a,) é crescente e (b,) & decrescente; 2. (a,) e (b,)
sdo limitadas; 3. (b,-a,) é convergente a zero; 4. (a,) e (b,) ndo
sdo convergentes.

33. Seja K um corpo ordenado, seja M um subcorpo de K e supo-
nhamos que o conjunto M seja totalmente denso em K. Verificar as
seguintes propriedades, para uma sucessdo (a,)S(M): a) (an)esf(M) se,
e somente se, (a,)=SK); b) (a,)=S.(M) se, e sdmente se, (a,)&S(K).

34, Se (a)=S.K) e se K é& um corpo ordenado completo,
entio esta sucessio admite supremo e infimo e inf(a,)<lima,<sup(@,).
Em que condi¢bes valem os sinais de igualdade?

n+l = "’El‘)n

35. Se a € um elemento estritamente positivo de um grupo orde-
nado G, mostrar que a aplicacio f,:Z— G, definida por f,mm=na,
é um monomorfismo ordenado de Z em G. Determinar a imagem de
fq- Dar o enunciado correspondente quande G € um grupo multiplicativo
ordenado.

36. Se G € um grupo ordenado, mostrar que a aplicagdo g,:G—G
(neN*, definida por g, m=nx, € um monomorfismo ordenado de
G em G. Determinar a imagem de g,. Dar o enunciado correspon-
dente quando G é um grupo multiplicativo. )

37. Seja G um grupo comutativo ordenado completo e supo-
nhamos que exista o minimo a do conjunto P* dos elementos estrita-
mente positivos de G. Demonstrar que a aplicacdo f,, definida no
exercicio 35, é o Uinico isomorfismo ordenado de Z em G. Observacio:
Este resultado nos mostra que o grupo aditivo dos numeros inteiros
pode ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como um
grupo comutativo ordenado cujo conjunto dos elementos estritamente
positivos admite minimo.
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§2 - CORPO DOS NUMEROS REAIS

2.1 - CONSTRUCAO DO CORPO DOS NUMEROS REAIS

Consideremos o corpo ordenado @ dos ntimeros racionais
e seja Sy(Q) o anel das sucessdes fundamentais de elementos de
Q; vimos no paragrafo anterior que o0 conjunto S,(Q) das
sucessbes convergente a zero é um sub-anel unitario de S{Q).
Definiremos uma relagdo ~ sbbre S{(Q) do seguinte modo:

DEFINICAO 8 - Se (a,) e (b,) sdo dois elementos qtiais-
quer de S5(Q), entdo (an)~(bn) se, e sdOmente se, (an-br)ES(Q).

TEOREMA 12 - A relacdo ~, introduzida pela definicio
acima, é uma relagdo de equivaléncia sdbre o conjunto S{(Q),
que é compativel com a adigéio e a multiplicacdo do anel S{Q).

DemonsTrACAO - As condigcdes El, E2 e E3 da definicio
de relagdo de equivaléncia sdo de verificacdo imediata. Se (an),
(br) e (cn) s@o elementos quaisquer de S{(Q) e se (a,)~(by,), temos

(@n+cn)~(bp+cy) (5)
(@ncn) ~(bncn) (8),
isto é, a relacdo ~ é compativel com a adi¢do e com a multipli-
cacgdio. Com efeito, (5) resulta de
(@n+cn)=(bp+cp) = (@n-bp)eSy(Q)
e (6) resulta do lema 5:
(@ncn) = (bncn) = (ancn=bncn) = (@n-bp)cn)ES|(Q). |

COROLARIO - Se (an), (bn), (cn) e (d,) sdo elementos
quaisquer de Sx(Q) e se (an)~(by) € (cn)~(dn), entdo (an+cn)~ (bn+dy)
e (ancn)~(bndy).

Se (an) é um elemento qualquer de S{Q), indicaremos por

(an) aclasse de equivaléncia médulo ~ determinada por (as),
isto &, (@n) = {xeSHQ) | @p~@n}.
O conjunto quociente de S{(Q) pela relacdo de equivaléncia ~
serd indicado por R, isto é, R=S¢{Q)/~. Conforme o teorema 4
do Capitulo I temos (a,)=(b,) se, e somente se, (an-bn)eSy)(Q)
e lembremos que o conjunto R de tddas as classes de equiva-
léncia médulo ~ é uma particio de Sy(Q).

Definiremos a soma e o produto de dois elementos quais-
quer a=(ay) e f=(b), de R, por meio de
a+f =(an+by)

e

e
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De acérdo com o corolario acima & imediato que estas definicSes
ndo dependem dos representantes (a,) e (by) das classes de
equivaléncia « e f§. Ficam assim definidas operacdes de adicfo
e de multiplicacgo

(an),(2)) > (@n+b,)

(@), (62)) > (anbn),

sébre o conjunto quociente R =S:(Q)/~ e temos o seguinte

e

TEOREMA 13 - As operacSes acima definem uma estrutura
de corpo comutativo sébre o conjunto R.

DemonstrAcAO - Precisamos verificar gque valem os axio-
mas Al-A4, M1-M4 e D da definicdo de corpo comutativo; s6
faremos a verificacdo de A3, A4, M3 e M4 e deixaremos os
outros a cargo do leitor.

A3. Considerando-se a classe de equivaléncia 0'= (0), deter-
minada pela sucessfio constante (0), temos para todo a = (an)eR:
a+0'=(an)+(0)=(ay) = a;
portanto, 0’ é o elemento zero para a operagdo de adicio deﬁmda
sObre R. Notemos que uma sucgssfo (xn) pertence i classe de

equivaléncia ¢’ se, e somente se, (x,) é convergente a zero; por-
tanto, 0'=S,(@).

A4. Seja a=(a,) um elemento qualquer de R e consi-
deremos a classe de equivaléncia -a= (-an); temos ~
. a+(-0) = (az) +{-a5) = (0) = 0;
portanto, -a=(-a,) & o oposto de a=I{(a,).

M3. Considerando-se a classe de equivaléncia 1'=(1),
determinada pela sucessio constante (1), temos para todo
&= (an)eR

a-V=(a,) - =gy = o;
portanto, 1’ é o elemento unidade para a operagéo de multipli-
cacdo definida sdbre R.

M4. Seja a={(an) #0, logo, (an)sESo(Q) e daqui resulta, em
virtude do lema 9, que existe um ntmero natural p tal que a,#0
para todo n>p. Consideremos, entdo, a sucessio (bn)eS(Q)
definida por b;=1 para i=0,1,.. P e by=d, para todo 0 n>p; é
facil verificar que (b,)eSHQ) e que (br)~(an), logo, a=(a,) =(by).
De ac6rdo com o teorema 7 a sucessdo (b,) & inversivel em SHQ)
e sua mversa € a sucessdo (;Y); pondo-se o= (b)) 1) teremos
a-at=1, logo, a é inversivel.
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Os elementos do corpo R, construido acima, passam a ser
denominados numeros reais e (R,+,.) & chamado corpo dos
numeros reais. ’

TEOREMA 14 - O subconjunto @, de R, formado por tdédas
as classes de equivaléncia (a) onde a€@, é um subcorpo de R
e a aplicacdo f:@— @ definida por f(a)={(a) é um isomorfismo
do corpo @ dos nimeros racionais no corpo @'.

As propriedades enunciadas no teorema acima sdo de
verificacdo imediata e sero deixadas a cargo do leitor.

No que se segue identificaremos @ com Q' por meio do
isomorfismo f, isto é, poremos a= (@), para todo a=@Q. Uma vez
feita esta identificaciio temos 0=0" e 1=1'; além disso, o corpo
@ dos numeros racionais passa a ser considerado como o corpo
primo do corpo R dos nimeros reais. Em particular, todo
numero racional também é um nUmero real; um numero real
que n#o seja racional é denominado niimero irracional.

Indiquemos por P, (resp., P;) o conjunto de todos os
niimeros racionais positivos (resp., estritamente positivos).

DEFINICAO 9 - Diz-se que uma sucessdo (a,)eS;Q) é
estritamente positiva se, e somente se, existe MeP; e existe

noeN tais que M<a, para todo n>n,.
De acordo com o lema 10 temos, imediatamente, o seguinte

LEMA 11 - Uma sucessdo (a,)eSHQ) é estritamente posi-
tiva se, e somente se, (a,)&S)(Q) e existe nyeN tal que O<an
para todo m>mn,.

A relacdo ~ conserva as sucessdes estritamente positivas
em virtude do seguinte

LEMA 12 - Sejam (z,) e (b,) dois elementos quaisquer de
S:(Q); se (bn)~(an) ese (an) & estritamente positiva, entdo (bn)
também é estritamente positiva.

Demonstracio - De acordo com o lema 10 existem MeP; e
peN tais que M<a, para todo n>p; por outro lado, a sucesséo
(bn—an) é convergente.a zero, logo, dado 2'MeP; existe geN
tal que Ibp—anl<2M, ou, a¢n-2"M<bp<an+2M para todo n>gq.
Pondo-se mg=max{p,q} teremos, para todo n>ng:

bp>ap-2M>M-21M = 21M;

portanto, (by) é estritamente positiva. |

259

DEFINICAO 10 - Diz-se que um numero real a= (an), onde
(an)eS(Q), é estritamente positivo se, e sdmente se, a sucessdo
(an) é estritamente positiva.

O lema anterior nos mostra que esta definicdo ndo depende
do representante (a,) da classe de equivaléncia a=(a,) e o
lema 11 nos mostra que se « ¢ estritamente positivo, entdo «#0.

Indicaremos por P* o conjunto de todos os niimeros reais
que s#o estritamente positivos e colocaremos P =P*U{0}. Defi-

.hiremos uma relacdio <, s6bre R, do seguinte modo: se « e 8
sdo dois numeros reais quaisquer, entdo a<f se, e somente se,
B-a=P. Portanto, se a={(a,) e se f=(,), temos a<f se, e
somente se, (an-bn) ndo é convergente a zero e existe n,eN
tal que an<b, para todo n>mn,. ,

TEOREMA 15 - A relagdo <, definida acima, é uma ordem
total sébre R que é compativel com a adi¢io e com a multi-
plicagao.

DemonsTrACAO - Precisamos verificar as condicdes I, II,
III e IV do teorema 38, Capitulo IV,

I. P+PcP. Sejam a=(a,) e f=(b,) dois elementos quais-
quer de P; se «=0 ou B=0, é imediato que a+feP, logo,
podemos supor que «#0 e f#0. Neste caso, conforme a
definicdo 9, existem niimeros naturais p e g e existem niimeros
racionais M P} e M,eP§ tais que

Mi<an para todo n>p
e
M,<b, para todo n>q;

pondo-se ny=max{p,q}, teremos, para todo n>n,:
O0<M;+Msy<an+bn;

portanto, (an+bn) € estritamente positiva e entdo a+feP*.

II. PN(-P)={0}. Seja a=(a,) um elemento de PM(-P)
e suponhamos, por absurdo, que a#0. De a=P* resulia, em vir-
tude do lema 11, que existe peN tal que 0<a, para todo n>p;
de ae-P vem -a=(-a,)eP*, logo, existe geN tal que 0O<-an
ou an<0, para todo n>qg. Tomando-se n>max {p,q} teremos
0<a, e a,<0 e chegamos assim a uma contradicio.

HI. PU(-P)=R. Seja a={ay) um ntmero real qualquer
e suponhamos que agP, logo, (az) ndo é convergente a zero;
portanto, de acdérdo com o lema 10, existe MeP§ e existe
noeN tais que an<-M para todo n>ng, ou seja, -a=P* e en-
tdo -acP.
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IV. PPcP. Sejam a={a,) e f=(by) dois elementos quais-
quer de P; se «a=0 ou =0, é imediato que af=P, logo, po-
demos supor que a«#0 e f+0. Neste caso, temos aﬁ=m¢0,
ou seja, (azbn) ndo é convergente a zero; por outro lado, em
virtude do lema 11, existem numeros naturais p e g tais que

an>0 para todo n>p
€ b,>0 para todo n>q;

portanto, para todo n>max{p,q} teremos apb,>0 e entfio o
mesmo lema nos mostra que (azbn) é estritamente positiva, ou
seja, afsP*. , |

E imediato que a ordem <, definida s6bre R, induz a or-
dem habitual sdbre o corpo @ dos numeros racionais, pois ja
sabemos que o corpo @ s6 pode ser ordenado de um tnico
modo (teorema 49, Capitulo IV); portanto, em particular, te-
mos Py=PM@.

LEMA 13 - O corpo ordenado R é arquimediano.

DemonsTtracio - De acérdo com o teorema 44 do Capitu-
lo IV basta demonstrar que se a=(a,)eP*, entio existe um
numero natural a tal que a<a. Ora, (an) &€ uma sucessdo fun-
damental, logo, é majorada em @, isto é, existe MePy tal que
an<M, para todo neN; como @ é arquimediano existe aeN
tal que M<a, portanto, o ntmero natural a=(a) & estritamente

maior do que a={(ay). 0

Sendo B um corpo arquimediano, para todo e;&P* exis-
te, em virtude do corolario do teorema 44, Capitule IV, um
numero racional e=P§ tal que e&<eé;; portanto, para mostrar
que uma sucessfo (an)eS(R) é fundamental, basta mostrar que,
para todo numero racional estritamente positivo &, existe
neN tal que lan—-azi<€E, quaisquer que sejam m e n, com m>n,
e n>ng. Vale uma observagioc andloga para sucessdes conver-
gentes de nGmeros reais.

LEMA 14 - Se (a,)eSH{®), entdo (a)eS.AR), isto é, tdda
sucessdo fundamental, de nuimeros racionais, é convergente
para um numero real; além disso, temos limay, = (a,).

Demonstracao - Para todo ntGmero racional eePj existe
meN tal que lam-anl<e, ou, gm-e<am<an+é, quaisquer que
sejam m e m, com Mm>ng € n>ng. Fixemos p>ng e indiquemos
ap por a; conforme a identificaciio de @ com @ (teorema 14),

261

temos ‘a+e=(a+¢) e a-e=(a-¢). Pondo-se a=(a,) e observan-
do-se que a-e<am<a+é, para todo m>ng, teremos

de onde vem, (a-e)<a<(a+e),

Ce)<a-(a) <o),
logo, la-apl = la—al = la—(a)l < (&) = &.
Em resumo, dado aeP; existe noeN tal que la-agi<e, para

todo p>mny; portanto, lima, =«.

TEOREMA 16 - O corpo ordenado R dos numeros reais é
completo.

DemonstrAacAO - O lema 13 nos mostra que R é arquime-
diano; portanto, em virtude do teorema 11, parte b), precisa-
mos demonstrar que S{R)=Sc(R). Seja («,) uma sucessio fun-
damental de nimeros reais; de acordo com o teorema 6 exis-
te, para cada neN, uma sucessdo crescente (a;n)ieneS5(@Q) que
& convergente para a,, logo, para todo ¢=P} existe um me-.
nor numero natural i tal que

| n—onl <31
e para éste indice i colocaremos bp=a;,. Obtemos, déste mo-
do, uma sucessdo (by), de numeros racionais tal que
bp—anl< 3e,
para todo neN; mostraremos, inicialmente, que esta sucessdo
é fundamental. Com efeito, como («,) é fundamental, existe
nosN tal que .
[atm—anl< 31,
quaisquer que sejam m e m, com m>ny e n>n,. Portanto, se
m e n sdo dois numeros naturais quaisquer, com m>mng e
n>ng, teremos : ‘
[brn=bal < oy~ aml+lotm —anl+lan -bpl < 3-3le = ¢,
ou seja, (by) é fundan}_gptal. Conforme o lema anterior, (b,) é
convergente para a =(by), logo, existe n;eN tal que
bp—al<2.31¢,
para todo n>mn;. Por outro lado, tem-se’
]an“aiiIan“bn]'\"lbn“al<3-l€+|bn"’a|,
para todo neN; portanto, qualquer que seja n>mn;, teremos
lan-al<3le+2.3e=¢,
isto é, (as) € convergente para a. |

Para demonstrar que o corpoc R dos numeros reais sé
pode ser ordenado de um unico modo daremos, inicialmente,
0 seguinte
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LEMA 15 - Para todo ntmero real positivo a existe um
{inico nimero real positivo b tal que b*=a.

Demonstracio - O lema é imediato se a=0, logo, pode-

mos supor que aeP*. Se b e c¢ sdo numeros reais positivos .

tais que b?=a=c?, temos (b-c)b+c)=a, de onde vem, b=c,
pois, b+c>0. Fica assim demonstrado que b é Gnico, caso exis-
ta. Consideremos, entdo, o conjunto
. S={xeR | 0<x e x%s<a};
é imediato que S é nio vazio e majorado (por a+1), logo, de
acordo com o teorema 16, existe b=supS e temos O0<b. Afir-
mamos que b?’=a. Com efeito, se b2+a, teremos dois casos
para examinar: a) b?’<a e b) a<b’.

a) Verifica-se facilmente, que b<.a2fl;2 =b;, logo, bieS e,
por outro lado, \ 4a2b?
b <a,

17 (a-b®2+4ab
logo, byeS, o que é absurdo.

b). Temos b2=“;bbz
de onde vem, b§<x2sa; por outro lado, temos
b= (a-b )?+4ab*

2 4b2
o que é absurdo. |

<b, logo, existe xeS tal que by<x<b,

2

Se a é um numero real positivo, entdo, o Unico numero
real positivo b tal que b’=a ¢é denominado raiz quadrada de

a e serd indicado pela notacio \/a. O lema acima nos mostra

que todo numero real positivo admite uma unica raiz quadra-
da positiva (ver o exercicio 43).

Déste lema resulta, imediatamente, que o conjunto P dos
elementos positivos, de R, pela ordem <, coincide com o con-
junto dos quadrados dos numeros reais; portanto, a ordem <
é determinada de modo Unico e temos assim o seguinte

TEOREMA 17 - O corpo R dos numeros reais s6 pode ser
ordenado de um tnico modo.

A tunica ordem total. compativel com a estrutura de cor-

po definida sobre R. passa a ser denominada -ordem habitual
dos numeros reais. Notemos que se a e b sdo dois numeros
reais quaisquer, entdo, temos a<b se, e sdbmente se, existe um
numero real c¢ tal que b-a=c’. :
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Terminaremos esta seccdo demonstrando o seguinte

TEOREMA 18 - O Gnico automorfismo do corpo R dos ni-
meros reais é o automorfismo idéntico.

DemonstrACAO - Seja f um automorfismo de R e mostre-
mos, inicialmente, que se a é um numero real positivo, entdo
fla) também é positivo. Isto é imediato, pois, conforme o lema
15, existe beR tal que a=b?% de onde vem, f(a)=(f(b))* e en-
tdo 0<fw). Consideremos agora o subconjunto

M={xeR f=x};
é facil verificar que M é um subcorpo de R, logo, @=M.
Afirmamos que M=R, ou seja, que f é o automorfismo idén-
tico de R. Com efeito, se M #R existe aeR tal que fr+a e
suponhamos que a<fw@) (se fa)<a, a demonstracdo é completa-
mente aniloga a que desenvolveremos abaixo). De acérdo com
o teorema 45 do Capitulo IV, existe re@ tal que a<r<f@;
mas de a<r vem O<r-a, logo, O<for-a =fm-f@, ou,
fay<fy=r o que estd em contradicdo com 7<f@). i

EXERCICIOS

38. Completar a demonstracdo do teorema 12.

39. Completar a demonstracdo do teorema 13.

40. Demonstrar o teorema 14.

41. Mostrar que os seguintes numeros reais ayz (@e@%, \"+3,
a+\2 (asQ) e \/E—*\/; ndo sdo racionais.

42. Consideremos as sucesses reais (a,) e (b)), definidas por
a,=a € by="b, onde a e b sdo dois numeros reais tais que 0O<a<b, e

Upyp=0pby, D

_ 1
n+l T E(an"*'bn)’

para todo numero natural n. Verificar que estas sucessdes sdo conver-
gentes para um numero real a (que é denominado média aritmética-geo-
meétrica de a e b). Sugestdo: mostrar que as sucessdes acima satisfazem
as condicdes dadas no exercicio 28.

43. Seja ¢ um numero real positivo e seja n um nUmero natural
nido nulo; demonstrar que existe um Gnico numero real positivo b tal que
b" =a. — Este ntmero b é denominado raiz n-ésima de a e sera indica-

n
do por ya ou all™, Sugestido: pode-se supor que 0<a<1; considerar, en-

tdo, o conjunto S={reR | 0<x e x"<a} e mostrar que b =subS satisfaz
a condicio b™ =¢. Para verificar esta ultima afirmacdo toma-se ceR tal
que fci<l e mostra-se que [(b+c)"-b"|<dlbl, onde d=(b+1)"-b"; se
b"<a toma-se c=d Ma-b") e se a<b™ escolhe-se c=dla-b") e em
ambos 0s casos se obtém uma contradicdo.
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44. Seja m um numero natural impar e seja ¢ um nUmero real
qualquer; demonstrar que existe um Unico numero real b tal que b"=aq.

45. Seja a um numero real estritamente positivo e seja r um na-
mero racional e notemos que 7 pode ser representado sob a forma
r=m/n, onde. m e n sdo inteiros e n>0. Coloca-se, por definicdo,

a’ = (@m™,
Mostrar que esta definicdo nfo depende da particular representacdo de

r, isto é, se m/n=p/q, com m, n, p e g inteiros e n>0 e >0, entdo

am’"=ap/q Verificar as seguintes férmulas: a"a5=a™5, @) =d" e

(ab)'r:arbr, onde a e b sdo numeros reais es‘mtamente positivos e r e
s s8o numeros racionais quaisquer.

. 46. Seja a um numero real positivo e sejam r e s dois ntmeros
racionais tais que 0<r<s. Mostrar que a"<a’ se a<1 e a"<a® se 0<a<l.

47. Seja r um nUmero racional estritamente positivo e sejam a e
b dois numeros reais tais que 0<a<b; mostrar que a"<b".

2.2 - CARACTERIZACOES DO CORPO R DOS NU-
MEROS REAIS

Seja K um corpo ordenado pela ordem <; indicaremos
por e o elemento unidade de K e por K, seu corpo primo. Ja
sabemos que todo elemento de K, é da forma (me)(ne), com
m e n inteiros e n#0; pondo-se a=m/n, escreveremos

=(me)/(ne), portanto, todo elemento de K; é da forma ae,
com asQ. Além disso, a aplicacdo o, de K; em @, definida
por f@y=ae, &€ um isomorfismo ordenado de K, em Q. Se
(ane)eS(Ky), com (an)eS(Q), colocaremos, por definicdo
0((ane)) ={(ay);
é facil verificar que ¢ é um isomorfismo de S(K,) em S(Q) e
" que o(SHKy)=SH{Q), ou seja, o transforma téda sucessdo fun-
damental, de elementos*de K, numa sucessdo fundamental de
elementos de @. Suponhamos agora que o corpo K seja ar-
quimediano; dé acdérdo com o teorema 6, todo elemento «, de
K, é limite de uma sucessio (ane)eS(K,), logo, esta sucessfo
e fundamental e entdo (a,) também ¢ fundamental. Conforme
o lema 14 esta sucéssao (an) é convergente em R e
limay = (an);
consideremos, entdo, a aplicacio g, de K em R, que a todo
a=lim(aze)eK faz corresponder o nimero real g = liman = (ay).
Pode-se verificar, facilmente, que a definicdo de g(«) ndo de-
pende da particular sucessdo (ae) tal que lim(ane)=a. Se « e
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f# so dois elementos quaisquer de K, tem-se a=lim(ane) e
B=lim(bne), com (an)eSHQ) e (b)eSH); logo,

a+f=lim((an+bn)e) e af=lim((apbye),
de onde vem,

gla+B) =limlan+by) =liman+limby, = g(a)-g(B)

glaf) = lim(anby) = limay-limb, = gla) - g(f).
Portanto, g é um homomorfismo de K em R e como g nfio é
a aplicacdo nula resulta que g é um monomorfismo de K em
R; além disso, é facil ver que g é um monomorfismo ordenado.
Demonstramos, déste modo, o seguinte

TEOREMA 19 - Todo corpo arquimediano é ordenadamen-
te isomorfo a um subcorpo do corpo dos nimeros reais.

Suponhamos agora que o corpo K seja completo, logo,
conforme o corolario 1 do teorema 2, K é arquimediano; con-
sideremos, entdo, o monomorfismo ordenado g, de K em R,
definido acima. Se a=(a,) é um nGmero real qualquer, onde
(a)eS;Q), entdo (ane)eSHKy e como K é completo esta su-
cessdo é convergente para «'eK e é imediato que g =
Fica assim demonstrado que g é uma aplicaclo sobrejetora de
K em R e temos o seguinte

TEOREMA 20 - Todo corpo ordenado completo é ordena-
damente isomorfo ao corpo dos numeros reais.

COROLARIO - Dois corpos ordenados completos sdo orde-~
nadamente isomorfos.

Em virtude das caracterizacdes de um corpo ordenado
completo, dadas pelo teorema 11, o corpo R dos nimeros reais
pode ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como
um corpo ordenado K que satisfaz um dos seguintes axiomas:

a) K é completo;

b) K é arquimediano e tdda sucessio fundamental, de
elementos de K, é convergente;

c) tdéda sucessfo crescente e majorada, de elementos de
K, é convergente;

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos interva-
los encaixantes.
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EXERCICIOS

Nota: Nos exercicios abaixo utilizaremos as notacdes introduzidas
na secgido 2.2.

48, Verificar que 0 é um isomorfismo do anel S(Ky) no anel S@)
e que 0(S{K)) =SHQ).

49. Mostrar que a definicdo de g(e) ndo depende da particular su-
cessfo (ape)eS(Ky tal que limlaze) =a.

50. Mostrar que asf (a € § em K) se, e somente se, g(a) < g(f).

EXERCICIOS SOBRE O §2

51. Aplicar o processo de Cantor, desenvolvido na seccéo 2.1, a um
corpo ordenado arquimediano K e mostrar que se obtém um corpo or-
denado completo (portanto, isomorfo ao corpo dos numeros reais).

52. Mostrar que se a € um elemento estritamente positivo de um
grupo ordenado arquimediano G, entfio existe um Unico monomorfismo
“ordenado f,, de G em (R,+, <), tal que fy(@)=1. Sugestfio: Para cada
xeG considera-se o subconjunto Sx={%EQ | meZ, neN* e masnx};

mostra-se que Sx;e(Z), que S, é majorado e coloca-se, por definicdo:
folx) = supS,.,eR. Para mostrar que f, € Unico utiliza-se o corolario 2 do
teorema 1.

53. Seja K um corpo ordenado e seja ¢ um elemento nédo nulo de
K ; mostrar que a aplicacdo 0,:K — K, definida por 0, (x)=ax, &€ um
automorfismo (ordenado se a>0) do grupo ordenado (K,+,<). Mostrar
que (am)‘1 =0g-1.

54. Demonstrar que para todo corpo arquimediano K existe um
(nico monomorfismo ordenado de K em R. Sugestio: Em virtude do
exercicio 52 existe um Gnico monomorfismo ordenado f, de (K,+,<) em
(R,+,<), tal que f(l);l; mostrar gue f:(af(m)'lofoo,1 (ver. o exercicio
anterior) para todo a=K, a>0 e concluir dai que flax) = fl@)f(x) quais-
quer que sejam a e x em K. Observacdo: Este resultado nos mostra
gue os Unicos corpos ordenados arquimedianos sdo, a menos de um iso-

morfismo ordenado, os subcorpos do corpo R dos nUmeros reais e ob-

tém-se assim uma outra demonstracdo do teorema 19.

55. Seja (G,+,'s) um grupo ordenado completo e suponhamos que._

o conjunto dos elementos estritamente positivos de G ndo admita mini-
mo; demonstrar que para todo eeG, a>0, o monomorfismo f,, definido
no exercicio 52, é um isomorfismo ordenado. Sugestdo: Mostrar que o
infimo em R da imagem de f, é igual a zero e que Im(f,) é totalmente
denso em R; concluir dai que f, é sobrejetora. Observacdo: Os_exercicios
37 e 55 nos mostram que os Unicos grupos ordenados completos sdo, a
menos de um isomorfismo ordenado, os grupos ordenados (Z,+,<) e
R,+,9).

56. A partir do exercicio anterior dar uma outra demonstragio do
teorema 20.
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57. Consideremos o grupo multiplicative (R} ,-), onde R} é o con-
junto de todos os numeros reais estritamente positivos; é imediato que
a ordem habitual dos nimeros reais induz uma ordem sObre R:_ que é
compativel com a multiplicacdo, portanto, (R: ,-,<) € um grupo comuta-
tivo totalmente ordenado. Notemos que x&R] & «positivo» (resp., «estri-

*

tamente positivo») em (R} ,-,<) se x>1 (resp, x<1).

a) Mostrar que (R: ,-,<) € um grupo ordenado completo cujo con-
junto dos elementos «estritamente positivos» ndo admite minimo.

b) Utilizando o exercicio 55, concluir que para todo a>1, existe
um Unico isomorfismo ordenado f,, de (R],-,<) em (R,+,<), tal que
fo@)=1. Observacdo: A aplicagio f, € denominada funcdo logaritmica
de base a>1 e ¢ indicada por log,; se O0<a<l1, define-se log, por
log, x = loglla% para todo xR} .

58. Com as notacdes do exercicio anterior, se a>0 e a#1, mos-

trar que
log,(xy) =log, x+log, v

€ log (x™ =nlog,x (ne2),
quaisquer que sejam x e y em R} .

59. Com as notagdes do exercicio 57, a aplicacdo inversa de log,
é chamada funcdo exponencial de base a e é indicada por exp,; portanto,
log,0cexp, = I, (aplicacdo idéntica de R) e exp,olog, = IRi (aplicacdo idén-
tica de R} ). a) Mostrar que exp,(x+y) = expy(X)+exp,y) e exp,(nx)=
=(e3cpa9c)" (ne2), quaisquer que sejam x e y em R. b) Notando-se que
erp,l=a, tem-se expan=a" para todo neZ; portanto, é natural indicar
exp,x por a e, além disso, coloca-se, por definicgo, 1*=1 para todo x=R.

¢) Mostrar que valem as seguintes formulas o%a¥=a™"¥, @ ¥Y=d™¥

e (ab)* = a*b®, quaisquer que sejam os ntmeros reais x e y, onde @ e b
sdo elementos de R;. Sugestdo para a parte ¢). mostrar, inicialmente,

que log, x¥ =ylog,x (acsRy, a#1).
60. Concluir do exercicio anterior que para todo aeR, existe um
unico beR, tal que b"=a (neN*) — Comparar com o exercicio 43.

61. Demonstrar que se K e M sdo subcorpos de R e se K e M séo
ordenadamente isomorfos, entdo K =M.

62. A nocio de valor absoluto pode ser generalizada do seguinte

" modo: chama-se valor absoluto, definido sébre um corpo K, a téda apli-

cacdo @: K -~ R, que satisfaz as seguintes condicdes:

a) @a) =0 se, e sOmente se, a =0;

b) @la+b)< @la)+@b), quaisquer que sejam a e b em K;

¢) @lab) = pla)pb), quaisquer que sejam a e b em K.

Mostrar que @(1) =1, @l-a) = @la) e ¢(a)>0, para todo a em K.

A aplicacdo ¢:K — R, definida por q1(0)=0 e @(a)=1 para todo
asK*, é um valor absoluto sébre K, que é denominado valor absoluto

-trivial de K. Mostrar que todo valor absolutoc de um corpo primo, de

caracteristica ndo nula, é trivial
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63. Seja p um nUmero natural primo; todo nimero racional nio
nulo x pode ser representado, de modo Unico, sob a forma x:ps%, on-
de a, b e s sdo numeros inteiros, ¢ e b ndo nulos e mde(a,b)=1. Colo-
ca-se, por definicao, tpp(x>=p's e @,(0)=0. Mostrar que esta aplicacio
Pp é um valor absoluto sbbre @ (denominado valor absoluto p-ddico) e
que a condigdo b) vem sob a forma

b’) (pp(a+b)<maac(qap(a),q)p(b)), quaisquer que sejam a e b em Q.

64. Seja @ um valor absoluto ndo trivial sébre um corpo K e con-
sideremos o anel S(K) de tédas as sucessdes de elementos de K. Diz-se
que uma sucessdo (a,)eS(K) é ¢@-limitada (ou, simplesmente, limitada
quando o valor absoluto ¢ estd fixado) se, e somente se, existe MR,
0<M, tal que @(a,)<M para todo neN. Mostrar que o conjunto Si(K)
de tddas as sucessdes @-limitadas é um sub-anel unitirio de S(X). Dar
as defini¢des de sucessdo @-convergente, ¢~fundamental e @g-convergen-
te'a zero; indicando-se por S,(K), Sf(K) e Sy(K) os conjuntos das suces.
sOes @-convergentes, @g-fundamentais e ¢@-convergentes a zero, mostrar
que SK)=S(K) = Sj(K) < Si(K) < S(K),
sendo que S (K) e Sf(K) sdo sub-anéis unitarios de S, (K). Mostrar que
So(K) é um sub-anel de S,(K) que satisfaz a condicdo: se @y eSK) e
se (b,) & Sy(K), entdo @pby) & Sy(K).

65. Usaremos as notacdes do exercicio anterior, Se () e ,,) sdo
dois elementos quaisquer de Sf(K) colocaremos, por definicio, @,)~,)
se, e sOmente se, @,-b,) & S(K). Mostrar que ~ é uma relacio de equi-
valéncia sdbre S{K) compativel com a adi¢do e com a multiplicacio.
Definir as operacdes de adicdo e de multiplicagdo sébre o conjunto quo-
cienteml? =S{K)I~ (de modo analogo ao que fizemos no §1.1) e mostrar
que K é um corpo em relacio a estas opera¢des. Demonstrar que K é
isomorfo a um subcorpo de K e que o valor absoluto @ pode ser pro-
longado a um valor absoluto @ de K. Finalmente, demonstrar que K é
«completo» em relagdo ao valor absoluto P, isto &, que SC(K)=Sf(I—().
Aplicando-se 0 processo acima para K=Q e ¢@= @y (ver o exercicio 63),
obtém-se um corpo completo Qp que é denominado corpo dos mimeros
p-ddicos de Hensel.

§3 - CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Vimos, no paragrafo anterior, que um ndmero real ¢ ad-
mite uma raiz quadrada em R se, e sdmente se, a é positivo
(lema 15); em particular, nio existe icR tal que i¢=-1. Pro-
curamos, entdo, ampliar o conjunto R dos nimeros reais com
a introducdio de novos elementos de modo que a equacdo
x?2=-1 tenha solucio.

Para ver de que modo esta ampliacio deve ser feita, su-
ponhamos que exista um corpo K que contenha R como sub-
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corpo e que exista ieK tal que ¥=-1; neste caso, temos
necessariamente K+ R, pois, o elemento i ndo pode pertencer
a R. Consideremos, entdo, o sub-anel C=RIil, de K, gerado
pelo conjunto RW{i} (ver a parte final do §1.6 do Capitulo IV);
é imediato que o conjunto M de todos os elementos a+bieK,
com a e b reais, esta contido em C. Por outro lado, RU{ilcM
e se a+bi e c+di sdo dois elementos quaisquer de M, tem-se
(a+bi)+(c+di) =(a+c)+(b+d)i
~a+bi) =(-a) +(-b)i

(a+biXc+di) = ac+adi+bei+bdi? = (ac~bd) + (ad+bce)i;
portanto, M é um sub-anel de K e ento M=Rll=C. Em
resumo, todo elemento de C=RIli] é da forma a+bi, com a e b-
reais; temos a+bi=a'+b’i se, e sOmente se, a=a’ e b=b" e, além
disso, se a+bi e c+di sdo dois elementos quaisquer de C, entfo

(a+bd)+(c+di) =(a+c)+(b+d)i (7

N (a+bi)c+di) = (ac—-bd) +(ad +be)i. 8)
Notemos ainda gue o anel C é um corpo, pois, se a+biz0,
entfo (a+biXa-bi)=a?+b?#0 e daqui resulta
(a+bd)(a2+bH)Ma-bD)l =1,
isto &, a+bi & inversivel e
(a+bi)? =(a?+b*) U a-bi).

O que fizemos acima sugere a definicdo de numero
complexo como um par ordenado (a,b) de niimeros reais sendo
que a soma e o produto de dois déstes pares devem ser definidos
por férmulas andlogas as (7) e (8). Introduziremos, déste modo,
no §3.1, o corpo € dos numeros complexos.

e

3.1 - CONSTRUCAO DO CORPO DOS NUMEROS COM-
PLEXOS

Consideremos o corpo B dos nUimeros reais e seja C=RXR
o produto cartesiano do conjunto R por si mesmo; se {(a,b) e
(c,d) sdo dois elementos quaisquer de € colocaremos, por
definigzﬁq, (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)
€ (a,b)c,d) = (ac-bd ,ad+bc).
Ficam assim definidas operagfes de adicio e de multiplicacio
sObre o conjunto C e temos o seguinte

TEOREMA 21 - As operacdes de adicio e de multiplicacio

((a,b),(c,b)) % (a+c,b+d) e ((a,b),(c,d)) = (ac-bd,ad+bc),

definem uma estrutura de corpo comutativo sébre o conjunto C.
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DemonstRACAO - Precisamos verificar os axiomas Al-A4,
M1-M4 e D da definicdo de corpo comutativo; s6 faremos a
verificacdo dos axiomas A3, A4, Ml e M4 e deixaremos os
outros a cargo do leitor. '

A3. Temos (a,b)+(0,0)=(a,b) para todo (a,b)eC; portanto,
o par ordenado 0'=(0,0) é o elemento zero da operacdo de
adicdo definida sobre C.

A4. Se (a,b) é um elemento qualquer de C, temos

(a,b)+(-a,-b)=(0,0) =0,
logo, -(a,b)=(-a,-b).
M1. Se (a,b), (c,d) e (e,f) sdo elementos quaisquer de C,

temos [(a,b)c,d)¥e, ) =(ac-bd ,ad+bc)e,f) =
= {(gc=bd)e~(ad+be)f , (ac-bd)f +(ad+bcle) =
= {a(ce-df)-blcf+de), alcf+de) +blce-df)) =
=(a,b)(ce-df , cf+de) = (a,b)l(c,d)e,f)].
M3. Temos
(a,b)1,0)=(a-1-b:0,a-0+b-1) =(a,b),
para todo (a,b)eC, logo, 1'=(1,0) é o elemento unidade para a
operacdo de multiplicacdo definida s6bre C.
M4. Observemos, inicialmente, que todo elemento {(a,0)eC.
com a#0 é inversivel, pois,
' (a,0@,0)=(1,0)=1’
(a,0)0=(a™,0).
Se z=(a,b)#0" e se Z=(a,-b), temos
2Z = (a%+b2,0),
com a?+b?#0, logo, zZ ¢é inversivel, pondo-se w=ZzZy'eC
teremos zw = 2[Z2(z2) ] = (22)(22)' = 1;
portanto, z € inversivel e 21=2(z2)*. = |

e temos

Todo elemento do corpo C passa a ser denominado nidmero
complexo e diremos que (C,+,-) é o corpo dos niimeros complexos.

Consideremos agora o subconjunto
R ={@,beC | b=0}.
Notemos que 0'eR’ e 1'eR’; além disso, se (a,0) e (b,0) sfo
dois elementos quaisquer de R’, tem-se
(@,0)+(b,0) =(a+b,0),
-(a,0)=(-a,0),
(a,0)b,0)=(ab,0)
e se (a,00#0, teremos
(a,0)0a,00=(1,0)=1,
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portanto, R* é um subcorpo de C. E imediato que a aplicacdo
f, de R em R/, definida por f(a)=(a,0), é bijetora; por outro
lado, se a e b sdo dois elementos quaisquer de R temos
fla+b) =(a+b,0)=(a,0)+,0) = fla)+f(b)

€ f(ab) = (ab,0) = (a,0)+(b,0) = fl@) f(b);

portanto, f é um isomorfismo de R em R'. No que se segue iden-
tificaremos o corpo R dos niimeros reais com o corpo R"por meio
do isomorfismo f, isto &, poremos a=(a,0) para todo aeR. Uma
vez feita esta identificacdo, temos 0'=(0,0)=0 e 1'=(1,00=1;
além disso, o corpo R dos nimeros reais passa a ser considerado
como um subcorpo do corpo C dos nimeros complexos.

Indiquemos por i o nimero complexo (0,1); notando-se que
(b,0)(1,0)=(0,b),
teremos, para todo, (x,ypeC:
z=(x,0)+(0,y) =(x,0)+(y,0)(0,1) = x+yi.

Portanto, todo nimero complexo z pode ser representado
sob a forma z=x+yi, com x e y reais e i=(0,1); o numero
i & denominado wunidade imagindria. Notemos ainda que
2=(0,1)(0,1)=(-1,0)=-1.

De agora em diante representaremos todo numero complexo
z sob a forma z=x+yi, com x e y reais, que é denominada forma
algébrica de z; x é chamado parte real de z e y coeficiente do
imagindrio de z e também usaremos as notacdes r==R@) e

y=d@, logo, z=R+I@)i.

Em geral, quando considerarmos um numero complexo
z=x+yi estard que x e y sdo reais. /

Temos as seguintes férmulas para operar com 0s nume-
ros complexos sob a forma algébrica:

x+yi=x'+y'i se, e sOmente se, x=x" e y=y 9);

(X+YD+U+VD) = (XT+U)+ Y +V)E (10);

~(X+YD = (-T)+ (=Yt . (11);

(X+YDHu+vi) = (XU-YV)+(@XV+ YUK 12);

2=-1 : (13);

se x+yi#0, entio (x+yd)ti= 21 (X =y (14).
Xx°+Yy

Todo numero complexo da forma bi, com b real, é de-
nominado nimero complexo puro. Temos (bi)?=0b%?=-b* por-
tanto, para todo namero real estritamente negativo c¢ existe
um namero complexo z tal que 2?=¢, logo, no corpo C dos
numeros complexos pode-se definir a raiz quadrada de qual-
quer numero real. :
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EXERCICIOS

66. Completar a demonstracdo do teorema 21.

67. Representar sob a forma a+bi os seguintes niimeros complexos:

a) (1+20)+(2-3i)+(4+51)—(2-3i);
b)) (2=iN2+D—(F—iN3+1);

) (2-D%+@+1);

d A-D722+D+A+22—i)?;

o (1)

68. Determinar dois nimeros reais x e y tais que
(1-2D)x+(3+5)y =1+3i.

69. Seja a um numero real estritamente negativo; demonstrar que

e -ia}? sdo os unicos nimeros complexos x tais que x’=-qa.

70. Calcular
2

ial/?

a) 1+i"+i2" 48

% ()
1 -1
b) N 3
2i
onde n é um namero inteiro.
1 o -
71. Sendo w=_{-1+iy3), caleular w’, w®, w®® e w?. Calcular:

a) 1+wtew®

by (1+whi:
c) (1—w+w2)(1+w-—w2);
dy  (1-w)1-wiH(1—wHhH1 -wd).

) S . .
72. Calcular i +z+12+---+1”, para todo numero natural nz1.

, onde m é um numero natural;

73. Se z e w sdo dois ntimeros complexos quaisquer, mostrar que
Rzxw) = R(2)+ R(w)
Hz +w) = I(2) + J(w).

3.2 - NUMEROS COMPLEXOS CONJUGADOS; NOR-
MA E MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

DEFINICAC 11 - Chama-se conjugado de um nuimerc com-
plexo z=x+yi ao nUmero complexo Z=x-Yi.

E imediato que o complexo conjugado de Z é z; por cau-
sa disso, diremos que z e Z sfo nUmeros complexos conjuga-
dos. Temos o seguinte teorema que nos di as- propriedades
mais importantes dos conjugados de ntGmeros complexos:

) TEOREMA 22 - Se z e w sdo dois nameros complexos
quaisquer, temos:
a) ZFW=Z+W;

b) ZW=Z;

c) Z=z;

d) z+Z=2R@z) e z-Z=2d2)i;

e} Z=2z se, e sOmente se, z & real.
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Deixaremos as verificacdes destas propriedades a cargo
do leitor.

Consideremos a aplicacio o, de € em C, definida por
0(z) =%, para todo zeC. E imediato que o é bijetora e as par-
tes a) e b) do teorema acima nos mostram que o é um endo-
morfismo de C, logo, o é um automorfismo de C. Além disso,
de acdrdo com e), tem-se 0(z)=2 se, e sOmente se, z é real;
por causa disso diremos que o é um R-automorfismo do corpo
C dos numeros complexos. Notemos ainda que a propriedade
¢) nos mostra que 000 =I¢, onde I¢ indica o automorfismo idén-
tico de C; diz-se, neste caso, que ¢ é um automorfismo invo-
lutério de C. Demonstrimos acima o seguinte

TEOREMA 23 - A aplicacio o:C—C, definida por o2 =%,
¢ um R-automorfismo involutério do corpo C dos ntmeros
complexos.

COROLARIO - Se z e w s#o dois numeros complexos
quaisquer, tem-se -Z=-Z e Z-w=zZ-w e se w=#0, temos
wl=@)* e Ziw=Z/W.

E uma conseqiéncia imediata do fato que o é um auto-
morfismo de C (ver o §1.6, Capitulo IV).

TEOREMA 24 - Os tnicos R-automorfismos do corpo C
dos numeros complexos sdo o automorfismo idéntico I¢ e o
automorfismo o definido acima.

DemonsTtrACAO ~ Seja g um R-automorfismo de C e su-
ponhamos que g#l¢, logo, gy=a+bi#i. De i2=-1, vem
-1=g(-1) = g(i?) = (9(0))? = (a + bi)* = ¢*~ b?+ 2abi,
logo, a?-b?=-1 e ab=0, de onde vem, b#0 e a=0; portanto,
b*’=1, ou, b==x1 e como g#I¢, tem-se b#1, logo, b=-1, isto &,
g =-i e daqui resulta que g=o0. |

DEFINICAO 12 - Chama-se norma de um nimero com-
plexo z ao numeio real 2zZ.

Notemos que de fato zZ é real, pois 2Z = 22+y? se z=x+yi.
A norma de um numero complexo z serd indicada por N(2).

TEOREMA 25 - Se z e w sfo dois numeros complexos
quaisquer, temos '

a) 0<N@);

b) N@)=0 se, e sOmente se, z=0;

¢) New) =N@Nw).
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Demonstracio - As partes a) e b) sfo imediatas, pois
N@ =x2+y? se z=x+yi. Temos
N(zw) = (W)EW) = GW)E D) = (ZZ2XWB) = N(2)Nw). i

DEFINICAO 13 - Chama-se valor absoluto ou modulo de
um numero complexo z=x+yi ao numero real positivo

121 =\/N(2) .
Portanto, se z=x+yi, temos
12l=Vx2+32.

Observemos que se 2z é real, entdo o valor absoluto de
z segundo a definicdo 13 coincide com o valor absoluto de z
como elemento de R, pois \/z2=Ix| para todo x real.

TEORBMA 26 - Se 2z e w s@o dois numeros complexos quais-
quer, temos:

a) Osizi;
b) 1zi=0 se, e somente se, 2=0;
c) 1z=1zl;

d) 1zwi=1ziiw;
e) Ra<lRal<iz e Jd<ld@lsiz;
f) 1z+wisizi+wi.

DeMoNsTRACAO - As partes a), b), ¢) e e) sdo imediatas.

d) Temos
zwr = Nzw) = N Nw) = 1iz25wi?,
de onde vem lzwl = zllwi.
f) Temos
Z+WE = E+WHEFW) = (Z+WE+T) = 2Z +2W+WZ +WW =
= 1212+ (2T + 2T0) + Iwi? = 122+ 2R D) + 1wl <
<1212+ 2121+ 1wi? = 1212 + 22111 +1wi? =
= 12124 21zl 1wl + w12 = (121 +1wi);

portanto, [z+wi<izl+wl. |
Mostraremos, a seguir, que para todo namero complexo
w existe zeC tal que 22 =w (15).

Se w=0 temos, necessariamente, z=0; portanto, suporemos
que w#0 e que exista zeC tal que z?=w. De (15) resulta
Wi+w = 122 +2% = 22 +2% = 22+ 2) = 22R(2) (16)
e, por outro lado,
2R = (z+2)? = 22+ 222 + 22 = w+ 2wI+ W = 2[lwi+Rw)].

Como wi+®w) é um nimero real ndo negativo, teremos

2R(2) = £\/2(wi +Ra) (17).

275

Podemos agora distinguir dois casos: a) 1w+Rw) 20 e
b) wi+Rw)=0.
a) De (16) resulta que Rz)#0 e entdo

_lwi+w

de onde vem, por (17), —

2= lwl+w (18);

- V A 1wl +Rawy]

portanto, existem dois valores de z que satisfazem a equa-

* ¢do (15).

b) De (16) resulta que R)=0, logo, z=J(2)i, de onde
vem, notando-se que w =-lwi:
. -wi = 2% = (J(2)i)? = ~(J2))?;
portanto, J(z)=+\/lw| e entdo .

z==i\/lwl (19).

Fica assim demonstrado que se existe um numero com-
plexo z satisfazendo a equacéo (15), entdo z é da forma (18)
se wi+Rw)#0 e é da forma (19) se wi+Rw)=0. Falta de-
monstrar que os numeros com (18) (se 1wi+Rw)#0) e (19) (se
lwi+Rw) = 0) satisfazem a equacdo (15). Ora, temos

fwl+w ]7'_ Wi+ 2wlw+w? W + 2whw +w?

-:t V2[iwi+ Jew)) - -

2Qlw+Rw)] 2w+ Rw)]
_ wwi+w+w) w2+ 2Rw)

2w+ Raw)]  — 2[wi+ Ran]
(Vw2 =-wi=w.

Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 27 - Para todo nimero complexo nio nulo w
existem exatamente dois nimeros complexos z tais que z%=w.
Se wi+Rw) # 0, as solucdes de (15) sdo

lwl+w wl+w

V2[iwi+ Rew)] ¢ -V2[le+m.

Se wi+Rw) =0, as solucdes de (15) sdo
Wl e -iyiwl.
Para todo numero complexo w#0 definiremos o simbolo
Vw (raiz quadrada de w) do seguinte modo

WY se i+ Ry £ 0
Vw {\/2[:w1+£<w>] ‘

‘ iViw  se  1wi+Rw)=0
e completamos esta definicdio, pondo-se V0 =0. Neste caso, o
teorema 27 pode ser enunciado sob a forma: se w é um nu-

mero complexo qualquer, entdo \/w e -\/w sdo as tnicas solu-
goes da equacéo (15). '
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EXERCICIOS
74. Determinar os médulos dos seguintes nGimeros complexos:
1+i)10
a) —
1-i
b) (3+202+(3-20%
(3-24)°
0 .
(3+21)

75. Determinar um numero complexo 2z que satisfaz cada uma
das seguintes condicdes:

a) (2+;/Dz=2-1i;

b) 2022 =3+i;

c) z= 2L

& Z2+z+1=0.

76. Determinar as raizes quadradas dos seguintes nlumeros complexos:

a) 3+4i;
b) 7+24i;
c) -16i.

77. Demonstrar que
iz+'w|2+|zuwl2 = 21217 + 2lwi?,
quaisquer que sejam os numeros complexos z e w.

78. Dar uma outra demonstracio da parte ) do teorema 26,
notando-se que se z+w=#0, entio zle+w+wlz+w =1. Sugestdo:
utilizar o exercicio 73 e a parte e) do teorema 26.

79. Verificar as seguintes propriedades da raiz quadrada do numero

complexo w?:

a) \/-1;5=w se Ruw>0;
b) \/;u—i=-w se Run<0;
c) \/;012=w se Ruw=0 e Jaun>0;
d) \/_2—-w se Ruw=0 e Jau<0.
80. Se z e w sio dois numeros complexos quaisquer, mostrar
que \/zw +(\/_\/—)
81. Demonstrar que se R@>0 e Rw)>0, entdo Vzw=\zVw.
82. Demonstrar que se a, b e ¢ sdo nimeros complexos com
a#0, entio os Unicos nameros complexos 2z tais que a+bz+c=0
sdo determinados por R
_ -bxVb’-dac
=—
83. Aplicar a férmula acima para resolver as equacgdes:
a) 3(2-1z%-3(11-31)2+25=0;
b) (+92+(1+20)2-2=0;
¢) 2%-3z+5=0. ]
84. Demonstrar que se w=a+bi, com a e b reais e b#0, entdo

W= \%[\/\/azwL b2ra+ z% \/\/a2+ b2 a] .
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EXERCICIOS SOBRE O §3

85. Demonstrar que a aplicacdo ¢:C—>C, definida por @@ =iz,
é um valor absoluto segundo a definicio dada no exercicio 62; @ passa
a ser denominado valor absoluto ordinario do corpo € dos numeros
complexos.

86. Demonstrar que o corpo C dos numeros complexos € completo
em relagdo ao valor absolute ordinario, isto é, que SC(C)=Sf(C) {(ver o
exercicio 65). Sugestdo: Verificar, inicialmente, que (xn+iyn)esf(C) se,
e sOmente se, (xESHR) e (y,)=S4R).

Nos exercicios abaixo suporemos conhecidas as funcbes trigono-
métricas reais.

87. Seja z=x+yi um nimero complexo nio nulo e ponhamos
r=1izi; observando-se que (x/")+(y/r?=1, |xiri<l e lylri<1, resulta
que existe um numero real 6 tal que x/r=cos@ e ylr=senf, logo,
z=r(cos@ +isend) (que ¢é a forma trigonométrica do nimero complexo 2z),
onde 6 passa a ser denominado argumento de z. Mostrar que
r(cosO +isen0 =1(cos@ +isenB’), onde r, 8, v e 0’ sdo reais e r>0, >0
se, e sOmente se, r=7" e 0=0 (mod.27) (isto é 60=06+2ka, onde k
¢ um numero inteiro). :

88. Determinar as formas trigonométricas dos seguintes ntimeros
complexos.

a) ;(~l+i\/§);

b) -1;

c) 1+i;

A JA+iy3).

89. Sejam 2z, e z, dois nimeros complexos ndo nulos e supo-

nhamos que 2, e z, estejam representados sob a forma trigonométrica:
zy=71,(cosb,+isen8) e z,=ry(cosO,+isend,). Mostrar que

a) 2z, =17,lcos(0,+0,) +isen(0,+0,)];
b) 251 = r;llcos(—62)+isen(-02)];
©) z/zy = (rylr,)cos(B, - By)+isen(6; - 0,1
90. Mostrar que (cos 0 +isen)™ = cosn0 +isennd, para todo niimero
inteiro n (férmula de De Moivre).
91. Mostrar que
14+9)Q+iy3)Ncos O +isend) = 2\[2_[‘:03(% +0)+ isen(—g—-i- o).

92. Calcular

a) (1+0)%;

/1 +z\[')10

1~1

/3 —i\12
o (1-1—2-— )
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93. Mostrar que )
(1+9)™ = 24cos %’7—+ isenf})
AT on nvy i Zl_.'_r_
(V3 -9)" = 2"(cos -~ - isen ).

94. Seja a =1r(cos 0 +isend) um numero complexo nio nulo e seja
7 um namero natural ndo nulo; mostrar que
k.
64»3 1]’

2 =1""cos 822KT 4 j5en

para k=0,1,2,..-,n-1, so os Gnicos nameros complexos tais que z,’é:a.
(Portanto, todo ntimero complexo nio nulo admite n raizes n-ésimas dis-
tintas duas a duas).

95. Como caso particular do exercicio anterior, temos que os ni-
meros complexos :

- 2kr . 2Kk.1
& =cos= - +isen=_—
(k=0,1,---,n-1) sdo as raizes n-ésimas complexas da unidade. Notar
que se ¢=¢,, entdo €k=t‘k para k=0,1,...,n~1; portanto, os nameros
n-1

complexos 1,£,.-.,¢ sdo todas as raizes n-ésimas complexas da
unidade. Mostrar que ¢ conjunto U, das raizes m-ésimas da unidade é
um grupo multiplicativo. :

96. Determinar as raizes cuibicas da unidade.

95. Determinar as raizes quartas da unidade.

98. Determinar as raizes ctibicas dos nameros coymplexos, -i, 1+i e -1,

99. Usaremos as notacdes dos exercicios 94 e 95. Mostrar que
2 =20£k, para k=0,1,.-.,n-1. Em particular, se ¢ € um numero real posi-
tivo e n3o nulo, entdo os numeros complexos allnek (k=0,1,---,n-1)
sdo as raizes n-ésimas de a.

100. Consideremos o grupo U"={1,r,---,r"'l} das raizes n-ésimas
da unidade, onde ¢ = cos%+isen2‘7'. Mostrar que

14+ 4.csr™ 20,
Demonstrar que U, ={1,¢%,¢%,....¢™D% onde 0<s<n-1, se, e somente
se, s e n sdo primos entre si. (Diz-se, neste caso, que ¢ é uma raiz pri-

mitiva n-ésima da unidade).

101. Demonstrar que o produto de t6das as raizes n-ésimas da
unidade é igual a 1 se n é impar e -1 se n é par.

CAPITULO VI

ANEIS DE POLINOMIOS

INTRODUCAO .

Estudaremos, neste capitulo, os anéis de polindmios com
uma indeterminada (§1), as func¢des polinomiais (§2) e os anéis
de polinébmios com um numero finito de indeterminadas (§3).

No §1 construiremos o anel de polinbmios com uma
indeterminada com coeficientes num anel comutativo com
elemento unidade generalizando, déste modo, a nocdo de polind-
mio da Algebra elementar que s6 é introduzida para polind-
mios reais ou complexos. Construiremos também o corpo de

fracSes racionais K(X) com coeficientes num corpo K pelo pro-

cesso geral de construcio do corpo de fracdes de um anel de
integridade que foi feita no §2 do Capitulo IV; outras proprie-
dades do corpo de fracdes racionais K(X) serfo estabelecidas
no capitulo seguinte ao estudarmos os anéis fatoriais. Ainda
veremos, neste paragrafo, o algoritmo da divisdo (teorema 4)
e sua generalizacdo (teorema 5); terminaremos éste paragrafo
com o estudo dos elementos inversiveis e os divisores do zero
do anel A[X].

No §2 introduziremos as func¢des polinomiais e estendere-
mos o principio de identidade de polindmios, da Algebra Ele-
mentar, para o caso geral de polindmios com coeficientes num
anel comutativo com elemento unidade; mostraremos que o
anel P(A) das funcBes polinomiais é um anel de integridade
se, e somente se, A é um anel de integridade infinito (teore-
ma 13). Estudaremos as func¢Ges polinomiais sébre um corpo-
finito demonstrando, em particular, que téda funcio de A em
A é uma funcdo polinomial se, e sOmente se, A &€ um corpo
finito (teorema 15). Finalmente, com o objetivo de generalizar
a nocdo de anel de polindmios com uma indeterminada intro-
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duziremos as nocdes de elemento algébrico e elemento trans-
cendente (§2.1) e daremos, entfo, no §2.4 o conceito geral de
anel de polinémios (definicdo 7). Neste pardgrafo procuramos
destacar com diversos exemplos que certas propriedades estu-
dadas na Algebra Elementar nfo sdo, em geral, verdadeiras
quando se consideram polinémios com coeficientes num anel
qualquer.

No §3 estudaremos os anéis de polinémios com um nu-
mero finito de indeterminadas e com coeficientes num anel
comutativo com elemento unidade; a nocdo de grau de um
polinémio com uma indeterminada sera estendida de dois mo-
dos diferentes: grandeza (definicdo 11) e grau total. Ainda ve-
remos a nocdo geral de anel de polinémios (§3.2) e estudare-
mos as funcoes polinomiais de n variaveis (§3.3); finalmente,
terminaremos éste paragrafo com o teorema fundamental dos
polindmios simétricos (teorema 29), cuja demonstracdo é ba-
seada no conceito de grandeza- 'de um polinémio.

§1 - ANEL DE POLINOMIOS COM UMA INDETER-
MINADA

1.1 - CONSTRUCAO DO ANEL DE POLINOMIOS COM
UMA INDETERMINADA E CORPO DE FRACOES RACIO-
NAIS.

Seja A um anel comutativo com elementc unidade e consi-
deremos o conjunto S(A) de todas as sucessdes (@iien (oU, Sim-
plesmente, (ap)) de elernentos de A. No §1.2 do Capitulo V de-
finimos uma operacdo de adi¢io sébre S(A) do seguinte modo:
se f=( e se g=(by) sdo dois elementos quaisquer de S(4), en-
tdo f+g=1(cy), onde ¢;=a;+b; para todo ieN. Ja sabemos que
S(A) é um grupo comutativo em relacdo a esta operacio.

DEFINICAO 1 - Diz-se que uma sucessio @yeS(A4A) é quase-
nula se, e sOmente se, a;# 0 sOmente para um numero finito de
indices ieN.

Por exemplo, a sucessfio nula 0 =y, onde a;=0 para todo
ieN, é quase-nula; a sucessdio 1'=(ay, onde ay=1 ¢ a;=0 para
todo i#0 também é quase-nula.
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E imediato que uma sucessdo {(a;)eS(4) é quase-nula se, e

‘somente se, existe neN tal que a;=0 para todo i>n. Indicare-

mos por E o conjunto de todas as sucessdes quase-nulas de ele-
mentos de 4 e é facil verificar que E é fechado em relacfo a adi-
cio; além disso, esta operacdo induz uma estrutura de grupo co-
mutativo sébre o conjunto E.

DEFINIGAO 2 - Chama-se produto de duas sucessdes f: (ai)
e g=(by, pertencentes a E, a sucessdo fg=(c,) definida por

k. k
R 7 1
cr= > aiby= 3/ aibei = D ax-ib) 1),
i%i=k =0 7=0

para todo keN.
De ac6rdo com esta definicio, temos:
¢ = by
C1 = Qob1+a1bg
¢y = agba+a1bi+asby

Ck = Qb +a1b_1+ -+ +Aibg-1+ -+ Qi-1D1+Arby.

Afirmamos que fgeE, isto é, que o produto de duas suces-
sbes quase-nulas € uma sucessfo quase-nula. Com efeito, existem,
por hipétese, nameros naturais m e n tais que

a;=0 para todo i>m
© bj=0 para todo j>n;
portanto, conforme (1), teremos
Cmen = Ambn
€ ¢, =0 para todo k>m+n,

ou seja, a sucessdo produto (c.) € quase-nula.

Fica assim definida uma operacé@o de multiplicacéo (f,g)+> fg
sObre o conjunto E e demonstraremos o seguinte .

TEOREMA 1 - O conjunto E de todas as sucessfes quase-
-nuias, ae elementos do anel A, & um anel comutativo com ele-
mento unidade em reiacdo as operacles de adigdo e de multipli-
cacdo definidas acima.

DemonsTracAO - Falta verificar os axiomas M1, M2, M3 e D
da definicdo de anel comutativo com elemento unidade, pois ja
sabemos que E & um grupo comutativo em relacdo a adicéo.

M1. Sejam f=(ai), g=(b;) e h=(cy) trés elementos quais-
quer de E e ponhamos fg=(dp), (fg)h =(dg), gh=(ep) e flgh)=(ey),
logo, conforme a férmula (1), temos
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do= 2 dpcre= > (Yaby)ew= N (abpe, =

p+k=q p+k—q w)_k 1+_)+k..q

R4
= Z ai(bjc,) = 2 Qi 2/ chk) Z aiep=eq
i+j+k=q i+p=k j+k=p

para todo geN; portanto, (fg)h = f(gh).

M2. Sejam f=(ai) e g=(b;) dois elementos quaisquer de E
e ponhamos fg=(c,) e gf=(c,), logo, de acdrdo com a férmula

(1), temos
Cy = Zazba = Zbaat

i+j=k J+iz=k

- para todo keN; portanto, fg=gf.
M3. Para tboda sucess@o feE, temos f-1'=f; portanto, a

sucessdo 1'=(1,0,-:+,0,-++) & o elemento unidade para a operacéo

de multiplicacdo definida sObre E.

D. Sejam f=(a:), g=(bj) e h=(c;) trés elementos quais-
quer de E e ponhamos g+h=(dy), fg+h)=(ey), fg=(d,), fh=(d;)
e fg+fh=(e,); temos dj=bj+c; e

e = Zald,* Yalb,+2a”c d +d, =e,,
i+j=k i+j=k i+j=k
para todo keN; portanto, f(g+h)=fg+fh. |

Os elementos do anel E construido acima passam a ser de-
nominados polinémios com coeficientes em A e (E,+,.) é chama-
do anel de polinémios com coeficientes em A.

Se f=(a;) é um elemento ndo nulo de E, entdo existe um
elemento a;#0 e, por outro lado, existe peN tal que a;=0 para

todo i>p; portanto, o conjunto {ieN | a;#0} é ndo vazio e fini-- .

to. O méximo déste conjunto é denominado grau do polindmio f.
Precisamente, daremos a seguinte

DEFINICAO 3 - Chama-se grau de um polinémio ndo nulo
f=(@psE ao nimero natural
n=max{ieN | a;#0}.
Neste caso, a, € denominado coeficiente dominante do polinémio
fese an=1 diremos que f é um polinémio unitdrio.

O grau do polindémio f#0 sera indicado pela notacdo of
(leia-se: grau de f) portanto, n=09f se, e sornente se,an#0ea;=0
para todo i>n.

Usaremos a express@o «o polindmio f=(peE tem grau in-
ferior a n» caso se tenha a;=0 para todo i>mn; portanto, se f tem:
grau inferior an e se f#0', entdo 9f<n. E imediato que se fe
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g tém graus inferiores a n, entfo f+g também tem grau inferior
an. Se ftem grau inferior a m e se g tem grau inferior a n,
entdo fg tem grau inferior a m+n.

Sejam f=(a;) e g=(b;) dois polinémios ndo nulos sébre A e
suponhamos que f+g=(c;)# 0. Se m=49f<n=29g, temos cp=an+by
e ¢;=0 para todo i>n; portanto, ¥f+g)sn. Se m<n, teremos
Cn=0n+b,=0+b,=by,+#0 e ¢;=0 para todo i>n; portanto, f+g;f:0'
e 3(f+g)=n. Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 2 - Sejam f e g dois polinémios n&o nulos
sobre A; temos:

a) se f+g#0, entdo d(f+g)smax{df,dg};

b) se df #dg, entdo f+g+0 e o(f+g) =max{df,dg}.

Sejam f=(ai)) e g=(b;) dois elementos ndo nulos de E e
seja fg=1{(c,). Se m=09f e se n=9g, temos Cmsin=ambn € =0
para todo k>m+n. Portanto, se fg#0, teremos a(fg)<m+n;
observemos que #fg)<m+n se amb.=0 0 que acontecerd so-
mente se &, e by, forem divisores proprios do zero em A. Da-
qui resulta que se am ou b, é um elemento regular, entdo
Cmsn=0mby #0, logo, d(fg)=m+n. Demonstrdmos acima o se-
guinte

TEOREMA 3 - Sejam f e g dois polindémios ndo nulos
sbbre A; temos:

a) se fg#0', entdo d(fg)<d8f+dg;

b) se o coeficiente dominante de f ou de g é regular
em A, ento fg+0 e a(fg)=0f+dag.

A parte b) do teorema anterior nos da, imediatamente,
0s seguintes corolarios.

COROLARIO 1 - Se A é um anel de integridade e se f
e g sdo dois polinémios ndo nulos com coeficientes em A,
entdo fg#0 e d(fg)=af+ag.

COROLARIO 2 - O anel de polindmios E, com coeficien-
tes num anel comutativo A com elemento unidade é um anel
de integridade se, e sdmente se, A é um anel de integridade.

Indiquemos por A’ o subconjunto de E formado por todos
os polinémios (a;), onde a;=0 para todo i>0; é facil verificar
que A’ é um sub-anel unitirio do anel E. Consideremos ago-
ra a aplicacio ¢: A — A’ definida por @@ =(g:), ondz ay=a e
a;=0 para todo i>0; é imediato que ¢ ¢é bijetora e, além dis-
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s0, ¢(a+b)=@(a)+p(b) e @lab) = pla)p(b), quaisquer que sejam a
e b em A; portanto, ¢ é um isomorfismo de A em A’. No
que se segue identificaremos o anel A com o anel A’ por
meio do isomorfismo ¢, isto ¢, poremos a=(a,0,--,0,-.:) para
todo a em A; uma vez feita esta identificacfio, temos 0=0 e
1=1" e, além disso, A passa a ser considerado como um sub-
anel unitirio do anel E. Os elementos de A serfo denomina-
dos polinémios constantes.

Para cada numero natural r indiquemos por M, o poli-
némio (Ori)ien onde drr=1€A e 0,,=0€A se i#r; por
exemplo, temos My=1"=1. Afirmamos que

MrMszMHs (2)
quaisquer que sejam os numeros naturais r e s. Com efeito,
pondo-se M,M;=(c;), temos em virtude da férmula (1):

,
Cp = ./}./ Or,i0s,5

i+j=k
e daqui resulta, facilmente, que ¢, =0 para k#7+s e Cps=1;
portanto, ¢, =0,k € entido (Ck) = Myss. |

Mostraremos, a seguir, qué para todo acA, tem-se
aM, = (abr iien (3).
Com efeito, 0 elemento a estd identificado com o polinémio
(ado)ien € pondo-se alM,=(c,), teremos
Cp = .L’aaﬂ,iér,j = aér,K;
i+j=k
portanto, vale a férmula (3).

Seja f=(a;) um polindbmio qualquer de E e indiquemos

por n um numero natural tal que a;=0 para todo i>n, logo,
f ((10,(11, . ,an,O 0 )

daqui resulta, conforme a definicdo de soma de polmomlos e a

féormula (3),

Indicando-se por X o polinébmio M, a férmula (2) nos mostra
que M,=X" para todo r>0 e como My;=1=X" a férmula (4)
pode ser posta sob a forma
n
f=ap+tm X+ X%+ +a, X" = Za Xt (5).

i=0
Esta é a expressdo usual de um polindmic em X e com coe-

ficientes em A. Cada polindmio M;= X*é denominado monémio
e como O(M;) =i também diremos que M; é o mondmio de grau i;
o elemento a;, em (5), € chamado coeficiente do mondémio X'

f=aoMo+a;My+--+a,My, : (4).
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em f ou i-ésimo coeficiente de f e a;X' é denominado térmo
i-ésimo do polinémio f. O monémio M;=X € chamado inde-
terminada e diremos, entdo, que (5) é um polindémio na inde-
terminada X e com coeficientes em A. Convém observar que

os coeficientes ag,a,,---,an do polinémio f, dado por (5), ndo
sio determinados de modo Unico, pois para todo m>n tam-
m

bém temos f= ZalX no entanto, se f#0 e se Jdf=n, entdo

existe uma umca familia (@i)g<icn, de elementos de A, tal que
(5) seja verdadeira. Neste caso, diz-se que (aioisn € @ familia dos
coeficientes do polinémio f.

Observemos ainda que o polinémio f, determinado em
(5), é nulo se, e sOmente se, a;=0 para i=0,1,---,m. Se
g=(b)eE e se m é um namero natural tal que bi=0 para
todo i>n, logo,

- Vuxe (6),
i= 0
entdo, temos, f=g se, e somente se, a;=b; para i=0,1,---,7n;

em particular, se f=g e se f#0, entdo 9f =dg.
A soma dos polindmios f e g, dados por (5) e (6), é de-

terminada por n
frg= (ai+b)Xt
i=0 -

e temos
n
= Y a)xi
Finalmente, se =0
m' ')lﬂ )
=NaX e g=bXi
1=0 j=0

sdo dois elementos quaisquer de E, temos
m+n

fg= . X" (),

onde podemos representar c, sob a forma (fazendo-se a con-
vencdo: a;=0 para todo i>m e b;=0 para todo j>n):
Cp = _}_;aibj.
i+j=k
A férmula (7) nos dad o processc usual para determinar o
produto dos polinémios f e g e podemos dizer que éste pro-
duto é obtido «muitiplicando-se cada térmo de f por todos os
térmos de g e efetuando-se a seguir a soma déstes produtos».

E imediato que o sub-anel, de E, gerado pelo conjunto
AU{X} (ver o §1.6, Capitulo 1IV), que é indicado pela nota-
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cdo A[X], coincide com E: E= A[X]. Daqui por diante indica-
remos o anel de polinémios E pela notacdo A[X] e éste anel
serd denominado anel de polindmios na indeterminada X e
com coeficientes em A.

Seja K um corpo e consideremos o anel de polinémios
na indeterminada X e com coeficientes em K; o corolario 2
do teorema 3 nos mostra que K[X] é um ane! de integridade,
logo, podemos construir o corpo de fracdes M de K[X] (§2.1,
Capitulo 1V) e é imediato que o sub-corpo, de M, gerado por
KU{X} é o prépric M; portanto, podemos indicar M pela
notaco K(X). Os elementos de K(X) sio chamados fracdes
. racionais na indeterminada X e com coeficientes em K; K(X)
¢ denominado corpo de fragdes racionais ma indeterminada X
e com coeficientes em K, ou, corpo de fracdes racionais em X
sébre o corpo K. Toéda fracdo racional em X e com coefi-
cientes em K é da forma flg, onde f e g sfo elementos de
K[X] e g#0; notemos que flg=flg’ se, e somente se, fg'=gf.
A soma e o produto de duas fra¢des racionais flg e p/q sdo
determinadas pelas férmulas:

f,p_farep . fp_fp
T 99 99
além disso, temos N
! g g N

A inversa da fraclo racional ndo nula flg, logo, f#0, é a
fracdo racional g/f.

Outras propriedades das fragdes racionais. serdo dadas no
Capitulo seguinte ao estudarmos os anéis fatoriais.

EXERCICIOS

1. Escrever sob a forma (5) os segulntes polindmios pertencentes
a AlX]:

a) (-4+3X+X)B+2X+XY), 4=2;

b) BX*-1X+2)¢X°+4X+3), A=Q;

©) X(X-1XX-2(X-3)X-4), A =F, (§1.7, Capitulo IV);

d) (X*+2X2+X+2°, A=F,;

e) (2xX*+3X+5)°, A=Fy;

£) @X’+bX+c)NdX%+eX+f), A=2ZXZ, onde a=(1,0),
b=(0,1), c=(1,1), d=(0,1), e=(1,0) e f=(1,0).
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2. Determinar os graus dos seguintes polin6mios pertencentes
a A[X1:

a) @XZ+X+2)(6X%+2X+D(X3+D), A=Q;

b) @X*+X+2)(6X*+2X+1). A=F,;

o @x*+1Y A=ry;

d) @Xx®+b)cX®+d), A=F,XZ, onde a=(2,2), b=(1,-1),
c=(2,3) e d=(1,1).

3. Determinar tcdos os polinémios de grau 2 do anel F3[X].

4. Consideremos o anel de polinémios A[X], onde A é um anel
comutativo com elemento unidade e o conjunto A é finito e tem ¢
elementos; determinar: .

a) o numero de polindmios de grau <n;

b) o nGimero de polindmios de grau n;

¢) o numero de polindmios unitarios e de grau n.

5. Determinar a e b de modo que o polindmio

C x*43x%+5X%+aX +beF,[X]
seja um quadrado perfeito em F-,[X].'

6. Se g um polindmio ndo nulo do anel A[X], onde A é um anel
comutativo com elemento unidade; supondo-se que g"#0 (neN*) o que
se pode afirmar sébre o grau déste polindbmio? Mostrar que se o coefi-
ciente dominante de g ndo & um divisor do zero, entdo dg"™ =ndg.

7. Calcular, em R(X):

X+5 X-1
a). 0) - 2 9’
X +7X+10 X“+5X+6
4 2
b) X a X-a (asR%);
(X- a)2 X2+a2 ‘aX+a?
( x? )l—X
X-1 XZ x3 ’
8. Calcular em F (X):
X 5
s P=5;
(X—- (X+1 P
X' -x xXT-X x'-x
b) + + , p=1;
(X -1XX-2) (X-3)(X-4) (X-5XX-6)
0 X X+2+X+1 p=3.

X-1 x-2 X
9. Mostrar que ndo existe um elemento x, de Fy(X), tal que =X,

10. Mostrar que nfo existe um elemento x, de R(X), tal que
22=x%+X+1.

1.2 - ALGORITMO DA DIVISAO

Estenderemos, nesta seccio, o algoritmo da divisdo eucli-
diana considerado no anel Z dos numeros inteiros (§2.2, Capi-
tulo III) para um anel de polindémios.
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TEOREMA 4 - Sejam f e g dois polindmios pertencentes
ao anel A[X], onde A é um anel comutativo corhi elemento
unidade e suponhamos que f#0, df=n e que o coeficiente
dominante a,, de f, seja um elemento inversivel em A. Nestas
condicdes, existe um Unico par (q,7), de elementos de A[X],
tal que g=gqf+r, onde dr<mn se r+#0.

Demonstracio - Vejamos, em primeiro lugar, a unicidade
do par (g,7. Suponhamos que
g=qf+r=qf+r ®),
onde g, 7, ¢ e 7 sfo elementos de A[X], dr<n se 70 e
ar'<n se r#0. Se, por absurdo, q#q temos (q-q)f#0, pois,
o coeficiente dominante de f é regular; neste caso, a parte b)
do teorema 3 nos mostra que
llg-qfl=alg-q)+df >m (9).
Por outro lado, de (8) resulta que r'-r=(gq-q)f, logo, 7-r+0
e em virtude do teorema 2 temos
llg-fl=0tr'-r)<n
0 que estd em contradic8io com (9). Portanto, g=¢" e entdo r=7"

Consideremos agora o conjunto S de todos os polindémios,
de A[X], que sdo da forma g-hf, com heA[X]; dois casos
podem se apresentar: a) o polinémio nulo pertence a S; b) todo
polindmio de 'S é diferente de zero.

a) Existe, por hipétese, qe A[X] tal que g=qf e basta
escolher r=0.

b) Temos g-hf#0 para todo heAlX], logo, existe em
S um polinémio r de grau minimo; de r&S vem r=g-qf, com
ge A[X], portanto, basta demonstrar que dr<n. Suponhamos,
por absurdo, que dr=m=zn e seja bp 0 coeficiente dominante
de r; consideremos, entdo, o polinémio

Ty = ”r—bma;me‘”f.
7= g—(q+bman X™Mf,
logo, r,&S e entdo r,#0. Mas, pela prépria definicdo de 7y,
temos 9dr;<dr e obtemos, déste modo, uma contradic¢do, pois, r
indica um polindémio de grau minimo pertencente a S. |

Temos

Os polindmios q e 7 sdo denominados, respectivamente,
quociente e resto da divisdo euclidiana de g por f se r=0,
diz-se que esta divisdo é e:cata
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A hipétese «o coeficiente dominante de f é um elemento
inversivel» estd certamente satisfeita quando A é um corpo;
neste caso, o teorema 4 pode ser enunciado sob a forma:

COROLARIO - Se f e g sdo dois polindmios na indetermi-
nada X com coeficientes num corpo K e se f#0, entdo existe
um unico par (q,7, de polindmios de KI[X], tal que g=qf+r,
onde dr<n se r#0.

Vamos estender o teorema 4 para o caso em que o coefici-
ente dominante de f seja elemento qualquer (ndo nulo) de A:

TEOREMA 5 - Sejam f e g dois polindmios pertencentes
ao anel A[X], onde A é um anel comutativo com elemento
unidade; suponhamos que f#0, df=n e que g tenha grau sm.
Nestas condi¢bes, se a, é o coeficiente dominante de f e
se k=max{m-n+1,0}, entdo existem polinémios g e r em A[X],
tais que akg=qf+r,
onde dr<m=40f se r#0.

DemonsTracAO - Se g=0 basta escolher g=0 e r=0, logo,
podemos supor que g#0 e, além disso, que dg=m. Faremos a
demonstrac¢do por inducio finita sébre m.

1) m=0. Se n=0, temos k=1 e basta escolher g=g e
r=0; se n>0, temos k=0 e escolnemos q=0 e r=g.

2) Suponhamos que m>0 e que o teorema acima seja
verdadeiro para todo polindmio n&o nulo de A[X] e de grau es-
tritamente inferior a m. Seja geA[X] um polinémio ndo nulo
de grau m e indiquemos por bs, o coeficiente dominante de g.
Se m<n, temos k=0 e basta escolher q=0 e r=g. Se mzn,
consideremos o polindmio

91 =0ng=bmX™"f (10).
ang = b X™"f,
ang = (@§ o X ™)
€, neste caso, escolhemos q=af'b,,X™" e r=0. Se g,#0, re-
sulta de (10) que dg,<m-1; portanto, podemos aplicar a hipétese
de inducéo aos polindmios g, e f e teremos
a9y =quf+7 (11),
onde k'=max{m-1-n+1,0}=m-n e ar<n se r#0. De (10) e (11)
concluimos que
ar g = a™a,g) = a™ M bpX ™+ g,) = (@b X™ "+ q)f+71

e fica assira verificado o teorema para polinémios de graum. [

Se g,=0 temos
de onde vem,
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Completaremos o teorema acima mostrando que os polind-
mios g e 7 sdo determinados de modo Gnico no caso em que o
coeficienie dominante a,. de f, é um elemento regular em A.
Com efeito, de Koy = o '
’ a,g=qf+r=qf+7,

vem (q-¢)f =7 -r. Se. por absurdo, g#q temos (g-q")f#0, pois
a, é regular e entdo r'-r%0. Por outro lado. temos d[(g-q)f]>n
e 8r'-ry<n, o que é absurdo. Portanto, g=q e r=r"

Vejamos dois exemplos para mostrar que se o coeficiente
dominante de f ndo é regular, entdo q e r nfo sdo, em geral, de-
terminados de modo tnico.

ExempLo 1 - Consideremos os polinémios g=2X?+X+1 e
f=2X+1 com coeficientes no anel Fy; dos inteiros modulo 12. O
coeficiente dominante de f & 2 que é um divisor préprio do zero
em Fi;. Temos

22.(9X2+X+1)=4X-2X+1)+4=(10X+3)2X +1)+1;
portanto, g e r ndo sdo Unicos.

ExempLo 2 - Consideremos os polinémios ¢g=4X%+10X+6 e
f=2X+3 com coeficientes no anel Fj; dos inteiros moédulo 12;

temos 22(4X%2+10X+6)=(8X+8)(2X+3)=(2X+5)(2X+3)+9,

portanto, g e T ndo sdo unicos. Observemos que na primeira di-
visdo tem-se r=0 e na segunda r#0.

A demonstracio da parte b) do teorema 4 nos da o processo
usual da determinugio do quociente e do resto da divisdo eucli-
diana de g por f. Veremos dois exemplos numéricos para mos-
trar como se determinam q e r a partir de g e f.

ExempLo 3 - Consideremos os polindmios g=X*+X3+X+1 e
f=2X?+X+1 pertencentes a Q[X]; para determinar o quociente

q e o resto r da divisdo euclidiana de g por f disporemos os cal-

culos do seguinte modo: ,
X4+ X3 + X+1 [2X%+ X+1
_XIlXIiXe [Lx?+1x-2
FX3-3 X% X+1
-1 X3 -1X- X
~3X2+3X+1
~2X2+§X+—§~

9 11
~8X+‘8:

201

portanto, g :%.XZJ,%X_% e 7 =~2—X+181.

Notemos que nos calculos acima ndo é necessario escrever
a indeterminada X nas operagdes indicadas; além disso, podemos.
simplificar éstes calculos utilizando-se o teorema 5 como nos
mostra o seguinte

ExempLo 4 - Consideremos os polinémios g e.f dados no
exercicio anterior e com coeficientes no anel Z dos niimeros in-
teiros. Temos k =max{m-n+1,0}=3, portanto, devemos efetuar
a divisdo do polinémio 8¢ por f; disporemos os calculos do se-
guinte modo

8 8 0 8 8 |2 1 1

-8 -4 -4 4 2 3
4 -4 8 8
42 2

-6 6 8
6.3 3
9 11

portanto, q, =4X2+2X-3, r;=9X+11 e 8g=q,f+r;. Consideran-
do-se agora os polinémios g e f com coeficientes em @ cbtém-se .

a partir desta ultima igualdade g= (%ai))%—é—rl e ficam assim de-

: <A 1 1 .. .
terminados os polindmios g=—¢q, e 7= 5"t do exercicio anterior.

EXERCICIOS

11. Determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana do ;;o—
lindmio ge A[X] pelo polinémio feA[X] nos seguintes casos:

a) g=3X°-4X%16X+1, F=2X%+3X+2, A=Q;

b) g=4X%+3X%+5X+2, f=5%X%+4X+3, A=F

¢ g=X"-1, f=Xx'-X%+1, A=F;

d) g=8X"+3X+17, f=9X2+5X+1, A=Fy,.

12. Aplicar o teorema 5 nos seguintes casos:

a) g=3X*+2x3+x%43X+2, 7=2X24+X+3, A=2;

b) g=X'-X’+1, f=3X2+2X+1, A=F

¢) g=aX’+bX’+c, f=bX’+a, onde A=2ZXZ, a=(1,2), b=(1,0)
e ¢=(0,1). N .

13. Mostrar que as hipéteses feitas no teorema: 4 sio essenciais
considerando-se os polindmios g = X2+5X+1 e f=3X+1do .anel FJX1..

14. Determinar ¢ e b para que a divisdo euclidiana do polinémio
g=X’+aX+beR[X] por f=X>+bX-1RIX] seja exata.

127
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15. Determinar a, b e ¢ para que a divisio euclidiana do polind-
mio g=X"2+ X"+ x%4...+ X+1F[X] pelo polindmio f=X>+aX?+bX+
+c & FX] seja exata.

1.3 - ELEMENTOS INVERSIVEIS E DIVISORES DO ZERO

Seja A um anel comutativo com elemento unidade e consi-
deremos o anel de polindmios A[X] na indeterminada X e com
coeficientes em A. Indicaremos por U(A) e U(A[X] os grupos
dos elementos inversiveis de A e de A[X] (ver o §1.2 do Capi-

tulo IV) e notemos que
U(A) = UALXD.

Vejamos um exemplo para mostrar que, em geral, U(A) # U(A[XD),
isto é, que um polindmio ndo constante pode ser inversivel.

ExemprLo 5 - Tomemos A =F, e consideremos o polinémio
f=2X+1 de FyX]; temos ff=1, logo, feU(AIX]) com fe&U(A).

No caso em que A é um anel de integridade temos
U(A)=U(A[X]D conforme o seguinte

TEOREMA 6 - Se A é um anel de integridade, entdo os
Unicos. elementos inversiveis de A[X] s3o os elementos inversi-
veis de A. ‘

DemonsTrACAO - Seja fe A[X] um elemento inversivel em
A[X], logo, existe ge A[X] tal que fg=1; de acérdo com o coro-
lario 1 do teorema 3, temos df+dg=0, logo, df =dg=0, isto é,
f e g sdo constantes, portanto, feU(4). |

Veremos a seguir como sdo os divisores proprios do zero
em A[X]. B imediato que se aeA é um divisor proéprio do
zero em A, entdo a também é um divisor proéprio do-zero em
A[X]. Suponhamos que fe A[X] seja um divisor préprio do zero
em A[X], logo, existe geAlX], g+0, tal que fg=0; demons-
traremos que o polindémio g pode ser escolhido como um
polinémio constante:

TEOREMA T - Se um polindémio fe A[X] & um divisor pré-
prio do zero em A[X], entdo existe ceA, c#0, tal que cf=0.

DemonstracAo - Indiquemos por S o conjunto de todos os
polinémios geAlX], g+#0, tais que gf=0. O conjunto S nfo é
vazio, pois, por hipotese, f € um divisor préprio do zero em A[X];
portanto, existe em S um polinémio g de grau minimo. Se de-
monstrarmos que o grau de g € nulo obteremos a tese do
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teorema acima. Suponhamos, por absurdo, que 9g>0 e seja ¢ o
coeficiente dominante de g. Se
f=ap+ay X +---+a, X"
e se .
‘ aig=0 para i=0,1,---,n,

teremos aic=0 (i=0,1,---,n), logo, cf =0 contra a hipdtese feita
sdbre o grau de g. Portanto, existe um indice r, com Osrsn,
tal que a,g#0 e aig=0 para i=r+l,-..,n; mas, de gf=0 vem
ou gag+gai X+ +gan X" =0,

’ glag+a; X +++-+a,X") =0,
logo, car=0. Portanto, o polindmio h=a,g é ndo nulo e dh<4ag;
por outro lado, temos hf =d,gf =0, logo, hesS, contra a definicdo
do polinémio g. i

Como conseqiiéncia imediata déste teorema temos o

COROLARIO - Se um polindmio nfo nulo feA[X] é um
divisor proprio do zero em A[X], entdo todos os coeficientes de
f s@o divisores do zero em A; se pelo menos um dos coeficientes
de f éregular em A, entdo f éregular em A[X].

E interessante notar que n#o vale, em geral, a reciproca da
primeira parte do corolario acima:

ExemprLo 6 - Consideremos o polindmio f=3+4XeF,[X]
cujos coeficientes 3 e 4 sdo divisores préprios do zero em Fiy; f
é regular em F,[X], pois zero é o Gnico elemento c, de Fy,, tal
que 3c=4c=0.

EXERCICIOS

16. Mostrar que o polinémio nio constante 2X%+2X%+2X+1 e FJIX]
é inversivel

17. Determinar todos os elementos inversiveis do anel F4[X}.

18. Determinar todos os polindmios de grau 4, do anel F X1, que
sdo divisores do zero em F,[X].

EXERCICIOS SOBRE O §1

19. Seja K o corpo de fragdes de um anel de integridade A;
mostrar que o corpo de fragSes A(X) do anel de polindmios A[X] é
isomorfo ao corpo de fragdes K(X) de KI[X].

20. Mostrar que a aplicacio x+— x¥, de F'p(X) em Fp(X) (p: nua-
mero natural primo) € um monomorfismo que ndc é um automorfismo.
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21. Dar uma outra demonstracdo da parte de existéncia do teore-
ma 4 procedendo por inducdo finita sébre o grau de g¢g#0.

22. Sejam g e f# 0 dois polindbmios do anel K[X] (K é um corpo)
e sejam g e v, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana
de g por f. Mostrar que, para todo heK[X], h#0, g e rh sdo, res-
pectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana de gh por fh.

23. Mostrar que todo polindmio ndo nulo feK[X], com coeficientes

num corpo K, pode ser representado de modo Unico sob a forma
f=by+b(X =) +by(X =)o 4b (X -0,

onde n=9f, ceK e b;eK (i=0,1,--.,n). Sugestio: fazer a demonstracio
por inducdo finita soébre o grau de f, utilizando o algoritmo da divisdo.

24, Consideremos o 2nel de polindmios K[X] na indeterminada X
e com coeficientes num corpo K; seja peKI[X] um polindbmio nio
constante e unitario. Demonstrar que para todo feKI[X], f#0, existe uma
unica familia (f) de elementos de KI[X], satisfazendo as seguin-
tes condic¢oes:

a) f=fo+fip+e+5p7;

b) se f;#0 (0<isr), entdo 9Jf;<dp;

¢ f,#0:

d) 3f=adf,+rdp.
Sugestdo: Proceder de modo anilogo ao que fizemos para introduzir a
representacdo m-adica de um namero natural (§2.2, Capitulo III).

Osisr?

25. Sejam g e f#0 dois polindmios na indeterminada X e com
coeficientes racionais; mostrar que o processo dado no exemplo 3, para
determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana de g por f, pode
ser desenvolvido de modo a utilizar somente coeficientes inteiros. Sugestio:
teorema 5 e exercicios 19 e 22,

26. Consideremos no anel de polindbmios RI[X] o subconjunto P*
formado por todos os polindmios nido nulos feR[X] tais que o coefici-
ente dominante de f seja estritamente positivo e ponhamos P =P*U{0}

a) Demonstrar que o subconjunto P satisfaz as condicdes I, II,
III e IV do teorema 3% do Capitulo IV, portanto, obtém-se uma estrutura
de anel ordenado sdbre RI[X].

b) Conforme o teorema 47 do Capitulo IV, R(X) é um corpo or-
denado: mostrar que R(X) ndo é arquimediano. ]

¢) Mostrar que a sucessdo (a"), onde a=R e a>1, é crescente
e majorada mas nfdo é convergente em R(X).

27. Consideremos o anel de polindmios KI[X] com coeficientes
num corpo K e seja feK[X] um polindmio nfo nulo e de grau n>0;
seja E o subconjunto, de KI[X], formado por todos os polinébmios
cp+ ¢ X+--+¢, ;X" Se g e h sdo dois elementos quaisquer de E colo-
caremos, por definicdo, geh=g+h e goh=r, onde r é o resto da di-
visdo euclidiana de gh por f. .

a) Mostrar que (E,e,0) é um anel comutativo com elemento
unidade.

b) Notar que, em geral, éste anel tem divisores préprios do zero.
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28. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e conside-

remos o conjunto E=4% de tddas as sucessbes (g;) de elementos de A.
Se f=(a;) e g=1(b) sdo dois elementos quaisquer de E colocaremos, por
definicdo, f+g=(c;) e fg=1{(d), onde c¢;=a;+b; e dy = .Z:c“ibj'
i+j=

a) Mostrar que estas operacdes definem uma estrutura de anel
comutativo com elemento unidade sébre o conjunto E. _

b) Mostrar que A é isomorfo ac sub-anel A’, de E, formado por
todas as sucessdes (a;), onde a;=0 para todo i#0. No que se segue
identificaremos A com A’.

¢) Mostrar que A[X], onde X.—:(du)ieN (ver o §1.1 déste Capi-
tulo), € um sub-anel unitario de E.

O anel E introduzido acima é indicado pela notacdo Al[X]] e todo
elemento f=(a;)eE é representado pela «soma formal»

(&)
f.—_a0+a1X+---+a"X"+...=Zaix’ (12)
i=0

e & denominado série formal na indeterminada X e com coeficientes em
A; AllX]l, por sua vez, passa a ser denominado anel das séries formais
em X e com coeficientes em A.

d) Demonstrar que A[[X1] é um anel de integridade se, e. so-
mente se, A é um anel de integridade.

e) Demonstrar que a série formal (12) é inversivel se, e sOmen-
te se, q, € inversivel.

f) Determinar o inverso de 1-X em A[[X]Il.

§2 - FUNCOES POLINOMIAIS

2.1 - VALOR DE UM POLINC)MIO

Seja A um conjunto ndo vazio e seja B um anel comu-
tativo com elemento unidade; indicaremos por F(A,B) o con-
junto de tddas as aplicacdes de A em B. Conforme vimos no
exemplo 10, Capitulo IV, as operagdes

f.—f+g e (F.9—1g,

(F+9)x) =f(x)+g(x) e (fg)x)=Ff(x)gx), ,
para todo x em A, definem uma estrutura de anel comutativo

com elemento unidade sébre o conjunto F(A,B). O anel F(4,B) é
denominado anel das aplicacdes de A em B, ou, anel das funcdes
definidas sébre A e com valores em B ou ainda anel das funcoes de
A em B. Notemos que todo elemento b, de B, determina. uma
funcdo x+—b, de A em B, que é denominada fung¢do constante
determinada por b; as funcdes constantes determinadaspor b=0e

onde
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b=1 serfo ainda indicadas por 0 e 1. Indicaremos por F.(4,B) o
conjunto de tddas as aplicacGes constantes de A em B e é facil
verificar que F(A,B) é um sub-anel unitario de F(A,B); além
disso, a aplicacdo que a todo elemento beB faz corresponder a
funcdo constante determinada.por b é um isomorfismo de B em
F.(A,B), logo, B=F.(A,B).

Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja
A um sub-anel unitario de B; indicaremos por F(B)=F(B,B) o
anel das aplicagdes de B em B. Mostraremos que cada polind-
mio feA[X] determina uma funcio de B em B e para isso da-
remos, inicialmente, o significado de valor de f num elemento
x de B (é o correspondente de valor numérico de um polind-
mio na Algebra Elementar):

DEFINICAO 4 - Se
f=YaXie AlX]
i=y

e se x é um elemento qualquer de B, chama-se valor que f
assume em x ou valor de f quando se substitui X por x, ao ele-
mento n
‘”7

f(x)=a

=0

Se ftx)=0 diremos que x é uma raiz ou um zero do polinémio f.

Exempro 7 - Se B=Al[X] e se x=X, temos

a;xt.

7

f(X) = a,X f,

1_0
o que justifica a notacio f(X) para indicar o polinémio f.

Demonstra-se, facilmente, o seguinte

TEOREMA 8 - Se f e g sfo dois elementos quaisquer de
AlX] e se x é um elemento qualquer de B, temos

(frox@) = f@)+g() | (13),
-Hzx) =-f(x) (14)
© (o)) = f(@)g() (15).
As férmulas (13) e (15) nos mostram que a aplicacéo
definida por
OI(JC) = f(x)’

¢ um homomorfismo e como o) =a para todo a em A, diremos
que oy € um A-homomorfismo. Notando-se que AlJ{x}=Im(oz)
resulta AlxlcIm(oy), pois Im(oyx) é um sub-anel de B (teo-
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rema 11, Capitulo IV); por outro lado, ¢ imediato que
Im(ox)<= Alx], portanto, Im(oz) = Alx]. Finalmente, é facil veri-
ficar que se 1 € um A-homomorfismo de A[X] em B e se A(X) =z,
entdo 4=0y. Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 9 - Para todo elemento xeB existe um unico
A-homomortismo ox: A[X]— B tal que ox(X)=x; além disso,
a imagem de 0z é o sub-anel A[x], de B, gerado pelo conjunto
Au{x}.

Conforme vimos acima todo elemento ye Alx] é da forma

n .
y = Jaixt, com a;€ A para i=0,1,---,n. Parece, entdo, natural
=

dizer que y é um polindmio em x com coeficientes em A4; no
entanto, nio usaremos esta nomenclatura no caso geral, pois
nem sempre a familia dos coeficientes (ai)ocicn € determinada de
modp Unico.

Exempro 8 - Tomemos B=R, A=Z, x=\/2 e y=3+2\5a.
Nesta representaciio y tem para coeficientes 3 e 2; mas

3+2/2=5+6\/2+(-1)(\/2)2+(- 2)({)3 '

e agora y tem para coeficientes 5, 6, -1 e -2.

Exempro 9 - Seja A um anel comutativo com elemento
unidade e tomemos B=A[X] e x=X2. Se y & um elemento
qualquer de A[X?], entfo existe um tUnico feA[X] tal que
y =f(X?); portanto, neste caso, & legitimo dizer que y é um po-
lindmio em X? com coeficientes em A.

Para ver em que condi¢gdes podemos considerar certos
elementos de B como polindmios com coeficientes em A4, intro-
duziremos as nogSes de elemento algébrico e de elemento trans-
cendente dadas pela

DEFINICAO 5 - Seja B um anel comutativo com elemento
unidade e seja A um sub-anel unitario de B; diz-se que um
elemento xeB é algébrico sGbre A se, e sdmente se, existe um
polinémio ndo nulo geA[X] tal que gx)=0. Caso contrario,
diz-se que x € transcendente sébre A.

Portantc, x é transcendente s6bre A se, e sOmente se, O
polinémio nulo é o tUnico polindmio geA[X] tal que g@)=0.
Daqui resulta, imediatamente, o seguinte corolario do teorema 9:

COROLARIO - Um elemento xeB é transcendente sébre

A se, e somente se, -0 A-homomorfismo o, é um A-monomor-
fismo.
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Portanto, se xeB é transcendente sdbre A, ent3o o anel
A[X] & A-isomorfo ao anel A[x] e neste caso diremos que
todo elemento de Afx] &€ um polindémio em x com coeficientes
em A e que Alx] é um anel de polindmios em x com coefi-
cientes em A.

2

Todo numero complexo que é algébrico (resp., transcen-
dente) sobre o corpo @ dos niimeros racionais é denominado ni-
mero algébrico (resp., niimero transcendente). Os primeiros exem-
plos de nameros transcendentes foram dados por Liouville (1809-
1882) em 1844. Hermite (1822-1901) demonstrou em 1873 que o

., . 1 1, .
nimero e= lzm(1+m)m é transcendente e Lindemann demons-

trou em 1882 que o numero & é transcendente. Este ultimo
resultado tem importincia para o problema da quadratura
do circulo e por intermédio da teoria de Galois (1811-1832)
demonstra-se, entdo, que éste problema nfo tem solucio pela
régua e compasso.

Convém notar que para um mesmo elemento x, de B, as
noc¢des introduzidas na definicdo 5 dependem do sub-anel A de B
(ver o exemplo abaixo e o exercicio 39).

Exempro 10 - Consideremos o anel de polinémios B = A[X].
A indeterminada X é transcendente sfbre A e é algébrica sébre
o sub-anel A[X?].

Exemrro 11 - Todo elemento x, de A, ¢é algébrico s6bre A,
pois x é raiz do polinémio ndo nulo X-xe A[X].

ExemprLo 12 - Os nUmeros complexos \/2,\/2+\/3,V2+i\/3
e i\/2—\/§ sdo algébricos, pois, éstes nimeros sdo, respectiva-
mente, raizes dos seguintes polinémios de @Q[X]: X2-2,
X4-10X%+1,X2-4X+1 e X*+4X2+1.

EXERCICIOS

29. Verificar, detalhadamente, as férmulas (13), (14) e (15).
30. Consideremos os polinémios
g=0 X"+, X" 440, X+a, e f=X-u
pertencentes a A[X], onde A é um anel comutativo com elemento uni-
dade e sejam
q=b X" 4+b, X" 4.4b,, e b,

o quociente e o resto da divisdo euclidiana de g por f. Notar que b, &
necessariamente, um elemento de A. pois, se b, #0, entdo db, <X -x)=1,
fogo. db, = 0.
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a) Mostrar que b, = gw). Concluir que a divisfio euclidiana de g
por X-x é exata se, e sOmente se, x & raiz de g.

b) Mostrar que bg=a, e b; =xb; ;+a; para i=1,2,..-,n.

¢) Demonstrar que se as divisGes de g por X-x e de q por X-y,
com yeA, sdo exatas, entdo a divisdo de g por (X—-x}X-y) também é
exata. Generalizar.

Os célculos indicados em b) sdo dispostos do seguinte modo:

| % e a, . a,
_ix: . MA{F{IOM - xbl aee xbn-l
ay xay+a,=b, xby+a,=b, .- xb,  +a,=b,

31. Aplicar o processo do exercicio anterior para determinar o va-
lor que g=A[X] assume em xeA nos seguintes casos:

) g=X"-4X%+5X%+6X-2, A=Z e x=3;

b) g=3X"+4X%+6X%+3X+2, A=F;5; e x=4;

¢) g=aX3+bX’+cX+d, A=2ZXF,, x=(1,2), a=(1,0), b=(1,3),
c=(2,2) e d=1(0,1).

32. Os restos das divisdes euclidianas de geKI[X] (K é um corpo)
por X-a e por X-b, com a#b, sdo p e q; determinar o resto da divisdo
euclidiana de g pelo produto (X-aXX-b). '

33. Mostrar que a divisdo euclidiana de

g=nX""_m+1)X"+1 < QX],
onde neN*, por f=(X-1)? & exata. Sugestdo: parte ¢) do exercicio 30.
34. Determinar a soma dos coeficientes do polindmio

(x*-ax +2%%(x4-2x + 20
com coeficientes em Z.

35. Mostrar que os seguintes nUmeros complexos sdo algébricos:

a) Ve+ya+ys; b) Va(s+ive)rl; © Va+yVa+ys+\a.
36. Admitindo-se que o nuimero & seja transcendente demonstrar
que os numeros reais 7+2, {2 +27% e m/z também sdo transcendentes.

37. Mostrar que @l\2]l={a+by2eR | ceQ e b=@}.
38. Mostrar que Q[{s/'z'lz{a-»b%/i-rc{"[‘iek | ceQ, b=Q e ce@Q}.

39. Com as notac¢des do exercicio 100 do Capitulo V, mostrar que
n-1

todo elemento de @[] é da forma 2 aiei, onde ¢,=@Q para i=0,1,---,n~1.

40. Seja B um anel comutafci?m com elemento unidade, seja A um
sub-anel unitario de B e seja A¢ um sub-anel unitério de A. Mostrar
gue valem as seguintes propriedades:

a) se reB ¢ algébrico sdbre 4,, entdo x & algébrico sbbre A;

b) se xeB ¢é transcendente sbbre A, entdo x também é trans-
cendente sébre A,.

Escolher B, 4, A; e x&B de modo que cada uma das seguintes
afirmacOes seja verdadeira:

c) x é algébrico sbbre A e x é transcendente sObre Ag:

d) x & transcendente sbbre A, e sObre A.
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9.2 - FUNCOES POLINOMIAIS

Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja
A um sub-anel unitario de B; indicaremos por F(B) o anel das
funcdes de B em B. Com estas notagSes daremos a seguinte

DEFINICAO 6 - Chama-se funcdo polinomial definida sébre
B e determinada por um polinémio feA[X], a aplicagéo fg: B— B
definida por fg@) = f(x) para todo x em B.

Exemero 13 - Todo polindmio constante ae A[X] determina
uma funcio constante ag: B — B definida por ap(x)=a; em par-
ticular, tem-se 0g=0&F(B) e 1g=1=F(B).

Indicaremos por Pa(B) o conjunto de tédas as fung¢bes po-
linomiais definidas s6bre B e determinadas pelos polindmios per=
tencentes a A[X]; temos P4(B)=F(B) e, em geral, Pa(B)#F(B),
isto &, nem téda funcdo de B em B é uma funcdo polinomial
(ver o teorema 16).

TEOREMA 10 - Pa(B) é um sub-anel unitario de F(B).

DeMONSTRACAO - Vimos acima que lp=1ePa(B). Se fp e
gg sio dois elementos quaisquer de Pa(B), com f e g em AlX],
temos, em virtude das férmulas (13), (14) e (15):

(fp+gp)(@) = falx)+gs(@) = f@)+g(x) = (f+g)(x) = (f+9)nlx),
(<)) = -f pla) = ~f(2) = (-H)x) = (<))
(fpge) (@) = f5(x)gs(x) = f@glx) = (fg)(x) = (fg)sx),
para todo x em B, logo, fg+9s, -Js © frgp $30 elementos de

e

P4(B). ]

Consideremos agora a aplica¢io @: A[X]-— Pa(B) definida
por @(f)=fg; é imediato que @ é sobrejetora e as formulas
(f+9)s=fs+gs e (fg)s=fpgs nos mostram que ¢ & um homo-
mortismo, portanto, ¢ é um epimorfismo de A[X] em Pa(B).

Consideraremos, a seguir, o caso em gue B=A e usaremos,
entdo, as seguintes notacdes:

F(A) indicara o anel das funcdes de A em A;

P(A)=P4(A) indicard o anel das funcdes polinomiais
sObre A e determinadas pelos polindmios de A[X];

F.A) indicard o sub-anel, de F(4), formado pelas fun-
cOes constantes.

Temos FlA)cP(A)TF(A),.
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sendo que Fc(A) & um sub-anel unitario de P(A) e.-éste, por sua

vez, é um sub-anel unitirio de F(A). E imediato que F(A)
coincide com o conjunto das fungdes polinomiais determinadas
pelos polinémios constantes a4, o que justifica a notagio
P.(A) para indicar éste anel. A aplicacdo @: A[X]— P(4), defi-
nida por ¢(f)=f,, é um epimorfismo e, além disso, a restricdo
de @ a A, é um isomorfismo de A em P(4).

Na Algebra Elementar é fundamental o principio de identi-
dade de polindmios que diz o seguinte: se f e g séo dois polin6-
mios em X e com coeficientes reais e se f(x)=g(x) para todo x
real (isto &, se f e g sdo idénticos), entdo f=g, ou seja, os
coeficientes de f sdo ordenadamente iguais aos coeficientes de g.
Este principio pode ser posto sob a forma mais simples: se f
é um polindmio em X e com coeficientes reais e se f(x)=0 para
todo xreal (isto &, se f é idénticamente nulo), entdo f=0, ou seja,
todos os coeficientes de f sfo iguais a zero. Com as notacOes
introduzidas acima o principio de identidade de polinémios pode
ser enunciado sob a forma: se f e g sdo dois polinomios de R[X] e
se fp=ggr, entdo f=g. O correspondente do segundo enunciado

& o seguinte: se f & um polindmio de R[X] e se fz=0, entdo,

f=0. Uma vez demonstrado o principio de identidade de poli~

nomios resulta que P(R) é um anel de integridade, pois, neste

caso, os anéis R[X] e P[R] sdo isomorfos e ja sabemos que R[X]
é um anel de integridade (corolario 2 do teorema 3). No caso
geral que estamos considerando mostraremos que em P(A) nem
sempre € verdadeiro o principio de identidade de polindmios
e também que nem sempre P(A) é um anel de integridade.

Daremos, inicialmente, a seguinte

DEFINICAO 7 - Diz-se que o anel P(A) satisfaz o principio
de identidade de polindmios se, e somente se, é valida a condi¢do:
quaisquer que sejam f e g em A[X], se f,=g,, entdo f=g.

E facil verificar que P(A) satisfaz o principio de identidade
de polindémios se, e somente se, P(A) satisfaz o principio dos
polindémios idénticamente nulos: qualquer que seja f em A[X],
se f,=0, entdo f=0.

E também imediato que P(A) satisfaz o principio de identi-

dade de polinémios se, e somente se,0 epimorfismo @: A[X]— P(4)
é um isomorfismo.
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Daremos diversos exemplos para mostrar que, em geral,

P(A) n#o satisfaz o principio de identidade de polindmios e

também que P(A) nem sempre é um anel de integridade.

Exempro 14 - Tomemos A=F; e seja f=X3+2XeFiX]:

4

temos f(0)=f(1)=f(2)=0, portanto, f, =0 com f#0, isto & P(4)

ndo satisfaz o principio de identidade de polinémios. Notemos
ainda que P(A) ndo ¢é um anel de integridade, pois, se g=X e
h=X2+2, temos g,#0, ha#0, e gshy=(gh)a=f,=0.

Podemos generalizar o exemplo acima do seguinte modo:

Exemrro 15 - Seja K um corpo finito e 'gdm n elementos

ai,as,-++,an € consideremos o polindmio
f=(X-a)X-ay)---(X-a,) eK[X];

temos f#0 e f(a;)=0 para i=1,2,---,n, logo, fx=0; portanto,

P(K) n#o satisfaz o principio de identidade de polindémios.

Observemos que P(K) ndo é um anel de integridade, pois, se
g=X-a, e h=(X-ap)---(X-ay),

temos gxg#0,hg#0 e ggxhg=(gh)x=fx =0.

ExemprLo 16 - Se A é um anel comutativo com elemento
unidade e se A ndo é um anel de integridade, entdo P(A4)
também n8o & um anel de integridade, pois A =P.A4).

Exempro 17 - O exemplo 16 pode ser estendido para um
anel comutativo finito A ={a;,a,,-:+,a,}. Com efeito, o polinémio
f=X-a)X-ay)---(X-a,) e A[X]
€ ndo nulo e f,=0, logo, P(A) ndo satisfaz o principio de
identidade de polindmios. Se A é um anel de integridade, entdo
A é um corpo (teorema 8, Capitulo IV) e conforme o exemplo 15,
P(A) ndo é um anel de integridade. Se A nfo é um anel de inte-
gridade, o exemplo anterior nos mostra que P(A) tem divisores

proprios do zero.

Dos exemplos acima tiramos as seguintes conclusdes:

TEOREMA 11 - a) Se 4 é um anel comutativo com ele-
mento unidade e se o conjunto A é finito, entdo P(A4) ndo
satisfaz o principio de identidade de polinémios ¢ P(A4) ndo é
um anel de integridade.

b) Se A ¢é um anel comutativo com elemento unidade e se
A ndo € um anel de integridade, entdo P(A) também nio é um
anel de integridade.
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No que se segue procuraremos caracterizar os anéis A tais

que P(A) seja um anel de integridade e para isso demonstra:
remos, inicialmente, o seguinte

TEOREMA 12 - Se A é um anel de integridade, entdo todo.
polindmio ndo nulo fe A[X] tem, no maximo, n=4f raizes em A.

DemonstracAo - Faremos a demonstracido por inducio fi-
nita sébre o graun de f. Se n=0 o teorema ¢ imediato; suponha-
mos que n>0 e que o teorema acima seja verdadeiro para todo
polinémio ndo nulo de A[X] e de grau <n. Seja fe A[X],
f+#0, 9f =n e seja a, o coeficiente dominante de f; suponhamos,
por absurdo, que f tenha n+1 raizes distintas xp.21,:-,x, em A
e consideremos o polinémio

g=F-an(X-2) )X -29)--- (X ~xn) € AlX].
9(Xo) = =An(Xo=T1)(To=T2)***(To=Tn),

com ap#0 e xo-2:#0 (i=1,2,..-,n), logo, g(xe)#0, pois A é
um anel de integridade. Portanto, g#0 e pela prépria definicio
do polinébmio g resulta que dg=m<n, logo, em virtude da hipé-
tese de inducgdo, g tem no maximo m raizes em A; mas, por
outro lado, temos g(x;)=0 para i=1,2,..-,n, contra o que afir-
mamos acima. |

Temos

COROLARIO 1 - Se A € um anel de integridade infinito e
se f é um polinémio qualquer de A[X] tal que f,=0, entdo f=0.
E uma conseqiiéncia imediata do teorema acima.

COROLARIO 2 - Sejam f e g dois polinémios de graus
inferiores a n na indeterminada X, com coeficientes num anel
de integridade A, e suponhamos que o numero de elementos
do conjunto A seja estritamente maior do que n; nestas
condicOes, temos:

a) se f,=0, entdo f=0;

b) se f,=0g,4, entdo f=g.

Com efeito, a parte a) € uma conseqiiéncia imediata do
teorema acima e para verificar b) basta considerar o poliné-
mio f-g. |

Daremos o0s seguintes exemplos para mostrar que as
hipo6teses feitas no teorema 12 sfo essenciais:

Exempro 18 - Seja B um anel comutativo com elemento
unidade e seja A=BXB o anel produto do anel B por si
mesmo; se a=(b,00eA, com b#0, o polindmio f=aX admite
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as raizes (0,x) com xeB. Tomando-se B infinito tem-se um

polinédmio do primeiro grau que admite infinitas raizes.

Exemrro 19 - De um modo geral, seja A um anel co-
mutativo com elemento unidade e suponhamos que A ndo seja
um anel de integridade, logo, existem a e b em A tais que
a#0, b#0 e ab=0. O polinémio f=aXeA[X] tem grau 1 e
tem'pelo menos duas raizes distintas: 0 e b.

TEOREMA 13 - Se A é um anel comutativo com elemento
unidade, entfio P(4) é um anel de integridade se, e sdmente se,
A é um anel de integridade infinito.

DemonstrAGAO - Se A é um anel de integridade infinito,
entdo o corolario 1 do teorema 12 nos mostra que P(A) satisfaz
.0 principio de identidade de polinémios, logo, A[X]=P(A); por
outro lado, de acérdo com o corolario 2 do teorema 3, A[X]
é um anel de integridade, portanto, P(A) também é um anel
de integridade. Reciprocamente, suponhamos que P(A) seja
um anel de integridade; conforme o exemplo 16, A & um anel
de integridade e o conJunto A ndo é finito em virtude do
exemplo 17. : |
' Exempro 20 - Verifica-se, facilmente, que se A=2ZXZ é
o anel produto do anel Z dos numeros inteiros por si mesmo,
entdo P(A) satisfaz o principio de identidade de polinémios
e, no entanto, A nfo é um anel de integridade.

EXERCICIOS

41. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e su-
ponhamos que o conjunto A seja finito e tenha g elementos.

a) Determinar o nimero de funcgbes de A em A.

b) Se A =F,,, determinar uma fungdo de A em A que ndo seja
uma funcio polinomial.

42. Mostrar que se f=aX’+bX+ceAlX], onde A =F,XZ e
a#0, étal que f, =0, entdo a=b=(1,0) e ¢=(0,0).

43. Verificar que o anel P(A4), onde A =ZXZ, satisfaz o prmcxpxo
de identidade de polinémios (exemplo 20).

44. Mostrar que se trés polindmios f, g e h, de R[X] verificam
uma das seguintes igualdades:

a) F+g?+h?=0;

b) =X(g"-);

o) fi+n%= ng,
entdo f=g=h =0,
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2.3 - FUNCOES POLINOMIAIS SOBRE UM CORPO
FINITO

Afirmamos na seccdo anterior que se A é um anel
comutativo com elemento unidade tem-se, em geral, P(A) # F(4),
isto é, nem t6da funcio de A em A é uma funcio polinomial.
Examinaremos agora em que condi¢Bes sébre o anel A tem-se
P(A)=F(A); para isso daremos, inicialmente, a férmula de
interpolacdo de Lagrange que aparece na demonstracdo do
seguinte

TEOREMA 14 - Sejam (@i)ocicn © (Didosisn duas familias de
elementos de um corpo K e suponhamos que a;#a; para
i#j (0<i,j<n); nestas condicSes, existe um unico polindémio
feKI[X], de grau <n, tal que f(a;))=b; para i=0,1,-.-,n

DemonstracAo - Para cada indice i, com 0<is<n, consi-

deremos o polindémio
gi= L] (X-ay (16);
J#i
é imediato que dg;=mn, g;(ap)=0 se p#i e
9i(a;) 212 (a;-aj)=ci#0.

Pondo-se

f= Z bicig; Coan,

resulta que o polinémio f tem grau <sn e além disso f(a)=b;

~para i=0,1,---,n. Se geK[X] é tal que g(a;)=b; para i=0,1,---,n

e se g tem grau <n, temos (f-g)ai))=0 para i=0,1, -,n,
portanto, em virtude do corolario 2 do teorema 12, teremos
f=g. |

A férmula (17), onde os g; sfo definidos por (16), é
conhecida sob o nome de férmula de interpolagio de Lagrange.

TEOREMA 15 - Se A é um anel comutativo com elemento
unidade, entdo P(A)=F(A) se, e sdmente se, A é um corpo
finito.

DemonsTtracAo - Suponhamos que A seja um conjunto
finito com n elementos a3,ds,-:-,8, € que o anel A seja um
corpo. Seja h uma fun¢fo qualquer de A em A e ponhamos
h(a:;)=b; para i=1,2,..-,n; conforine o teorema anterior existe
feAlX] tal que f(a:;)=bs, logo, f(a;)=h(a;) para i=1,2,---,n, de
onde vem, fa=h e entdo P(A)=F(A). Para demonstrar a
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reciproca veremos, inicialmente, que se A nfo ¢ um corpo,
entio P(A)xF(A). Com efeito, existe por hipotese um
elemento nio nulo e A, com a nio inversivel; consideremos,
entdo, a aplicagio heF(A) definida por h(0)=1, h@)=1 e
h(x)=0 para todoxem A. com r+0 e r+#a. Se heP(A) existe
f= biXie AlX]
i=0
tal que fx)=h(x) para todo x em A e como h(0)=1 h(1)=0
concluimos que f#0e df>1; por outro lado, temos be=f(0)=
"=h(0)=1 e fa=1, logo, .
a._}fvbiai'l =1,
B 1=
e a seria inversivel, portanto, h&(A). Fica assim demonstrado
que se P(A)=F(A), entdo A é um corpo e falta somente de-
monstrar que o conjunto A é finito. Ora, se A é infinito, a
funcdo heF(A) definida por h(0)=1 e h(x)=0 para todo xeA”,
ndo pode ser polinomial em virtude do teorema 13. |
Seja K um corpo finito e com n elementos; se h é uma
funcdo qualquer de K em K existe, conforme o teorema an-
terior, um polindmio feK[X] tal que fx =h. Este polindmio f
nio é determinado de modo unico, pois, se
g=X-aXX~as)---(X~-a,),
onde a;,as,:--,a, sdo os elementos de K, temos
f+@)g=fx+9x=h+0=h.
No que se segue determinaremos todos os polindmios feKI[X]

tais que fx=h e para isso basta determinar todos os poliné-

mios feK[X] tais que fg=0. Inicialmente mostraremos que
x"=x para todo elemento x de K. Com efeito, conforme as
notacdes acima temos K ={a;,as,---,a,} € podemos supor a;=0,
logo, K* = {as,-+,an} e basta, entdo, demonstrar que x"'=1 para
todo x em K. Ora, temos xa;#0 e xai#txa; se i#j
(i,j=2,---,m), logo,

K* ={ag,---,a,} = {xaz,- -, xan},

de onde vem
Qge+-Qn = (Xdg)++-(XAn),

ou
Qgee+Qn =X YAz An)

e como Qz---an#0, teremos x™'=1. Demonstraremos agora o
seguinte

TEOREMA 16 - Seja K um corpo finito e com n elemen-
tos e seja f um polinémio de K[X]; nestas condigfes, temos
fk=0 se, e sdbmente se, f=(X"~X)q, com qeKI[X].
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DemonstracAo - Se f=(X"-X)q, com geK[X], temos, em

virtude do que observamos acima: '
floy=@"-og@) =0-q@x)=0,
para todo x em K, logo, fx=0. Reciprocamente, suponhamos
que fx=0; de acérdo com o algoritmo da divisdo temos
f=(X"-X)q+r,

onde geK[X], reK[X] e 9r<n se r#0. Desta relacio vem
r(x)=0 para todo x em K; portanto, de acérdo com o teore-
ma 12, temos, necessariamente, r=0 e entdo f=(X"-X)q. §

COROLARIO -~ Seja K um corpo finito e com = elemen-
tos; se f e g sdo dois polindmios em X com coeficientes em
K e se fx=¢gk, entdo existe qeK[X] tal que f=g+X"-X)q.

Basta aplicar o teorema anterior ao polinémio f-g.

EXERCICIOS

45. Determinar um polindémio feFy(X], f#0 e df=3, talque f(1)=0,
f@=1, (=2 e f(4)=3.

46. Determinar uma func¢io de F,; em Fi3 que ndo seja uma fun-
¢do polinomial.

47. Determinar uma fung¢éo de F, em F,, onde n>1 e n é com-
posto, que ndo seja uma funcdo polinomial.

48. Seja K ={a,,a4,-+,a,} um corpo finito e com n elementos;

mostrar que
(X ~a XX ~ay)-- (X -a,) =X"X.

Sugestdo: teorema 17.

49. Aplicar o exercicio anterior para K =F, e mostrar que
(p~11+1=0 (mod. p), para todo numero natural primo p.

50. Seja A =KXZ, onde K é um corpo finito e com n elementos;
determinar todos os polindmios feA[X] tais que f, =0.

51. Sejam K e K’ dois corpos finitos e seja A =K XK’ o anel pro-

. duto do corpo K pelo corpo K’; determinar todos os polinémios feA[X]

tais que f,=0.

2.4 - ANEIS DE POLINOMIOS

Nesta secgdo daremos mais algumas propriedades dos ele-
mentos transcendentes introduzindo, em particular, a nocglo
geral de anel de polinémios que ja foi considerada em 2.1.

CTFINICAOC 8 - Seja E um anel comutativo com elemento
unidade e seja A um sub-anel unitario de E. Diz-se que E é
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um anel de polinébmios com coefic{entes em A se, e sOmente
se, existe um elemento x, de E, transcendente sdbre A, tal
que E=A[x]. Todo elemento x de E que satisfaz estas condi-
cGes & denominado gerador sbbre A do anel de polinémios E.
Os elementos de E sfo chamados polinémios em x com coefi-
cientes em A e também diremos que E é um anel de polind-
mios em x com coeficientes em A.

Exemrro 21 - O anel de polinémios A[X] na indeterminada
X também é um anel de polindémios segundo a definicdo acima.

Exempro 22 - Se E é um anel de polindmios em x e com
coeficientes em A, entfo, para todo a4, o elemento x+a
também é um gerador de E sbbre A. Este exemplo nos mos-
tra que existe sempre mais de um gerador de E s6bre A (ver
o teorema 18). A

Exempro 23 - Seja B um anel comutativo com elemento
unidade, seja A um sub-anel unitirio de B e consideremos o
anel de polinémios B[X] na indeterminada X; é imediato que
A[X] é um anel de polinémios segundo a defini¢io acima.

TEOREMA 17 - Sejam A e A’ dois anéis comutativos com
elementos unidades e consideremos os anéis de polinémios
A[X] e A'lY] nas indeterminadas X e Y. Se 4 e A’ s3o iso-
morfos, entfo para todo isomorfismo i:A — A’ existe um Uni-
co isomorfismo i: A[X]— AY] tal que AX)=Y e A=A

para todo a em A. n

DemonstrAGAO ~ Seja f= ZaiXi um elemento qualquer de
=0

AlX] e ponhamos _ n
A= §A<ai>yi;

fica assim definida uma aplicaciio A:A[X]— A[Y] e é imedia-
to que MX)=Y e Aa)=Aa) para todo a em A. Além disso,
verifica-se facilmente que A & um homomorfismo e que a apli-
cacdo A é bijetora; portanto, 1 & um isomorfismo que satisfaz
as condicBes acima. Finalmente, se i;: A[X]-— A[Y] & um iso-
morfismo e se 4;(X)=Y, Aua)=Aa) paratodo a em A, teremos

() =21( D) aixt) = 3 (@) (X)) = X aa) Y = 1D,
1=0 i=0 =0

qgualquer que seja f em A[X]; portanto, 4;=4. |

O teorema acima pode ser estendido para um homomor-
fismo 4 de A em A’ e os resultados que se obtém estdo enun-
ciados no exercicio 64.
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COROLARIO 1 - Se A[X] é o anel de polinémios na inde-
terminada X e se 4 é um automorfismo do anel A, entdo
existe um Unico automorfismo A de A[X] tal que AX)=X e
A@y=A@) para todo a em A. ’

E um caso particular do teorema 17 quando se escolhe
A’'= A e, portanto, Y=X.

COROLARIO 2 - Sejam A e A’ dois anéis comutativos com
elementos unidades e consideremos os anéis de polinémios
Alx] e ATyl nos elementos transcendentes x e y. Se A e A’
sdo isomorfos, entdo para todo isomorfismo A:A — A’ existe

“um Unico isomorfismo ¢: A[x] — A[y] tal que @@ =y e g@) =A@ »
. para todo a em A.

Demonstracao - Consideremos o seguinte diagrama

- AlX] A'[Y]
axl loy
Alr] —— A'ly]

onde 4 é o isomorfismo definido na demonstracdo do teorema
17, 0x é o A-isomorfismo tal que 0x(X)=x (corolario do teo-
rema 8), 0y é o' A'-isomorfismo tal que 0,(Y)=y (mesmo co-
rolario) e a aplicacdo ¢ é definida por
(pza;v,ozo(vx)". ,

Daqui. resulta imediatamente que @ é um isomorfismo e é
imediato que @@=y e @@ =Aa) para todo a em A. Final-
mente, se @; € um isomorfismo de 'A[o:] em A’[y], que satisfaz
estas condic¢bes temos
(o) to@oo)(X) =Y
(o) oy002)@) = Aa),
para todo a em A; portanto, (0y)?o@00,=¢p, de onde vem,
P1=0yoko(0z) = @. o

COROLARIO 3 - Se A[x] e A[y] sdo dois anéis de poliné-

mios nos elementos transcendentes x e y, entdo existe um
Unico A-isomorfismo ¢:A[x]— A[y] tal que @) =y.

e

E uma conseqiiéncia imediata do corolario anterior quan-
do se escolhe A como a aplicacio idéntica de A.

Seja Alx] um anel de polindmios no elemento transcen-
dente x e com coeficientes em A. Se y é um elemento qual-
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quer de A[x], entfo existe um tUnico polindmie feA[X] tal
que y=f(x). Supondo-se que y#0, temos f#0 e, neste caso, o
grau de f é denominado grau de y em relacdo a x (notagdo: 4,y);
além disso, o coeficiente dominante de f é chamado coefi-
ciente dominante de y em relacdo ao gerador x. A definicdo
do grau de y depende, em geral, do gerador considerado no
caso em que A tenha divisores préprios do zero:

Exemrro 24 - Consideremos o anel de polindmios A[X] na
indeterminada X e com coeficientes no anel A =F;; dos intei-
ros médulo 12; o polindmio Y =X+6X? tem grau 2 em relacio
a X e tem grau 1 em relacdo a Y desde que se demonstre
que Y é um gerador de A[X]. Ora, temos A[Y]<=A[X] e como
X=Y+6Y% também temos A[X]<A[Y] e entio A[X]=AlY];
portanto, s6 falta demonstrar que Y é transcendente sObre A.
Suponhamos, por absurdo, que Y seja algébrico sdbre A, logo,
existe um polindmio nfo nulo feA[X] tal que f(Y)=0 e indi-
quemos por as o primeiro coeficiente ndo nulo de f, portanto,

f=0sX5+a5n X5+ +a, X",
Notemos agora que (X+6X%*)°=X° se s é par e (X+6X?S=
=X%+6X°*1 se s é impar e como f(Y)=0 conclui-se que as=0,
o que é absurdo. Fica assim demonstrado que Y é transcen-
dente sGbre A.

LEMA 1 - Seja E um anel comutativo com elemento uni-
dade e seja A um sub-anel unitirio de E. Se f e g sdo dois
elementos quaisquer de A[X], tem-se

F = f(gae)
para todo x em E. :

DemonstraCAO0 -~ Consideremos o A-homomorfismo
n

0x: A[X]— E determinado por x e ponhamos f= 2 a:X*, logo,
=0

n
fug = Zo @',

de onde vem,
7 n n
()@ =oulfign = 0a( 2 0,9 = X a0zt = Yayg) = figy. |
1= = Q=i

LEMA 2 - Seja A um anel de integridade e consideremos
o anel de polindmios A[X]. Se ge A[X] e se ge¢ A, entdo, para
todo polinémio ndo nulo fe A[X], tem-se f(g)#0 e a(f() = df-dg;
em particular, g é transcendente sobre A.
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Demonstracio - O lema acima é imediato no caso em que
9f =0; suponhamos, entdo, que df =n>0 e que o lema seja ver-
dadeiro para todo polindmio nio nulo de A[X] e de grau es-
tritamente menor do que n. O polindémio f é da forma

f=fi+anX",
onde apreA*, fieA[X] e f, tem grau sn-1. Se f;=0, temos
fig=a,9"+#0 e 3(f(@) = d(ag™ =93(g™) =ndf e, neste caso, o lema
2 é& verdadeiro. Se f,#0, a hip6tese de inducdo nos mostr_a
que fi(@+0 e 3(f,(@)=23f,-0g<ndg; mas g =fP+a,g", onde
da,g™ =ndg >d(f1(@), portanto, em virtude do teorema 2, te-
mos fi@#0 e 3(f)=ndg. |

Observemos que o lema acima ndo é, em geral, verda-
deiro caso A tenha divisores préprios do zero:

ExempLo 25 - Consideremos os polindmios g =2X+1 e f=X?
pertencentes a Fy[X]; temos fig=(2X+1)*=1, logo, a(fg)=1<9f.
Para g=2X+2, temos f(g)=(2X+2)*=0. Notemos que ao mesmo
tempo fica demonstrado que os polindOmios néo constantes
2X+1 e 2X+2 sdo algébricos sdbre Fi.

TEOREMA 18 - Seja A[x] um anel de polinémios no ele-
mento transcendente x com coeficientes num anel de integridade
A e seja y um elemento de A[x]; nestas condig¢des, temos:

a) se ye&A, entdo y é transcendente sbbre A, ,

b) se y&A, entdo y é um gerador de A[r] se, e somen-
te se, 9, y=1 e o coeficiente dominante de y em relacdo a x
é um elemento inversivel do anel A.

DemonsTrRACAO

a) Temos y=g@), com geAlX] e g&A; se feAlX] e se
f#0, o lema 2 nos mostra que f(g)#0 e como x & .transcen-
dente sébre A, teremos (fg)x)#0, de onde resulta em
virtude do lema 1, f(g@)#0 ou f+0 e, portanto, y é trans-
cendente sobre A.

b) Suponhamos que y seja um gerador de A[x], logo,
existe um polindmio ndo nulo heA[X] tal que x=hw). Por
outro lado, o elemento y é da forma g@), com geAlX] e
geA; portanto, em virtude do lema 1, temos

x = h@y) = h(g@) = (h(@)x),
de onde resulta g =X e entdo o lema 2 nos mostra que
oh-9g=1, logo, h=a+bX e g=c+dX, com a, b,ced em A
e b#0, d#0. Daqui concluimos que 9,y=1 e como h@=X,
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teremos bdX+(ad+c)=X, logo, bd=1 e, portanto, o coeficiente
dominante de y em relacdo a x € um elemento inversivel em A.
Reciprocamente, suponhamos que y=a+bx, com a e b em A,
b#0 e b inversivel em A; a parte a) déste teorema nos mos-
tra que y & transcendente sdbre A e é imediato que Afy]cAlx].
Por outro lado, temos x=-ab'+bly, logo, xeA[y], de onde
vem, Alx]cAly] e entdo A[x] Alyl; portanto, y é um gerador
de Afx] sébre A. |

COROLARIO - Seja Alx] um anel de polindmios no ele-
mento transcendente x e com coeficientes num anel de
integridade A; nestas condigdes, para todo gerador y de A;[x]
e para todo elemento ndo nulo zeA[x], temos 9.2 = dyz.

E uma conseqiiéncia imediata do lema 2 e do teorema
acima.

Tbédas as nogdes que tinhamos visto no §1 transportam—se
para um anel de polindmios A[x] no elemento transcendente
x e com coeficientes num anel de integridade A, pois, con-
forme ja sabemos o anel A[X] é A-isomorfo ao anel Afx]e o
corolario acima nos mostra que a no¢io de grau nio depehde
do gerador x de A[x]. Assim, em particular, valem em Alx]
os teoremas sObre a divisdo euclidiana (teoremas 4 e 5).

EXERCICIOS

52. Determinar todos os geradores do anel de polindémios F3[X]
53. Determinar o nimero de geradores do anel K[X], onde K é um
corpo finito e com m elementos.

54. Mostrar que se Kw) e K sfo dois corpos e se £ e y sio

transcendentes sdbre o corpo K, entdo ex1ste um uUnico K-isomorfismo
LK@ — K@ tal que Ao =

EXERCICIOS SOBRE O §2

55. Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja A
um sub-anel unitério de B; consideremos um elemento geB[X]. Mostrar
que se existe feAlX], f+#0, tal que gfeAlX] e se o coeficiente domi-
nante de f é inversivel em 4, entdo ge=A[X].

56. Sejam f e g dois polindmios com coeficientes num corpo K;
mostrar que se a divisdo euclidiana de #(X%+Xg(X® por X2+X +1 & exata,
entdo f(1)=g(1) =0. :

57. Seja feKIX], f#0 e df =n, onde K é um corpo; mostrar que se
(xz)mm é uma familia de elementos de K e se x; # x; para i (1<i,jsn),
entdo existe uma Unica famila ()4 cpn, de elementos de K, tal que

Fmept )X -2 )40y (X -2 )X - xp)++ o4 C (X =2 (X = Tp) e+ (X = 22,,).
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58. Seja (fjgeien Uma familia de polindmios de K[X], onde K é um
corpo, e suponhamos que f; #0 e df; #i. Mostrar que para todo polind-

mio ndo nulo feK[X], de grau k<n, existe uma unica familia (€ ojerc
n

de elementos de K, tal que szcjfj.
=0

59. Sejam A e B dois anéis. comutativos com elementos unidades
e consideremos o anel produto AXB dos anéis A e B; demonstrar que
P(AXB) satisfaz o principio de identidade de polindmios ‘se, e sOmente
se, P(A) e P(B) satisfazem o mesmo principio.

60. Seja A um anel comutativo com elemento unidade; mostrar
que P(A) satisfaz o principio de identidade de polindmios se, e soOmente
se, a aplica¢o idéntica de A é transcendente sdbre A.

61. Seja K um subcorpo de um corpo E e seja & um elemento de

. E; demonstrar que x é algébrico sObre K se, e somente se, o sub-anel

Kl[x] é um subcorpo de E.

82. Seja K um subcorpo de um corpo E; mostrar que todo ele-
mento de E é algébrico sobre K se, e somente se, todo sub-anel 4 de E
tal que K< A é um subcorpo de E.

63. Consideremos o anel de polindbmios A[X], onde A é um anel
comutativo com elemento unidade; se f e g sdo dois elementos quais-
quer de A[X] colocaremos, por definicdo, f*g = f(g9) e obtemos déste modo
uma operacdo % sbbre A[X].

a) Mostrar que a operacdo * € associativa.

b) Mostrar que * € distributiva a esquerda em relacdo a adicéo
e em relacdo & multiplicacdo, isto é, que (f+g)*h=Ffxh+gxh e (fg)xh =
=(fxh)-(g%h), quaisquer que sejam f, g e h em A[X].

c) Se A é um anel de integridade e se fxg=0, ento f=0 ou g
é constante.

d) Se A é um corpo e se q e r sdo, respectivamente, o quociente
e o resto da divisio euclidiana de g por f, onde geAl[X], feAlX] e
f# 0, entdo, para todo polindmio ndo constanie usAlX], g*u e ru séo,
respectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana de gxu
por fxu. .

64. Sejam A e A’ dois anéis comutativos com elementos unidades,
seja A um homomorfismo de A em A’ e consideremos os ané¢is de poli-
némios A[X] e A[Y] nas indeterminadas X e Y.

a) Mostrar que existe um tUnico homomorfismo 7: A[X] - A[Y] tal
que XX)=Y e i =Xka para todo a em A.

b) Verificar que Ker (%) =(Ker(M[X] e Im(7) =ImG)Y].

c) Mostrar que 1 é um epimorfismo (resp., monomorfismo) se, e
sOmente se, 2 é um epimorfismo (resp., monomorfismo).

d) Concluir que 2 é um isomorfismo se, e sdmente se, /. é um
isomorfismo. ‘

65. Estender os resultados do exercicio anterior para o caso em que
Afx] e A'[y] s8o anéis de polindmios nos elementos transcendentes x e y.
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§3 - ANEIS DE POLINOMIOS COM DIVERSAS IN.-
DETERMINADAS :

3.1 - CONSTRUCAO DO ANEL DE POLINOMIOS COM
n INDETERMINADAS.

Seja m um numero natural nfo nulo e consideremos o
conjunto N" de tdédas as n-uplas de nimeros naturais, isto é,
N™ é o conjunto de tdodas as aplicacbes do intervalo [1,n] (ver

o §2.1, Capitulo II) no conjunto N dos numeros naturais.
Portanto, um elemento de N™ é uma aplicacdo i:[1,n] =N e
esta aplicacdo também é indicada pela notacdo indexada
i=(i1,%2,°>-,in), onde ir=14 para r=1,2,---,n. No que se segue
preferiremos, em geral, indicar um elemento de N" pela pri-
meira notacdo.

 Seie i sdo dois elementos quaisquer de N™ definiremos
i+j por (+jrmy=im+jr) para r=1,2,-...n; é imediato que
i+je N™ e é facil verificar que a operacgdo (i,j)+>i+j define uma
estrutura de monéide comutativo sdbre N” e que todo ele-
mento déste monodide é regular para a adicdo. Notemos que
o elemento zero déste monoéide é a aplicagdo nula, ainda indi-
cada por 0, de [1,n] em N. Além disso, é importante notar
que para todo keN™ existe sdmente um numero finito de pares
ordenados (i,))eN"XN" tais que i+j=k; efetivamente, o numero

déstes pares é I_Z (k»+1), onde k;=k(.
r=

Definiremos uma relagdo < s6bre N” do seguinte modo:

se i e j sdo dois elementos quaisquer de N™, com i#j, entdo
i<j se, e sOmente se, existe um indice pe[l,n] tal que i(p)<j(p)
e i =jr) para todo rell,;n] e r<p. E facil verificar que a
relagdo < é uma ordem estrita total (ver o §2.4 do Capitulo I);
portanto, obtém-se, déste modo, uma ordem total < sdbre o
conjunto N, que é denominada ordem lexicogrdfica.

LEMA 3 - A ordem lexicografica é compativel com a adi-
¢do definida sdbbre N™ e, além disso, é uma boa ordem sébre
N7 (definicdo 10, Capitulo I); portanto, (N™,+,<) é um mo-
néide bem ordenado. .

Demonstracho - £ facil verificar que a ordem lexicogra-
fica & compativel com a adicfo, logo, s6 falta mostrar que
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todo subconjunto nfo vazio de N™ tem minimo, o que faremos
por inducdo finita s6bre o nimero natural ndo nulo n. Para
n=1 esta afirmacfo é verdadeira em virtude do axioma N4
utilizado para definir o conjunto N dos nimeros naturais (§2.1,
Capitulo II); suponhamos que n<l e que a ordem lexicogra-
fica s6bre N™ seja uma boa ordem e seja A um subconjunto
ndo vazio de N™!, Seja B o subconjunto de N" definido do
seguinte modo: uma n-upla (i1,4s,--+,in) pertence a B se, e somen-
te se, existe um nUmero natural in; tal que (i1,iz, -+, in, i) EA.
E imediato que B é nio vazio, logo, conforme a hipotese
de inducdo, existe (bi,bs,---,bn)=minB; por outro lado, o con-
junto de todos os nimeros naturais j tais que (i1,iz,+-,in,)EA
é nfo vazio, portanto, existe o minimo by, déste conjunto
e é evidente que (by,bs,+++,bn,bns) =minB.

Seja A um anel comutativo com elemento unidade e con-
sideremos o conjunto F(N™ A) de tdédas as aplicacbes de N"

em A. No que se segue adotaremos a notacio indexada para

indicar os elementos de F(N", A); assim, uma aplicacéio f: N*— A
serd indicada por f=(ai)iexs® ou f=(a;), onde a;=f(i) para
téda n-upla ieN". Definimos no §2.1 déste Capitulo a soma
de dois elementos quaisquer f=(a;) e g=(b) de F(N",A) por
meio de f+g=(c;), onde c¢;=a;+b;. Sabemos que a operacdo de
adicdo (f,g9)— f+g define uma estrutura de grupo comutativo
sbbre F(N",A); observemos que o elemento zero déste grupo
é a familia nula 0'=(a;), onde ai=0 para téda n-upla ieN".

DEFINICAO 9 - Diz-se que uma familia (a;))eF(N", A) é
quase-nula se, e sdmente se, a;+#0 somente para um numero
finito de n-uplas ieN".

ExempPro 26 - A familia nula 0’ é quase-nula. Para toda
n-upla reN”, a familia M, = (0, i)ien», onde 0;,=1€A e 0,;=0A
se r#1i, € quase-nula.

E facil ver que uma familia (a;)eF(N" A) é quase-nula
se, e sOmente se, existe um numero natural p tal que ai=0
para toda n-upla i=(i1, i, -, in)eN" tal que ij+ix+---+in>p.

- Por meia desta propriedade verifica-se, facilmente, que o con-

junto E de tédas as familias quase-nulas pertencentes a F(N? A)
é fechado em relacdo a adicdo e é imediato que esta ope-
racdo induz uma estrutura de grupo comutativo sébre E.
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DEFINICAO 10 - Chama-se produto de duas familias quais-
quer f=(a;) e g=(b;), de E, a familia fg=(c,) definida por
Cp = Zaibj (18)
i+)=k
para tdéda n-upla keN™ ‘

Conforme tinhamos observado acima, no segundo mem-
bro de (18) s6 temos um numero finito de parcelas e, de fato,
éste nimero é igual a (ki+1)(ke+1).--(kn+1). Pode-se verificar,
facilmente, que a familia produto fg=(c,) é quase-nula, logo,
fg€E; fica assim definida uma operacdo de multiplicacdo
(f,9)+— fg sbbre o conjunto E e com processo completamente
anélogo ao utilizado na demonstracio do teorema 1 mostra-se
que é valido o seguinte

TEOREMA 19 - As operacdes de adicdo e de multiplicaciio
introduzidas acima definem uma estrutura de anel comutativo
com elemento unidade sbbre o conjunto E.

Observemos, simplesmente, que o elemento unidade déste
anel é a familia My=1" definida no exemplo 26.

Os elementos- de E passam a ser denominados polinémios
com coeficientes em A e também diremos que (E,+,s) é um
anel de polinémios com coeficientes em A.

‘Consideremos soébre o conjunto N™ a ordem lexicogra-
fica < e seja f=(a;))eE um polinédmio ndo nulo; o conjunto

{ieN" | a;#0} é nfo vazio e finito, portanto, em virtude do lema 3

existe o maximo p (em relacdo & ordem lexicografica) déste

conjunto e € imediato que ap+#0 e a;=0 para. tdéda n-upla i>p.

DEFINICAO 11 - Chama-se grandeza de um polinémio
nio nulo f=(a;)eE a n-upla '

' p=max{ieN" | a;#0};
neste caso, ap-é denominado coeficiente dominante do po-
lindémio f.

A grandeza do polinémio nfo nulo f serd indicada por
9d(f); portanto, p=gd(f) se, e somente se, ap#0 e a;=0 para
téda n-upla i>p. Notemos que para n=1, tem-se ¢gd(f)=4f para
todo polindmio nd@o nulo f.

Sejam f=(a;) e g=(b;) dois elementos ndo nulos de E
e suponhamos que f+g=(c;))#0. Se p=gd(flsqg=gd(f), temos
Cq=0q+bg € c;=0 para toéda n-upla i>q; portanto, gd(f+g)<q.
Se p<q teremos cq=aq+bg=0+bg=bg#0 e a;=0 para téda n-upla
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i>q; portanto, f+g#0" e gd(f+g)=q. Demonstramos acima o
seguinte

TEOREMA 20 - Se f e g sf3o dois elementos ndo nulos
de E, temos: ‘

a) se f+g=#0, entdo gd(f+g)smax{gd(f),9d(9)};

b) se gd(f)#gd(g), entdo :

f+g#0" e gd(f+g)=max{gd(f),gd(g)}-

Consideremos agora dois elementos nfo nulos f=(a:) e
g=(b;) de E, seja fg=(¢x), onde ¢, é determinado por (18) e
ponhamos p=gd(f) e g=gd(g); vamos, entdo determinar ¢ coe-
ficiente cp.+q de fg. Para isso, notemos que se i<p e j<q,
entdo i+j<p+j (pois, j € regular em N™) e p+jsp+q, logo,
i+j<p+q; analogamente, se is<p e se j<g, conclui-se que
i+j<p+q. Portanto, cpiq=apbg € ¢ =0 para téda n-upla k>p+q
e daqui resulta que se fg#0', entdo gd(fg)<p+q; observemos
que gd(fg)<p+q se apbg=0, o que acontecerd somente quando
ap € by s@o divisores proéprios do zero em A. Concluimos assim
que se ap ou by é regular em A, entfo cpg=apbg#0, logo,
gd(fg) = gd(f)+gd(g). Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 21 - Se f e g sdo dois elementos ndo nulos de
E, temos:

a) se fg=0', entdo gd(fg)<gd(f)+gd(9);

b) se o coeficiente dominante de f ou de g ¢é regular,
entdo fg#0" e gd(fg)=gd(f)+gd(9)-.

A parte b) do teorema acima nos da, imediatamente, os
seguintes corolarios:

COROLARIO 1 - Se A é um anel de integridade e se f e g
sdo dois polinémios ndo nulos com coeficientes em A, entdo
fg#0" e gd(fg)=gd(f)+gd(g).

COROLARIC 2 - O anel de polindbmios K, com coeficien-
tes num anel comutativo A com elemento unidade, ¢ um anel
de integridade se, e somente se, A € um anel de integridade.

Consideremos o subconjunto A’, de E, formado por todos
os polindbmios (a;) tais que a;=0 para tdéda n-upla i20; é fa-
cil verificar que A’ é um sub-anel unitario de E e que a
aplicacdo ar-> (a;), onde qy=a e ;=0 para 10, é um isomor-
fismo de A em A’. No que se segue identificaremos o anel
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A com o anel A’ por meio déste isomorfismo, isto é, para
todo aeA poremos a=(a;), onde gy=a e a;=0 para i#0; em
particular, temos 0=0" e 1=1". Portanto, A passa a ser con-
siderado como um sub-anel unitario de E e diremos, entdo, que
todo elemento de A é um polinémio constante.

Para cada n-upla reN"™ consideremos "o polinémio
My =(0r,1)icnn definido no exemplo 20; afirmamos que
MrMs=Mr+s (19)
quaisquer que sejam as m-uplas r e s em N” Com efeito,
pondo-se M.M;=(c), temos
Cp = Z’émds,j (20)

i+j=k
Supondo-se k#7r+s e i+j=k temos, necessariamente, (i,j) #(r,s),
logo, todos os térmos do segundo membro de (20) sdo nulos e
entdo ¢, =0. Supondo-se k=r+s e i+j=k temos d,0s;=0 para
todo par (i,j) tal que i#r e para i=r temos j=s, logo, 0,055=1;
portanto, crs=1. Fica assim demonstrado que ¢, =0nsk para
téda n-upla keN", ou seja, que a férmula (20) é verdadeira.

Mostraremos, a seguir, que para todo acA tem-se
aMr = (aér,k,)kew (21).
Com efeito, o elemento a estd identificado com o polinémio
(adp,)ienn e pondo-se aMr=(c,) teremos

Ck = Z.'kaéo,iér’j = aar’k

) i+j=
© que termina a verificagio de (21). |

Para cada indice pe[l,n] indicaremos por e, a n-upla

(1,15, ++i)eN" definida por ip=1 e ig=0 se g+#p; é imediato
que para téda n-upla 7=(r,,7y, -, 7,)eN" tem-se
T = T8 +Tey e T8, (22).
Pondo-se X,= Mep—(aep,z)zEN" teremos em virtude das férmu-
las (19) e (22)
M7=X;'1X;2_---XZ;"

para téda n-upla r=(r;,7y,-.,r,)eN",

-Os polindmios X;,X,,---,X, passam a ser denominados
indeterminadas e cada polindémio

T
M. =]J[X;?
i=1

é denominado mondémio (precisamente, mondémio determinado
pela n-upla 7=(r;,7y,+, 1 )EN?).
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Seja agora f=(ai)ienn um elemento qualquer de E, logo,
existe um nUmero natural p tal que a;=0 para t6da n-upla
i=(iy, i) tal que i;+---+ip>p; conforme os resultados esta-
belecidos acima temos

f:.faiMi,
onde a somatéria est4 estendida a tddas as n-uplas i=(i,-+,in) €N"
tais que iy+---+ip<p. Esta férmula pode ser representada por

P ; )
f = ’;:)(Zaal,...,in,xll ven Xi{t (23)

onde a somatéria entre os paréntesis estd estendida a tddas
as n-uplas (i;,.--,i,) tais que i;+---+in=k.

Esta é a expressdo usual de um polinémio em Xi,---,Xn
€ com coeficientes em A. Cada polindmio

i i
a(il,-u,in)Xll eee Xnn

é chamado térmo do polindbmio f e também diremos que
Qiyomig € O coeficiente do térmo em M;=Xl---X;" em f. Su-
pondo-se que f#0 e que exista um coeficiente nfo nulo
Qiiy,iyys COM Gy +esetin=p, diremos que (@ij+-+iy<p € a familia
dos coeficientes do polinémio f. Observemos ainda que o poli-
ndémio f, representado por (23), é nulo se, e somente se,
Qiiyip =0 para téda n-upla (iy,---,in) tal que i+ +in<p.
E imediato que o sub-anel de E gerado pelo conjunto
AU{XI,XZ,"',Xn}

que se indica por A[X;,X,,+-+,Xyu] (ver o §1.6 do Capitulo IV)
coincide com E. Daqui por diante indicaremos o anel de
polindmios E pela notacdo mais sugestiva A[X:,X,,--, Xal;
cada elemento déste anel é denominado polinémio nas indeter-
minadas X1,Xz,---,Xn com coeficientes em A e diremos que
AlXy,Xs,+-,Xal é o anel de polinémios nas indeterminadas
X1,Xs,--+,Xn com coeficientes em A.

Suponhamos que o polindmio feA[X;,X,, .,Xn], repre-
sentado em (23), seja nfo nulo; neste caso, chama-se grau (to-
tal) de f ao maximo do conjunto {i;+:--+in | Quyipy# 0. O
grau de f sera indicado pela notagdo 4f; portanto, voltando &
formula (23), temos df =p se, e soOmente se, existe uma n-upla
(ig,++yin) tal que ij+-+++in=D € Ay iy #0. E imediato. que se
f=g e se f#0, entdo df = dg. Demonstra-se, facilmente, o se-
guinte (ver a demonstracdo do teorema 2).



320

TEOREMA 22 - Sejam f e g dois polindémios ndio nulos de
AlXy,X5,0+,X5]; temos:
a) se f+g=#0, entdo 3(f+g)smax{of,dg};
b) se df#dg, entdo f+g#0 e (f+g) = ma;r:{éf agt.
Chama-se forma ou polinémio homogéneo a todo polind-
mio f,eAlX,, X5, - Xn] tal que

= D aipiXite X (24);

11+ Higp=k
portanto, uma forma é todo polinémio que é uma «combinacéo li-
near» com coeficientes em A de mondémios Xl1 X "™ que tém o
mesmo grau kK =ii+:--+in. Se f, #0 diremos que f, é um polin6émio
homogéneo de grau k. Como conseqiiéncia do teorema 22 temos
o seguinte: se (fi)y,, © s€ (g 580 duas familias de poli-
ndémios homogéneos, com fo#0 e g,#0, tais que

v
k_;(jfk=j=og,~,
entdo p=q e szgk para k=0,1,-..,p.

De acérdo com as férmulas (23) e (24) o polindmio f pode
_ser representado sob a forma

D
3
f= 25
k=0
e se f#0 e 9f=p, entdo a observagio acima nos mostra que
os polindémios homogéneos fosf1ree,fp (com fp#0) sdo determi-

nados de modo Gnico. D1remos neste caso, que (f,) ockep © 8 fa-
milia das componentesw homogeneas do polinémio f.

Consideremos agora ‘dois polinémios ndo nulos f e g do
anel A[X,,X,,---,X,] e suponhamos que df=p e dg=q, portan-
to, f e g podem ser representados sob as formas

v q
> 7
fzzlf; € g= Zygj’
1=0 J=0
onde f, e g9; sdo polindmios homogéneos, fp e gq sdo ndo nu-
los e df;=1, dg;=j se f;#0 e g,#0. Destas igualdades resulta

D+q
(Z T,

onde se faz a convencio: fi_() se i>p e g;=0 se j>g. Ora,
cada produto f,g, € um polinémio homogéneo, logo, hk:Zfigj
J i+j=k

também é um polinémioc homogéneo e se hx# 0 temos dhk=k;
portanto, se fg#0 e se 3(fg)=r, entdo (hklowsr € a familia das
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componentes homogéneas do produto fg. Supondo-se que A
seja um anel de integridade, o corolario 2 do teorema 20 nos
mostra que A[X;,X,,.--,X,] também é um anel de integridade;
portanto, temos hp.q=fpgq#0 e entdo 4(fg)=p+q. Demonstra-
mos acima o seguinte

TEOREMA 23 - Sejam f e g dois polindmios nio nulos de
AlX,,Xs,--,X,], onde A é um anel comutativo com elemento
unidade; temos:

a) se fg#0, entdo a(fg)<of+dg;

b) se A é um anel de integridade, entio fg;&O e ofg)=
=9f+dg.

Seja K um corpo e consideremos o anel de polindmios
K[X,;Xs,--+,Xn] nas indeterminadas X;,Xo,---,X, € com coefi-
cientes em K; o corolario 2 do teorema 20 nos mostra que
éste anel é de integridade, logo, podemos construir o corpo de
fracdes M de KI[Xi,X,,---,Xn] (ver o §2.1, Capitulo IV) e é
imediato que o subcorpo, de M, gerado por KU{X;,.--,X,} é
o préoprio M; portanto, podemos indicar M pela notacdo
K(Xy,X5,-+-,X5). Os elementos de K(X;,X,,-++,X») sdo denomi-
nados fracdes racionais mas indeterminadas X;,Xs,---,Xn. com
coeficientes em K; K(X1,Xs,-++,X») é chamado corpo de fracdes
racionais nas indeterminadas Xi,Xz,---,Xn com coeficientes em
K ou corpo de fragbes racionais em X;,Xs,---,Xy sobre ocorpo K.

EXERCICIOS

66. Verificar, detalhadamente, que a relacio <, definida no inicio
desta seccdo, ¢ uma ordem estrita e total sObre o conjunto N”.

67. Mostrar que uma familiaf:(ai)eF(Nn,A) é quase-nula se, e
somente se, existe um numero natural p tal que a; =0 para tdda n-upla.

i=(,, i, )eN" tal que § +.--+i, >p,

68. Demonstrar que o produto de d'uas familias quase-nul,as/(de
elementos de F(N™,A)) é uma familia quase-nula.

69. Demonstrar o teorema 19.

70. Determinar as grandezas dos seguintes polindmios pertencen-
tes a AlX,X,,X;,X,I:

) X +X,+ X+ X,

b} X Xp+X X+ X ) X+ X, X+ Xy X+ X X,

¢) XXX+ X XX+ X X X+ X XX,

d X, X,X.X,.
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1. Determmar as grandezas dos seguintes pohnomlos pertencentes
a AlX,,X,,.--, X 1:
a) 2X,+3X,+X,+ XoXoX,+ XX, X+ X3+ X3X5, n=3 e A=Z;
b) (X + X, +X X+ X X)X+ X+ X Xp), n=3, A=Fy;
Q) (X, +X,+X +(X)+X,+2X,)°, n=4, A=F,;
d) (X, +X ) +(1+X,+3X,)7+X3X,, n=2, A=Q.
72. Ordenar os polinOémios dos exercicios 68 e 69 pela ordem
lexicografica. .
73. Determinar os graus dos polinémios dos exercicios 68 e 69.
74. Determinar o nimero de mondmios de grau r do anel de po-
lindbmios AlX,,X,,---,X,]. o
75. Determinar o nimero de mondmios, de grau <r, do anel de
polindmios AlX,,X,,---,X,].
76. Escrever sob a forma (23) os seguintes pohnomlos pertencentes
a AlX,,X,, X, .
a) (Xl+X2+X3)(X1+wX2+w2X3)(X1+w2X2+wX3), onde A=C e
1 Y
w = 5-1+if3 ) v
2_ 022~ aA(X2E - a2
— — X7 -0 WX -aNX5-a) +
a%a®-b?
1 1
2 2052 322 2y T 202
+ m(xl~b HXG-bNXG~cT)+ a2b2X1X2X3’
onde A=R, a, b e ¢ sio nimeros reais e a#0, b#0, a £+b e b#=*c.
71. Calcular, em Q(X;,X,,X,):

XHX3- XD+ XX - XD+ XHXT-XD
XAXy— X )+ Xo(Xy—~Xp) + XHX, - X,)
78. Se A é um anel de integridade, mostrar que
UAlX,,X,,---, XD = U)
(ver o teorema 6 para o significado destas notagdes).
79. Aplicar o teorema 5 aos polindmios ‘
g=2-X, +DX3+ X, + DX+ X3-X, e f=(X,-DX5+(X,-DX,+ X}~
do anel QIX,,X,l. '

3.2 - ANEIS DE POLINOMIOS

Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja
A um sub-anel unitirio de B; consideremos o conjunto B"
(neN*) de todas as n-uplas de elementos de B e o anel de
polinémios A[Xy,X;,-+,X,] nas indeterminadas X;,X;,---, X, e
com coeficientes em A.
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DEFINICAO 12 - Seja
=3 Y i X X*") - (25)
k=0 ij+..+ip=k .

um polinémio de A[X;,X,,--»,Xn] e seja x= (xl,xz,---,x) um
elemento qualquer de B™; chama-se valor que | assume em
X =(Xy,%y,°°+,&,) ou valor de f quando se. substitui X; por x;

(i=1,2,---,n) ao elemento
F@) = f(ay, e+ 20) = 2 (, 2 aa,. itz n) (26).

k=0 ’ll+ -H,n_

EXEMPLO 27 - Tomando-se B=A[X:,X;,---,X»] e conside-
rando-se a n-upla (Xi,X3,-:-,X») temos f(X;,Xs,---,Xn)=Ff, o
que justifica a notacdo f(Xi,Xs,---,X») para indicar um poliné-
mio nas indeterminadas X;,Xs,--,Xn:

ExempLo 28 - Para cada monoémio

M'r = Xl X °e° n
e para téda n-upla x=(x,,2,,++,2,)=B", temos
M) = My(2y, g0+, ) = X122, 000, 00
Observemos que M, (x) é elemento do sub-anel Alx;,x,,--:,x,],
de B, gerado pelo conjunto AUf{x;,x,,---,x,} e daqui resulta
imediatamente que o elemento f), representado em (26),
também pertence a éste sub-anel.

O seguinte teorema é de verificacdo imediata
TEOREMA 24 -Se f e g sdo dois polinémios de A[X;, X5, -+, Xn]

e se x=(X;,%y, -+, Ty) &€ um elemento qualquer de B", entdo
valem as seguintes férmulas

(f+ghx) = f(x)+ glr) ' 2",
. (-f)xy = -f(x) (28)
Fo)® = fog (29).

As férmulas (27) e (29) nos mostram que a aplicaciio

0y AlXy,X5,---,Xn] — B

definida por
Ux(f)"_‘f(xl’xz""yxn)

€ um homomorfismo e como 0a)=a, para todo a em A4, re-
sulta que 0 é um A-homomorfismo; além disso, é facil veri-
ficar que

Im(0z) = Alxy, x5+, 2,).
Finalmente, se 4 é um A-homomorfismo de A[X;,X,,:--,Xy]
em B e se MX;)=x; para i=1,2,.--,n, entdo temos
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M) = 2. xin = My

para todo mondémio Mi—_-Xingz---Xi", de onde resulta

A(f) = f(y, 2,00, 2,) = 02(f)
para todo polinémio feAlX,,X,,.--,X,]; portanto, 1=0y. De-
monstramos acima o seguinte

TEOREMA 25 - Para toda n-upla x=(x,,%,,---,2,)eB" exis-
te um unico A-homomorfismo 0:A[X,,X,,.--,X,] — B tal que
0x(X3)=x; para i=1,2,...,n; além disso, a imagem de o, é
o sub-anel Alx;,x,,---,x,], de B, gerado pelo conjunto
AUz, 25,00, 2,}.

Daremos, a seguir, uma aplicacio importante déste teo-
rema que serd utilizada na seccdo 3.4 para o estudo dos poli-
noémios simétricos. No §1.3 do Capitulo II definimos o grupo
simétrico (S, ,) do conjunto E={1,2,.--,n}, onde n é um na-
mero natural ndo nulo; lembremos que todo elemento de S,
é uma permutacio do conjunto E, que a operacfio o, conside-
rada sObre o conjunto S,, é a composicio de permutacdes e
que o elemento unidade déste grupo é a permutacdo idéntica
1 do conjunto E. Cada permutacio oS, determina uma n-upla
(Xoay, Xow,*++, Xom) de elementos de B=A[X,,X,,---,X,] e con-
forme o teorema 25 existe um Gnico A-endomorfismo &:B— B
tal que 0(Xi)=X,s para i=1,2,---,n. E usual indicar por ¢ o
A-endomorfismo 0 e neste caso escreve-se ¢-f no lugar de
o(f), portanto, temos

: 0-Xi=Xo4y para i=1,2,.--,m,
0-f = f(Xoay, Xo@yy ) Xom)
e, em particular, 1-f=§f para todo polinémio feA[X;,X,, -, X,].

Exempro 29 - Considerando-se o polinémio

f=X3X,+X3X,+2X, X, X+ X3X2 e Z[X,, X,, X;)
e a permutagdo o=(}2%), temos
0-f=f(X,, X3, X)) = XEX + X3X,+2X, X, X, + X3X2.

Exempro 30 - Para toéda permutagio oeS,, se f=X+X,+
+X.+X,, temos
0-f =X+ Ko+ Xo+ X = X, + X+ X3+ X, = f.
Exempro 31 - Para todo mondmio
' - n
' M("r"'sz""'n) = IIYX:.I € A[Xth: ""Xn]
3=

e para tdda permutacdo oS, temos

325

n 7
-1 _ 75 _ To) _
oM,y = ]z X7, = ]? XTI =My, r s (30).

Observemos que se ¢ e 7 sdo dois elementos quaisquer

de S,, temos
(o01)-X; = Xgoryy = Xotrayy = 0 Xoy = 0-(7- X))
para i=1,2,...,n; portanto, em virtude do teorema 25, teremos
(o) f=0-(z-f) (31)
para todo polinémio feA[X;,X,,---,X,]. Desta férmula resulta
em particular que
ml.(g.f):f=g.(g‘1.f)

e daqui se conclui, facilmente, que a aplica¢do frso0-f é bije-
tora e diremos, entfo, que esta aplicacdo é o A-automorfismo
determinado pela permutacdo o.

De acOérdo com o teorema 25, todo elemento y de
Alxy,xy,+,2,] € da forma y=f(x), onde fx) esta representado
em (26). Parece, entdo natural dizer que y é um polinémio
em X,,Xxy, -, X, com coeficientes em A; no entanto, esta no-
menclatura nfo deve ser usada no caso geral, pois, o polind-
mio f nd3o é necessariamente determinado de modo Gnico. Para
ver em que condi¢cdes podemos considerar certos elementos
de B como polinémios com coeficientes em A introduziremos
a nocdo de elementos algébricamente independentes e o con-
ceito geral de anel de polinémios.

DEFINICAO 13 - Seja B um anel comutativo com elemen-
to unidade e seja A um sub-anel unitario de B. Diz-se que
uma familia (x;);qen, de elementos de B, é algébricamente li-
gada sobre A se, e sOmente se, existe um polinébmio nio nulo
geAlX,,X,,---,X,] tal que g(x;,x,,:+,x,)=0. Caso contrario,
diz-se que a familia (X)), € algébricamente livre sébre A.

Exempro 32 - No anel de polinémios A[X,,X,,.---,X,], a
familia (X;)1cien € algébricamente livre sobre A.

E imediato que se (x;)ici<n € algébricamente livre sébre
A, entdo os elementos x;,x,,---,x, s@o distintos dois a dois;
além disso, verifica-se que a familia (x,4)1<n, Onde o é uma
permutacdo qualquer de E={1,2,---,n}, também é algébrica-
mente livre sébre A. Por causa disso, diz-se que o conjunto
{x,,2xq,°-+,x,} € algébricamente livre sdbre A, ou, que os ele-
mentos X;,X,, -+, X, sdo algébricamente independentes sébre A.
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Valem observacdes andlogas para uma familia algébricamente
ligada cujos elementos sejam distintos dois a dois.

Notemos que os elementos x;,X,,:*,x, sdo algébricamen-
te independentes sObre A se, e somente se, 0 A-homomorfismo
0,, determinado pela mn-upla x=(x;,%;, >, T,)EB", €& um
A-monomorfismo. Neste caso, para todo ye A[x,,x,, -, &,] existe
um tnico polindmio feAlX;,X,,---,X,] tal que y=f(xr;,%s,**,2y)
e entdo & legitimo dizer que y € um polindmio em x;,%;, -, %,
com coeficientes em A. Precisamente, daremos a seguinte

DEFINICAO 14 - Seja B um anel comutativo com ele-
mento unidade e seja A um sub-anel unitario de B. Diz-se
que B é& um anel de polinémios sébre A se, e sOmente se,
existem elementos x,,x,,-*,T,, de B, algébricamente indepen-
dentes s6bre A tais que B= A[x,,X,,,X,]. Neste caso, dire-
mos que {x;,xs, >+, L,p € um sistema de geradores de B sébre
A e os elementos de B serfo denominados polindmios em
Xy,Xq,+, %, com coeficientes em A; além disso, diremos que
B é um anel de polindmios em xy,%y,:*+,X, com coeficientes
em A.

Esta definicdo € justificada pelo fato que nas condigGes
acima temos A[X,,X,,--,X,]= A[x,,x,,-++,2,]=B, ou de modo
mais preciso, existe um tnico A-isomorfismo o de A[X,,X,, -+, X,
em B tal que o(X;)=ux; para i=1,2,---,n.

Exempro 33 - O anel de polinémios A[X,,X,,---,X,] nas
indeterminadas X;,X,,---,X,, também é um anel de polindémios
sobre A segundo a defini¢fo acima.

Exzmpro 34 - Seja B um anel cormnutativo com elemento
unidade, seja A um sub-anel unitério de B e consideremos o anel
de polinémios B[X;,X,,---,X,] nas indeterminadas X;,X,, -+, X,;
é imediato que o sub-anel A[X,,X,,---,X,], de B[X,,X,,---,X,l,
é um anel de polinémios segundo a definicdo acima.

Consideremos novamente o anel de polindmios

A[XMXZ"")X‘II]\"
nas indeterminadas X,,X,,---,X,, e suponhamos que n>1. Diz-
se que um polinémio fe A[X,,X,,---,X,], representado em (25),
nio depende da indeterminada X, se, e somente se, Gg,,i,-iny= 0
para toda mn-upla (ig,ig,-0-,i,)EN" tal que & +ip+e--+iz<p e
i,#0. Verifica-se, facilmente, que o conjunto de todos os po-
lindmios que nio dependem de X,, é o sub-anel A[X;,X,,---,X,,].
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Mostraremos que A[X,,X,,---,X, ;] € um anel de polinémios
em X,,X,,-,Xs1 segundo a definicdo 13. Com efeito,
a partir do mondide N™! pode-se construir o anel de
polindémios A[Y,,Y,,++,Ys4] nas indeterminadas Y,;,Y,,---, Y,
com coeficientes em A e conforme o. teorema 25 a
(n-1)-upla (X;,X,,---, X, ;) determina um Gnico A-homomorfismo
0 AlY,,Y,,.--,Y, ] — A[X,,X,,---,X,,] tal que o(Y;)=X,; para
i=1,2,---,n-1. Ora, é imediato que o é injetora e, por-outro
lado, sabemos que Im(o)=A[X,,X,,---,X,4]; portanto, 0 é um
A-isomorfismo de A[Y,,Y,,:--,Y,4] em A[X,,X,,---,X,,] e da-
qui resulta que A[X,,X,,---,X,,] € um anel de polinémios em
X1, Xy, X, com coeficientes em A Segundo a definicdo 13.
Completaremos éste resultado com o seguinte

TEOREMA 26 - Seja A[X,,X,,---,X,] o anel de polinémios
nas indeterminadas X,,X,,---,X,, (n>1) com coeficientes em
A e seja S=A[X,,X,,-+,X,,1] o sub-anel, de A[X,,X,,--+,X,],
formado por todos os polindbmios que ndo dependem de X,.

Nestas condicdes, temos:

a) S é um anel de polinébmios em X,,X,,.--,Xn.1 com coe-
ficientes em A; ‘

b) A[X,X,,+-,X,]=8[X,] &€ um anel de polinémios em
X, com coeficientes em S (segundo a defini¢cdo 7).

S6 falta demonstrar a parte b) e para isso basta demons-
trar que X, é transcendente sbbre S. Ora, suponhamos que
9(X,)=0, com

g=by+b X +---+bX°eS[X],
logo, cada b; é um polinébmio em X,,X,,--,X,, com coefici-"
entes em A; temos
bo( Xy, e, Xy ) +by(X oo, X DX oo+ b(Xy 00, X, X5, =0,
relagdo esta que é verdadeira em A[X,,X,,-.-,X,] e daqui
resulta, facilmente, que os coeficientes de cada polinémio b;
sdo iguais a zero, portanto, g=0. ’ B

COROLARIO - Para todo polinémio néo nulo fe A[X,,X,, -+, X, |
existe uma Unica familia (f;)ye de elementos de A[X,,X,,++,X,,]
tal que

f=f0+f1Xn+"'+st§w
onde f,#0. .

E uma conseqiiéncia imediata do fato que A[X,,X,,---,X,]=

=S8[X,] € um anel de polindmios em X, com coeficientes em
S=A[X,, X+, X 4],



328

O teorema acima é utilizado na demonstragdo de pro-
priedades de polindmios com n indeterminadas quando se faz
o raciocinio por inducfo finita sdbre o nimero n (ver o exer-
cicio 86 e o lema 4). »

O teorema 26 pode ser estendido para anéis de polin6-
mios segundo a definicdo 14.

TEOREMA 27 - Seja B um anel comutativo com elemento
unidade, seja A um sub-anel unitario de B e sejam Xy, Xy, 0,y
(n>1) elementos de B. Nestas condi¢Oes, B é um anel de po-
lindmios em xy,%5,, Xy, com coeficientes em A se, e somente se,

a) S=A[x,,xs,°*",Lpy] &€ um anel de polindmios em
X1,X2,%°*,Lyy com coeficientes em A4;

b) B=S[x,] é um anel de polindmios em x,, com coeficientes
em S '
Demonstracio - Suponhamos que B seja um anel de poli-

ndémios em xy,X,,--+,x, com coeficientes em A, logo, existe
um Unico A-isomorfismo ¢: A[X;,X,, -+, X, ] — A[x;,%,,+++,2,]=B
tal que o(X;) =x; parai=1,2,.--,n. E imediato que o0 induz um
A-isomorfismo de A[x;,x,,:*,X,4] em S; portanto, S é um anel

de polindmios em x;,x,,++*, %, com coeficientes em A e, por

outro lado, vale a parte b) em virtude da parte b) do teorema
anterior. Reciprocamente, suponhamos que estejam verificadas
as condicBes a) e b) déste teorema; como B:S[xn]zA[xl,acz,---,x;l]
s6 falta verificar que os elementos x;,x5,::+,x, sdo algébrica-
mente independentes s6bre A. Supondo-se, por absurdo, que
éstes elementos sejam algébricamente dependentes sébre A re-
sulta que existe um polinémic ndo nulo feAlX,,X,,---,X,] tal
que f(Xy,25,°°,%,)=0 e como x;,x,y,**, T,y SA0 algebricamente
independentes sobre A concluimos que o polinémio f ndo pode
ser independente da indeterminada X,. Conforme o corolario
do teorema 26, o polinémio f é da forma '
f=f0+3c1Xn+"'+stjw
onde f,e AlX,,X,,---,X,4], f#0 e s=1, logo, temos
fo(xl"'"xn-1)+f1(x1»""xn—l)xn+'"+fs(x19""xnd)xrﬁ:Os
onde fyx;, -+, Xp.pES (i=0,---,9); portanto, fy(x;,+-+,x,,) =0, pois,
por hipdtese, x,, é transcendente sébre S. Obtivemos assim uma
contradicfo, pois, f#0 e x;,%5,°++, Ly, S80 algébricamente inde-
pendentes sobre A. |
COROLARIO - Se B=A[X,,X,,---,X,] é o anel de polind-
mios nas indeterminadas X,,X,,+++,X, com coeficientes em A e
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se S[X] é o anel de polindbmios na indeterminada X com coefi-
cientes em S, entfio S[X]=A[X,,X,,---,X,,X] & um anel de po-
linémios em X,,X,,---,X,,,X com coeficientes em A.

Observacio - Pode-se demonstrar a seguinte propriedade:
se S=Alx,,x,,---,x,] & um anel de polindmios em x,,2y,*, 2,
com coeficientes em A e se S também é um anel de polindmios
em Yy,Yy, **, Y, com coeficientes em A, entdo m=mn, ou sejs,
todos os sistemas de geradores de um anel de polindmios tém
0 mesmo numero de elementos.

EXERCICIOS

_ 80. Demonstrar o teorema 24.
81. Seja
F= X, 42X+ X+ X5 X, + X, X, +2X, X, X, & ZIX,, X,, X,];
determinar todos os polinémios 0-f, onde 0&S;.

82. Seja AlX,,X,,---,X,] o anel de polindmios nas indeterminadas
X,,X,,--,X, com coeficientes em A e consideremos o grupo simétrico
(S,,,°). Definiremos uma relacio R soébre AlX,,X,,---,X,] do seguinte
modo: se f e g sdo dois elementos quaisquer déste anel, entdo fRg se,
e somente se, existe 0=S,, tal que 0-f=g. a) Demonstrar que R é uma
relacio de equivaléncia sébre A[X,,X,,.--,X,] - A classe de equivalén-
cia moédulo R determinada por um polindmio f é chamada Orbita de f
b) Determinar as oOrbitas dos seguintes polindmios de A[XI,XZ,Xs]:

D X +X+ X, 2) XX+ X, X+ X Xg; 3) XX, Xo;
4) XK, + X, X3 +3X,X,+2X,X,.

83. Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja A um

sub-anel unitdrio de B e consideremos uma familia (x;);4,, de ele-

mentos de B, algébricamente livre sébre A. Verificar as seguintes pro-
priedades:

a) Se m é um nUmero natural tal que lsm<n, entio a familia
(T)1<ciem € algébricamente livre sdbre A. Daqui resulta, em particular,
que todo elemento x; € transcendente sdbre A.

b) Para téda permutacio 0&S,,, a familia (x é& algebrica-
mente livre sbbre A.

o(i))lsism

c) Se iy,iy,+,i, sd0 numeros naturais tais que 1giy<ip<. iy sm,
entdo a familia (xip)lspsr € algébricamente livre sobre A.

84. Mostrar que se A{Xl,Xz,---,Xn] é o anel de polinémios nas

indeterminadas X,,X,,---,X,, entdo A[X?,XZ,..., X2] ¢ um anel de po-

linémios segundo a definicdo 13.
85. Seja B:A[xl,xz,-u,xn] um anel de polindmios nos elementos
algébricamente independentes x,,%,,:--,X, € com coeficientes em A.
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a) Definir grau e grandeza de um elemento ndc nulo yeB em
relagdo ao sistermna de geradores {x;,X,, -+, X},

b) Estabelecer os correspondentes dos teoremas 20, 21 e 22.

¢) Considerando-se ¢ anel A[Xl,Xz]zA{yl,yZ], onde y;=X, e
y2=X2+Xf, mostrar que {y,,Y,} € algébricamente livre sdbre A e que
as nocdes definidas em a) dependem do sistema de geradores.

86. Utilizando o teorema 26 dar uma outra demonstracdo, por in-
ducdo finita, do corolario 2 do teorema 21.

87. Sejam A e A’ dois anéis comutativos com elementos unidades
e seja @ um homomorfismo de A em A’; consideremos ainda os anéis
de polindmios Alx,,x,, -, ] € ATY, Vs, ", Yyl

a) Mostrar que existe um Unico homomorfismo

P ALy, Xy, ] — ATTY L Ugs o, Yy

tal que @(x;)=vy; para i=1,2,..-,m e @@ =@ para todo ¢ em A.

b) Mostrar que ¥ é um epimorfismo se, e somente se, ¢ € um
epimorfismo.

¢) Demonstrar que € um isomorfismo se, e sOmente se, @ € um
isomorfismo.

3.3 - FUNCOES POLINOMIAIS

Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja
A um sub-anel unitario de B e consideremos o conjunto 4=B"
de tddas as m-uplas (xy,%,,-+,x,) de elementos de B e o anel
F(4,B) de t6das as fungdes de 4 em B. ’

DEFINICAO 15 - Chama-se funcdo polinomial de m wvarid-

veis definida sObre 4=B" e determinada por um polinémio
feAlX,,X,,---,X,], a aplicacdo ,
f,:4—B
fA(xl,xz,---,scn)=f(x1,acz,---,xn),
para téda n-upla (x;,%;, -, x,)EB".
Indicaremos por Pa(4) o subconjunto de F(4,B) formado
por t6das as fungdes polinomiais definidas sébre 4 e determi-

definida por

nadas pelos polinémios de A[X,,X,,---,X,]. Se f, e g, sdo dois.

elementos quaisquer de Pa(4), com f e g em A[X,X,,--+,X,l,
as férmulas (27), (28) e (29) nos mostram que

(f+g>A=fA+gA (32),
. -P,=-1,
(fg)A = ngA (33):

portanto, P4(4) é um sub-anel unitario de F(4,B). As férmulas (32)
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e (33) nos mostram que a aplicacio @: A[X,,X,, -+, X, ] — Pa(d)
definida por ¢(f)=f, é um homomorfismo e pela propria
definicio de Pa(4) resulta que ¢ é um epimorfismo. De
acérdo com 0 que vimos no §2.2, ¢ nfo é, em geral, um iso-
morfismo mesmo quando se escolhe B=A.

DEFINICAO 16 - Diz-se que o0 anel Pa(4), com 4=A", sa-
tisfaz o principio de identidade de polindmios se, e sOmente
se, a seguinte condicfio estiver verificada: quaisquer que sejam
fegem AlX,,X,,-,X,], se fs=94, entdo f=g.

E evidente que P4(4) satisfaz o principio de identidade

de polin6mios se, e somente se, o epimorfismo ¢ & um isomor-
fismo. Em virtude do que vimos no §2.2 sabemos que, em ge-

ral, P4(4) ndo é um anel de integridade e que Pa(4) nem sem-
. pre satisfaz o principio de identidade de polinémios. Para ver

em que condicles P4(4) é um anel de integridade precisamos
da seguinte propriedade preliminar:

LEMA 4 - Seja A um anel de integridade infinito e seja M
uma parte infinita do conjunto A; se f é um polinémio ndo nulo
de AlX,,X,,---,X,], entdo existe uma n-upla (x,,%,, -, x,)eM”
tal que f(x;, Xy, «,2,)#0.

DeMonsTRACAO - De acOrdo com o teorema 12 éste lema
é verdadeiro para m=1; suponhamos, entdo, que n>1 e que o
lema seja verdadeiro para n-1. Em virtude do corolario do
teorema 26 o polinémio f pode ser representado sob a forma

f=fo+f1Xn+"‘+stsa ‘
onde f;eAlX,, +*,Xnal (i=0,1,--+,5) e f,#0. Ora, A[X,,X,,+,Xn]

é¢ um anel de polindmios e f, &€ um elemento ndo nulo déste
anel, logo, de acdérdo com a hip6tese de indugdo, existe
(X1, X9, X yEM™ tal que fy(og, 2y, 2+, %,1)#0 e consideran-
do-se a n-upla (x;,***,Lp,Xy), de elementos de A[X,,X,,---,X,],
teremos
f(xl’xz”“rxn-l’xn)=b0+b1Xn+'°'+bsX$l;
onde b;=f,(x;,%y,°**,%yy) Para i=0,1,---,5 e by#0. Portanto, o
polinémio
g=by+b X +---+b X A[X]

¢ ndo nulo, logo, conforme o teorema 12, existe x,eM tal que
g(x,)#0 e notando-se que g(x,)=f(x;,Xs,***,Tpy,Ln) Obleremos
a tese do lema acima. - |
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COROLARIO - Seja A um anel de integridade infinito; se
f é um polinémio qualquer de A[X;,X,,---,X,] e se f4=0, en-
tdo f=0.

TEOREMA 28 - O anel Pa(4), onde 4=A", é |de integri-
dade se, e sdmente se, A é um anel de integridade infinito.

DemonstrAcCAO - Se A é um anel de integridade infinito,
o corolario acima nos mostra que Pa(4) satisfaz o principio
de identidade de polinémios, logo, Al[X,,X,, -+, X,l=Pa(4); por
outro lado, de acoérdo com o corolario 2 do teorema 21,
AlX,,X,,---,X,] & um anel de integridade, portanto, Pa(4) tam-
bém o é. Reciprocamente, suponhamos que Pa(4) seja um anel
de integridade; conforme o exemplo 16 que pode, evidente-
mente, ser adaptado para o nosso caso, A € um anel de inte-
gridade e o conjunto A n#o é finito em virtude do exemplo 15. |

COROLARIO - Se A é um anel de integridade infinito, en~
tdo Pa(4) satisfaz o principio de identidade de polinémios e
AlX,, X5, X 1=Pald).

EXERCICIOS

88. Seja A um anel de integridade infinito e sejam S;,S,,---,S,
partes infinitas de A. Mostrar que para todo polindmio n&o nulo
fEA[Xl,Xz,.--,Xn] existem infinitas n-uplas (a,a,,--+,a,) em S;XSyX--- XS,
tais que f(a;,ay,+++,0,) #0.

89. Utilizando o exercicio anterior, mostrar que se A é um anel de
integridade infinito, entdo A[X,,X,, -, X,]l=P,(d), onde A=A",

90. Seja A um anel de integridade infinito e seja (gpictem UMa
familia de polindémios nfo nulos de A[XI,XZ,---,Xn}. Mostrar que se
j’EA[Xl,Xz,---,Xn] é tal que f(a;,a,,-+,a,)=0, Dpara téda n~upla
(@,09,7 i, )4 = 4" tal que g,(0y,8y---,0,) #0 (i=1,2,...,m), entdo f=0.
Sugestdo: Considerar o polindmio h =fglgz-~-g,m€£”

3.4 - POLINOMIOS SIMETRICOS

Consideremos o anel de polinémios A[X,,X,,---,X,] nas
indeterminadas X;,X,,---,X,, com coeficientes no anel comuta-
tivo com elemento unidade A e seja (S,,o) o grupo simétrico
do conjunto E={1,2,---,n}. Conforme vimos na sec¢do 3.2, para
téda permutacdo oS, existe um tnico A-automorfismo f—> o-f
de A[X,,X,,---,X,] tal que 0-X,=X,u» para i=1,2,.--,n.
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DEFINICAO 17 - Diz-se que um polinémio fe A[X,,X,,---, X,
& simétrico se, e sOmente se, o-f=f para tdda permutacdo
celS,.

Exempro 35 - Todo polindémio constante é simétrico.

ExempLo 36 - Para n =3 podemos citar os seguintes exem-
plos de polindmios simétricos:

a) X,+X,+X;; b) XX, +X:X,+X,X,; o) X XX

d) X3+X3+X3+ XX+ XX+ X X, + X, X, X5,

Indicaremos por ©,(A) o conjunto de todos os polinémios
simétricos do anel A[X,,X,,---,X,]; o exemplo 35 nos mostra
que AcG,(A) e demostraremos, nesta secgdo, que Sa(A) € um
anel de polindmios sdbre A e para isso necessitamos de diver-
sas propriedades preliminares que serdo dadas nos lemas abaixo.

LEMA 5 - G,(A) é um sub-anel unitario de A[X,,X,,---,Xnl.

Com efeito, se f e g sdo elementos de S,(4) e se 0 € um
elemento qualquer de S,, temos
o-(f+g)=0-f+o-g=f+g,

o-(-f)=-(o-f)=-f
€ o-(fg) = (-0 -9) = fg;
portanto, f+g, -f e fg séo elementos de S,(4). |

Indicaremos por M,= M, r,,..r,y) © monomio XNX7z...Xn
determinado pela n-upla r:\(rl,rz,u’-,rn)eN"; déste modo, um
polinémio f de A[X,,X,,---,X,] pode ser representado por

f =rl+§ngpa<,1,...,,n)M(rl,...,,n, (34).

LEMA 6 - O polinémio f é simétrico se, e somente se,

QrptyrToimy) = Wyt (35)
para tdda permutacdo oS, e para téda n-upla (ry,--,7,)EN"
tal que Ty +---+7,<P. ‘

Demonstracio - Conforme a definicdo de o'-f e a fé6rmu-
1a (30), temos

a1, f 2 ’ o
24 f - a(rlr""'r’n)M(T{)(l)f"’ro('ﬂ) i

T+ AT <D
portanto, o1-f =f se, e somente se, vale a férmula (35) para to-
da n-upla (r1,7,:-+,7)&eN™ tal que 7 +7,+---+7,<p. Notando-se
que o polinémio f é simétrico se, e somente se, o-f=f para
téda permutaciio oS, obtém-se, imediatamente, a tese do lema
acima. : , |
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Para cada indice i<[1,n] indicaremos por J; o conjunto de
todos os elementos 7r=(ry,7,,---,7)eN? tais que
lsri<ry<ee<rsn;
verifica-se, facilmente, que o numero de elementos do conjunto
J; € o coeficiente binomial (7). Uma vez introduzida esta nota-
¢do indicaremos por s; ou spy 0 polinédmio
2/ X, X, X, (36);
red; .
déste modo temos, por exemplo,
s =X +X,+-- X,
Sy =X Xp+ X Xyt + X X+ X X+ X X,
s, =X X,---X,,.
Deixaremos a cargo do leitor a verificacdo do seguinte

LEMA 7 - Se B[X] é o anel de polinémios na indetermina-
da X e com coeficientes em B=A[X,,X,,---,X,], entdo, vale a
seguinte formula

J[(x-x)=x"+ ) (-1)is,xn (37).
i=1 i=1

Seja 0 um elemento qualquer de S, e consideremos o
A-automorfismo fr>o-f, de A[X,,X,,---,X,]=B, determinado
por ¢; em virtude do corolario 1 do teorema 17, éste A-automor-
fismo determina um tnico automorfismo & de B[X] tal que
0(X)=X e 6(b)=0-b para todo beB. Aplicando-se & a ambos
os membros de (37) resulta

n n
TI(X-Xoa) =X+ 21’(-1>i(a.si>xn-i
1=

i=1
e como

Jx-Xow = [[x-x)

concluimos que o-s;=s; para i=1,2,---,n; portanto, cada polind-
mio s; é simétrico. Os polindmios $1,85,°°,8n, S&0 denomi-
nados polinémios simétricos elementares nas indeterminadas
X,,X5,-+-,X,. Notemos agora que podemos afirmar que
Alsy,85,°+,8,] ©8,(A) e o teorema principal desta seccdo vai nos
mostrar que, de fato, vale a igualdade.

LEMA 8 - gd(si)=(1,1,---,%,(),...’0).=

E uma conseqiiéncia imediata da definicdo de grandeza de
um polindémio e da defini¢do de s; dada pela fé6rmula (36).
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LEMA 9 - Para todo monomio
T T T
M'r = M(‘rl,'rz,...,rn) = XI 1X22 soe Xnn y
temos

gd(Mr(Sl,S2’-.-’Sn))Z(%Z'ri,%??'i,n."rn)_
1= 1=

Com efeito, de ac6érdo com o teorema 21, parte b), e o le-
ma anterior, temos
9AMr(5, 85,7+, 8,)) = gd(s]1s]2++-577) =
=T194(81) +T5dG(Sy) ++ -+ T, 9d(Sp) =
=7,(1,0,0,---,0)+7,(1,1,0,-+,0)+---+7,(1,1,---, 1) =

n TEY
7
=(271,24T1,'°',7’n)~ l
1=1 i=2

LEMA 10 - A aplicagdo 4: N*— N" definida por
Ay = gd(M,(s;,85,+,8,))
¢ injetora.
Com efeito, se A(r)=A(t), com r et em N", temos, em vir-
tude do lema 9, r,,=t, e para todo indice ¢, com l<i<n, teremos

n n n n

T w - 7 i .
2=t e Y=t
j=1 =i 1

=t Jj=i+l j=i+
portanto, n n n n
L 7 7 7 -7
ri= 2= 2= - Y=t |
9=1 J=i+l G=1 j=i+1

LEMA 11 - Se fe€n(A4), f+0 e se gd(f)=(r,Ts, ", T0),
entdo 12Ty 2T,. :
DemonstrAaCAO - Para cada indice je[l,n] com j<n consi-
deremos a permutacio o&S,, definida por
j+l se i=j
oW=14  se i=j+l
i se i#j e i#j+l;
de acdérdo com a formula (15), temos
UroqyTo@yTom) = UrpTemTr) -
Se (Towy, To@ s *»Tom) # (T1, T2+, T,) temos
(’rﬂ(l) sTo@ys°°y Tﬂ(n)) < (Tl sTas°°%, Tn) 9
pois, Qry, 7y € o coeficiente dominante de f; mas r,m=1;
para i<j ou para i>j+1, portanto, 1.5 #7; e entdo rju<r;. Se
(Po), Tay, =" Tam) = (T1,T2,°**,Ty) Tesulta, facilmente, que 7j1=7;.
Portanto, para todo indice jell,n], j#n, temos rj275a. |
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TEOREMA 29 - A aplicacgio
@ A[X1, X5, 0, Xn] — Gp(A)

definida por
p ¢(f):f(slis27'“ssn)

€ um A-isomorfismo.

DemonsTrACAO - J& sabemos que ¢ é um A-epimorfismo de
AlXy,X,,++, Xn] em Im@) = Als,,s,,+++,8,]=8,(4), portanto, fal-
ta demonstrar as seguintes propriedades: a) A[s;,s,,+++,5,]=Gn(A4)
e b) ¢ é injetora.

a) Suponhamos, por absurdo, que Als,,s,,:+,s,]1#G,(4) e
indiquemos por S o complementar de Als,,s,,-:+,s,] em G,(A).
De acoérdo com o lema 3 o conjunto

{gd(f)eN™ | feS}
tem minimo r=(ry,7,,-:+,7,), logo, existe um polindémio simétrico
f=_ 2 a(il""’in)M(ilv“"in)
ip+etipsp
tal que feAls,sy,++,8,] e gd(f) =(ry,7,y,-++,7,); notemos ainda que
todo polindmio ndo nulo e simétrico de grandeza estritamente
menor do que (ry,7,,-+,7,) pertente a Als,,85,°++,8,]. Conforme
o lema 11, temos r;>7,>--+>7,, logo, r;-7,,,>0 para i=1,2,-.-,n~1

e podemos, entdo, considerar o polinémio
n-1

_ T Tn-
gl - a("'l,‘rg ,“.’Tn)(i]—’lISi ¢ i+1)snn’
de acOrdo com o lema 9, temos
-1

n-1
gd(gl) = (g(ri—riﬂ)+'r’ﬂ’227(’ri_"ri+l)+rn’ o "Tn) =

1=
=(T1)7'2"":T'n)=gd(f)

e & imediato que agry..r,) € 0 coeficiente dominante de 0:.
Portanto, o polinémio simétrico g=f-g, é nfio nulo e gd(g)<gd(f),
logo, g=Als,,s,,+++,8,], de onde vem, feAlsy,s,,°:+,8,], contra a
definicfio do polinémio f. ,

b) Consideremos um polinémio nfo nulo

Wi
9= 2 ByigMeiy i€ AlX, -+, X,

1'1+~-n+1ns'p
e seja
T={i=(y, -, i)eN" | ij+-+i,<p e B(ig, iy # OF;
temos
9(31’82"";3'7;):%vbiMi(s]nszi'“asn)
e

e conforme o lema 10 tem-se gd(Ms,,s,,- ) #gd(Mi(sy,8,,+,8,)
quaisquer que sejam as n-uplas i e j em T com i#j. Daqui re-
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sulta imediatamente que g(sy,8,,+:-,80) #0, ou seja, ¢(g)+# 0 para
todo polindmio ndo nulo g e, portanto, ¢ é injetora. -

COROLARIO -~ Para todo polindmio simétrico
geAlX,,X;,-+, X5], existe um Unico polindmio feAl[X;,X,,, Xn]
tal que ¢g=7(S;,8,°"*,8n). ‘

A demonstracdo do teorema 29 nos sugere um método
para determinar o polinémio f cuja existéncia é assegurada no
corolario acima; vejamos dois exemplos.

Exempro 37 - Seja
9= XX+ Xi1Xs+ X5 X1+ X5 Xa+ X5 X1+ X5X0+2X:1 Xo X6 Z X1, Xz, X
notemos que g é simétrico, que gd(g)=(2,1,0) e que o coefi-
ciente dominante de g é 1, portanto, devemos colocar
g1 =g-s78y 5= g-5,5, =-X X, X, =-sy,
logo, g =5,8,—8; € pondo-se f=X;X,-X, teremos ¢ =f(sy,8,,53)-
ExempLo 38 - Seja
g=2X3+2X3+2X3-3X,X,-3X,X,-3X,X;eZ[X,,X,,X,);
notemos que g é simétrico, que gd(g)=(3,0,0) e que o coeficien~
te dominante de g é 2, logo, devemos colocar
1= g-283 = -6X;1X,- 6 X 1X3-6 X, X5~
-6X5X3-6X1X3-6X,X5- 12X X, X5-3X1 X5~ 3X1 X3~ 3X X5
Temos gd(g,)=(2,1,0) e o coeficiente dominante de g, & -6,
logo, devemos colocar
gy = g1+68;8, =6 X1 X5 X3-3X:X5-3X; X3-3XoX5=65;-3s,;
portanto,
g =283+g,=2s3-6s,5,+6s,~3s,
e pondo-se f= 2X3-6X1X,-3X,+6X;5 teremos g =1(8,,5,,85).

EXERCICIOS

91. Verificar a férmula (37). Sugestdo: inducfo finita sdbre o na-
mero natural ndo nulo n.
92. Quais dos seguintes polinOmios de Z[Xl,Xz,XB,X,*]:
2 2 2 2 .
a) XX, + XX+ XX, + XX,
b) (Xp+ X3+ X)X+ X+ X UK+ X+ X)X + X, +X,);
©) (X, Xp+ X X )X, X+ X, X X, X+ X, X5
2 2 2 2 2 2.
d) (X, - X)X, - XX, - X)X, - X AKX, - X )UK, - X )%
e) X X, X X, +X1X,X,+ X, XoX,+ X, X, X2+ X, X, X2,
sdo simétricos? i
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93. Aplicar o processo dado nos exemplos 37 e 38 aocs seguintes
polinémios de Z[X,,X,,.--, X, I

a) (X;-X,)% n=2; %

b) (X, -X2 (X, - X)AX,- X, n=3;

Q) (X;-X)HX, - X)HX, - X )Xy~ XU X, - X)X, - X )%, n=4;

d) (X X+ XXX X+ X XWX X+ Xp X)), n=4;

e) Xi+X5+X3, n=3;

) 2X,-X,-X)2X,-X,-X)2X,-X, X) n=3.

94. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e conside-
remos o anel de polindmios A[X,,X,,.--,X,,X] nas indeterminadas
XX, X, Mostrar que para téda n-upla (xl,x2.-a‘,£n)§A”, vale a
seguinte féormula

n n .
(X -x) = X"+ 3Dy, oo, xpX™
i=1 i=2

Sugestio: considerar o homomorfismo determinado pela (n+l)-upla
(xy,29,++,2,,X) e utilizar a f6rmula (37).

95. Em cada um dos casos abaixo determinar um polindmio fe A[X],
f#0, f unitario e de grau minimo, que admita as raizes:

a) 1,2e 3, A=2;

b) 1, w, w2, A=C e w=1(-1+i3);

c) 1+i, 1-i, 3+2i, 3-2i, A=C;

d 1, 1/2, 1/4, 1/8, A=Q.
Sugestdo: exercicio anterior.

96. As raizes do polinémioc X°-2X?+6X-1=C[X], em C, sio a, b
e c; determinar os polinémios unitarios e de grau minimos que tenham
para raizes:

a) a-2, b-2 e ¢-2;

b) a+b, b+c e a+c;

c) az, b’ e cz;

d) ab, ac e be;

e) 1+_b~+il-+~c—+—l?-+£ (@#0, b#0 e c#0).

b a ¢ a ¢ b

Sugestio: exercicios 94 e 95,

~ i . .. 3,.3, 3
97. Com as notacgdes do exercicio anterior, determinar: a”+b”+c”,

2 2
at+bi+ct e ab®+ac’ +bal+bc?+cal+ b,

EXERCICIOS SOBRE O §3

98. Seja K um corpo e consideremos o anel de polindmios K[X, Y]
nas indeterminadas X e Y; seja
f=ag+0,; X+ +0, X"eK[X]=KIX, Y]

e consideremos o polindmio f(X+Y)eKI[X,Y].
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a) Mostrar que f(X+Y)=F+f;Y+gY?, onde fl__“jza xH e

geKI[X,Y]. O polindmio f; € denominado derivada de f e sera indicado
por Df; a aplicagcdo D é chamada derivacdo.

b) Se f e g sdo dois elementos quaisquer de K[X], mostrar que
D(f+g)=Df+Dg e D(fg) = Df -g+f-Dg.

¢) Mostrar que D) = sf>!Df (seN¥).

d) Demonstrar que Ker(D) é um sub-anel de K[X] e KcKer(D).

e) Verificar que Ker(D)=K se, e somente se, K tem caracteristi-
ca zero.

f) Supondo-se que a caracteristica de K seja p>0, mostrar que
Ker(D) = K[XP].

99. Com as nota¢des do exercicio anterior, poremos DVf=f e
DY = D(ID*'}) para todo feKI[X] e todo i=N*. Supondo-se que 0 corpo
K tenha caracteristica zero, mostrar que (fé6rmula de Taylor)

n i )
fX+Y)= ZD—i—f Y.
i=0 °*

101. Consideremos o anel de polinémios A[XI,XZ,---,Xn] nas inde-
terminadas X,,X,,.--,X, e com coeficientes num anel comutativo 4 com
elemento unidade. Definir o grau de feAlX,,X,,---,X, ), f#0, em rela-
cdo a indeterminada X; (Isisn) e estabelecer os correspondentes dos
teoremas 2 e 3. Sugestdo: Corolario do teorema 26.

101. Seja A um anel de integridade e sejakf um polindémio, de
AlX,,X,,---,X,], de grau <k; em relag¢do & indeterminada X; (Isisn);
para cada indice i seja S; um subconjunto de A4 com k;+1 elementos.
Mostrar que se f(ay,a,,--+,0,) =0 para téda n-upla

(A3, 8g,0,Q,) &S, XSyX- - XS,
entdo f=0,.

102. Seja K um corpo finito e com g elementos e consideremos o
anel de polindémios K[X,,X,,.--,X,] e o anel P,(1) das funcdes polino-
miais definidas sébre 4 =K",

a) Se feKIX,,X,,..-,X,] é tal que o grau de f em relacio a X;
seja <g-1 e se f(ay,a,,--+,a,) =0 para tdda n-upla (@, -,a,)eK"™, entdo
f=0.

b) Demonstrar que todo polinémic feK[X X,+-+,X,] pode ser
representado sob a forma

Zi’gi-(xg-xiwgo,
1=

onde g;€KI[X,,X,..--,X,] ((=0,1,---,n) e g, tem grau <g-1 em relagdo
a cada indeterminada X;.

¢) Demonstrar que se feK[X,X,,.--,X,] é tal que fy;=0, entdo
existem polinémios gy,--+,g, em K[X;,X,,.--,X ] tais que

n
f=ZZgi.(X?~Xi).
1=
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d) Seja feKI[X,,X,,---, X, ] tal que f(0,0,.--,0) =0 e §(a;,8,,--+,0,)#0
para tdéda n-upla (al,a2,~-,an)¢(0,0,-~-,0), onde a;&K. Demonstrar que
se g=1~—fq"], entdo ¢(0,0,..-,00=1 e g(a,,a,,--+,a,) =0 se

(alyaz,“’,an)¢(090,""0)~

e) Se gO=(1—X‘17‘1)(1aX‘f‘1)---(1~X%’1), demonstrar que g,=(gy) |,
onde g é o polindmio definido na parte d).

103. Seja A um anel comutativo com elemento unidade; mostrar
que P,(D=F(I1,A), onde I1=A", se e sdbmente se A ¢ um corpo finito.

104. Consideremos no anel de polindmios A[X,,X,,---,X,] as somas

de Newton o
Ty = (X, Xyyoo e Xp) = Xy + X5+ X0

.onde k & um nUmerc natural; mostrar que valem as seguintes férmulas

Ty~ 8, Tge 1+ 85 Thog +oo o+ CDF s T+ (D5, Ty =0
para k<n e
Ty~ 8Ty g+ 4D, Ty =0
para k>n, onde s;,8,y,--+,5, sdo o0s polindmios simétricos elementares.

105. Consideremos o polinémio g=X"+¢,X" ' +...+a, X +a,, com
coeficientes num corpo K e suponhamos que existam elementos
3Ty, 2, em K tais que g=(X-x )X -z - (X-x,).

a) Se feZ,(K), mostrar que existe um polindémio feKI[X,, -, X,]
tal que f(x;, 2y, -, &,) = D(@y,0y,*++,8,) € que p s6 depende de g.

b) Aplicar a parte a) para determinar a soma das quartas poténcias
das raizes complexas do polinémio f=X5~6X4+3X3+2X2—6X+SEC[X]
(admite-se, evidentemente, a existéncia das raizes complexas de f).

¢) Supondo-se que Xq,X, € X3 sejam as raizes complexas do poli-
némio f=X3+aX2+bX+ceC[X], determinar os polindmios unitarios e de
graus minimos que tenham para raizes: ¢

'

1) 242y, Xy+Xy € Xz+Xy;
2 2 2 .
2) X]-XyXkg, Ty—XAgky € Xz—XyTy;
3) (x,+wry+wiey)® e (x;+wr,+wry?, onde w=1(-1+iV5).
106. Seja J‘=X"+a1X"'1+---+anEC[X] e sejam x,,X,, -+, %, nGmeros

n

complexos tais que f= U (X-x;). O numero complexo
i=1 :

p=JI (sclracj)2

1si<jsn
é denominado discriminante do polinémio f.

a) Mostrar que existe peC{Xl,Xz,m,Xn] tal que,p =D(Ag,09s0 05 0y).
b) Calcular o discriminante de f quando n=2, 3 ou 4.

CAPITULO VII

ANEIS FATORIAIS

INTRODUCAO

O §1 déste Capitulo contém as propriedades gerais dos
anéis fatoriais. Ap6s estender as nogdes de elemento irredutivel
e de elemento redutivel, que ja foram vistas no anel Z dos
numeros inteiros (§2, Capitulo III), para um anel de integridade
qualquer, daremos na sec¢do 1.2 a definicdo de anel fatorial que
pode ser formulada, abreviadamente, do seguinte modo: é um
anel de integridade no qual todo elemento, ndo nulo e nfo in-
versivel, pode ser decomposto de um Unico modo num produto
de elementos irredutiveis. O que se entende por unicidade da
decomposi¢do estd colocado, de modo preciso, pela condicdo
AF2 da definicdo 5. Ainda no §1.2 obteremos uma primeira ca-
racterizacdo de anel fatorial por intermédio da nocdo de ele-
mento primo (definicio 6 e teorema 6). Nas seccdes 1.3 e 1.4
estudaremos, de um modo geral, as no¢ées de maximo divisor
comum e de minimo multiplo comum; mostraremos que estas
nocdes sdo equivalentes (teorema 11) e obteremos duas caracte-
rizagBes de um anel fatorial (teoremas 8 e 12).

No §2 estudaremos uma classe especial de anéis fatoriais:
os anéis euclidianos. Abreviadamente, um anel de integridade
A é euclidiano se, e somente se, estd definido s6bre A um al-
goritmo da divisdo analogo aos algoritmos introduzidos no anel
Z dos numeros inteiros (teorema 19, Capitulo ITI) e no anel de
polinémios K[X] com coeficientes num corpo K (corolario do
teorema 4, Capitulo VII). Na seccdo 2.2 completaremos o estudo
do anel de polinémios K[X] estabelecendo as propriedades mais
importantes da relacdo de divisibilidade sdbre éste anel. Introdu-
ziremos o conceito de corpo algébricamente fechado (definicdo 13)
e admitiremos o teorema fundamental da Algebra (teorema 20)
com o objetivo de obter uma classificacdo dos polinémios irre-
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dutiveis dos anéis C[X] e R[X]; a demonstracio do teorema de
D’Alembert se encontra no Apéndice déste Capitulo. Finalmente,
no §2.3 aplicaremos os resultados obtidos nas secgbes 2.1 e 2.2
para estudar a decomposicdo de uma fracio racional como soma
de fracdes racionais simples.

O §3 sera, praticamente, dedicado a demonstrac¢io do teo-
rema de Gauss: se A é um anel fatorial, entdo A[X] também é
fatorial. Os diversos resultados auxiliares estabelecidos na seccdo
3.1 s8o também importantes para esclarecer a estrutura do. anel
A[X]; destacamos o teorema 24 que determina o conjunto dos
polindmios ndo constantes que sdo irredutiveis em A[X]. Termi-
naremos o §3 com o critério de irredutibilidade de Eisenstein
(teorema 27).

No §4 estudaremos os anéis fatoriais sob o ponto de vista
da teoria dos ideais. A demonstracdo de que a condicdo das ca-
deias crescentes (CCC) (definicdo 22) é equivalente & condicio
maximal (MAX) (definicdo 23) utiliza o axioma da escolha; por
causa disso completaremos na seccdo 4.2 o estudo dos conjun-
tos ordenados introduzindo, explicitamente, o axioma de Zer-
melo e demonstrando a equivaléncia entre os axiomas CCC e
MAX. Na secc¢fio 4.3 exprimiremos em térmos de ideais princi-
pais as diversas caracterizagGes dos anéis fatoriais que foram
estabelecidas no §1.

No §5 iniciaremos o estudo da teoria dos ntimeros algébri-
cos expondo as propriedades mais importantes dos corpos qua-
draticos (§5.1) e dos anéis quadréaticos (§5.2). Mostraremos que

todo anel quadratico satisfaz a condi¢io AF1 (teorema 52) e da-

remos diversos exemplos de anéis quadraticos N-euclidianos
(teoremas 53 e 54). Os principais resultados déste paragrafo sdo
os teoremas 60 e 61; o primeiro teorema estabelece a existén-
cia e unicidade da decomposicdo de um ideal proéprio, de um
anel quadratico, num produto de ideais maximais e o segundo
nos mostra que um anel quadratico é fatorial se, e sOmente se,
éle é principal.

§1-PROPRIEDADES GERAIS DOS ANEIS FATORIAIS

1.1 - RELACAO DE DIVISIBILIDADE

DEFINICAO 1 -~ Sejam a e b dois elementos de um anel
comutativo A com elemento unidade; diz-se que a é um divisor
ou fator de b se, e sdmente se, existe ¢ em A tal que b=ac.
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Usaremos a notacfio alb para indicar que a é divisor de b
e o simbolo alb devera ser lido «a divide b» ou «a é divisor de
b» ou ainda «b é multiplo de a»; a negacdo de alb sera indicada
por atb. A relacdo «a é fator de b», que estd sendo indicada
pelo simbolo |, é denominada relacdo de divisibilidade sébre A.
Notemos que al0 para todo ¢ em A e que Ola se, e somente se,
a=0; por causa desta Gltima propriedade costuma-se excluir o
caso em que o divisor é nulo, ou seja, considera-se a restricio

da relacdo de divisibilidade ao subconjunto A*XA de AXA.

ExemprLo 1-- Temos ull se, e somente se, u ¢ um elemento
inversivel do anel A; portanto, o conjunto U(A) dus elementos
inversiveis de A pode ser definido por '

UCA)={ueA | ul1}.

ExempLo 2 - Quaisquer que sejam a em A e u em U(A),
temos ula e awla, pois a=uw'a)=@uwu?l.

TEOREMA 1 - Quaisquer que sejam os elementos a. b e ¢
de um anel comutativo A com elemento unidade, tem-se

RD1: ala (propriedade simétrica); _

RD2: se alb e se blc, entdo alc (propriedade transitiva);

RD3: se alb e se alc, entdo al(bxe);

RD4: se alb, entdo (ac)i(be).

DeMoNSTRACAO

RD1: Basta notar que a=a-1.

RD2: Por hipdtese existem'd e d em A tais que b=ad e
c=bd, logo, ¢c=a{dd), de onde vem, alc.

RD3: Por hipotese temos b=ad e c=ad’. comded em A,
logo, bxc=al(dxd"), de onde vem, al(bxc)..

RD4: De b=ad resulta bc=(ac)d, logo, (ac)l(be). |

A propriedade RD4 nos mostra que a relacdo de divisibi-
lidade é compativel com a multiplicacdo e no caso particular
em que A é um anel de integridade ela pode ser completada
pelo seguinte

COROLARIO - Quaisquer que sejam os elementos a, b e c
de um anel de integridade A, com c#0, temos alb se, e somen-
te se, (ac)|(bc).

Basta lembrar que vale em A a lei restrita do cancelamen-
to da multiplicac&o. '

TEOREMA 2 - Se a e b sdo dois elementos quaisquer de
um anel de integridade A, temos alb e bla se, e sOmente se,
existe u em U(A) tal que b=au.
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Demonstragao - Suponhamos que alb e bla; se a =0 temos,
necessuriamente, b=0, logo, b=au com u arbitrario em U(4);
portanto, podemos supor que a# 0. De alb vem b=qau com us 4,
logo, de bla resulta (awla e entdo o corolario do teorema 1 nos
mostra que ull, ou seja, ueU(A). Reciprocamente, se b=au
com ueU(A), temos alb e como a=bu! também teremos bla. §

DEFINICAO 2 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
um anel de integridade A; diz-se que a é associado a b se, e
sOmente se, alb e bla.

Usaremos a notacdo a~b para indicar que a é associado a
b; de acordo com o teorema 2, temos a~b se, e somente se,
existe ueU(A) tal que b=au. E facil verificar que a relacio ~ é
uma equivaléncia sébre A e o teorema 2 nos mostra que a classe
de equivaléncia médulo -, determinada por um elemento «a,
é o conjunto @=a-U(A) de todos os produtos au com ueU(A);
em particular, temos 0={0} e @=U(A) se, e somente se, a é in-
versivel.

Exempro 3 - Para um corpo K temos U(K)=K*, portanto.
o conjunto quociente K/~ é formado pelas classes de equivalén-
cia {0} e K*; em outros térmos, dois elementos nio nulos de A
sdo associados. Diz-se, neste caso, que a relacio de divisibilida:
é trivial. :

ExempLo 4 - No §2.1 do Capitulo III estudamos a relacdo
de divisibilidade sébre o anel Z dos numeros inteiros; neste
caso, temos U(Z)=1-1,1}, logo, dois nimeros inteiros a e b sdo
associados se, e somente se, a=b ou a=-b. Portanto, em cada
classe de equivaléncia a-U(Z)={a.-a} pode-se fixar, de modo
unico, um representante b desta classe impondo-se que b seja
positivo, ou seja. que b =1ai.

ExempLo 5 - Consideremos o anel de polinédmios A{X] na
indeterminada X e com coeficientes num anel de integridade
A; conforme o teorema 6 do Capitulo VI, temos U(A[X]) = U(A4).
logo, dois polinémios ndo nulos f e g sfo associados se. e s0-
mente se, existe ueU(A) tal que f=ug. Daqui resulta que se
f e g s@o ndo constantes e unitarios, entdo f~g se. e somente
se, f=g. Se o anel de integridade A ¢ um corpo K, temos
U(K[X] =K". logo, dois polindmios ndo nulos f e g. de K[X]. sdo
associados se, e somente se, f e g diferem por um fator cons-
tante ndo nulo; portanto. em cada classe de equivaléncia f-K°
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(f #0) pode-se fixar, de modo Unico, um representante g desta
classe impondo-se que g seja unitario e temos g=a'f, onde a
é o coeficiente dominante de f.

Consideremos o anel de polindémios A{X] na indeterminada
X e com coeficientes num anel comutativo A com elemento
unidade; daremos, a seguir, um critério para que um bindémio
X-a=AlX] seja um divisor de um polinémio f de A[X]. De
acordo com o algoritmo da divisdo (teorema 4, Capitulo VI)
existem polindmios q e 7 em A[X] tais que f=(X-a)g+r, onde
ar<aX-a)=1 se r+0, logo, r é constante e daqui resulta ime-
diatamente que fa)=r, de onde vem, o seguinte

TEOREMA 3 - (X-a)lf se, e sdmente se, fitay=0.

Para todo elemento nfo nulo a, de um anel de integridade
A, colocaremos Day={xeA | xla};
notemos que D(a)=D(b), com beA”’, se, e somente se, a~b. Em
virtude do exemplo 2, temos

U(A)UaU(A)=D(a)
para todo aeA’. Os elementos do conjunto U(A)UaU(A) pas-
sam a ser denominados divisores improprios de a e qualquer
outro divisor de a {(caso exista) é chamado divisor proprio de
a. Portanto, um elemento b, de A, é um divisor proprio de a
se, e sOmente se, bla e b ndo é inversivel e nem ¢é associado
ao elemento «; indicando-se por Pw) o conjunto dos divisores
proprios de u temos
D(a) = UAVUaU(A)UP@ e (UAUaUA)NPa)=Q..
Observemos que se a e b sfo dois elementos quaisquer de A"
e se a~b. entdo temos
UNUaU(A) = UCAYUBUCA) e  Pla)=P().

finalmente. se ueU(A) temos D(u)=U(A), logo, P(w) =@, isto
¢, um elemento inversivel ndo admite divisores proprios.

DEFINICAO 3 - Diz-se que um elemento a de um anel de
integridade A ¢é irredutivel se. e somente se, as seguintes con-
dicdes estiverem verificadas:

a) ae U(A)UL0};

b) Pay=@. isto é. os Gnicos divisores de a sdo os diviso-
res improprios.

DEFINICAO 4 - Diz-se que um elemento a de um anel de
integridade A ¢ redutivel se. e somente se. as seguintes condi-
coes estiverem verificadas:



346

a) aeU(A)U{0};
b) Pla)#®, isto é a admite pelo menos um divisor préprio.

E importante notar que as definicdes acima dependem do
anel de integridade A e realmente deveriamos dizer «a é irredu-
tivel em A» ou «a é redutivel em A» (ver os exercicios 13 e 14).

Consideremos um elemento a de um anel de integridade
A e suponhamos que ag¢U(A)U{0}; se existirem elementos nio
inversiveis b e ¢ em A tais que a=bc, entdo a é redutivel. Por-
tanto, a é irredutivel se, e sOmente se, a igualdade a=bc, com
becem A, implica beU(A) ou ceU(A); na pratica, supde-se
que bla, com beU(A) e demonstra-se que alb.

E imediato que se a e b sdo dois elementos nio nulos e
néo inversiveis e se a~b, entdo a é irredutivel (resp., redutivel)
se, e somente se, b é irredutivel (resp., redutivel). Finalmente,
notemos que se a e b sdo irredutiveis e se alb, entdo a~b.

ExemprLo 6 - No caso de um corpo K temos U(K)=K*;
portanto, ndo existem em K elementos irredutiveis ou redutiveis.

ExemprLo 7 - No anel Z dos numeros inteiros temos U(Z) =

={-1,1}, logo, para todo inteiro ndo nulo a temos
U(Z)UaU(Z) ={-1,1,-a,a}.

Um nUmero inteiro p, com p#0 e p#=x1, é irredutivel se, e
somente se, os Unicos divisores de p sdo +1 e xp; portanto,
em virtude da definicdo 7 do Capitulo IlII, p é irredutivel se, e
somente se, p é primo. Analogamente, um inteiro a é redutivel
se, e somente se, a é composto (definicdo 8, Capitulo III).

No anel de polinémios A[X], com coeficientes num anel
de integridade A, existem elementos irredutiveis conforme o
seguinte

TEOREMA 4 - Para todo a em A o binémio X-a é irredu-
tivel em A[X].

DemonsTRACASG - Se X-a=fg, com f e g em A[X], temos
1=9f+dg, logo, df=1 e dg=0, ou, 3f=0 e dg=1; no primeiro
caso temos f=bX+c e geA, logo, (bX+c)g=X~-a, de onde vem,
bg=1 e entio geU(A)=U(A[X]). No segundo caso conclui-se
‘que feU(A[X]). B

TEOREMA 5 - Se p é um elemento irredutivel de um anel
de integridade A, entdo p é irredutivel em A[X].
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DemonstrACAO - Se p=fg, com f e g em A[X], temos
9f+ag =0, logo, 8f =ag =0, isto &, f e g sdo elementos de A ; por-
tanto, um déstes elementos é inversivel, pois, por hipétese, P é
irredutivel em A. |

Consideremos o anel de polindmios K[X] com coeficientes
num corpo K; como U(K[X])= U(K) = K* resulta que um polind-
mio redutivel ou irredutivel &, necessariamente, nio constante.
Para verificar que um dado polindmio ndo constante feK[X] é
redutivel basta mostrar que existe um polinémio n3o constante
geKI[X] tal que g|f e dg<df. Portanto, um polinémio nfo cons-
tante feK[X] é irredutivel se, e sdmente se, & valida a condicdo:
para todo polindmio ndo constante geK[X], se g|f, entdo dg=4f.
Finalmente, observemos que todo polinémio do primeiro grau
aX+beKI[X], com a#0, é irredutivel, pois, aX+b é associado ao

‘polinémio irredutivel X+ab.

EXERCICIOS

1. Mostrar que o corolario do teorema 1 ndo é verdadeiro no caso
em que A tenha divisores proprios do zero.

2. Verificar as seguintes propriedades da relacfio de divisibilidade
sébre um anel comutativo A com elemento unidade:

a) alb se, e somente se, (-a)|b ou al(-b), ou ainda, (-a)|(-b);

b) se alb, entdo al(bc);

c) se alb, e se al(b+c), entdo alc.

. 3. Mostrar que a relacfio «a é associado a b», sObre um anel de
integridade A, é uma relacdo de equivaléncia.
4. Dar um exemplo para mostrar que a hipdtese «4 é um anel
de integridade», feita no teorema 2, é essencial.

5. Verificar que se a¢ e b sfo dois elementos ndo nulos e nio in-
versiveis de um anel de integridade A, entfo valem as seguintes pro-
priedades:

a) a~b se, e sOmente se, D(a) = D(b);

b) se a~b, entdo U(4)UaU(4A) = U(A)UbU(A);

¢) se a~b, entdo P(a) = Pb); »

d) se a~b, entdo a é irredutivel (resp., redutivel) se, e sdmente
se, b € irredutivel (resp., redutivel).

6. Verificar as seguintes propriedades da relacio de equivaléncia ~
sbbre um anel de integridade A:

a) se a~b, entdo cla se, e sdmente se, clb;

b) se a~b, entdo alc se, e sOmente se, blc;

c) se a~b e se c~d, entdo ac~bd;

d) se a~b e se c~d, entio em geral, a+c~b+d é falso;

e) se ac~bd e se a~b, com a#0, entdo c~vd.
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7. Consideremos o sub-anel Zl[i] do corpo C dos nimeros comple-
xos; conforme o que vimos no §1.6 do Capitulo IV, sabemos que todo
elemento de Z[i] é da forma a+bi com a e b inteiros. Verificar as seguin-
tas propriedades:

a) UZi) =1{-1,1,-i,i};

b) o numero inteiro 2 é redutivel em Z[il;

¢) se a®>+b% é um numero inteiro primo, entdo a+bi e a-bi sdo
irredutiveis em Z[i].

Sugestdo: utilizar as propriedades da norma de um numero com-
plexo (ver o §3.2 do Capitulo V).

8. Em que condicdes sbbre o corpo K a relacdo de divisibilidade
soébre K[X] é anti-simétrica?

9. Mostrar que um polinémio do segundo grau f = aX’+bX+ce KI[X]
(a#0), com coeficientes num corpo K, é redutivel se, e somente se,
existe x em K tal que f(x)=0. Sugestio: teorema 3.

10. Demonstrar que um polindmio do terceiro grau f = ax3+bX%+eX+
+d e K[X] (a #0), com coeficientes num corpo K, é redutivel se, e so-
mente se, existe x=K tal que f(x)=0. O mesmo resultado é verdadeiro
para um polinémio de quarto grau? Dar exemplos.

11. Determinar quais dos seguintes polindmios de K[X] sio redu-
tiveis ou irredutiveis:

a) X2+1, K:F3 ou K.—.F5 ou K=R;

b) X3+X+2, K=F3 ou K:F5 ou K=R;

o) X3+X2+1, K=F;

d X*+1, K=F, ou K=Qlyz] ou K=Q.

12. Mostrar que o polindmio X?-2 e QIX] é irredutivel sdbre @ e
. sbbre QIlil, mas é redutivel sobre Q[y/2].

13. Mostrar que o polindmio X*+1=C[X] é irredutivel sbbre Q e
sébre Q[/3], mas é redutivel sobre Q[\2] e sbbre Qlil.

14. O namero inteiro 2 é irredutivel em Z e ¢, respectivamente;
inversivel, redutivel e irredutivel em Q. Z[i] e Z[iy/s].

1.2 - DEFINICAO DE ANEL FATORIAL"

- Seja A um anel de integridade e suponhamos que um ele-
mento'a de A seja igual a um produto de elementos irreduti-
veis P1yDP2,°°*,Ps

a=PiPy Py ),
onde p;eA e sz21. Diz-se, neste caso, que (1) é uma decomposi-
¢do de a em fatbéres irredutiveis ou que a estd representado
como um produto de elementos irredutiveis. Quando s>1 esta
decomposicdo ndo é unica, pois podemos obter outras decom-
posicBes de @ por um dos processos seguintes:
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1) se uy,u,, -, u, sdo elementos inversiveis de A tais que
Uly---U;=1 e se p;=up;, entdo a=pip,---p,, onde cada p; é
irredutivel;

2) mudanca da ordem dos fatéres irredutiveis em (1).

No que se segue consideraremos estas decomposicdes como
idénticas e teremos assim a no¢do de unicidade da decomposi-
c¢do de a a menos da ordem dos fatdres irredutiveis e a menos
de elementos inversiveis; um anel de integridade que satisfaz
estas condicles para todo elemento nfo nulo e ndo inversivel é
denominado anel fatorial. Precisamente, daremos a seguinte

DEFINICAO 5 - Diz-se que um anel de integridade A é um

" anel fatorial se, e sOmente se, sdo validas as seguintes condigdes

AF1: para todo elemento ndo nulo e ndo inversivel a exis-
tem elementos irredutiveis p;,p,,---,p, em A tais que
a=P1P2**Ps;
AF2: quaisquer que sejam as familias (Diicies © (9pigjers de
elementos irredutiveis de A, se

D1P2:-Ps = Q192" qt»
entdo s=t e existe uma permutacdo o de [1,s] tal que

Pi~Qow
para i=1,2,-..,s.

A condi¢io AF2 exprime o fato que a decomposicdo de a,
cuja existéncia é assegurada pela condicdo AF1, é tnica a me-
nos da ordem dos fatdres irredutiveis e a menos de elementos
inversiveis. Na pratica usaremos a ultima parte da condigio
AF2 sob a forma: s=t e com uma notacio conveniente tem-se
p;~q; para i=1,2,...,s.

Conforme o teorema fundamental da Aritmética (§2.5,
Capitulo III) o anel Z dos nameros inteiros é um anel fatorial;
veremos mais adiante outros exemplos de anéis fatoriais como
o anel de polindmios K[X] com coeficientes num corpo K (§2.2),
os anéis euclidianos (§2.1) e os anéis de polindémios com coefi-
cientes num anel fatorial. Convém frizar que o problema da
classificacdio de todos os anéis fatoriais ainda é um problema
aberto em Matemaética.

Introduziremos, a seguir, a nocdo de elemento primo com
o objetivo de estabelecer uma caracterizacdo de anel fatorial
«que serd enunciada no teorema 6.



DEFINICAO 6 - Diz-se que um elemento p, de um anel de
integridade A, é primo em A se, e somente se, sdo validas as
seguintes condi¢des

a) peU(A)U{0};
b) quaisquer que sejam a e b em A, se pl(ab), entdo pla
ou plb.

E imediato que na verificacio da condicdo b) pode-se supor
que a e b ndo pertencam ao conjunto U(A)U{0}; na pratica,
supSe-se que pfa e demonstra-se que plb. Verifica-se, por in-
ducéo finita, que se p ¢ primo e se pl(a,a,---a,), com g,€A e
n>1, entdo p divide pelo menos um dos fatéres q;. Além disso,
é imediato que se p e g sdo elementos associados, entdo p é
primo se, e soOmente se, g é primo.

LEMA 1 - Todo elemento primo é irredutivel.

DemonstrACAO - Se p é primo tem-se, por definicdo,
peU(A)U{0}, logo, esta satisfeita a condicdo a) da definigdo 3.
Sejam a e b dois elementos de A e suponhamos que p=ab,
logo, plab) e como p é primo tem-se pla ou plb; de pla ou
(ab)la resulta, em virtude do corolario do teorema 1, bll, por-
tanto, be U(A). Analogamente, de plb resulta acU(A). |

Veremos mais adiante (exercicio 20) que nio é valida, em
geral, a reciproca do lema acima, isto &, existem elementos
irredutiveis que nio sfo primos; isto ndo acontece num anel
fatorial conforme o seguinte

TEOREMA 6 - Um anel de integridade A é um anel fato-
rial se, e somente se, A satisfaz a condicio AF1 e a seguinté
condicdo

AF3: para todo peA, se p é irredutivel, entio p é primo.

DemonstracAo - Suponhamos que A seja um anel fatorial,
logo, por definicdo, A satisfaz a condicio AF1. Seja p um
elemento irredutivel em A e sejam a e b dois elementos de
A-(U(A)UA{0}) tais que pl(ab); de acérdo com AF1 existem ele-
mentos irredutiveis p;,ps,*, 05,91, G2, *,q; tais que

a=piPye+Ps € b=qygyr-q;
e como pl(ab) resulta que existe ¢ em A tal que
PC=PiPye - Psq1Qa" - Gy (2).
Em virtude da condicdo AF2, p é associado a um dos fatdres
irredutiveis do segundo membro de(2), isto é, existe um indice
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i ou um indice j, com lsiss e ls<jst, tal que p~p; ou p~g; de,
onde vem, p|p; ou plg;, logo, pla ou plb, portanto, A satisfaz
a condi¢do AF3. Reciprocamente, suponhamos que o anel de
integridade A satfisfaca as condicdes AF1 e AF3; precisamos,
entdo, demonstrar que AF2 também estd satisfeita. Considere-
mos duas familias (p;);«e € (9)1ejet de elementos irredutiveis de
A e suponhamos que

PiP2*Ps= Q12" G (3%
precisamos mostrar que s=t e que p;~q; parai=1,2,---,s (usan-
do-se uma notacdo conveniente), 0 que faremos por inducdo
finita sObre o nimero natural s. Para s=1, temos p;=q,q**qQ;
e como p; ¢ irredutivel resulta t=1, logo, p,=q;; suponhamos,
entfio, que s>1 e que a condicio AF2 seja verdadeira para s—1.
Da igualdade (3) vem p,|(g;g,+--q;) € como p; é primo resulta
que existe um indice i, com 1ls<ist, tal que plg;; usando-se uma
notagdo conveniente podemos supor que i =1, logo, p,|q, e daqui
concluimos que p, =up,, onde usU(A). Pondo-se p,=up, e can-
celando-se o fator g; em (3), temos

P2Ps3**Ps = Qaq3°** Gt
onde os fatéres pj,ps, -+, Ps,GQ2,q3,*+,q; 580 irredutiveis, logo, em
virtude da hipodtese de inducio, temos s-1=t-1 e, com ura no-

tacdo conveniente, py3~q,,---,p ~q,; portanto, s=t e p;~q; para
i=1,2,:,s. |

EXERCICIOS

15. Demonstrar que se p e q sdo elementos associadoes, de um anel
de integridade A, entfo p ¢ primo se, e sdOmente se, g é primo.

16. Seja p um elemento primo de um anel de integridade 4 e su-
ponhamos gque pl(aay---a,), com a4 (i=1,2,---,n); demonstrar que
existe um indice i, com 1<isn, tal que pla;.

17. Consideremos o sub-anel Z[i\/5] do corpo C dos nameros com-

plexos; é imediato que todo elemento déste sub-anel é da forma a+biy/s,
com a e b inteiros. Verificar as seguintes propriedades

a) UZlifsD =1{-1,1};

b) os numeros complexos 3, 2+i\/5 e 2-i\5 sdo irredutiveis em
Z[ifs1;

¢) 3 ndo é primo em Z[iy/5].

Sugestdo: utilizar as propriedades da norma de um numero complexo e
notar que 3.3 =(2+iy/5)(2-iy5).
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1.3 - MAXIMO DIVISOR COMUM

A nocdo de maximo divisor comum introduzida no anel Z
dos nuimeros inteiros (ver a definicio 9, Capitulo III) sera esten-
dida para um anel de integridade qualquer do seguinte modo:

DEFINICAO 7 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
um anel de integridade A; diz-se que um elemento d, de A, é
um mdximo divisor comum (mdc) de a e b se, e sOmente se,
sdo validas as seguintes condi¢Oes

D1: dla e dlb;

D2: para todo d' em A, se d'la e se d'Ib, entdo d'ld.

E facil verificar que se d € um mdc de a e b, entio um
elemento d;= A também é um mdc de a e b se, e sdOmente se,
d,~d; portanto, o mdc caso (exista) de dois elementos de A néo
é, em geral, determinado de modo Unico. Notemos que se a=b=0,
entdo d=0 é o Gnico mdc de a e b; reciprocamente, se um mdc
de a e b é nulo, entdo a=b=0 em virtude da condicdo D1. Fi-
nalmente, observemos que se um dos elementos a ou b é inver-
sivel, entdo existe um mdc de a e be temos d~1 ou seja deU(A).

A definicdo de mdc pode ser estendida para uma familia
(@)1<ien(n>1) de elementos de A (ver os exercicios 18, 19 e 20).

Conforme veremos mais adiante (teorema 9) nem sempre
existe um mdc de dois elementos quaisquer de um anel de in-
tegridade arbitrario; destacaremos, entfo, os anéis de integri-
dade que admitem mdc pela

DEFINICAO 8 - Diz-se que um anel de integridade A é um
anel com mdximo divisor comum se, e sOmente se, é valida a
seguinte condicéo

AF4: dois elementos quaisquer de A admitem um mdc em A.

ExemprLo 8 - Em virtude do teorema 22 do Capitulo III, o
anel Z dos numeros inteiros é um anel com maximo divisor
comum.

LEMA 2 - Todo anel fatorial A é um anel com mdc.

DemonsTRACAO - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
A; podemos, evidentemente, supor que
ageUAYU{0} e be UAUI0},
portanto, conforme a condicdo AF1 existem elementos irredu-
tiveis g;,9,-++,qs € q1,95,++,G; tais que
a=qig++qs © b=qiGy-q;.
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Consideremos, entfio, o conjunto
{51@2,'“,@3@71@13,""@}

onde g;=q;U(A) (i=1,2,---,5) e qj=q;U(A) (j=1,2,--,1); indique-
mos por r o numero de elementos déste conjunto e ponhamos

{@,@z,'"'7Qs,zﬂ,a’z’"“»534@,372,"'7@}-
Cada elemento p; é irredutivel e se i#4 (1<i,j<r) entfo p;, nio
¢ associado a p;; além disso, cada elemento g, (1<is<s) ou ‘q;
(1<j<t) é associado a um e sdomente um fator irredutivel p,
(1<k<r). Portanto, os elementos ¢ e b podem ser representa-
dos sob a forma

a=upjpj2---pir e b=vpiﬂ1p§2---p€r (4),
onde cada &; ou §; é um nUmero natural e u e v sdo elementos
inversiveis de A. Observemos que, com estas notacdes, temos .

alb se, e sdmente se, a;<f; para i=1,2,.--,7.
Ponhamos 0;=min{q;,f;} (i=1,2,---,r) € consideremos o
elemento P

d=plipl>---plr;
afirmamos que d é um mdc de a e b e para isso precisamos
verificar as condicdes D1 e D2 da definicdo 7.

D1. Temos §;sea; e 0;<f; para i=1,2,-.-,7, logo, dla e dlb.

D2. Seja d'e A um divisor comum de a e b; se deU(A4) te-
mos d’'ld, logo, podemos supor que d'¢ U(A); portanto, em virtude
da condicdo AF1, existem elementos irredutiveis qi,qs,--+,qn
em A tais que

“d’=q1g;" " qy-

Como d'la e d'|b resulta que cada fator q; é associado a um, e
somente um, fator irredutivel p, (1<ks<r), logo, d’ pode ser re-
presentado sob a forma

d'= wpitp2---p;7s o

onde w é inversivel e cada 7, € um nimero natural; de d'le e d'|b
resulta resay e s fy, logo, resminia,,f.}=0, para k=1,2,---,7
e entdo d'|d. : |

O lema acima nos mostra que todo anel fatorial satisfaz
as condicBes.AF1 e AF4; mostraremos a seguir que todo anel
de integridade que satisfaz estas condicBes é um anel fatorial
e para chegarmos a éste resultado introduziremos a nocdo de
elementos primos entre si e daremos duas propriedades preli-
minares de um anel com mdc.



354

DEFINICAO 9 - Sejam a e b dois elementos de um anel de
iategridade A e suponhamos que exista, em A, um mdc d de a
e b; diz-se que a é primo com b se, e somente se, d~1.

E imediato que se a é primo com b, entdo b é primo com
. a; por causa disso diremos que a e b sdo primos entre si ou que
a e b sido relativamente primos. A definicdo acima pode ser es-
tendida para n elementos a,,4a,,---,a, de A e diremos, entdo, que
éstes elementos sdo primos entre si ou relativamente primos.

LEMA 3 - Sejam a e p dois elementos de um anel 4 com
mdc; se p é irredutivel e se pfa, entdo, a e p sdo primos entre si.

Com efeito, seja d um mdc de a e p; de dlp resulta d~1 ou
d~p e ndo é valido o segundo caso, pois, por hipotese, dla'e pta. |

TEOREMA 7 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
um anel A com mdc e seja d um mdc de a e b; nestas condi-
¢Oes, para todo ¢ em A, o elemento cd é um mdc de ac e bc.

Demonstracio - Podemos, evidentemente, supor que a, b
e ¢ ndo sejam nulos; como A é um anel com mdc existe ecA
que ¢ um mdc de ac e bc e precisamos demonstrar que e~cd.
Ora, temos dla e dlb, logo, (cd)l(ac) e (cd)l(bc); portanto, em vir-
tude da condicdo D2, teremos (cd)le e entio existe usA tal que
e=cdu. Por outro lado, temos el(ac) e el(bc), logo, (cdw)l(ac) e
(cdulbc), de onde resulta em virtude do corolario do teorema 1,
(dw)la e (du)lb; portanto, (du)ld e entdo el(cd) e fica assim
demonstrado que e~cd. S

TEOREMA 8 - Sejam.a, b e ¢ elementos de um anel A
com mdc; se al(be) e se a é primo com b, entdo alc.

Demonstracio -~ Por hipotese, 1 é um mdc de a e b, logo,
em virtude do teorema anterior, ¢ € um mdc de ac e bc; por
outro lado, al(ac) e al(bc); portanto, conforme a condigdo D2,
temos alc. |

TEOREMA 9 - Um anel de integridade A ¢ um anel fato-
rial se, e somente se, A satisfaz as condi¢Ses AF1 e AF4.

DemonsTtraCAO - De acérdo ‘com o lema 2 todo anel fatorial
satisfaz a condicio AF4. Reciprocamente, suponhamos que o
anel de integridade A satisfaca as condicSes AF1 e AF4; mos-

traremos, entdo, que A satisfaz AF3 e daqui resultard, em virtude

do teorema 6, que A é um anel fatorial. Seia » um elemento
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irredutivel em A e suponhamos que pl(ab) e pfa, comaebem
A; conforme o lema 3, ¢ e p sfo primos entre si; portanto, o
tsorema anterior nos garante que plb. i

EXERCICIOS

18. Diz-se que um elemento d, de um anel de integridade 4, é um
mdc dos elementos a,a,,---,a, (n21) de A se, e sOmente se, sfo validas
as seguintes condigdes: DI1. dlai para i=1,2,---,n; D2. para todo d'=4,
se d’(ai (i=1,2,...,m), entdo d’ld. Demonstrar as seguintes propriedades:

a) Sejam a,,a,,-:,a, (n>2) elementos de um anel de integridade
A e suponhamos que exista em A um mdc d; de ay,0Qy,+++,0, 4y € um mde
d de d, e a,; nestas condi¢bes, d é um mdc de a;,a,,---,a,.

b) Se A é um anel com mdc, entdo n elementos quaisquer de A
admitem um mdc em ‘A. '

19. Sejam a,,a,,---,a,, elementos de um anel A com mdc e seja d
um mdc déstes elementos; demonstrar que, para todo ¢ em A, o ele-
mento cd € um mdc de alc,azc,-n,a;lc.

20. Sejam a;,a,,:-+,a, (n>1) elementos nio simultdneamente nulos
de um anel A com mdec, seja deA um divisor comum déstes elementos
e ponhamos a; =db;, para i=1,2,...,n; demonstrar que d é um mdc de
a;,a,,+,0, se, e somente se, os elementos b,,b,,-++,b,, sdo primos entre si.

21. Sejam a, b e c elementos de um anel fatorial A e supo-
nhamos que a seja primo com b e com c¢; demonstrar que a é primo
com o produto bc. Sugestdo: supor que a nio seja primo com bc e con-
siderar um fator irredutivel p de um mdc d de a e bec.

22. Sejam a, b e ¢ elementos de um anel fatorial A e suponhamos
que bla e cla; demonstrar que se b e ¢ sdo primos entre si, entdo (bc)la.

23. Sejam ay,a,,:--,a, (n>2) elementos de um anel fatorial A e
suponhamos que ay seja primo com a; para i=2,---,n; demonsti“a_r que
a; € primo com o produto a,---a,. Sugestdo: inducdo finita sdbre n e
exercicio 21.

1.4 - MINIMO MULTIPLO COMUM

A noc¢do de minimo multiplo comum introduzida no anel
Z dos numeros inteiros (ver o §2.4, Capitulo III) serd esten-
dida para um anel de integridade qualquer do seguinte modo:

DEFINICAO 10 - Sejam a e b dois elementos quaisquer
de um anel de integridade A; diz-se que um elemento m, de
A, é um minimo multiplo comum (mmc) de a e b se, e sO-
mente se, sdo validas as seguintes condic¢Ges

M1: alm e blm;

M2: para todo m’ em A, se alm’ e se blm/, entdo mlm’.
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E facil verificar que se m é um mmc de a e b, entdo um
elemento m;e A também é um mmec de o e b se, e sOmente se,
my~m; portanto, o mmc (caso exista) de dois elementos de A
néo &, em geral, determinado de modo dnico. Observemos que
se a=0 ou b=0, entdo m=0 é o Unico mmc de a e b; recipro-
camente, se um mmc de a eb é nulo, entdo a=0 ou b=0, em
virtude da condicdo MI1.

A definicdo de mmc pode ser estendida para uma familia
(41)1cien de elementos de A (ver os exercicios 24 e 25).

Conforme veremos mais adiante (teorema 11) nem sem-
pre existe um mmc de dois elementos de um anel de integri-
dade arbitrario; destacaremos, entdo, os anéis de integridade
que admitem mmc pela

DEFINICAO 11 - Diz-se que um anel de integridade A é
um anel com minimo multiplo comum se, e somente se, & vali-
da a seguinte condicio

AF5: dois elementos quaisquer de A admitemn um mmec
em A. :

Demonstraremos, a seguir, que as condicdes AF4 e AF5
sdo equivalentes; para isso veremos, em primeiro lugar, o ana-
logo do teorema T:

TEOREMA 10 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
um anel A com mmc e seja m um mmc de a e b; nestas con-
di¢des, para todo ¢ em A, mc é um mmc de ac e bc.

DemonstracAO - Podemos, evidentemente, supor que a, b
e ¢ ndo sejam nulos; como A é um anel com mmc existe ne A
que € um mmc de ac e bc e precisamos demonstirar que n~mec.
Ora, temos alm e blm, logo, {ac)(mc) e (be)l(me); portanto, em
virtude da condicdo M2, teremos nl¢me). Por outro lado, de @o)ln
resulta cln, logo, n=cn, com n,&A e como n é urn mmc de ac e
be, temos (dc)in e (be)in, de onde vem, aln, e bln,, logo, min,
e entdo (mo)lm,c) ou (mo)ln; portanto, n~mc. I

TEOREMA 11 - Um anel de integridade A é um anel com
" mdc se, e sOmente se, A é um anel com mme.

DemonsTtrACAO -~ Suponhamos que A seja um anel com mdc
e sejam a e b dois elementos de A”; indicando-se por d um mdc
de a e b, temos ab=dm com me A e vamos, entdo, verificar as
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condigéeé M1 e M2 para os elementos a, b e m.

MI1. Temos dla e dlb, logo, (db)i{ab) e (da)l‘iab), ou seja
(db)l(dm) e (da)l(dm), de onde vem, blm e alm.

M2. Para todo m'eA, se alm’ e se blm/, temos (ab)|(bm’)

e (ab)l(am’), logo, em virtude do teorema 7, (ab)i{dm), ou
(dm)(dm’), de onde vem, mlm .

9

Reciprocamente, suponhamos que A seja um anel com mmc
e sejam a e b dois elementos quaisquer de A*; indicando-se por

- mum mmc Ge a e b, temos ab=dm com deA e vamos, entdo,

verificar as condi¢Bes D1 e D2 para os elementos a, b e d.

D1. Temos alm e bim, logo, (ab)l(bm) e (ad)l(am), ou,
(dm)I(bm) e (dm)l{am), de onde vem, d|b e dla.

D2. Para todo d'eA4, se d’'la e se d'|b, temos (bd")|(ab) e
(ad)l(ab), logo, de acérdo com o teorema 10, (d'm)l(ab), ou,
(d'm)|(dm) e entdio d’Id. |

Da demonstracdo do teorema acima resultam, imediatamen-
te, os seguintes corolérios:

COROLARIO 1 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
um anel A com mdc; sedesA éum mdcdeaebese med é um
mmc de a e b, entdo dm~ab.

COROLARIO 2 - Sejam a e b dois elementos de um anel com
mdc; se a e b sdo primos entre si, entdo ab é um mmc de a e b.

Conforme os teoremas 9 e 11 temos a seguinte caracte-
rizacdo de um anel fatorial

TEOREMA 12 - Um anel de integridade A é um anel fatorial
se, e somente se, A satisfaz as condicdes AF1 e AF5.

EXERCICIOS

24. Diz-se que um elemento m de um anel de integridade A é um
mmc dos elementos Uy,89,:+-,a, (n21) de A se, e sOmente se, sio vali-
das as seguintes condicdes: MI. ailm para i=1,2,...,m; M2. para todo
m'eA, se q;lm’ (i=1,2,---,n), entfio m|m’. Verificar as seguintes pro-
priedades: . )

a) Sejam Qq,8y,+++,a, (n>2) elementos de um anel de integridade
A e suponhamos que exista em 4 um mmc m,; de 0y,09,°+,8, ¢ € UM
mme m de m; e a,; nestas condi¢bes, demonstrar que m é um mmec de

QyyQyyeee, .
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b) Se A é um anel com mmec, entdo n elementos quaisquer de 4
admitem um mmc em A.

25. Sejam ay,0,,-,dy elementos de um anel A com mmc e seja
meA um mmc déstes elementos; demonstrar que, para todo ¢ em 4, 0
elemento cm é um mmc de 4,¢,0,C,-+-,a,C.

26. Seja A um anel fatorial ‘e sejam « e b dois elementos de
A-(UAU{0); supondo-se que a e b estejam representados por 4) e
pondo-se i; = max{e;,f;} para i=1,2,...,7, demonstrar que m:p;tlpgz---p:r

é um mmc de a e b.

EXERCICIOS SOBRE O §1

27. Demoustrar que se a;,08y,-*-,0y, sio elementos distintos dois a
dois de um anel de integridade A e se feAlX] é tal que f(a;)=0 para
i=1,2,..-,m, entdo f é divisivel pelo produto (X-a XX -a,).(X-a,). Su-
gestdo: inducdo finita sébre n utilizando o teorema 3.

28. Considerando-se o polindmio Xz—leFls[X] mostrar que a hi-
pOtese «A é um anel de integridade», feita no exercicio anterior, é
essencial.

29. Utilizando o exercicio 27 dar uma outra demonstracdo do teo-
rema 12 do Capitulo VI.

30. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e suponha-
mos que exista um subconjunto infinito G, de A, tal que: a) G ¢ fe-
chado em relacdo & subtracdo; b) todo elemento nio nulo, de G, é re-
gular para a multiplicacdo. Nestas condi¢Ges, demonstrar que P(A)
satisfaz o principio de identidade de polinémiocs. Sugestdo: Aplicar o
mesmo método de demonstracdo do exercicio 27.

31. Determinar todos os polindmios guadréticos, unitarios e irredu-
tiveis do anel Fy[X]. Sugestdo: exercicio 9.

32. Determinar o numero de polindmios quadraticos, unitarios e
irredutiveis do anel K[X], onde K é um corpo finito e com g elementos.

33. Determinar o numero de polindmios cubicos, unitérios e irre-
dutiveis do anel K[X], onde K é um corpo finito e com g elementos.
Sugestdo: exercicios 10 e 32.

34. Sejam a,,a,,---,a, (n>2) elementos ndo nulos de um anel de
integridade A com mdc e para cada indice i, com l<is<n, ponhamos
Ay =0yl g Qg lpe
Verificar que
MAC(8y 0y, 0y) - TUMC(A], g,y ++, Ay} ~ Qylg e+

e
TNC(Qy, 8y, ++50y) - MAC(AT, Uy v+, A7) ™~ Qg e e Q.

359

§2 - ANEIS EUCLIDIANOS

2.1 - PROPRIEDADES DE UM ANEL EUCLIDIANO

Estudaremos, neste pardgrafo, certos anéis que admitem
um algoritmo de divisdo analogo ao que foi estabelecido para o
anel Z dos nimeros inteiros (teorema 19, Capitulo III) e para o
anel de polinémios K[X] com coeficiente num corpo K (corolério
do teorema 4, Capitulo VI).

Seja A um anel fatorial e consideremos um elemento nio
nulo e ndo inversivel a de A; de acérdo com a condigdo AF1
existem elementos irredutiveis p,,p,,:+-,ps em A tais que
a =pypy++ P, € a condicdo AF2 nos mostra que o numero s de fato-
res irredutiveis de ¢ é independente da particular decomposicio
de a. O numero de fatdéres irredutiveis de qualquer decomposi-
c8io de a é chamado comprimento de a e completaremos esta de-
finicdo impondo que todo elemento inversivel tenha comprimen-
to nulo. Indicando-se por dw@) ¢ comprimento de asA*, temos
as seguintes propriedades, onde a e b sdo elementos quaisquer de
A*: 1) se alb, entdo 6a)<d(b); 2) se alb e se a ndo é associado
a b, entdo da)<d(). Generalizaremos esta nocdo do seguinte
modo: seja A um anel de integridade e suponhamos que exista
uma aplicaco 6: A*— N que satisfaca as condicdes:

AEl: quaisquer que sejam a e b em A*, tem-se

~ olab)=0(a);

AE2: quaisquer que sejam a e b em A*, se beU(4), tem-se

o(ab)>d(a).

Observemos, inicialmente, que o subconjunto 6(A*), de N,
& ndo vazio, logo, existe m =mind(A*); por outro lado, para todo

aed”, 8a) = 5(1-a)>8(1),
portanto, d(1)=m. Outras propriedades desta aplica¢io d estdo
dadas no seguinte

LEMA 4 - Quaisquer que sejam os elementos a e b de A%,
temos

a) se a~b, entdo d(a)=0d(b);

b) se d(a)=0(b) e se alb, entdo a~b;

¢) asU(A) se, e sOmente se, da)=90(1)=m.

DemonstracAo - a) De alb e bla resulta, em virtude da
condicdo AE1, 0(a)<d(b) e d(b)<d(a), logo, Ola)=0(b).
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b) Por hipétese, temos a=bu com ucA; se ugU(4) te-
riamos, de acérdo com a condicio AE2, d(b)=d(au)>0d(a), contra
o fato que 0(a)=0(b); portanto, ueU(A4) e entdio a~b.

c) Se an(A) temos

m=0(1)=0d(a- a'1)>6(a)
logo, d(a)=m, pois, m é o minimo de d(A*). Reciprocamente, se
d(@)=m=06(1), temos, em virtude da parte b), a~1, logo,
acsU(A4). : |

O resultado principal sdbre esta aplicacio d é dado pelo
seguinte

TEOREMA 13 - Seja A um anel de integridade e suponha-
mos que exista uma aplicacio 0: A*— N satisfazendo a condi-
cdo AE2; neste caso, o anel A satisfaz a condigcdo AF1.

DemonstracAio - Consideremos o conjunto S de todos os
elementos a de A tais que agU(4A)U{0} e a ndo é produto de
elementos irredutiveis em A e suponhamos, por absurdo, que S
ndo seja vazio; neste caso, existe my=mind(S) e todo elemento
de S é, necessariamente, redutivel. Temos m,=0@), com aeS,
logo, a é redutivel, ou seja, existem elementos ndo inversiveis
becem A tais que a=bc; portanto, de acérdo com a condicio

AE2,temos 5., )= my e 0(c)<dla)=m,,

e entdo b&S e ceS. Daqui resulta que b e ¢ sdo produtos de
elementos irredutiveis, portanto, a =bc também ¢é um produto de

elementos irredutiveis, contra a definicdo do elemento a. i

DEFINICAO 12 - Seja A um anel de integridade e suponha-
mos que exista uma aplicacdo 0: A*— N que satisfaca as seguin-
tes condigles .

AEL: quaisquer que sejam aebem A* tem-se d(ab)>d(a);

AE3: quaisquer que sejam a e b em A¥*, se bta, entdo exis-
te g em A tal que da-bg)<db).

Diremos, neste caso, que A é um anel d-euclidiano e a apli-
cagéo 0 sera denominada algoritmo da divisdo sébre A.

Se estiver fixado o algoritmo da divis&o é s6bre A diremos,
- simplesmente, que A é um anel euclidiano.

Exempro 9 - A aplicagiio 6: Z*— N definida por dm)=1in
satisfaz AE1, pois, d(mn)=0m)dn) e dmn)>1; por outro lado, em
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virtude do teorema 19, Capitulo III, 0 também satisfaz a condi-
¢do AE3, portanto, o anel Z dos ntimeros inteiros é um anel
euclidiano.

Exempro 10 - Consideremos o anel de polindmios K[X] com
coeficientes num corpo K e ponhamos 6(f) = 8f para todo polind-
mio ndo nulo feK[X]; temos 6(f)>0 e d(fg)=d(f)+d(g) (corola-
rio 1 do teorema 3, Capitulo VI), logo, d satisfaz a condi¢do AEL.
Por outro lado, o corolario do teorema 4, Capitulo VI nos mostra
que 0 também satisfaz a condi¢io AE3, portanto, K{X] é um anel
euclidiano.

A condicdo AE3 também pode ser enunciada sob a forma

AE3": quaisquer que sejam a e b em A, se b#0, entdo
existem elementos g e r em A tais que a=bg+7, onde &(r)<d(b)
se r#0.

Os elementos q e r sdo denominados, respectivamente, quo-
ciente e resto da d-divisdio de @ por b. Notemos que, em geral,
éstes elementos nfo sdo determinados de modo tnico (ver [}
exercicio 62).

LEMA 5 - Se A é um anel é—euchdlano, entdo a aplicagdo 0
satisfaz a condicdo AE2.

Demonstracao - Sejam a e b dois elementos quaisquer de
A* e suponhamos que b&U(A); notando-se que (ab)ta resulta,
em virtude de AE3, que existe g em A tal que d(a-abg)<d(ab).
Por outro lado, temos d(a-abg)=0d(a(1-bg))>d(a); portanto,
olab) >o(a). _ |

Do teorema 13 e do lema acima concluimos, 1med1atamente
o seguinte

COROLARIO - Todo anel euclidiano satisfaz a condicio AF1.

TEOREMA 14 - Todo anel d-euclidiano A é um anel com
maéaximo divisor comum.

DemonstracAO - Sejam a e b dois elementos ndo nulos de A
e consideremos o conjunto S de todos os elementos de A* que
sdo da forma xa+yb, com x ey em A; é imediato que S é nio
vazio, logo, existe my=mind(S) e temos my=0d(d), onde deS,
portanto, existem elementos r e s em A tais que d=ra+sb. Afir-
mamos que d € um mdc de a e b e para isso precisamos verificar
as condicdes D1 e D2 da definicdo 7.
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D2. Para todo d=A, se d'la e se d'|b, temos (ver o exer-
cicio 2) d'l(ra) e d'l(sb), logo, d'l(ra+sb), ou seja, d'ld.

D1. Suponhambs, por absurdo, que d{a, logo, em virtude
de AES3, existe ¢ em A tal que d(a-gd)<d(d)=m,, portanto,
a-gdeS; mas, por outro lado, temos a-qd =(1-gr)a+{-gs)b e en-
tdo a-qgdeS e obtemos assim uma contradicdio. Portanto, dla e
analogamente demonstra-se que dlb. |

Da demonstracio acima resultam, imediatamente, os se-
guintes corolarios:

COROLARIO 1 - Se a e b sdo dois elementos quaisquer de
um anel d-euclidiano A e se deA é um mdc de a e b, entdo
existem r e s em A tais que d=ra+sb.

COROLARIO 2 - Dois elementos a e b, de um anel d-eucli-
diano A, sio relativamente primos se, e somente se, existem 7 e
s em A tais que ra+sb=1.

Os corolarios acima podem ser estendidos para n elemen-
tos ay,a,,+--,a, de um anel euclidiano A (ver os exercicios 38 e 39).

De acdrdo com os teoremas 9 e 14 e ¢ corolario do lema 5,
temos o seguinte

TEOREMA 15 - Todo anel euclidiano é um anel fator.ial.

COROLARIO - O anel de polinémios K[X], com coefici-
cientes num corpo K, é um anel fatorial.

Para a determinacio de um mdc de dois elementos ndo
nulos a e a;, de um anel d-euclidiano A, pode-se usar o pro-
cesso das divisdes sucessivas andlogo ao que foi desenvolvido
para o anel Z dos nimeros inteiros (ver o §2.3 do Capitulo III).
Temos a=q,a,+a,, onde 0(a)<d(a;) se a,#0; supondo-se que
a,#0, teremos a,=q,a,+a;, onde 0(a;)<d(ay) se a;#0. Repe-
tindo-se éste processo chegaremos, certamente, a uma divisdo
exata e teremos as relacOes

a4 =(,0;+0Qy, 0<0(ay)<d(a,),
Qy = (QsQy+0ag, 0<d(as)<0(ay),
Qp1= Qnln+8na1, 0< 6(an+1) < a(an)’ (5)

Ay = Gn1lnn
Nestas condicdes, é facil ver que a,,; € um mdc dea e qa &, além

disso, obtém-se das relacdes (5) um processo para determinar.

res, em A, tais que a,,, =ra+sa, (ver o §2.3 do Capitulo 1),
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Conforme vimos acima todo anel d-euclidiano A satisfaz
a seguinte condic8o

AF6: quaisquer que sejam a e b em A, existe ded que
é um divisor comum de a e b e existem elementos r e s em

A tais qu
que d=ra+sb.

Convém notar que existem anéis de integridade néo eucli-
dianos que satisfazem a condicio AF6 (ver o §5.3).

E imediato que a condicio AF6 implica a condigioc AF4,
pois, o elemento d é um mdc de a e b, portanto, de acérdo com
o teorema 9, temos o seguinte

TEOREMA 16 - Todo anel de integridade que satisfaz as
condi¢cbes AF1 e AF6 é um anel fatorial.

EXERCICIOS

35. Dar uma outra demonstragdo do teorema 15 mostrando que
todo elemento irredutivel é primo.

36. A partir das relacBes (5) mostrar que ,,y € um mdc de a e
a, e dar um processo para determinar elementos r e s em A tais que
Q. =T0+80;.

37. Dar uma outra demonstracdo do teorema 16 mostrando que a
condicdo AF6 implica a condigdo AF3.

38. Sejam a,,a,,-:+,4, (n>1) elementos de um anel d-euclidiano 4
e seja d um mdc déstes elementos (exercicio 18); demonstrar que exis-
tem elementos ry,7,,-+-,7, em A tais que

Ty +Tolg+ e o +T1 0, =d.
39. Demonstrar que os elementos a;,a,,---,a, (nz1), de um anel

d-enclidiano A, sfo relativamente primos se, e sOmente se, existem
T1sTgr Ty €m A tais que

718y + Tolg + ooe+ 70, =1,

9.2 - O ANEL FATORIAL K[X]

Vimos na seccdo anterior que o anel de polindmios K[X],
com coeficientes num corpo K, é um anel euclidiano, logo, KiX]
é fatorial (corolario do teorema 15) e como U(K[X])=U(K)=K¥*,
resulta que para todo polindmio ndo constante f existem poli-
ndmios irredutiveis p},ps,---,ps, em K[X], tais que -

f=piphee P -
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Indicando-se por g, o coeficiente dominante de p; e pondo-se
pi:ai—ip; e azalaZ'“as’

J=apps--Ps
onde cada p; é irredutivel e unitario, logo, a é o coeficiente do-
minante de f. Em virtude da condicdo AF2 e do exemplo 5,
esta decomposicio de f é Unica a menos da ordem dos fatdres;
precisamente, temos o seguinte

temos

TEOREMA 17 - Todo polinémio nio constante f, de K[XI],
pode ser representado de modo Unico (a menos da ordem dos

fatores) sob a forma
) f=apps--Ps (8),

onde cada p;eK[X] é irredutivel e unitario e a & o coeficiente
dominante de f.

Na decomposicio (6) podem aparecer fatéres irredutiveis
repetidos e, usando-se uma notagdo conveniente, suporemos que
P1,D2,++,Dr (r<s) sejam os térmos distintos dois a dois da fami-
lia (P;)1«ics; NESte caso, o polindmio f serd representado sob a forma

o o
f= apllpzz"'l)i”,
onde cada «; & um nUmero natural n@o nulo, p#p; se i#]
(1<i,j<r). Se
f =bafagfs.. gft

é uma outra decomposi¢io de f satisfazendo as mesmas con-
di¢des anteriores, isto é, b é constante, cada §; é um numero
natural nd3o nulo, cada q; & unitario e irredutivel em K[X] e

q;#q; se i#] (1<i,jst), teremos a=b, r=t e, usando-se uma no-

tacdo conveniente, p,=q; e o;=f; para i=1,2,---,7.

J4 sabemos que K[X] é um anel com mdc (teorema 14)
e que um mdc de dois polinémios f e g, ndo nulos simulta-
neamente, estd determinado a menos de uma constante nio
nula, portanto, existe um Unico polinémio unitario em K[X]
que é um mdc de f e g; indicaremos tal polindmio pela no-
tacdo mdc(f,g) que, por extensdo, também serd usada quando
f=g=0 caso éste em que se tem mdc(f,g)=0. Valem observa-
cBes analogas para o mmc unitario de dois polinébmios néo
nulos f e g; usaremos a notacdo mmce(f,g).

O coroléario 1 do teorema 14 é agora enunciado sob a forma

TEOREMA 18 - Se f e g sdo dois polinémios quaisquer
de KI[X], entdo existem polinémios r e s em K[X] tais que
rf+sg =mdc(f,g).
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Daqui resulta, imediatamente, o seguinte

COROLARIO 1 - Dois polindmios f e g, de K[X], sdo pri-
mos entre si se, e somente se, existem polinémios r e s em

K[X] tais que rfrsg=1.

O teorema 18 e o corolario acima também valem para n
polinémios f,,f,,---,f, de K[X] e as demonstracdes sdo feitas
por.indugdo finita sébre o numero natural nzl (ver os exer-
cicios 38 e 39): ‘

COROLARIO 2 - Se fy,fs,°-+,f, s80 polinémios quaisquer
de K[X], entdo existem polindmios 7;,7,,-:,7, em K[X] tais que

Tif1+Tof o+ Tnfn = mde(fy, fry e f)-

COROLARIO 3 - Os polinémios f,,f,,-++,f,, de K[X], sfo
relativamente primos se, e sOmente se, existem polindmios
T1,Tay e, T em K[X] tais que

Tt Tofpter et fr=1.

Para determinar o mdc unitario de dois polinémios nio
nulos f e g, de K[X], podemos utilizar o processo das divisfes
sucessivas (ver a sec¢do 2.1), obtendo-se aoc mesmo tempo um
processo para determinar polinémios r e s tais que

rf+sg =mdc(f,g).

Exemrro. 11 - Consideremos os polinémios .

f=X0+5X*+3X3+2X%+3X+2 e ¢g=X%+3X2+3X+2
pertencentes a F,[X]. Temos :

f=(X3+5X2+6X+2)g +(5X?+6X +5)
g=BX+1)(5X2+6X+5)+(3X+4)
5X24+6X+5=(4X+6)3X+4)+2,
logo, mde(f,g)=1. Além disso temos
2=(56X2+6X+5)+(BX+1)(3X+4) =
=(6X%2+6X+5)+ BX +D(4X +6)(5X2+6X+5) + g] =
=(3X+1)g+(5X2+X)5X2+6X +5) = ‘
=(3X+1)g + BX2+ X[f+(6X3+2X3+ X +5)] =
=(BX2+Xf +(2X%+2X*4+5X2+ X+ 1)g,
r=6X%+4X e s=X5+X*+6X%2+4X+4.
O calculo do mdc unitario, assim como do mme unitario,
de dois polinémios ndo constantes f e g também pode ser feito

por intermédio das decomposicdes déstes polindmios em fato-
res irredutiveis e unitarios:

f= api‘lp“z‘z- .o 'p:r e g= bpiﬁlpgz . pgr 0,

logo,
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onde a e b sdo constantes, cada «; ou f; & um niimero natural,
cada p;eKI[X] é irredutivel e unitario e p,#p, se i#j (1<i,j<r);
ondo-se .
P 8, =minfe;, B e w;=max{e;,Bit
teremos
mde(f,g) = pliple-plr e  mme(f,gy=plapl---plr  (8).
O corolario 1 do teorema 11 nos mostra que
ab-mdc(f,g)-mme(f,9) = fg (9
igualdade esta que também pode ser obtida diretamente de
(7) e (8) notando-se que &;+;=;+f; para i=1,2,...,7.

A dificuldade em aplicar o processo acima consiste na
determinacfio dos fatéres irredutiveis e unitarios de f e g; por
causa disso é preferivel utilizar o processo das divisGes suces-
sivas para determinar mdc(f,g) e depois calcula-se mmc(f,9)
por meio da férmula (9).

Exempro 12 - Determinar mde(f,g) e mme(f,g) onde
f=X04+X5-X4-X3-X2-2X-2
g=X0-X5-X4+X3-X2+2X -2

e

sfo polindémios de Q[X]. Pelo processo das divisGes sucessivas .

temos f=g+(2X5-2X?-4X)
g=(EX-1)2X%-2X3-4X)+(X2-2)
2X5-2X%-4X = (2X2+2)(X?*-2),
logo, mdc(f,g)=X?-2. Por intermédio da férmula (9) obtém-se
mme(f,g) = X0-X8-X6-X4-X2-2.
Para completar o estudo do anel fatorial K[X] temos que

conhecer o conjunto de seus polindmios irredutiveis e unita-
rios, o que depende, evidentemente, do corpo considerado K.

Assim, conforme veremos no exemplo 16 do §3.3, se K=@,
entdo para cada numero natural n>1 existe um polinémio

irredutivel, em Q[X], de grau n; o mesmo acontece no caso
em que K é um corpo finito. No entanto, em virtude do teo-
rema fundamental da Algebra (ver o teorema 20), os unicos
‘polinémios irredutiveis e unitarios, de C[X], sdo os binoémios
X-a, com aeC. Tendo em vista uma generalizacdo déste Ultimo
caso daremos a seguinte

DEFINICAO 13 - Diz-se que um corpo K é algébricamente

fechado se, e sOmente se, todo polinémio ndo constante, de;

KI[X], tem pelo menos uma raiz em K.
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Observacido - Um dos problemas que surge naturalmente
é o da existéneia de corpos algébricamente fechados. Os
corpos @ e R, assim como todo subcorpo de R, ndo sdo
algébricamente fechados, pois, o polinémio X*+1eR[X] ndo
admite raiz real; o mesmo vale para todo corpo ordenado K
(teorema 38, Capitulo IV). Conforme o teorema fundamental
da Algebra, enunciado no teorema 20 e demonstrado no
Apéndice déste Capitulo, o corpo C dos niimeros complexos é
algébricamente fechado.

TEOREMA 19 - As seguintes condi¢des sbbre um mesmo

* corpo K s8o equivalentes entre si:

a) K é algébricamente fechado;
b) todo polinémio irredutivel e unitario de K[X] é da

- forma X-a;

¢) todo polindmio nfo constante g, de K[X], decompde-se
num produto de fatores lineares pertencentes a K[X].

Demonstracio - a)==b). Se feK[X] é irredutivel e uni-
tario, entdo, conforme a definicdo 13, existe ¢ em K tal que
f@) =0; portanto, de acérdo com o teorema 3, X-a é um divi-
sor de f e como X-a é irredutivel (teorema 4), teremos f=X-a.

b)=c). E uma conseqiiéncia imediata do teorema 18.

¢)=>c). Por hipétese g admite um fator da forma cX+d,
comcedem X e c#0, logo, g=(cX+d)g;, onde g,eKI[X];
desta igualdade vem g(-c'd)=0, com -c'deK. |

Como conseqiiéncia do teorema acima e do teorema 18
|8
temos o

COROLARIO - Se o corpo K é algébricamente fechado,
entdo todo polindmio ndo constante f, de K[X], pode ser re-
presentado de modo Unico (a menos da ordem dos fatdres)

sob a forma .

f=a(X-x) U X~x,)%2 -« (X-2,)%,
onde cada «; é um numero natural ndo nulo, x;&€K e x;#x;j se
i#j (1<i,j<7) e a é o coeficiente dominante de f.

O teorema fundamental da Algebra foi enunciado, mas néo
demonstrado por D’Alembert (1717-1783); a primeira demonstra-
cdo déste teorema é devida a Gauss e no Apéndice déste Capitulo
apresentaremos’ uma demonstra¢do do teorema de D’Alembert
baseada no conceito de corpo de raizes de um polinémio e
no fato que todo polindmio de grau impar e com coeficientes
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reais tem pelo menos uma raiz real. O teorema fundamental da
Algebra é o seguinte

TEOREMA 20 - O corpo € dos numeros complexos é
algébricamente fechado.

Em virtude do teorema 19 a proposicio acima é equiva-
lente a seguinte: os Unicos polindmios irredutiveis e unitarios
do anel C[X] sd@o os bindmios X~a, com aesC. E, entio, ime-
diato que vale em C[X] o corolario do teorema 19.

Veremos, a seguir, de que forma sfo os polindmios irre-
dutiveis e unitarios do anel R[X]. Observemos, inicialmente,
que se feR[X] e se xeC é uma raiz de f, entfo f@ =0, onde
X é o complexo conjugado de x. ‘

Seja feR[X] um polinémio irredutivel e unitario; de acérdo
com o teorema 20 existe um numero complexo x tal que
ftxy=0. Distinguiremos dois casos conforme x seja real ou nio.
Se x=R, entdo, conforme o teorema 3, X-x é um divisor de

f e como X-x é irredutivel (teorema 4), temos f=X-x. Supo-
nhamos agora que x n#o seja real, logo, x#%; de f(x)=0 resulta

que existe f,eC[X] tal que f=(X-x)f, e como f(@) =0 e x-T#0,
temos, f,(@) =0, logo, existe f,eC[X] tal que f,=(X-Z)f,, de onde
vem, f = (X=X X-7)f,.
Ora, o polinémio
(X-x)X-7) = X2 (x+T)X+xT

tem coeficientes reais, logo, f,&R[X] e como f é irredutivel
resulta que f, é constante, portanto, f,=1 e entio

f=X~(x+1)X+XT.
Em resumo, se feR[X] é irredutivel e unitario, entdo f é de

uma das seguintes formas X-a ou X?+pX+q, onde a, p e q

sfo numeros reais. Precisamos, entdo, determinar em que con-
di¢des um polindmio real X2+pX+q é irredutivel, pois, ja sabe-
mos que todo bindémio X-~a é irredutivel, em R[X]. A resolucio
déste problema é dada pelo

LEMA 6 - O polinémio

, f=X%+pX+qeR[X]
¢ irredutivel em R[X] se, e sdmente se,
A=p*-4g<0.

DemonstrACAO - Suponhamos que f seja irredutivel em

R[X] e suponhamos, por absurdo, que 4>0; notando-se que

. p2 A
X2+pX+q=(X+§) 1
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- resulta que o nimero real x,=+(-p+\/4) é raiz de f, logo, f &

divisivel, em R[X], por X-x, contra o fato que f é irredutivel.
Reciprocamente, suponhamos que f seja redutivel em R[X], logo,
f=X-x)X~y),
com x e Yy reais; neste caso, temos
P=~x+Yy) e q=xy;
A=p*-4q=(@x+yP-dxy = @xy)?=0,
contra a hipétese. _ |
Resumiremos os resultados obtidos acima no seguinte

portanto,

TEOREMA 21 - Os UGnicos polinémios irredutiveis e uni-
tarios do anel R[X]s&o0 os bindmios X-a e os trindémios X?+pX+q,
com p3-4q<0.

Como R[X] é um anel fatorial resulta do teorema acima
o seguinte

COROLARIO - Todo polindmio ndo constante feR[X], de
coeficiente dominante a, pode ser representado de modo Unico
(a menos da ordem dos fatbres) sob uma das seguintes formas:

a) se tddas as raizes de f sfo reais, entfio

f=X-x)"(X-x,)%2- - (X-2,)%,
onde cada «; é um nimero natural nio nulo, cada jci é real

e x;#x;5 se i#j (1<i,jsr);

b) se tdodas as raizes de f sdo numeros cornplexos néo

reais, entfo
f= a(X2+p1X+ql)"l(X2+p2X+q2)"2 (X2+p,X+qy)’s,
onde cada f; é um ntmero natural nfo nulo, p; e g; sdo reais,
Pi-4¢;<0 (j=1,2,--,5) e (p;,q) #(Py,qy) se j#7 (1<j,f<s);

¢) se f admite raizes reais e raizes complexas nio reais, entdo

f=aX-2)" e (X-2,)* T(X2+p1X+q1)“1 (X2+p,X+qy)s,
onde cada &; ou f§; é um nimero natural ndo nulo, x;,pj € g; séo-
numeros reais, x;#x; se i#i (1<i,i'sr), Pi-4q;<0 (j=1,2,---,5)
e (059 #(Py,qy) se j#j (1<j,j<s).

. EXERCICIOS

40. Demonstrar os corolarios 1, 2 e 3 do teorema 18.

41. Determinar a decomposicio em fatores irredutiveis e unitarios,
sébre @, R e C, dos seguintes polindmios com coeficientes racionais:

a) x? -2;

b) X3+4X2+5X’+2;

o x3+2x%%-1;

d) X3+X%+X 41
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42. Determinar as decomposicdes em fatbéres irredutiveis e unita-
rios dos seguintes polindmios do anel KI[X]:

a) XS—-I, K=@ ou K=C;

b) X2+1, K =Qliyz] ou K = Qlil;

¢) X'+x%+1, K=R ou K=C;

d X°-X, K=F;

e) X*+X+2, K=F;

H x¥-5, K=F,.

43. Utilizando os resultados sdbre raizes n-ésimas complexas da
unidade (ver o exercicio 95 do Capitulo V) determinar as decomposi-
cdes em fatdres irredutiveis e unitarios dos seguintes polinémios de RIXE:

a) x®-af;

b) in_azn

o) (X+D"+X-D";

d) 1-x%%+8x3;
onde ae=R* e neN*

44. Demonstrar que existem infinitos polinémios unitarios e irre-
dutiveis em K[X], onde K é um corpo. Sugestdo: supor que p;,Dy,**,Dg
sejam os unicos polindmios irredutiveis e unitarios de KI[X] e considerar
o polindmio p;p,---py+1 (ver também a demonstracio do teorema de
Euclides §2.1, Capitulo IID).

45. Determinar mdc(f,9), em K[X], nos seguintes casos:

a) f=X%+2X-1, g=X’-1e K=@;

p) f=X?+X2-2X, g=X"+2X'-X-2 e K=F;

o) f=x8+X"—2x%-3xP+3x%+2xi-X+1,

g=8X"+7x-12x°-15X*+9X*+4X -1 e K=F,;

A f=Xx"-5, g=X’+X+1 e K=F;

e f=X'-X%+1, g=X3+X%2+X+1 e K=Fg.

Em cada caso determinar polindémios r e s, em K[X], tais que
rf+sg =mde(f,9).

46. Determinar mmec(f,g) nos casos a), b), d) e f) do exercicio
anterior. )

47. A partir das decomposi¢cdes em fatéres unitarios e irredutiveis
obtidas no exercicio 42, determinar o mdc e o mmc unitarios dos se-
guintes pares de polindmios a) e b), ¢) e d), b) e ¢).

48. Mostrar que o mdc (resp., mmc) unitario de dois polindmios
nio nulos f e g, de K[X], é o polinémio de grau méaximo (resp., minimo)
que é divisor comum (resp., multiplo comum) de f e g.

49, Deterrﬁinar o mdc e o mmc unitarios dos seguintes polinémios
F=X3-1X+6, g=X’-3X+2 e h=X"-4X?+3X do anel Q[X]. Determinar
polinémios r, s e t, em Q[X], tais que rf+sg+th =mde(f,g,h).

50. Se f e g sdo dois polindmios ndo nulos de K[X] e se d=mdc(f,9),

mostrar -que d”=mdc(f*,g™, para todo numero natural n.
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51. Consideremos os polindmios X™-a™ e X"-¢" do anel R[X]
onde a#0 e m e n sdo numeros naturais nio nulos; mostrar que

mde(X™-a™, X" o) = X" aP,
onde h =mdcom,n.

9

52. Seja K um subcorpo de um corpo E e consideremos dois PO~
linbmios f e g de K[X]<=E[X]; mostrar que
mch(f,g)=deE(f,g)
mmcg(f,g) = mmegf, g).
Sugestdo: utilizar a relacdo rf+5g =mdcg(f,g), onde 7 e s sdo elemen-
tos de KI[X].

53. Com as notacdes do exercicio anterior, mostrar que se existe
x em E tal que fo =g =0, entdo os polindmios § e g nao sdo relati-
vamente primos em K[X].

e

54. Sejam f e g dois polindmios ndo constantes do anel K[X] e
suponhamos que f e g sejam primos entre si. a) Mostrar que os polind-
mios 7 e s, de K[X], tais que rf+sg =1 nfo sio determinados de modo
unico. b) Mostrar que existem r e s satisfazendo a identidade anterior
e tais que dr<dg e JIs<of.

55. A partir do corolario do teorema 21 mostrar que todo poling-
mio real e de grau impar admite pelo menos uma raiz real. Observacéio:
No Apéndice déste Capitulo daremos uma outra demonstracio déste
resultado sem utilizar o teorema fundamental da Algebra.

2.3 - DECOMPOSICAO DE UMA FRACAO RACIONAL

Consideremos o corpo de fracdes racionais K(X) na inde-
terminada X e com coeficientes num corpo K; todo elemento,
déste corpo, ¢ da forma fl/g; com f e g em K[X] e g+0. Esta
representacdo de f/g nf@o é, evidentemente, Unica, pois, para
todo deKI[X], d#0, temos f/g=(fd)/(gd). No entanto, se impu-
zermos que os polindmios f e g sejam primos entre si e que
g seja unitario, resulta que a representacdo de flg é ftnica;
precisamente, se f/g=f,/g;, onde g e g, sdo polindmios unita-"
rios e mdc(f,g)=mdc(f;,9;,)=1, entdo f=f, e g=g,. Diz-se,
neste caso, que a fracdo racional f/g é irredutivel e no que
se segue sO vdo nos interessar as fracdes racionais irreduti-
veis cujos denominadores sejam ndo constantes.

LEMA 7 - Para t6da fracBo racional irredutivel flg, de
K(X), existe um unico par (g,h), de polinémios de K[X], tal que

h
i=Q+:q‘ (10),
onde h#0 e dh<dg. g
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DEMONSTRACAC - Sejam q e h 0 quociente e o resto da
divisdo euclidiana de f por g, logo,

f:qg+h (11),

notando-se que g é nio constante e que f e g sdo primos entre

si, resulta que h#0; portanto, dh<dg. Da igualdade (11) con-

cluimos imediatamente que vale a férmula (10). ‘Por outro

lado, é evidente que g e h sdo determinados de modo unico,

pois, éstes polindmios sio, respectivamente, o quociente e o -

resto da divisdo euclidiana de f por g. |

" Observemos que, nas condi¢bes acima, os pohnomlos h
e g sdo primos entre si, pois mdc(g,h)=mdec(f,9)=1, logo a
fracdio racional hj/g também é irredutivel. O polindmio q passa
a ser denominado parte inteira da fracdo racional irredutivel f/g.

TEOREMA 22 - Seja flgeK(X) uma fragdo racional irre-
dutivel, onde 8f<dg. Se g=0,0,- g, (s>2), onde cada g,eK[X]
é ndo constante e unitario e mdc(g;,g)=1 se i#j (1<i,j<s),
entdo existe uma tnica familia de polindmios (h;) s, de
K[X], tal que

1) h;#0;

2) dh,<dg;;

3) mdc(h;,g)=1,

s
9 =2 hilgs.
1=
Além disso, a familia (h), 4., ¢ determinada de modo tunico
pelas condicbes 1), 2) e 4).
DemonstracAc - Para cada indice i, com 1<iss, ponharnos
G;= H ;s
J#1
é imediato que os polinémios G,,G,, :+,G, sdo primos entre si,
logo, de acdérdo com o coroldrio 3 do teorema 13 existem po-
lindémios hi,hy,--,h; em K[X] tais que ,
hiG,+hyGy+--++hGy=1 (12).
Notando-se que g;/G; para i#j, a relacdo (12) pode ser posta

sob a forma h;Gi+giG;=l,
de onde vem, mdc(g,,h))=1 e como mdc(g;,f)=1 teremos
mde(g;,fh) =1 (ver o exercicio 21). Conforme o algoritmo da

divisa )
ivisdo temos R, = qigi+ by (13)

onde h;#0, oh;<dg; e mdcth;,gy=1. Multiplicando-se ambos os
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membros de (12) por G; e somando-se para i:l,hz,--'-,s, tere-
mos, levando-se em conta a relacdo (12) e notando-se que

g:G;=G: s s
f= (g%)g"'ghi(}i
a(Zh G.)<dg,

temos Zqi 0, pois, ag<af, portanto, f= ZhiGi> de onde vem
f_yh

g = 91
Fica assim demonstrado que a familia (h)i«es satisfaz as con-

digdes 1), 2), 3) e 4) acima; falta, entdo, mostrar que esta fa-
milia é determinada de modo unico pelas condicdes 1), 2) e

4). Ora, se s
flg= éHilgi’

onde H;#0 e 9H;<4dg;, teremos
8
Z(Hi— h)Gi =
(Hz 1)G]+(Hi—hi)Gi =

e Como

ou,

Notando-se que gz!GJ, para i#j, temos g;|(H;~-h)G; e como g, é
primo com G teremos g;I(H;~h;), o que s6 é possivel se H;=h;
em virtude da hipétese feita sébre os graus de H; e hi. |

COROLARIO - Seja flgeK(X) uma fra¢do racional irredu-

tivel, onde df<dg. Se
g =pyip3?

é a decomposicdo de g em fatores irredutiveis e unitarios,
pi#p; se i#j (1<i,j<n) e cada s; é um numero natural nio
nulo, entdo existe uma familia (hi)i<ien, de polinémios de K[X],
tal que

1) hi#0;

2) 0h;<3(pd) = s;0p;;

3) Pi)(hiyj

4) f = ghilpisi.

Além disso, a familia (h)iaen é determinada de modo
Unico pelas condices 1), 2) e 4).

Basta observar que a condigio 3) do teorema acima §,
no caso em questdo, equivalente a p;fh;.
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Portanto, para completar.o estudo da decomposicéo de
uma fracdo racional basta considerar as fragSes racionais irre-
dutiveis .da forma h/p®, onde p é irredutivel e unitario, s>1 e
dh<d(p®) = sdp. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte lema
(ver o exercicio 24 proposto no Capitulo VI

LEMA 8 - Sejam h e p dois polindmios de KI[X], onde
h+0, p é irredutivel e unitario e seja reN tal que

rdp<dh<(r+1)dp;
nestas condicBes, existe uma tnica familia (hi)eeer, de polinémios
de K[X], tal que r '
f= %’hipi (14)

onde h,#0 e dhi<dp se hi#0.

DemonsTrACAO - Para =0 basta escolher hy=h; suponha-
mos, entdo, que r>0 e que a parte de existéncia do lema aci-
ma seja verdadeira para r-1 e seja heKI[X] tal que h#0 e

rdp<dh<(r+1)ap.
Em virtude do algoritmo da divisdo temos
h=qgp+hg (15):
onde h,+#0 (pois, p{h), dhy,<dp e dq=0h-dp, logo,
(r-1)3p<dqg<rdp;
portanto, de acérdo com a hipdétese de inducdo, existe uma
familia (hii«er, de polindémios de K[X], tal que

,
g= 2 hiptt (16),
1=1
onde dhi<dp se hi#0 e h,#0. De (15) e (16) resulta que
T
h= hipi,
=0

h,+#0 e dhi<dp se hi#0; portanto, s6 falta demonstrar que a
familia (hi)cier € Unica. Ora, suponhamos que

h= th ,

=0
onde dh;<dp se h;#0 e suponhamos, por absurdo, que exista
um indice i tal que h;#hj; neste caso, existe um menor indi-
ce t, com Ostsr, tal que hi#ht e temos

(ht~-hp)pt+ 2 (hj=hpp’ =0,

de onde vem, pl(hi~hy) e chega se assim a uma contradicdo,
pois, 8(hi—hy)<smax{dht,dhit<dp. : |

forma
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TEOREMA 23 - Seja hipSeK(X) uma fraclo racional irre-
dutivel, onde seN* peKI[X] é irredutivel e unitario e dh<sdp
e seja r um nimero natural tal que rdp<dh<(r+1)dp; nestas
condicSes, temos: '

1) rss;

2) existe uma unica familia (Rocier, de polindmios de

K[X], tal que T _
hip®= 3 hilpst am,
i=0

onde h,#0 e dhi<dp se hiz0.

E uma conseqiiéncia imediata do lema acima, pois, da
formula (14) resulta, imediatamente, a formula (17).

Téda fracdo racional da forma hlp®, onde heKI[X] é ndo
nulo, peKI[X] é irredutivel e unitario, seN* e dh<dp, € deno-
minada fracdo racional simples. O corolario do teorema 22 e
o teorema 23 nos mostram que téda fragdo racional irreduti-
vel flgeK(X) pode ser representada, de modo Uinico, como uma
soma de fragGes racionais simples.

Casos particulares importantes

1. K=C. Sabemos que o corpo C dos numeros complexosi
é algébricamente fechado, logo, de ac6érdo com o corolario do
teorema 19, todo polindmio nfo constante e unitario g, de
C[X], pode ser representado sob a forma

g=(X-x)UX~2,)%- (X -2,)% (18),
onde x;eC, xi+x; se i#j (l<i,j<r) e cada a; é um numero
natural ndo nulo. A decomposicdo de uma fracdo racional irre-
dutivel flg, de C(X), onde ¢ esté representado em (18), é da

Ay
f ;:(Z(X ) (19),

onde cada Ay € constante. Para calcular as constantes Aj; po-
demos eliminar os denominadores de ambos os membros de
(18) e depois igualar os coeficientes correspondentes dos poli-
ndmios assim obtidos; teremos, assim, certas relacbes que nos
permitirdo calcular todos os A;. Um outro método consiste
em seguir exatamente a demonstracdo que vimos acima no es-
tudo da decomposicio de uma fragdo racional como soma de
fracdes racionais simples.

Exempro 13 - Decompor a fracdo racional

X5+4X3+4
xS0
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numa soma de fragles racionais simples.
Efetua-se, inicialmente, a divisdo euclidiana do numerador
pelo denominador e obtém-se
Xo4d4X3+4=(2X3-X+4)+ X(X2+1)2,
logo, basta decompor a fracfo racional
2X3-X+4
(X2+1)?
As raizes do denominador sdo i e -i e.temos
(X2+1P = (X-DUX+i?,
2X3-X+4 _ a b ¢ d
(X-AX+i)2  X—-i X+i (X-92 (X+i)?2’
de onde vem, pela eliminacfio dos denominadores
2X3-X+4 = a(X - i) X +i2+b(X +iNX -2 +c(X+1)2+d(X -4)2  (20).
Calculando-se o valor de ambos os membros desta igualdade
em i e -, obtem -se

c=—( 44+3i) e d-_-i-(-zl-si);

logo,

portanto, (20) se reduz a

2X342X242X+2 = a(X - i X +i)2+ (X +iNX -i)? (21).
Calculando-se os restos das divisdes euclidianas dos polind-
mios do primeiro e do segundo membros de (21) por (X-i)? e
por (X+i)? obteremos

(~4+4D)X +(4+4i) = -4aX +4ia
€ (-4-49)X +(4-4i) = -4bX - 4ib,

de onde vem . , :
’ a=1-i e b=1+i; .

X54+4X3+4 1-i 14i ~legi -1-%i

—or——g— = X+ -4 -+ 5t >,
(X2+1) X-i X+i (X-iP (X+4i2

que é a decomposicdo da fracdio racional dada numa soma de

fracles racionais simples.

portanto,

II. K=R. Conforme o corolario do teorema 21, todo po-
linbmio ndo constante geR[X] pode ser representado sob a
forma

g=X-x)%e (X -2,)0(X240,X +q)01 (X2+p X +q)0  (22),
onde cada q; ou b; é um nUmero natural nfo nulo, xi, P €
g; sdo reais e pj-4q;<0 (nesta representaciio estamos admitin-
do que se possa ter r=0 ou s=0); além disso, temos xi+#xi,
se i#i (1<i,i'<7) e (ps,q) #(py,qy) se j+7 (1<j,5<s). A decom-
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posicdo de uma fracfo racional irredutivel flgeR(X), onde g
é determinado por (22) é da forma
¥ Ajj My X +Pyj
5‘%’(; (X~ x;)’> 2'(ZY(X%p iX +q; )z)
onde Ajj, Mw e P;; s8o nGimeros reais.
Exempro 14 - Consideremos a fracfo racional irredutivel
2
em virtude do que vimos acima temos
X?+X+1 a b cX+d eX+f
XAXE+12 X2 X (AR X1
onde a, b, ¢, d, e e f sdo niimeros reais. Eliminando-se os de-

nominadores teremos
X2+ X+1=a(X2+ 12+ bX(X2+1)2+ (X + D) X2+ (eX + X2+ 1DX2

ou :
X2+ X+1=(b+e)X+(a+H)X*+(2b+c+e)X3+(2a+d+f)X%+bX +a,
de onde vem, bre=0
a+f=0
2b+c+e=0
2a+d+f=1
b=1
a=1.

Resolvendo-se o sistema acima obtém-se a=1,b=1,¢=-1,d=0,
e=-1 e f=-1; portanto,
X2+ X+1 __1__ __1_ -X —_}E_
CXAX2+1)2 XX T X1
que é a decomposicio da fragao racional dada numa soma de
fragbes racionais simples.

EXERCICIOS

56. Decompor as seguintes fragles racionais, de K(X), numa soma
de fracles racionais simples:
X+2

? wopxhyr KR
X+2
(X2-Dx2+1?°
4X+2
X32x% 14X +3°
2x?%-1
X2+ X +1)(X2+1)%
2x543%%+6x2%+3
(%241

b) K =Qlil;

K=F,;

c) 59

1
d) K =@, K =@lw], onde w=5{-1+iV3);

K=F

7e
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57. Decompor as fracfes racionais
1 Xn-1
2n e n ?
X" 41 X"-1
onde m e n sdo numeros naturais nfo nulos, numa soma de fracBes ra-
cionais simples, em C(X) e em R(X).

EXERCICIOS SOBRE O §2

58. Seja A # {0} um anel comutativo sem divisores préprios do zero
e suponhamos que exista uma aplicacio 0: A*—N que satisfaz as con-
dicdes AE1 e AE3; demonstrar que A é um anel de integridade.

59, Seja A um anel d-euclidiano e seja h: N— N uma aplicacéo
crescente; mostrar gue A é um anel (hod)-euclidiano.

60. Mostrar gue as seguintes condi¢des sdbre um mesmo anel
d-euclidiano A sdo equivalentes
AE4; quaisquer que sejam a e b em A*, com b#0, se
a=bqg+r=bq'+r,
onde d(r)<db) se r+0 e ()< db) se '+ 0, entfo g =q’ (e, portanto, r =17);
AE4": quaisquer que sejam a e b em A%, se a+b#0, entdo
da +b) s max{da),0()}.

61. Demonstrar que se um anel d-euclidiano A satisfaz uma das
condi¢bes do exercicio anterior, entdo A é um corpo ou A =Klx], onde
K é um subcorpo de A e x é transcendente sdbre K.

62. Seja p um elemento irredutivel de um anel fatorial A e observemos
que para todo asA* existe um Unico numero natural s tal que pSia .e
ps*lifa; o numero natural s sera indicado pela notagio V@ e serd de-
nominado multiplicidade de p como fator de a ou, simplesmente, mul-

tiplicidade de p em a (também diremos que p é um fator de multiplici-

dade s do elemento a). Quando vp(a)=1 (resp., vp(a)>1) diremos que p é
um fator simples (resp., miltiplo) do elemento a. Obtém-se assim uma
aplicacdo vyt A* - N, que é denominada valorizacGo p-ddica de A, que
satisfaz as seguintes condicles

V1: quaisquer que sejam a e b em A*, tem-se

vp(ad) = vpla) +vp(b).
V2: quaisquer que sejam a e b em A%, se a+b#0, entéo
vpla+b) = min{vyla), vb).
Mostrar que valem as seguintes propriedades:
a) se usU(4), entdo vpw =0;

b) quaisquer que sejam a e b em A¥*, se a+b#0 e se vpla)#vpb),

entéo vpla+b) = min{vyla), vpb)}.

83. Consideremos o anel de polinémios K[X] com coeficientes num
corpo K e seja feK[X] um polindmio n#o constante; demonstrar que se

(PP1cier € uma familia de polinémios unitérics e irredutiveis em K[X]1, .

por
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com p;#p; se i#j (1<i,j<7) e se m; € a multiplicidade de p; em f, entdo
existe um Unico polindbmio g em K[X] tal que

F=ppy2--p7g,
onde p;{g para i=1,2,...,7.

Observacio: Se p=X-xeKI[X] é um fator de multiplicidade m>1
do polindmio ndo constante feKI[X] tem-se, necessariamente, fix) =0;
diz-se, neste caso, que x & uma raiz de multiplicidade m do polinémio f.
Quando m =1 (resp., m>1) diremos que x é uma raiz simples (resp.,
multipla) de f. .

64. Com as notacdes do exercicio anterior, mostrar que se (X;)i¢j<r»
com x;K, ¢ uma familia de raizes distintas de f e se m; & a multipli-
cidade de x; em f, entdo existe um Unico polindmio g em KI[X tal que

F=(X-a)"UX ~x,) 2. (X~ )G,
onde g(x;)# 0 para i=1,2,...,7.

65. Se f é um polindmio nio constante do anel RIX] e se x é uma
raiz complexa de multiplicidade m>1 de f, entdo o complexo conjugado
%, de x, também é raiz de multiplicidade m do polinémio f.

66. Com as notacdes do exercicio anterior, mostrar que existe um
Unico polinémio g em R[X] tal que :

f=l(X-xXX-D]"g,
onde gw # 0 (e, portanto, g(T) +0),
67. Seja f um polinémio ndo constante do anel RIX] e indiquemos

XLy Lgseery LpyZy,2q0 0525, 2

as rafzes complexas de f, onde cada x; é real e x; #x; se i#i (1<i,i'<7),
cada 2z, € um niumero complexo ndo real e z, # 2, se k+k” (1sk,k’ss).
Demonstrar que se a; € a multiplicidade de x; e se b, € a multiplicidade
de z,, entdo f pode ser representado de modo Gnico (a menos da ordem

dos fatdres) sob a forma

f=alX-x)™. (X -2 )X+, X + ql)b1 (X4 p X +q0,
onde a é o coeficiente dominante de f, os nimeros p, e g, sfo reais e
zy, € raiz de X2+ka+qk (logo, p;zc—4qk<0).

Observacido: Obtém-se assim um enunciado mais preciso do corola-
rio do teorema 21.

68. Demonstrar que todo corpo finito K nfo é algébricamente fe-
chado. Sugestio: Se Uy, 0y, 5 0g sdo os elementos de K considerar o po-
lindmio (X-a (X -ay)--- (X —ag)+1.

Nos exercicios seguintes utilizaremos o conceito de derivada de
um polindmio, introduzida no exercicio 98 do Capitulo VI,

69. Consideremos o anel de polindmios KI[X] com coeficientes num
corpo K de caracteristica zero, seja peKI[X] um polindmio irredutivel e
unitario e seja f um polindmio ndo constante. Verificar as seguintes pro-
priedades:

a) p é um fator simples de f se, e somente se, plf e p{Df. )

b) p é fator de multiplicidade s>1, de f, se, e somente se, p|D'f
para i=0,1,---,s—=1 e p{D%, onde D°f=f e D'f=DMD"'f) para i>1.
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¢) p é fator de multiplicidade s>1 de f se, e somente se, p & fa-
tor de multiplicidade s-1 de Df.

d) Seja E um corpo que contém K como subcorpo e suponhamos
que exista x em E tal que f =0; demonstrar que x € raiz de multipli-
cidade s>1 de f se, e sdmente se, (D'f)x)=0 para i=0,s,---,5-1 e
(D)) # 0.

As propriedades acima sio verdadeiras quando o corpo K tem ca-
racteristica diferente de zero? .

70. Seja E um corpo de caracteristica zero e seja K um subcorpo
de E; consideremos o anel de polindmios E[X] e seja feKI[X] um poli-
némio ndo constante. Verificar as seguintes propriedades:

a) Se f=apilp, ---p3s ¢ a decomposicdo de f em fatéres irredutiveis

e unitarios, entdo R . -
mde (f,Df) = pft 1pgz 1...p:s L

b) f admite um fator maultiplo em KI[X] se, e sOmente se,
mde(f,Df)# 1.
¢) Se xeE é raiz do polindmio f e se f é irredutivel em KI[X],

entdo x é raiz simples de f.

d) Se x=E ¢é raiz de f, entdo x é raiz multipla de f se, e soO-
mente se, mde(f,Df) # 1. )

e) Se f é irredutivel em K[X], entdo mde(f,Df)=1.

71. Aplicar o exercicio anterior para mostrar que os seguintes po-
lindmios de Q[X] ndo sfo irredutiveis:

a) X4+X3+X+1;

b) X°-2x*-4x%+8x%+4X-8;

o) X0-2x®+x%2x%-5%%44x-2.

72. Determinar condicbes sébre a e b para que o polindmio
X4+aX3+bX2+4EQ[X] tenha pelo menos uma raiz complexa multipla.

73. Determinar o de modo que o polindmio X°-5X-a=@[X] tenha
uma raiz multipla em K nos seguintes casos: K =@ e K = @l[i].

§8 - ANEL DE POLINOMIOS SOBRE UM ANEL
FATORIAL

3.1 - POLINOMIOS IRREDUTIVEIS EM A[X]

Seja A um anel fatorial e seja K o corpo de fracbes de
A; consideremos o anel de polindmios K[X] com coeficientes
em K, notemos que A[X]c=KI[X] e, além disso, A[X] é um anel
de polindmios em X e com coeficientes em A. No que se se-
. gue manteremos sempre os significados acima para estas no-
tacoes. Introduziremos, inicialmente, o conceito de polinémio
primitivo pela
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DEFINICAO 14 - Diz-se que um polindmio ndo nulo

n
3 7. .
7= biXie AlX]
1=0
€ primitivo se, e sOmente se, seus coeficientes by,bs,:--,b, 880

relativamente primos.

Observemos que um polindmio constante f* é primitivo
se, e somente se, f* é inversivel em A4, isto é, f*eU(A)= U(A[XD.
E imediato que se pelo menos um dos coeficientes b; é inver-
sivel, entdo f* & primitivo e que se f*#0 nfo é primitivo,
entdo existe um elemento irredutivel pe A que é divisor de
todos os coeficientes de f*.

LEMA 9 -Um elemento deA é um mdc dos coeficientes
de um polinébmio nfo nulo

n
f=2aXle AlX]
1=0
se, e sOmente se, existe um polinémio primitive f*eA[X] tal
que f=fd*. ,
DemonstrACAO - Suponhamos que d seja um mdc dos coe-

ficientes a4,ay,-++,a, de f e ponhamos a;=db; para i=0,1,---,n;
conforme o exercicio 20, os elementos by,by,---,by sdo relativa-
n
mente primos, logo, o polindmio f*:Zbi‘ t ¢ primitivo e é
=
imediato que f=df". Reciprocamente, s&ponhamos que exista
um polindémio primitivo f* tal que f=df* e seja di um mdc
dos coeficientes de f; como d é um divisor comum dos coe-
ficientes de f, temos dld:, logo, di=ud com ueA. Por outro
lado, conforme vimos acima, existe um polinémio primitivo
fie AlX] tal que f=d,f;, de onde vem, uf;=f*, logo, u ¢ um
divisor comum dos coeficientes de f*, portanto, ueU(A4); da-
qui se conclui que d e d; sfo associados e entdo d é um mdc
dos coeficientes de f. ’ |

COROLARIO - Se f & um polinédmio nfo nulo de A[X] e
se f=df*=d;f;, onde d e d; sAo constantes e f* e f, sdo poling-
mios primitivos, entdo d~d: e, portanto, f*~f;.

LEMA 10 (Gauss) - O produto de dois polindmios primiti-
vos € primitivo. '

DemonsTtracao - Consideremos dois polinémios primitivos
3

m
7 ; W .
f=plaX e g=3bX
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do anel A[X] e suponhamos, por absurdo, qué o polindmio

roduto axy
i fg= 2/ aX¥,
onde k=0
Cr = D /aib;
i+i=k

ndo seja primitivo (nesta Gltima férmula colocamos a;=0 se
i>n e bj=0 se j>m); existe, entfo, um elemento irredutivel
peA tal que plc, para k=0,1,-.-,m+n. Por outro lado, como
{ e g sfo primitivos, resulta que p ndo divide todos os coefi-
cientes de f e também nfo divide todos os coeficientes de g,
logo, existern nGmeros naturais r e s, com 0Osr<n e 0Osssm,
tais que plar, ptbs, pla; para i<r e plb; para j<s; conside-
rando-se o coeficiente cris de fg, temos
Cris = (aobr+s Tt +ar-1bs+]) +arbs+{@riibsy+- - +ar+sbo) ’

de onde vem, pl(asbs), portanto, plar ou plbs, pois, p &€ primo
e A é fatorial, contra a definicio dos elementos a, e bs. |

LEMA 11 - Todo polindémio ndo nulo ¢, de K[X], pode ser
representado sob a forma @=¢f*, onde a e b sdo elementos de
A* e f*e AlX] é primitivo; além disso, se ¢ =<f] onde ¢ e d
sfo elementos de A* e fje A[X] é primitivo, entdo ad~bc e
i n

DemonsTrRAGAO - Seja ¢=§aiXi, onde o;eK e ponhamos

-

o, =a;/b;,, com a; e by em A e b;#0; se b=bgb--:-by, temos
@=+f, com feAlX]. Ora, de acoérdo com o lema 9, existe um
polinémio primitivo f*eA[X] e existe aeA tais que f=af*,
portanto, @ =¢f*, onde ¢ e b sdo elementos de A* e f* é pri-

mitivo em A[X]. Por outro lado, de ¢ = f;f resulta adf* =bcf7,
logo, em virtude do corolario do lema 9, temos ad~bc e
AR P H

LEMA 12 - Seja f um polinémio n#o constante do anel
A[X]; se f é primitivo e se f é redutivel em K[X], entio f
também é redutivel em A[X].

DemonstrAcAO - Por hipétese existem polindmios ndo cons-
tantes @, e @,, de K[X], tais que f=¢,p,; de acérdo com o
lema anterior, temos @; = (;/b)f;, onde a; e b; sdo elementos de
A*, fieAlX] é primitivo e é imediato que f; é n#o constante,
pois, 8f; =d¢;. Daqui resulta que

(b1b2)f = (1a2)(f3T3),

de onde vem, conforme o lema de Gauss e o corolario do
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lema 9, a,0,=bb,u com ueU(A), logo, f=(uf)f;, onde uf; e f;
sfo polindmios nfo constantes de A[X]; portanto, f é redutivel
em A[X].

TEOREMA 24 - Um polinémio ndo constante f, de A[X],
é irredutivel em A[X] se, e sdbmente se, f & primitivo em A[X]
e f é irredutivel em K[X].

Demonstracao - Suponhamos que f seja irredutivel em
A[X]; se f ndo fosse primitivo, existiria um elemento irreduti-
vel peA que seria divisor comum de todos os coeficientes de
f, logo, f=pf,, com foeAlX] e f, ndo constante, portanto, f se-
ria redutivel em A[X], contra a hipétese. Fica assim demons-
trado que f é primitivo em A[X] e como f é irredutivel em
A[X], resulta do lema anterior que f também é irredutivel em
KI[X]. Reciprocamente, suponhamos que f seja primitivo em
A[X] e irredutivel em K[X] e consideremos dois polindmios f;
e fy, de A[X], tais que f=f,f,. Ora, esta Gltima igualdade tam-
bém é verdadeira em K[X] e como f é irredutivel em K[X]
resulta, imediatamente, que f; ou f, é constante; supondo-se,
por exemplo, que f,=uesA, tem-se f=uf,, logo, u é um divi-
sor comum de todos os coeficientes de f e como éste polins-
mio é primitivo em A[X] concluimos que ueU(A), portanto, f
é irredutivel em "A[X]. B

Os teoremas 5 e 24 determinam o conjunto de todos os
polindmios irredutiveis de A[X]: um elemento pe A[X], com
peU(A)U{0}, é irredutivel em A[X] se, e sOmente se, p satis-
faz uma das seguintes condigbes:

a) p é constante e p é irredutivel em A;

b) p ndo é constante, mas p é irredutivel em K[X] e p
& primitivo em A[X].

TEOREMA 25 - Sejam f, ¢, e @, polinémios ndo nulos e
unitarios do anel K[X] tais que f=¢,p,; nestas condicBes, se
fe AlX], entdo @, A[X] para i=1,2.

DemonstracAc - Conforme o lema 11, temos

@; = (a;/b)f; (23),
onde q; e b; sdo elementos de A* e fie A[X] é primitivo, logo,
(b1ba)f = (a,a,)(f313);
como f e f;f, sfo primitivos, resulta da igualdade acima € do
corolario do lema 9 que existe ueU(A) tal que bibz=a,au.
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Por outro lado, indicando-se por a; o coeficiente dominante
de f;, temos bibs = a,a,070a5, logo, a;a,=u, de onde vem, a;eU(A);
mas de (23) concluimos que b;=q;a;; portanto, b; é um divisor
de a; em A e entdo ¢;eAlX].

COROLARIO -~ Se f é um polinémio ndo constante e uni-
tario do anel A[X] e se xeK é raiz de f, entdo xcA.

Com efeito, de acérdo com o teorema 3, temos f=(X-x)f,,
onde f,€KI[X] é unitario; portanto, em virtude do teorema an-
terior, teremos X-xe A[X], logo, x€A. |

LEMA 13 - Sejam f, g e b elementos de A[X]; se gl(bf),
se beA* e se g é primitivo, entdo glf.

DemonsTRAGAO - Temos bf =gh, com heA[X]; mas f=af*
e h=ch*, onde a e ¢ sio constantes, f° e h* s8o primitivos,
logo, @b)f* = clgh*);
portanto, de acérdo com os lemas 9 e 10, temos abu=c com

ueU(A4), de onde vem, f'=g(uh”), ou, glf*, logo, gllaf*), isto

é, glf. . |
COROLARIO - Sejam f e g elementos de A[X] e suponha-
mos que g seja primitivo; se g € um divisor de f em K[X],
entdo g também é um divisor de f em A[X].
Com efeito, temos f=gh, com heK[X]; mas h=(a/b)h*,
onde a e b sdo elementos de A* ¢ h*€A[X] é primitivo, logo,
bf = g{ch*). Desta igualdade resulta que g é um divisor de bf

em A[X]; portanto, de acérdo com o lema acima, g é um di-.

visor de f em A[X]. |

EXERCICIOS

74. Determinar todos os divisores do polindmio 10X2%+5X - 15 Z[X].

75. Representar cada um dos seguintes polindmios de A[X] como
o produto de uma constante por um polindmio primitivo:

a) 144X%+36X%+136X+90, A=2Z;
b) (1-tHX%(1-2t+DX+(1-t), A = Q[t] e t & transcendente sébre Q;

©) @P-Tt+6)X3+ 23t + )X+ —4t2+3t), onde A= Qltl e t & transcen-
dente sbbre Q. (Ver o exercicio 49). ;

76. Representar cada um dos seguintes polindmios de KI[X] como .

o prcduto de um elemento de K (corpo de fragbes de A) por um poli-
ndémio primitivo de A[XI:
a) +x2+3x49, A=2;
12 42
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b x2-2x2,4x 9 a_z;
37 "9 o
2, 1+t 1-t

) 2t X+ X+ 5
-t Q-1 A+t
77. Sejam a e n dois numeros naturais no nulos; se a ndo é po-

téncia n-ésima de um numero natural, entio o nimero real Y@ é irra-
cional. Sugestdo: aplicar o corolaric do teorema 25 ao polindmio X"-a .

78. Mostrar que o anel Z[i\/3] ndo é fatorial. Sugestfo: considerar

©)

A =QIt] e t & transcendente sdbre Q.

o elemento -%(—1 +iy3) do corpo de fracGes déste anel e aplicar o corola-

rio ‘'do teorema 25.
79. Em que condi¢des sdbre b o polinémio 3X2+bX+5e2Z[X] é
irredutivel em Z[X]? Sugestdo: teorema 24. -

80. Consideremos o anel de polinémios K[X;,X,] nas indetermina-
das X; e X, e com coeficientes num corpo K; mostrar que se f e
g sfo dois polindmios primos entre si de K[X,], entdo o polinémio
X,f+g é irredutivel em KIX,,X,]. Sugestdo: teorema 24.

3.2 - TEOREMA DE GAUSS

O teorema principal desta sec¢io ¢ devido a Gauss e é
o seguinte : o o ’

TEOREMA 26 - Se A é um anel fatorial, entdo o anel de
polindmios A[X] é fatorial.

DeMONSTRACAS - Mostraremos. que A[X] satisfaz as condi-
coes- AF1 e AF3. " :

~ AF1. Conforme o lema 9 basta demonstrar que todo po-
lindmio primitivo e ndo constante, de A[X], é um produto de
elementos irredutiveis em A[X]; notemos que éstes fatores irre-
dutiveis serdo, necessariamente, polindmios nfo constantes e
primitivos em virtude do teorema 24. Consideremos, entdo, o
conjunto S de todos os polinémios ndo constantes e primitivos,
de A[X], que ndo sdo produtos de elementos irredutiveis em
A[X] e suponhamos, por absurdo, que S n#o seja vazio; por-
tanto, éxiste;em S um polinémio f, de grau minimo e temos
3fs>0. O polindmio f, é redutivel, logo, existem polinémios. f,
e f, em A[X], com f;g¢U(A)U{0}, tais que fo=F,f,; como f, é
primitivo resulta que cada f; é nfio constante e primitivo e é
imediato que 0<df;<df (i=1,2), portanto, f;&S. Daqui conclui-
mos que f, e f, sdo produtos de elementos irredutiveis em
AlX], logo, fo=1,f, também é& um produto de elementos irre-
dutiveis em A[X], contra a definicio de f,.
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AF3. Seja p um elemento irredutivel do anel A[X] e su-
ponhamos que pl(fg), com f e g em A[X], g#0 e ptf. Preci-
samos demonstrar que plg e para isso distinguiremos do1s ca-
sos conforme p seja constante ou ndo.

a) peA. Temos fg=ph, com he AlX]; masf af*, g=bg*
e h=ch*, onde a, b e ¢ sfo constantes, f*, g* e h* sfo primi-
tivos, logo, abf*g* =pch*, de onde vem, conforme os lemas 9
e 10, ab~pc e entdo pl(ab). Notando-se que pta, pois, por hi-
potese, ptf e que A é um anel fatorial, teremos plb, logo,
pl(bg*), ou seja, plg.

b) p ndo é constante. Consideremos o anel de polindmios

K[X] com coeficientes no corpo de fracSes K do anel A; con-

forme o corolario do teorema 15, K[X] é um anel fatorial.
Como p é ndo. constante e irredutivel em A[X] resulta, em
virtude do teorema 24, que p é primitivo em A[X] e é irre-
dutivel em K[X]; por outro lado, p nfo é divisor de f em A[X],

logo, de acérdo com o corolario do lema 13, p também nfo é

divisor de f em K[X] e como p é um divisor de fg em KI[X]
" concluimos que p é um divisor de g em K[X] e, portanto, con-
forme o mesmo corolario, p é um divisor de g em A[X].

Do teorema acima resultam, imediatamente, os seguintes
corolarios:

COROLARIO 1-Se A é um anel fatorial, entdo o anel de
polinémios Al[X,,X,,---,X,], nas indeterminadas X,,X,,---,X,
e com coeficientes em A, também ‘_é um anel fatorial.

COROLARIO 2 - Todo anel de polindémios K[X,,X,,.-+,X,],
nas indeterminadas X;,X,,---,X, e com coeficientes num corpo
b, .
K, é um anel fatorial.

Podemos agora dar um exemplo de anel fatorial que ndo
satisfaz a condicdo AF6, logo, éste anel nio é, evidentemente,
um anel principal (ver a sec¢do 2.1):

Exempro 15 - O anel de polindmios K[X,,X,], nas inde-
terminadas X; e X, e com coeficientes num corpo K, &€ um
anel fatorial (corolario 2 do teorema 26); os elementos X, e
X, séo primos entre si e é imediato que ndo existem poling-
"mios r e 's, em K[X], tais que rX;+sX,=1.

Daremos, a seguir, uma outra verificacdo da parte b) da

demonstracio do teorema de Gauss que ndo utilizard as pro-
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priedades dos anéis euclidianos e seri baseada no teorema 5
do Capitulo VI. Consideremos o conjunto S -de todos os poli- . -
némios nfo nulos, de A[X], que sio da forma rf+sp, com re
s em A[X]; é imediato que S é ndo vazio, logo, existe’um po-
linbmio h em S de grau minimo e existem polinémios r e s

‘em A[X] tais que h=rf+sp. Indicando-se por a o coeficiente

dominante de h e aplicindo-se o teorema 5 do Capitulo VI
aos polinémios f e h resulta que existem polindémios q e t em-
A[X] e existe um ndimero natural k tais que
a*f = qh+t,

onde dt<oh se 1:#\0 Ora, temos

t=a*f-qh = (a®-qr)f+(-gs)p,
logo, se t#0 teriamos tesS, contra a definicdo do polinémio h;
bortanto, t=0 e entdo a*f=qh. Mas h=bh*, onde beA e h* é
primitivo, logo, a*f=bh*q, de onde resulta, em virtide do le-
ma 13, h*|f. De modo completamente anilogo demonsira-se
que h*Ip e como, por hipétese, ptf teremos h*<U(A) e entdo,
heA; finalmente, de h = Tf+sp vem hg= r(fg)+s(gp), logo, p!(hg)
de onde vem, de acérdo com o lema 13, plg. : a |

EXERCICIOS

81. Determinar uma decomposi¢cio em fatores n‘redutlvexs e unita-
rios dos seguintes polindémios de A[X]:
a) 6X2-12X+6, A=Z;
b) 5X3-5, A=2;
o) 12X*+1)(X%-X-2), A=Z; ‘ .
A 6(1-t)X2+30(1— )X +42(1.- B, A=Qlt] e t é transcendente
s6bre Q.
os seagzu u]ljtzt;elér;x;gsar um mde e um mme dos polinémios f e g, de A[X]
a) f=2X2+4X+2, g=18(X2-1), 4 = z;
b) f=12X%3-1), g =8(X%-1), A =2Z;
©) f=6(1+D)X%-(12t+ 12t3)X+(-6t2+6t3+6t4—6t5),
9 =8(1-DX>-16(1 - )X +8(t3- 2%+ £5),
A.= Qlt] e t é transcendente sébre Q.
83. Decompor em fatdres irredutiveis os seguintes pohnomlos de
Z[x,,X,I:
a) X1‘+X1+X1X2+XZ;
" b) 12x3-3%%; .
O (XI-9XI4(X,-2)X,+(X=2);
d X?+3X§X2+3X§+9X2.
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84. Determinar um mdc e um mme dos polindmios dados nas par-
tes a) e b), a) e ¢) do exercicio anterior.

85. Determinar todos os polindmios irredutiveis de graus 1, 2 e 3
do anel F[X,;,X,].

86. Demonstrar que os polinémios Xfixz e aX,+bX,, de K[X,,X,],
onde ¢ e b ndo sdo nulos simultdneamente, sdo irredutiveis.

87. Se fEK[XI,Xz] é tal que f(X,,X;)=0, entdo § é divisivel por
X,-X,. Generalizar para polinémios com maior numero de indetermi-
nadas.

88. Demonstrar que se feKI[X,,X,,X;] & divisivel por X -Xg,
X,-X, e X,-X,, entdo f é divisivel pelo produto (Xy—- X NXy~ X1)(Xx X,).
Aplicar éste resultado ao polindmio

f= X, X0+ X Xp+ X X7~ XXy - X3 Xy~ X3X,,
onde neN*. )

89. Decompor em fatéres do primeiro grau os seguintes polmomlos
de QLX,,X,, X,

a) (X,-X*+(X5- -X P +(X - X

b) XI(X2 X3)+X2(X3 X1)+X3(X ~-X,).

90. Simplificar a fragdo racional pertencente a QX,,X,,Xy):

XX, - X )+ X3 (X3~ _X )+ XX, - Xy)
XHX - Xp)+ Xo(Ky— X+ XUX, - X;)
91. Calcular )
x3 N x3 . x3
) (X, - X)X -Xy) (X, - X HX,-X)) (Xy- X (X3~ X))
em QX,X,,X,).

3.3-CRITERIO DE IRREDUTIBILIDADE DE EISENSTEIN

Nem sempre é facil verificar se um dado polinémio ndo
constante é irredutivel ou ndo; um dos critérios mais simples
é devido a Eisenstein (1823-1852):

7 .

TEOREMA 27 - Se f='2ckX’° é um polindmio de grau
r>0, com coeficientes num ’;—:xel fatorial A e se existe um ele-
mento irredutivel p em A tal que

p*tcy, ptc, e ple, para k=0,1,..-,7-1,
entio o polinédmio f é irredutivel em KI[X], onde K éo corpo
de fracdes de A.

DemonsTRACAO - Mostraremos, inicialmente, que ndo exis-

tem polindmios ndo ponstantes

m
g=2/a,X! e h= Vb,X?
1=0 ' =0
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em A[X], tais que f=gh. Com efeito, suponhamos por absur-
do que existam g e h satisfazendo as condicdes acima; como
agbe = ¢ teremos plaghy),. logo, pla, ou plb, e como p?lc, re-
sulta que p é divisor de um, e somente um, dos elementos a,
ou by, e podemos, entdo, supor que pla,. Por outro lado,
pilanby,), logo, pta,, e entdo existe um menor indice i, com
O<ism<r tal que pfa;; mas ple; e
C; = agb;+ ;b +---+a; bi1+a;bg

(onde colocamos bj=0 se j>m), portanto, pl(a bg), 0 que é ab-
surdo, pois, pta; e pib,.

Finalmente, temos f=af*, onde ac A e f*eA[X] é primi-
tivo; em virtude da proposicdo acima, f* é irredutivel em A[X],
logo, conforme o teorema 24, f* tambeém é irredutivel em
K[X] e como f & associado a f*, em KIX], concluimos que f

‘é irredutivel em K[X]. N |

ExempLo 16 - Seja ¢ um numero inteiro composto que sé
admite fatores primos simples, isto é, a =+p,p,---ps, ‘onde cada s
é um numero primo positivc e p;#p;jse i#] (1si,jés); de acoOrdo
com o critério de irredutibilidade de Eisenstein, o polinémio
a+X" é irredutivel em @Q[X], para todo numero natural n:>1.

No exemplo acima pudemos aplicar diretamente o crité-
rio de Eisenstein; as vézes precisamos efetuar certas transfor-
macdes no polinémio considerado para que éle satisfaga as hi-
poteses do teorema 27 e convém, entdo, observar o seguinte:
se ¢ é um automorfismo de A[X] e se p é um elemento déste
anel, entdo p é irredutivel se, e somente se, o(p) é irredutivel. Na
maioria dos casos escolhe-se o como o A-automorfismo de Al[X]
tal que 0(X) = X +a, onde ac A (ver o teorema 18 do Capitulo VI).

Exempro 17 - Consideremos o polinédmio ciclotémico
Du(X)=XP14 XP % X+ 1
com coeficientes em Z, onde p é um numero natural primo.
Neste caso, nfio podemos aplicar diretamente o teorema 27.
Ora, seja 0 o Z-automorfismo do anel Z[X] tal que o(X)=X+1
e notemos que Pp(X)=(X"-1)/(X-1), logo,

. o.(gpp(X)) _ (X+1) -1 (p—1)+(p-2)X+ ”_*_(p)Xp -2 XIL

éste polinémio satisfaz as condi¢des do teorema 27 para o nu-
mero primo p, portanto, o(P,(X)) é irredutivel em Q[X] e daqui
resulta que o polindmio @,(X) também é irredutivel em Q[X].
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EXERCICIOS

92. Aplicar o critério de irredutibilidade de Eisenstein aos seguin—l

tes polindmios de Z[X]:
a) X3+2X%+4X+2;
b) X*+ax?+10;
o) x%-6x*+12;
@) X"-471; ,
e) x¥_21x8+98x8-14x*+7x%-14;
f)  12X%-60X*+120X%-10. '

93. Utilizando-se o¢. processo dado no exemplo 17 mostrar que os .

seguintes polindmios sfo irredutiveis em Q[X]

a) x8+x3+1;

b) X3+3X+2;

¢) X3+6X%+1;

d) x3%-13%%+51X-61. :

94. Mostrar que o pohnomm f= X5+X3+IEZ[X] é u'redutwel em
@[X]. Observacio: Notar que nio é possivel aplicar o processo dado no
exemplo 17, isto é, ndo existe neZ tal que f(X+n) satisfaca as hip6teses
do teorema 27 (ver também o exercicio 103).

95. Aplicar o critério de Eisenstein ao polinémio

X3+3XIX2+2X, X, +X1X,+1X,
pertencente ao anel QIX,,X,]. Sugestio: QIX;,X,]=(Q[X,DX,] e p=X;.

96. Aplicar o teorema 27 e o processo dado no exemplo 17 aos se-
guintes polinémios de A[X]:

a) X°-2X+3, A=Z;

b) X*+12x%+50%X%+84X+47, A=2Z;

¢) X3+(2+2)X +(t+1), A=2Z[t] e t & transcendente sbbre Z;

A X3+3+ X243+ 12X+ (34362 440), A=Zltl e t & transcendente
sbbre Z.

EXERCICIOS SOBRE O §3-

97. Seja f um polindmioc nfo -constante do anel A[X], onde A4 é um
anel com mdc; demonstrar que f é irredutivel em AIX] se, e sOmente
se, os coeficientes de f sdo relativamente prlmos e o grau de todo divi-
sor de f, em Al[X], é zero ou 9Jf. .

98. Seja f um polindmio nio constante do anel A[X], onde A é
um anel com mdc e seja K o corpo de fracdes de A; demonstrar que
se f é irredutivel em K[X] e se os coeficientes de f sdo reiatlvamente
primos em A, entfo f é ir redutivel em AlX1.

99. Demonstrar que ¢ lema 9 e o corolaric déste lema ainda sao
verdadeiros guando se supde que A seja um anel com mdc.

391

100. Consideremos os anéis de polindmios Z[X] e F,[X], onde p &
um némero natural primo e para todo a=Z indiquemos por & o resto da
divisfo euclidiana de ¢ por p. a) Mostrar que a aplicacdo @: Z[X]——»Fp[X],

n n

definida por (p(z,’aixi).—: Zaixi é um epimorfismo. b) Demonstrar que se
f é& um pOlin(E;;ll’)liO nioz_(():onstante e unitario, de Z[X], e se ¢@f) &
irredutivel em Fp[X], entdo  é irredutivel em Z[X].

101. Aplicar o.exercicio anterior aos seguintes polindmios de Z[X]:

a) X*+6X%+5X+25;

b) X3+6X2+11X+8;

) X*+8x%+xX%+2X+3;

d x*+8x3+15.

102. Demonstrar que se o anel fatorial A nfo é um corpo, entio
A[X] ndo satisfaz a condicio AF6; portanto, A[X] nfo é um anel eucli-
diano. n
103. Seja f=kzglbkxk um polinémio ndo constante do anel Z[X],

onde Jf=n & impar, b,=b, ,=1 e b, ; =0; demonstrar que para todo a
em Z o polindmio f(X+a) ndo satisfaz as hip6teses do critério de irredu-
tibilidade de Eisenstein.

104. Seja A um anel fatorial, seja K o corpo de fracbes de A e
n
consideremos o anel de polindmios KI[X]; seja f=2akaEA[X], onde
k=0 - .
a,#0 e n>0. Demonstrar que se p ¢ um elemento irredutivel em 4 e se

pla,, pfa,,, p2Ta0 e plak para k=0,1,---,m~1,
onde 0<m<n, entdo existe geKIX], g irredutivel tal que glf e dgzm.

§4 - IDEAIS

4.1 - DEFINICOES; ANEL QUOCIENTE

Neste paragrafo s6 consideraremos anéis comutativos com
elementos unidades e em geral abreviaremos a frase «seja A
um anel comutativo com elemento unidade» dizendo, simples-
mente, «seja A um anel comutativos.

Consideremos um elemento b de um anel comutativo A
e 1nd1quemos por Ab o conjunto de todos os elementos de A
que s&6 muitiplos de b; temos

, xb-yb=(x-yb e z(xb)=(zx)b,
quaisquer que sejam os elementos x, y e z de A, logo, o con-
junto Ab é fechado em relagdo a subtracio e é estivel em
relacdo a multiplicacdo. Um subconjunto do anel A que satis-
faz estas propriedades é denominado ideal de A; éste conceito
serd introduzido de modo preciso pela
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DEFINICAO 15 - Diz-se que um subconjunto M, de um anel
comutativo A, é um ideal de A se, e sOmente se, sfo validas
as seguintes condigdes: '

I1: MzQ;

12: quaisquer que sejam a eb em A, se aeM e se beM,
entdo a-beM; '

I3 quaisquer que sejama e c em A, se aesM, entdo aceM.

Exemero 18 - Os subconjuntos {0} e A sfo ideais do anel
A que sdo, respectivamente, denominados ideal nulo e ideal
unitdrio.

Exempro 19 - Sejam A e A’ dois anéis comutativos e seja.

f um homomorfismo de A em A’; é facil verificar que o sub-
conjunto (ver o §1.7 do Capitulo IV) ' _

“Ker(f)={acA | f@) =0}
€ um ideal do anel A. »

As seguintes propriedades de um ideal M, de um anel
comutativo A, sfo de verificacdo imediata e serdo deixadas a
cargo do leitor: "

a) 0eM;

b) para todo ¢ em M, tem-se -acM;

¢) M é fechado em relacdio a adicdo;

d) se MNU(A)#®, entdo M=A.

Como conseqiiéncia imediata da Gltima propriedade acima

resulta que os Unicos ideais de um corpo K sdo {0} e K.

Seja M um ideal de um anel comutativo A e conside-
remos a relagdo R definida dp seguinte modo: quaisquer que
sejam xr e y em A, temos xRy se, e somente se, x~yeM. Ve~
rifica-se, facilmente, que a relacio R é reflexiva (pois, 0eM),
é simétrica (pois, aeM implica -aeM) e é transitiva (pois, M
é fechado em relacdo a adicdo). Portanto, R é uma relacfio de
equivaléncia s6bre o conjunto A, que serd denominada relacdo
de equivaléncia determinada pelo ideal M. No que se segue
substituiremos a notacio xRy por x=y (mod. M) (leia-se: x é
equivalente a y médulo M).

TEOREMA 28 - Seja A um anel comutativo e seja M um
ideal de A; valem as seguintes propriedades:

a) a relacdo de equivaléncia determinada pelo ideal M é
compativel com a adicdio e com a multiplicacéo;

o
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b) a classe de equivaléncia T, determinada por um elemento

x de A, é o conjunto x+M de t6das as somas x+t com t em M.

DemonsTRAGAOC - 8) Sejam x e y doié elementos quaisquer
de A e suponhamos que x=y (mod. M), logo, x-yeM; no-

“tando-se que

(x+2)-w+z)=x-yeM e xz-yz=(x-yzeM

resulta x#zsy«t-z (mod. M) e xz=yz{(mod. M).

b) Se yex, temos y=x (mod. M), ou seja, y-xM e co-
mo y=x+y~-x) concluimos que yex+M; portanto, Tcx+M.
Por outro lado, se yex+M, temos y=x+t, com t em M, logo,
y—ﬁc:teM, de onde vem, y=x (mod. M), ou seja, yek e
entio x+McZX. . : |

COROLARIO - Quaisquer que sejam x, y, £’ e y em A,
se x=x (mod. M) e se y=y (mod. M), entdo x+x'=y+y
(mod. M) e xx'=vyy (mod. M).

Indicaremos por A/M o conjunto quociente de A pela re-

-lacdo de equivaléncia determinada pelo ideal M, logo, AIM é

o conjunto de todas as classes de equivaléncia x+M com x
em A. Se x+M e y+M sdo dois elementos quaisquer de A/M
colocaremos, por definigio,
(x+M)+(y+M) =(x+y)+M
(x+M)-(y+M) =xy+M.

O corolario do teorema 28 nos mostra que estas defini-
c¢bes, de soma e de produto de duas classes de equivaléncia
moédulo M, ndo dependem dos representantes destas classes;
portanto, ficam assim definidas operacdes de adicio e de mul-
tiplicacdo sobre o conjunto quociente A/M e temos o seguinte

e

TEOREMA 29 - Seja M um ideal de um anel comutativo
A e consideremos o conjunto quociente A/M; as operagdes de-
adicdo e de multiplicagdo
(x+M,y+M)—(x+y)+M e (x+M,y+M)—xy+M
definem uma estrutura de anel comutativo com elemento uni-
dade sbébre o conjunto A/M,

DemonsTtracAo - Precisamos verificar que estas operacdes
satisfazem os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D da
definicdo de anel comutativo com elemento unidade (ver §1.1
do Capitulo 1V); s6 faremos as verificacles de A3, A4 e M3 e
deixaremos as outras a cargo do leitor.
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A3. De (x+M)+(0+M)=(x+0)+M=x+M concluimos que a
classe de equivaléncia 0+M=M é o elemento neutro para a
operacdo de adicdo.

A4. Para téda classe de equivaléncia x+MeA/M, temos

(x+ M) +[oy+ Ml =[x +0)]+ M =0+M =M |
logo, ~(x+M) =(x)+M. '
M3. Para todo elemento x+M de A/M, temos
(x+M)1+M) =(x-D+M=x+M,
logo, 1+M é o elemento neutro para a operacdo de multiplicagio. [

O anel (A/M,+,-) passa a ser denominado anel quociente
do anel comutativo A pelo ideal M. Observemos que a apli-
cacdo q:A — AIM, definida por g@ =x+M, é um homomor-
fismo; diremos que g é o homomorfismo candnico de A em
AIM. Notemos ainda que -

Im(g)=AlIM e Ker(q)=M.

TEOREMA 30 - Seja f um homomorfismo de um anel
comutativo A num anel comutativo A’, seja M=Ker(f) e
indiquemos que g o homomorfismo canénico de A em A/M;
nestas condicoes, temos:

a) existe uma Unica aplicagdo f*: AIM — A’ tal que f*oq=7;

b) f* & um monomorfismo e Im(f*)=Im(f);

c) AIM =Im(f).

DemonstrACAO - a) E imediato que se x+M=x,+M, com
x e x; em A, entdo f(x)=f(x,); portanto, x+Mw+> f(x) é uma
aplicacdo f*, de A/M em A’, e é evidente que f*oq=f. Se
g:AIM — A’ é tal que gog=f e se x+M é um elemento qual-
quer de A/M, entio
9lx+M) = g(q(x)) = (geq)(x) = (f*oq)(x) = f*(q(x)) = f*(x+ M),
logo, g=F*. :
’ b) Quaisquer que sejam x+M e y+M em A/M, temos
P+ M) +(y+ M) = F*(x+y)+ M) =
=flx+y) =f(x) +fy) = F*(x+M)+f*(y+ M)
e
F((x+ M)y +DMD) = f*(xy+M) = f(xy) = f(x)f(y) = f*(x+ M)f*(x+ M),
logo, f* é um homomorfismo. Por outro lado, de f*(x+M)=0
resulta f(x)=0, logo, xeM e entdo x+M =M é o elemento neu-

tro do anel quociente A/M; portanto, Ker(f*)={0}, ou seja, f*
é um monomorfismo. Finalmente, é imediato que Im(f*) =Im(f).

¢) E uma conseqiiéncia imediata da parte anterior. [
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COROLARIO - Se f & um epimorfismo de um anel comu-
tativo A num anel comutativo A’, entdo existe um unico iso-
morfismo f*, de A/Ker(f) em A’, tal que f*oq=f, onde q é o
homomorfismo canénico de A em A/Ker(f).

A—1s 4

. i /’ Im(f) = A’
s AlKer(f)= A’
AlKer(f)

TEOREMA 31 - A interseccdo de uma familia nio vaiia
(Mpier, de ideais de um anel comutativo A, é um ideal de A.
DemonstrACA0 - Ponhamos M= rjMz e notemos que
il :
M=% @, pois, 0M, para todo icl. Se a e b sio dois elemen-
tos quaisquer de M e se ¢ é um elemento qualquer de A, te-
mos acM; e beM;, logo, a-beM,;, e aceM,;, para todo iel;
portanto, a-beM e aceM. : |

Este teorema nos mostra, em particular, que a intersec- .
¢do de dois ideais de A é um ideal, ou seja, o conjunto J(A),
de todos os ideais de A, é fechado em relacio 3 interseccdo.
Fica assim definida uma operacdo M sdbre J(A4) e é facil ve-
rificar que ($(4),N) é um monéide comutativo. Notemos ainda
que sbbre o conjunto J(A) estd definida, de modo natural, uma
relacdo de ordem parcial: a incluso. O conjunto $(A) tem mi-
nimo e maximo que sfo, respectivamente, o ideal nulo e o
ideal unitario. Sempre que mencionarmos algum conceito de
ordem para ideais estard subentendido que éste conceito se
referird 4 ordem estabelecida acima sdébre o conjunto $(A).

DEFINICAO 16 - Chama-se soma de dois ideais M, e M,,

de um anel comutativo A, ao conjunto
Mi+My={o,+a,eAla,eM; e a,eM,}.

Pode-se verificar, facilmente, que a soma M,+M, é um
ideal de A e, além disso, que a operagdo (M,,M,) — M,+M,
define uma estrutura de monoéide comutativo sdébre 9(A). No-
temos que M;+M, é o menor ideal de A que contém os ideais
M, e-M, e, por outro lado, M;MM, é o maior ideal de A que
estd contido em M, e em M,.

Seja S um subconjunto de um anel comutativo A e con-
sideremos a familia (M,)ic; de todos os ideais de A que con-
tém S; € imediato que esta familia é nfio vazia, logo, em vir-
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"tude do teorema 31, a intersecclio M= ﬂMi € um 1dea1 de A

z

que contém S e, além disso, é o menor 1deal de A que satls-
faz esta condicfio. O ideal M passa a ser denominado ideal ge-
rado pelo conjunto S e S, por sua vez, € chamado sistema de
geradores do ideal M. Observemos que se S=0 ou S=1{0}, entdo
M ={0}. No caso particular em que S={a,,a,,+-+,a,} (n>1) indica-se
o ideal M pela notacdo A(g,,a,,---,a,) ou Ag,+Ada,+---+Aa,
(esta Gltima serd justificada abaixo).

TEOREMA 32 - Se S={a,,a,,---,a,} (n>1) & um subconjunto
de um anel comutativo A, éntfio o ideal A(a,,a,,-:+,a,), gera-
do por S, é o conjunto de todas as somas xlal+x2a2+u-+:cnan,
com x1;&A para i=1,2,---

DEMONSTRAGAO - Indlquemos por M o ideal A(ay,05,°%,0y),
por M, o conjunto de tddas as somas acima e notemos que
ScM,, p01s, basta escolher :ci-l e x, 0 se j#i. As formulas

Ta, -~ 2 Y8 = 2 (X3~ Yi)e
> Z
12' Tia; = Z (2x;)a; |

nos mostram que M, é um ideal, logo, McM,. Por outro lado,

se xr= inaieMo, temos a;&M (pois, S&M), logo, x;a,€M para
Jz_l 2,.--,n, de onde vem, xeM; portanto, My=M. B
No caso particular em que S={b}, o ideal A(b), gerado

por S, é o conjunto de todos os multiplos em A do elemento

b e éste ideal sera indicado por Ab; portanto,
Ab={xbeAlxeA}.

DEFINICAO 17 - Diz-se que um ideal M, de um anel co-
mutativo A, é principal se, e sOmente se, existe b em A tal
que M = Ab.

Por exemplo, o ideal nulo e o ideal unitario séo princi-
pais, pois, {0}=A-0 e A=A-1, ou de modo mais geral A= Au,
onde u é um elemento qualquer de U(A).

DEFINICAO 18 - Diz-se que um ideal M, de um anel co-

.mutativo A, & de tipo finito se, e somente se, existem ele-'

mentos a,,ds,-+G, em A tais que M=A(a;,a;,++;a,).

‘Observemos que, em virtude do teorema 32, o ideal de
tipo finito A(a,,8,,+,a,) € & soma dos ideais principais
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Aa,,Adq,,---,Aa,, o que justifica a notacio Aay+Aay+ee-+Aay,
para indicar éste ideal.

DEFINICAO 19 - Chama-se produto de dois ideais M, e Mz,
de um anel comutativo A, ao ideal gerado pelo conjunto de
todos os produtos ab, com a em M; e b em M,.

Usaremos a notacdo M,M, para indicar o produto dos
ideais M, e M,; motemos, explicitamente, que M;M, ndo indica
{como no caso da soma M,+M,) o conjunto de todos os pro-
dutos ab com a em M; e b em M,, pois, MM, é o ideal ge-
rado por éstes produtos.

TEOREMA 33 - O produto M;M, de dois ideais M, e M,,

de um anel comutativo A, é o conjunto de tédas as somas
- ,

Za,bi, onde a;eM,, b‘ieM2 e neN*.
=1

DemonstracAo - Indiquemos por S o conjunto de todos os
produtos ab com o em M, e b em M, e ponhamos

Mo—{Z'abeA | aieM,,b eM, e neN*
Como ScM,M, e M;M, é um ideal resulta que My=M,M,. Por

" outro lado, é imediato que M, é ndo vazio e que M, é fecha-
n

do em relacdo é‘subtragéo; aléni disso, se r= Za-b-(—:-Mo e se
ceA, temos cx = 2(cai)bi, onde ca;eM, e b;eM,, logo, cxeM,,

portanto, My éum 1dea1 de A. Notando-se agora que SCM,, tere-
mos M;M,=M,, pois M;M, é o menor ideal.de A que contém S. |
Fica assim definida por uma operacdo de multiplicacdo
(Ml,Mz) —> M M

‘sobre o conjunto J(A) e & facil verificar que (SI(A) -) é um

monéide comutativo. Notemos ainda que se M; e M, sdo dois
ideais quaisquer do anel A, entdo

M,M,=M,NM,=M,+M,
e, em geral estas inclusGes sdo estritas.

EXERCICIOS

105. Verificar as propriedades a), b)., ¢) e d) enunciadas logo apods
o exemplo 19.

106. Demonstrar que se A é um anel comutativo com elemento
unidade 1#0 e se os Unicos ideais de A s@o {0} e A, entdo o anel A é
um corpo. Sugestdo: considerar o ideal Ab, onde b=A*.
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107. Demonstrar o corolario do teorema. 28.

108. Verificar os axiomas Al, A2, M1, M2 e D para as operacOes
de adi¢io e de multiplicacio definidas sébre o conjunto quociente A/M
(teorema 29). ,

109. Determinar os anéis quocientes A/A e A/{0}, onde 4 é um
anel comutativo com elemento unidade.

110. Verificar que (4),N,=), (IH4),+,o) e (J(A) -,&) sdo mondi-
des parcialmente ordenados.

111. Demonstrar que a soma M;+M, de dois ideais M, e M,, de
um anel comutativo A, é um ideal de A e que M;+M, é o menor
ideal de A que contém M, e M,.

112. Mostrar, por meio de um exemplo, que, em geral, ndo é ver-
dadeira a lei distributiva da interseccio de ideais em relacdo a adicéo
de ideais.

113. Mostrar que a reunifo de dois ideais nio ¢, necessariamente,
um ideal.

114. Demonstrar que todo ideal do anel Z dos numeros inteiros é
principal. Sugestdo: Se M # {0} é um ideal de Z, entio existe um menor
numero natural ndo nule m tal que meM ; deduzir dai, por meio do al-
goritmo da divisdo, que M = Zm. Observacio: veremos mais adiante (teo-
rema 43) que esta propriedade ¢ verdadeira para todo anel euclidiano.

115. Demonstrar que se b e ¢ sdo dois elementos quaisquer de um -

anel comutativq A, entdo Ab-Ac=A(c).

116. Consideremos os ideais Za e Zb, onde a e b sdo dois numeros
inteiros estritamente positivos. Qual é o significado dos ideais ZaNZb e
Za+2b? Demonstrar que se a e b sdo primos entre si, ento Za+2Zb=Z.

117. Determinar todos os ideais do anel Z , dos inteiros médulo m>1.
118. Determinar todos os ideais do anel produto ZXZ.

119. Utilizando o corolario do teorema 30, demonstrar que os anéis
' Z,, e F, sdo isomorfos. Observacio: esta proprledade ja foi demonstra-
da no Capitulo III, teorema 19. :

4.2 - COMPLEMENTOS SOBRE CONJUNTOS ORDE-
NADOS

Na sec¢do 2.4 do Capitulo I vimos algumas propriedades
dos conjuntos ordenados completaremos aqui éste estudo intro-
duzindo as importantes noc¢des de elemento maximal e de ele-
mento minimal, a condi¢do das cadeias crescentes e o axioma
da escolha, que sera utilizado para demonstrar que a condigdo
maximal é equivalente 4 condicdo das cadeias crescentes.

DEFINICAO 20 - Seja E um conjunto ndo vazio parcial-
mente ordenado pela ordem < e seja a um elemento de E;
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diz-se que a é um elemento maximal (resp., minimal) de E se,
e sOmente se, a seguinte condicfo estiver verificada: para todo
x em E, se asx (resp., x<a), entdo x=a (resp., x=a).

E imediato que se a € o méaximo (resp., minimp) de E,
entdo a é o Unico elemento maximal (resp., minimal) de E.
Além disso, notemos que se a ordem < é total, entdorum ele-’
mento acE é maximal (resp., minimal) se, e somente se, a é
0 maximo (resp., minimo) de E.

Exempro 20 - Consideremos o conjunto
E ={a,,0,,03,04,05,0,07,0}
com 8 elementos e seja < a-ordem parcial descrita pelo dia-
grama (ver o §2.4 do Capitulo I)

‘E imediato que a, e a, 580 elementos minimais de E e que

ag, a; e ag sdo elementos maximais de E.

ExempLo 21 - Consideremos o conjunto E de todos os nu-
meros naturais que sfo divisores de 12, excluido 12 e orde-
nemos E pela relacdo de divisibilidade; temos o seguinte- dia-
grama para descrever esta relacdo de ordem

6 4

O
S

Portanto, 1 é o minimo de E, logo, 1 é o Unico elemento mi-
nimal de E; 4 e 6 sdo elementos maximais de E.

ExempLo 22 - Seja E um conjunto finito e ndo vazio, or-
denado peia ordem parcial <; pode-se demonstrar, por indugio
finita sObre o nimero de elementos de E, que E tem pelo
menos um elemento maximal e pelq menos um elemento mi-
nimal.

DEFINICAO 21 - Seja E um conjunto ndo vazio, ordenado
pela ordem parcial <; diz-se que uma sucessdo (@iien, de ele-
mentos de E, é uma cadeia crescente (resp., decrescente), se e
somente se, para todo i em. N tem-se a;<aina (resp., Giy1s@s).
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Diz-se que uma cadeia crescente (resp., decrescente) & estacio-
ndria se, e somente se, existe n em N tal que a;=a, (resp.,
a;=a,) para todo izn.

Exempro 23 - Se E é um conjunto finito e nfo vazio, or-

denado-pela ordem <, entfo é imediato que téda cadeia cres-
cente ou decrescente & estacionaria.

DEFINICAO 22 - Diz-se que _utn conjunto ndo vazio E, or-
denado pela ordem parcial <, satisfaz a condicdo das cadeias
crescentes (resp., decrescentes) se, e sdmente se, é valido o se-
guinte axioma: CCC (resp., CCD) - téda cadeia crescente (resp.,
decrescente) de elementos de E é estaclonéna (resp., estacio-

nar1a)

DEFINICAO 23 - Diz-se que um conJunto nio vazio E, or-
denado pela ordem parcial <, satisfaz a condi¢do maxrimal
(resp., minimal) se, e sdmente se, é valido o seguinte axioma:
MAX (resp., MIN) - todo subconJunto ndo vazio, de E, possu1
pelo menos um elemento maximal (resp., mmlmal)

Podemos demonstrar, _facﬂmente, que o axioma MAX

implica o axioma CCC:

s

LEMA 14 - Seja E um conjunto nio vazio, ordenado pela
_ ordem parcial <; se E satisfaz a condicdo maximal, entio E
também satisfaz a condi¢do das cadeias crescentes.

DemonstracAo - Seja (ai)iew uma cadeia crescente de ele-
mentos de E e consideremos a imagem X ={a;,icN} desta suces-
sdo; de acérdo com a condi¢do maximal o subcongunto X, de
E, admite pelo menos um elemento maximal a,. Como a su-
‘cessdo (a;) é crescente, temos a,<a; para todo i>n e como a,
é elemento maximal de X resulta que g;=a, para todo i>n;
portanto, a cadeia crescente (a;) é estacionaria. |

Precisamos demonstrar que, reciprocamente, o axioma
CCC implica o axioma MAX. Uma . demonstracio intuitiva,
mas ndo correta, é a seguinte: suponhamos que (E,<) satisfaca
o axioma CCC e suponhamos, por absurdo, que MAX no seja
verdadeiro em E; portanto, existe uma parte ndo vazia X, de
E, que ndo admite elemento maximal. Seja a; um elemento
de X.e consideremos o subconjunto X;={reX|a;<a}; como g,
nio é elemento maximal de X resulta que X, é ndo vazio,

logo, existe a;eX;, e temos agy<a;. Como a; ndo é elemento
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maximal de X resulta que o subconjunto Xs={reX|la<a} é
ndo vazio, logo, existe azeX; tal que gy<a,<a,. «Supondo-se
que a; esteja definido» e notando-se que @; nfc é elementd
maximal de X concluimos que o conjunto Xiuu={reX|a<x}
€ ndo vazio, logo, existe aeXiy e temos qy<a,<0,<-++<a; <.
«Continuando-se com éste processo» obteremos uma cadeia
crescente (a;) que ndo é estacionaria.

As falhas desta demonstracio estfo assinaladas acima, e
além disso, observemos que n#o estd colocado de modo pre-
ciso como deve ser feita a escolha simultdnea dos elementos.
a; de modo que a;=X; para todo ieN. Para dar uma demons-
tracdo rigorosa do fato que MAX implica CCC necessitamos
de um axioma da teoria dos conjuntos que foi postoc em evi-
déncia por Zermelo (1871-1956): »

AXIOMA DA ESCOLHA - Para todo conjunto nfo vazio E,
existe uma aplicacéo

o PE*—E, )
onde P(E)* indica o conjunto das partes ndo vazias de E, tal
que o pXeX :

para todo XeP(E)*.

Diz-se, neste caso, que @ é uma aplicacdo de escolha para E.

O axioma acima nos mostra, em térmos ndo rigorosos,.
que é sempre possivel fixarmos em cada parte nfo vazia X,
de E, um elemento distinguido de X. Em alguns casos isto
pode ser feito sem utilizar éste axioma:

Exempro 24 - Consideremos o conjunto P(N)* das partes
ndo vazias do conjunto N dos nGmeros naturais; de acérdo
com o principioc do menor namero natural, téda parte ndo va-
zia X, de N, tem minimo e colocando-se @(X)=minX obtém-
se uma aplicacdo de escolha @ para o conjunto N.

Exempro 25 - O mesmo pode ser feito para todo conjun-
to ndo vazio E bem ordenado pela ordem <.

TEOREMA 34 - Um conjunto nfo vazio E, ordenado pela
ordem parcial «, satisfaz a condi¢do das cadeias crescentes se,
e somente se, E satisfaz a condicio maximal.

Demonstracao - O lema 14 nos mostra que MAX implica
CCC. Reciprocamente, suponhamos que o axioma CCC seja
verdadeiro em E e suponhamos, por absurde, que o axioma
MAX ndoc seja verdadeiro em E; existe, entfo, uma parte ndo
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vazia X, de E, que nfo possui elemento maximal. Portanto,

para todo aeX o conjunto
Ye={xeX | a<ax}

¢ nio vazio. Seja ¢ uma aplicagdo de escolha para o conjunto
X e consideremos a aplicacfio g: X — X definida por gw@) = ¢(Ya);
de acdrdo com a definicdo de Y., temos a<gw@). Seja q, um
elemento de X; em virtude do principio de definicio por re-
corréncia (teorema 18, Capitulo II) existe uma aplicacdo
f: N— N tal que H0) =aq

€ fn+1) = g(fm)

para todo neN. Pondo-se a,=fn) para n>1 e notando-se que
a,=fm)<glfm) =fn+1) =a,,,

resulta que (aiiexy € uma cadeia crescente nfo estacionaria, de

elementos de E, conira o fato que o axioma CCC é verdadei-

ro em E. } |

EXERCICIOS

120. Demonstrar, por inducfo finita, que se E é um conjunto nio
vazio e finito, entdo existe uma aplicacdo de escolha para E. Sugestdo:
mostrar que E pode ser totalmente ordenado e usar o exemplo 25.

121. Demonstrar que o axioma MIN é equivalente ao axioma CCD.

122. Seja E um conjunto nfo vazio e seja # uma parte nio vazia
de P(E)* tal que XMY =@ quaisquer que sejam X e Y em #, com X # Y.
Demonstrar que existe uma aplicacdo @: 4-—+E tal que ¢(X)eX para todo
Xe4. Observagio: a familia (@(X))xy4, de elementos de E, é denomina-
da familia de representantes de #.

123. Seja E um conjunto ndo vazio, seja R uma relacdo de equi-
valéncia sobre E e consideremos o conjunto- quociente E/R. Demonstrar
que existe uma familia de representantes de E/R (diz-se, neste caso,
que esta familia ¢ um sistema de representantes das classes de equivalén-
cia médulo R).

4.3 - IDEAIS E RELACAO DE DIVISIBILIDADE

Procuraremos, nesta seccfo, exprimir os diversos concei-
tos da divisibilidade em térmos de ideais principais.

LEMA 15 - Sejam a e b dois elementos de um anel de inte-
gridade A e considerémos os ideais principais Aa e Ab deter-
minados por éstes elementos; valem as seguintes propriedades:

a) beU(A) se, e sOmente se, Ab=A4;

B) alb se, e sdmente se, Abc Aa;
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¢) a~b se, e somente se, Aa=Ab;
d) se agU(A)U{0}, entdo b é divisor préprio de a se,
e sOmente se, AacAb, Aa#Ab e Ab# A.

DemonsTtrRACAO »

a) Se beU(4), temos AbMU(A)#®, logo, Ab=A; reci-
procamente, de Ab=A e 1A resulta que existe x em A tal
que xb=1, logo, beU(A4).

" b) E imediata, pois, alb se, e sdmente se, beAa.

¢) E uma conseqiiéncia imediata da definicdo de a~b e
da parte anterior.

d) Se b é um divisor préprio de a, temos bla, be&U(AII{0}
e b ndo é associado ao elemento a, logo, de acoérdo com b),
¢) e a), teremos AacAb, Aa+Ab e AbzA. Reciprocamente,
suponhamos que estas trés condicdes estejam verificadas. De
Aac Ab resulta que bla e como Ab+A e Aa+#{0}, temos
beU(A)U{0}; finalmente, b ndo & associado ao elemento a,
pois, Aa+ Ab. |

Seja p um elemento primo de um anel de integridade A,
logo, peU(A)U{0} e entdo Ap+#{0} e Ap+ A; por outro lado, se
a e b sdo dois elementos quaisquer de A e se pl(ab), entdo pla ou
plb, ou seja, se abeAp, entdo acAp ou beAp. Um ideal que goza
desta propriedade é denominado ideal primo; éste conceito se-
rd introduzido de modo geral pela

DEFINICAO 24 - Diz-se que um ideal M, de um anel comu-
tativo A com elemento unidade, é primo se, e sdmente se; a
seguinte condigdo estiver verificada: quaisquer que sejam a e

b em A, se abeM, entdo aesM ou belM.

E imediato que o ideal unitario 4 é primo e no‘ternos
que o ideal nulo é primo se, e sOmente se, A é um anel de
integridade. Um ideal primo ndo nulo e ndo unitario é chamado
ideal primo préprio. De acdérdo com o Que vimos acima, temos

LEMA 16 - Um elemento p, de um anel de integridade A4,
€ primo se, e somente se, Ap é um ideal primo proéprio de A.

TEOREMA 35 - Seja A um anel comutativo com elemen-
to unidade 1+0 e seja M um ideal de A; nestas condigdes, M
é primo nf&o unitario se, e somente se, 0 anel quociente A/M
¢ um anel de integridade.

Demonstracao - Indiquemos por ¢ o homomorfismo cand-
nico de A em A/M. Suponhamos que M seja um ideal primo
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ndo unitirio do anel A; de M+ A resulta que 1&M, logo, (1) #0
e entdo o anel quociente A/M tem elemento unidade ndo nulo.
Por outro lado, se q@) e g sfo dois elementos quaisquer de
AlIM e se qugy =0, temos gy =0, logo, xyeM e como M
¢ primo concluimos que xeM ou yeM; portanto, =0 ou
g =0 e fica assim demonstrado que vale em A/M a lei do
anulamento do produto. Reciprocamente, suponhamos que A/M
seja um anel de integridade, logo, A/M #{0} e entdo M# A. Se
x e y sdo dois elementos quaisquer de A e se xyeM, femos
qryy =0, ou, g@q@) =0, de onde vem, gx)=0 ou q)=0, isto
é, xeM ou yeM; portanto, M é primo. |

Indicaremos por P(A) o conjunto de todos os ideais prin-
cipais do anel de integridade A; notemos que P(A)=J(A) e
que P(A) é parcialmente ordenado pela relacio de inclusio.

LEMA 17 - Um elemento p, de um anel de integridade
A, é irredutivel se, e somente se, Ap+#1{0} e Ap & um elemen-
to maximal do conjunto P(A)* dos ideais principais nfo uni-
tarios de A.

DemonstracAO - Suponhamos que p seja irredutivel, logo,
peU(A)U{0} e entdo Ap#{0} e Ap=P(A)*; além disso, se Ab
é um elemento qualquer de P(A)* e se ApcAb, teremos
beU(A) e blp, logo, b~p, de onde vem, Ab= Ap e fica assim
demonstrado que Ap é um elemento maximal de A(P)*. Re-
ciprocamente, suponhamos que Ap#{0}, que Ap seja um ele-

mento maximal de P(A)* e seja b um divisor de A4, com

beU(A); com estas hipbteses, temos ApcAb e AbeP(A)*,
logo, Ap=Ab, de onde vem, b~p, portanto, p é irredutivel. §

Estenderemos a nocfo de ideal principal maximal em A,
introduzindo o conceito geral de ideal maximal. Seja A um
anel comutativo com elemento unidade e consideremos o con-
junto J(A)*, ordenado por inclusio, de todos os ideais nfo uni-
tarios de A; todo  elemento maximal déste conjunto é deno-
minado ideal maximal do anel A. Isto equivale a dar a seguinte

DEFINICAO 25 - Diz-se que um ideal M, de um anel co-
mutativo A com elemento unidade, é um ideal maximal de A
se, e sOmente se,

a) M+ A;

b) para todo ideal M’ de A,se MM, entdo M'=M ou M'=A.
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TEOREMA 36 - Um ideal M, de um anel comutativo A
com elemento unidade, € um ideal maximal de A se, e so-

- mente se, o anel quociente A/M é um corpo.

Demonstracio - Indicaremos por ¢ o homomorfismo ca-
nénico de A em A/M. Suponhamos que M seja um ideal ma-
ximal de A e seja g(x) um elemento nfo nulo de A/M, logo,
reM; como o ideal M+Ax contém M propriamente resulta
que M+Ax=A, portanto, existem m em M e a em A tais que
l=m+ax, de onde vem, g(1)=qg)g@) e entdo g@) é inversivel
em A/M. Reciprocamente, suponhamos que o anel quociente
AlM seja um corpo e seja M’ um ideal de A tal que McM’
e M#M'; daqui concluimos que existe xeM tal que xe¢M,
logo, qx)#0 e entdo existe qa)eA/M tal que qaq@) =q(1), de
onde vern, l1-axeMcM’, portanto, 1eM’, ou seja, M=A4. [

COROLARIO - Num anel comutativo com elemento unida-
de, todo ideal maximal é primo.

Veremos mais adiante que, em geral, nio é verdadeira
a reciproca do corolario acima (ver também o exercicio 126).

DEFINICAO 26 - Diz-se que um anel de integridade A sa-
tisfaz a condicdo das cadeias crescentes para ideais principais
se, e somente se, é valido o seguinte axioma:

AFT. o conjunto P(A) satisfaz a condicdo das cadeias
crescentes.

LEMA 18 - Todo anél fatorial satisfaz o axioma AF7.

Demonstracho - Seja (Myiew uma cadeia crescente de
ideais principais M,=Ab; do anel A; podemos, evidentemente,
supor que exista peN tal que Mp#Mp. e daqui resulta
My, #{0} para todo ieN. Usando-se uma notacio conveniente
podemos supor que p=0; neste caso, temos M;#{0} para todo

i>1. De AbjcAby=cc Abic Abigc--
resulta 0(by) 20(by) 20+ -20(b))> (biyy)zeee,
onde & é a funcio comprimento; portanto, existe um indice n
tal que 0(b;) =d(b,) para todo i>n. Ora, de Ab,cAb; vem b;lb,
e como d(b,)=0d(b:) concluimos que b;~b,, logo, Ab;= Ab, para
todo izn; portanto, a cadeia (M;) é estacionéaris. ‘ i

TEOREMA 37 - Todo anel de integridade A que satisfaz
0 axioma AF7 também satisfaz a condicio AF1.
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DemonstracAo - Consideremos o conjunto S de todos os
elementos b, de A, tais que begU(A)U{0} e b ndo é produto
de elementos irredutiveis em A e suponhamos, por absurdo,
que S#@; portanto, o conjunto S={4-beP(4)|acsS} também
ndo é vazio. Ora, por hipétese, P(A) satisfaz a condicdio das
cadeias crescentes, logo, em virtude do teorema 34, P(4) tam-
bém satisfaz a condiciio maximal; portanto, existe byeS tal que
Ab, seja um elemento maximal de S. O elemento b, é, neces-

sariamente, redutivel, logo, existem b, e b, em A tais que

by=b;b, e by U(A)U{0} (i=1,2); daqui resulta que AbycAb; e
Abg# Ab; (i=1,2) e como Ab, é elemento maximal de S, temos
AbigS, de onde vem, b;&S (i=1,2). Portanto, b, e b, sdo pro-
dutos de elementos irredutiveis em A, logo, by=b;b, também
é um produto de elementos irredutiveis em A, contra a defi-
nicdo do elemento b,. |

Em virtude do teorema ac1ma, do lema 16 e do teorema 6,
temos o seguinte

TEOREMA 38 - Um anel de integridade A é fatorial se,
e sdOmente se, A satisfaz a condicdo AF7 e a seguinte condicfo

AF3’: para todo elemento peA, se p é irredutivel, entdo
o ideal principal Ap é primo.

Procuraremos, a seguir, exprimir os axiomas AF4, AF5
e AF6 por meio de condicdes sébre ideais principais.

LEMA 19 - As seguintes condlg:oes sObre um mesmo anel
de integridade A, sdo equivalentes

AF4: A é um anel com mdc;
AF4’: dois ideais principais quaisquer de A admitem su-
premo em P(A4). )

DemonsTtracAO - AF4=— AF4’. Sejam Aa e Ab dois ideais
principais de A; por hipétese, existe deA que é um mdc de
a e b e para éste elemento d temos AacAd e AbcAd. Por
outro lado, se Ad & um elemento qualquer de P(A) e se
AacAd e AbcAd', temos d'la e d'|b, logo d'ld, de onde vem,
Adc Ad'; portanto, Ad é o minimo, em P(A), dos majorantes
de {Aa,Ab}, ou seja, Ad= sup{Aa Ab} (ver a definicio 1, Ca-
pitulo V).

AF4 = AT, Sejam a e b dois elementos quaisquer de
A; por hipétese, existe Ad=sup{da,Ab} e, neste caso, temos
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AacAd e AbcAd, logo dla e dib, Por outro lado, se deA

é um divisor comum de a e b, temos AacAd e AbcAd),
logo, Ad=sup{da,AblcAd’, de onde vem, d'ld; portanto, d &
um mdc de a e b. |

LEMA 20 - As seguintes condi¢Ses, s6bre um mesmo anel
de integridade A, sfo equivalentes:

AF5: A é um anel com mmc;

AF5: a intersecgio de dois ideais principais quaisquer de
A é um ideal principal.

DemonstragAo - AF5 = AF5’. Sejam Aa e Ab dois ideais
principais quaisquer de A; por hipé6tese, existe meA que é
um mmc de a e b e para éste elemento m temos AmcAa e
Amc Ab, logo, Amc AaM Ab. Por outro lado, se m'eA4AaMAb,
temos m'eAa e m'eAb, logo, alm’ e blm’, de onde vem, m|m’
e entdo m'eAm,; portanto, AaMAb=Am.

AF5'= AF5. Sejam a e b dois elementos quaisquer de
A e consideremos os ideais principais Aa e Ab; por hipétese,
AaMAb é principal, logo, existe m em A tal que AaMAb=Am.
Neste caso, temos AmcAa e AmcAb, logo, alm e blm; por
outro lado, se m'eA é tal que alm’ e blm/, teremos Am'cAa
e Am'cAb, logo, AmM'—=AaMAb=Am, de onde vem, m|m.
Portanto, m é um mmc de a e b. i

De acoérdo com os lemas 18, 19 e 20 e os teoremas 8§, 11
e 37, temos o seguinte

TEOREMA 39 - Um anel de integridade A é fatorial se, .
e somente se, A satisfaz os axiomas AF7 e AF4 ou AF7 e AF5,

LEMA 21 - Um anel de integridade A satisfaz a condig@o
AF6 se, e somente se, é valida a seguinte condicio

AF6" a soma de dois ideais principais quaisquer de A é
um ideal principal.

Demonsrracio - AF6 = AF6’. Sejamm Aa e Ab dois ideais
principais de A; por hipétese, existe um elemento d em A que
é um divisor comum de a e b, de onde vem, AacAd e
Abc Ad, logo, Aa+Abc Ad. Além disso, para éste elemento d

existem 7 e s em A tais que d=ra+sb, logo, deAda+Ab e
entdo AdcAa+Ab.

AF6'=—> AF6. Sejam a e b dois elementos quaisquer de
A e consideremos os ideais principais Aa e Ab; por hipébtese,
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existe d em A tal que Aa+Ab=Ad, logo, AacAd e AbcAd,
de onde vem, dla e dlb. Finalmente, de Aa+Ab=Ad resulta
que existem r e s em A tais que d=ra+sb. |

O teorema 16 pode entdo ser enunciado sob a forma

TEOREMA 40 - Se um anel de integridade A satisfaz as
condicdes AF7 e AF6’, entdo A é fatorial

EXERCICIOS

124. Mostrar que tod6 ideal primo préprio do anel Z dos nGmeros
inteiros é um ideal maximal. Sugestfo: exercicic 114 e lema 16.

125. Mostrar que todo ideal maximal do anel Z dos nGmeros intei-
ros é um ideal primo préprio. Sugestdo: exercicio 114 e corolario do
teorema 36. :

126. Quais dos seguintes ideais M, do anel de polindmios
A=Q[X,,X,], sio primos ou maximais?

a) M=AX,;

b) M=AX,+AX,;

¢) M=AX:-49);

d) M=AX2-2);

€) M=AX{+D+AX,+2).

4.4 - ANEIS PRINCIPAIS

DEFINICAC 27 - Diz-se que um anel de integridade A é
um anel principal se, e somente se, todo ideal de A é principal.

TEOREMA 41 - Todo anel principal é fatorial.

DemonstracAo - £ imediato que o anel principal A satis-
faz a condicdo AF6’ e mostraremos abaixo que AF7 também
é verdadeira em A, logo, em virtude do feorema 40, A é fa-
torial. Seja (Mi)iey uma cadeia crescente de ideais de A e con-
sideremos o conjunto M =iLE_7’vMi; & facil verificar que M é um
ideal de A, logo, existe b em A tal que M=Ab. Como beM
resulta que existe um indice n tal que beM, e, neste caso,
. temos M<My,, logo, M =Mj; finalmente, para todo indice i=>n,
temos M,=M;, logo, Mi=M,, ou seja, a cadeia (M;) é esta-
cionéria. o ‘ ' |

COROLARIO - Se d e b sdo elementos quaisquer de um

- anel principal A, entdo Aa+Ab=Ad e AaMAb=Am, onde d
éum'mdcdeaebeméummmcdeaeb.
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TEOREMA 42 - Um ideal proprio M, de um anel principal
A, & primo se, e somente se, M é um ideal maximal de A.

Demvonstracao - Por hipdtese, existe p em A tal que M= Ap
e temos, necessariamente, paU(A)U{0}. Se M é um ideal pri-
mo, entdo, em virtude dos lemas 16 e 17, Ap & um elemento
maximal do conjunto P(A)*=J(A)*; portanto, M é um ideal
maximal de A. Reciprocamente, se M é um ideal maximal de
A, entdo, em virtude do corolaric do teorema 36, M é um
ideal primo. ' [

Portanto, num anel principal nfo ha disting¢8o entre ideal
primo proéprio e ideal maximal.

TEOREMA 43 - Todo anel euclidiano é principal.

DrmonsTrACAO - Seja A um anel d-euclidiano e seja M #{0}
um ideal de A; o conjunto {dmyeNlaesM e a+0} & nio vazio,
logo, éste conjunto tem minimo d&(d), com deM e temos
AdcM. Se x é um elemento qualquer de M, entdo existem
elementos g e r em A tais que x=qd+r, onde o(r)<d(d) se r#0;
notando-se que r=x-qdeM resulta que r=0 e entic xeAd,
ou seja, McAd. |

COROLARIO - Os anéis Z e K[X], onde K é um corpo,
sdo principais.

- Osservacgio - Obtém-se, assim, uma outra demonstracio
do fato que Z e K[X] s3o fatoriais; notemos, no entanto, que-
esta demonstracfdo utiliza o axioma da escolha para estabele-
cer que AF7T=—= AF1.

TEOREMA 44 - Um anel de integridade A é principal se,
e somente se, existe uma aplicaco d0: A*—~ N que satisfaz as
condi¢gbes AE1, AE2 e a seguinte condicgdo:

(9 quaisquer que sejam a e b em A*, se a{b e se bfa,
entdo existe r em A* tal que d(r)<min{d(a),0(b)} e para éste
elemento r existem p e g em A tais que r=pa+gb.

DemonstrACAO ~ Suponhamos que A seja um anel princi-
pal, logo, A é fatorial (teorema 43); neste caso, podemos con-
siderar a funcéo comprimento d (ver o §2.1) e j4 sabemos que
0 satisfaz as condi¢cdes AEl e AE2. Finalmente, sejam a e b
dois elementos de A* tais que a{b e bfa e indiquemos por r
um mdc de a e b; existem, entdio, elementos p e g em A tais
que r=pa+qgb e, por outro lado, é imediato que r & divisor
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proprio de a e de b, logo, d(r)<min{d(a),d(b)}. Reciprocamente,
suponhamos que exista uma aplicagdo 0: A*—~ N que satisfaz
as condicBes AEl, AE2 e (% e seja Mst{O} um ideal qualquer
de A; neste caso, existe
My =min{dxreM | xeM e x+0},

onde asM, logo, AacM. Se Aa+M, entdo existe beM, com
b&Aa, logo, atb; temos bfia, pois, se bla teriamos d(b)<d(a),
logo, d(a)=4(b) e entdo, conforme o lema 4, alb, contra a hi-
potese feita sdbre b. Portanto, de acérdo com a condicdo (%),
existe r em A* tal que d(r)<min{d(a),0(b)}=0(a) e existem p e
g em A tais que r=pa+gb; mas, neste caso, temos reM e
drm<d@), contra a definicio do elemento «. |

EXERCICIOS

127. Consideremos o anel de polindémios A = zZ[x1.

a) Mostrar que o ideal A-2+A4-X é maximal e ndo é principal.

b) Os elementos 2 e X sio primos entre si e, no entanto, nfo
existem polindmios r e s em A tais que 2r+Xs=1.

c) O elemento X ¢ irredutivel em 4 e AX ndo é um ideal maximal.

128. Seja A um anel de integridade e consideremos ‘o anel de po-
lindmios A[X]; mostrar que A[X] é um anel principal se, e somente se,
A é um corpo.

EXERCICIOS SOBRE O §4

129. Seja R uma relacdo de equivaléncia s6bre um anel comuta-

tivo A com elemento unidade e suponhamos que R seja compativel com -

.a adicdo e com a multiplicacdo. Demonstrar que existe um tdnico ideal
M de A talque R seja a relacfio de equivaléncia determinada pelo ideal M.

130. Seja A um anel de integridade e indiquemos por 2 o con-
junto de seus elementos irredutiveis. a) Mostrar que a relacdo ~ induz
uma relagdo de equivaléncia sébre 2. b) Demonstrar que existe um sis-
tema de representantes P do conjunto quociente D~ - Diz-se, neste
caso, que P ¢é um sistema de representantes dos elementos irredutiveis
de A. c) Fazer o mesmo para o conjunto dos elementos primos de A.
Observacio: Conforme observamos nos exemplos 4 e 5, a construcdo de
um sistema de representantes dos elementos irredutiveis dos anéis Z e
K[X] (K é um corpo) ndo depende do axioma da escolha.

131. Seja (E,.) um mondide comutativo e seja (x;);e; uma familia -

de elementos de E tal que x;# 1 somente para um namero finito de in-
dices ie=I. Pondo-se J={ieI | x;+1}, colocaremos, por definicio,

Hx..ﬂx

el ieJ

a) Mostrar que se I é finito, entfo a definicio de H x; comczde
iel
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com a definicdo de produto de uma familia tinita de elementos de E
(ver o §2.6 do Capitulo II).

b) Mostrar que se JoJ;<l, J; finito, entfo H:c ..Hac
iel e,
C) Se Xy € (Yp;ey S80 duas familias de elementos de E que satis-

fazem a condxgao acima, entdo

Iz [, = I]wqyz

iel iel
d) Estabelecer resultados analogos para um mondide aditivo (E,+).
132. Seja A um anel de integridade e seja P um sistema de repre-
sentantes dos elementos irredutiveis de A (ver o exercicio 130). Demons-

trar que A é um anel fatorial se, e sOmente se, para todo a=A* existe
um Unico elemento inversivel u e uma Unica familia quase-nula (np)pep,

de ntmeros naturais, tais que a =ul Z p"P,
pepP

133. Seja A um anel fatorial, seja P um sistema de representantes
dos elementos irredutiveis de A e sejam
a=uffp™ e b=ov]]p™
peP peP
dois elementos quaisquer de A* (ver o exercicio anterior).
a) Demonstrar que alb se, e soOmente se, mp<np para todo peP.
b) Pondo-se Jp=min{mp,np} e pp=max{my,nyt, demonstrar que

0s elementos 4
IIo e [Ip'®
peP peP

sfo, respectivamente, um mdc e um mmc de a e b.

134. Seja M um ideal prépric de um anel fatorial A; demonstrar
que existe um elemento irredutivel p em A tal que M = Ap se, e sOmen-
te se, M é um elemento minimal do conjunto, ordenado por inciusdo, de
todos os ideais primos nio nulos do anel A.

135. Diz-se que um anel comutativo A com elemento unidade
é noetheriano (em homenagem a Emmy Noether) se, e sOmente se, o
conjunto J(4), ordenado por inclusdo, satisfaz a condicdo das cadeias
crescentes. Verificar as seguintes propriedades:
a) Um anel comutativo 4 com elemento unidade é noetheriano se, e
somente-se, todo ideal de A é de tipo finito. Sugestio: utilizar o axioma MAX,
) b) Se I é um ideal nfo unitario de um anel noetheriano A, entio
existe um ideal maximal M, de 4, tal que I&M. Sugestio: axioma MAX.
c) Se A é um anel de integridade, entdo A é um anel principal
se, e sOmente se, A é noetheriano e A satisfaz a condicdo AF6'.
d) Todo anel de integridade noetheriano satisfaz a condicio AF1.

136. Seja A um anel comutativo com -elemento unidade e conside-
remos o anel de polindmios A[X]. Seja M um ideal de A[X] e para cada
ieN indiquemos por L;(M) o subconjunto de A formado por 0 e por
todos os elementos br—_‘A* tais que exista f;eM, f;#0, 0f;=i e o coefici-
ente dominante de §; seja igual a b. Verificar as seguintes propriedades:

a) L;(M) é um ideal de A.

b) Li(M)c:Li +1{M) para todo ieN.

c) Se My é um ideal de A[X] tal que Mye=M e se LMy =L M)
para todo ieN, entdo My =M.



137. Demonstrar que se A é um anel noetheriano, entdo A[X] tam-

bém ¢ noetheriano. Sugesto: Se (M;);.y € uma cadeia crescente de ideais

de A[X], considerar o conjunto {Li(Mj); ieN, je N}; utilizar o exercicio ante-
rior e a condicio maximal de A. Observacio: Daqui resulta que se A é um
anel noetheriano, entdo o anel de polindmios A[Xl,X2,---,Xn] também &
noetheriano; em particular, se K & um corpo, entdo K[X, X, ..., X 1¢&
noetheriano.

§5 - ANEIS QUADRATICOS
5.1 - CORPOS QUADRATICOS

Um corpo quadratico K é construido a partir do corpo
@ dos nameros racionais pela adjuncdo das raizes complexas
x; e x, de um polindmio quadratico f com coeficientes racio-
nais e irredutivel em Q[X]. Procuraremos, entdo, determinar
em que condicdes f é irredutivel em Q[X] e de que forma sdo
os elementos de K=&(x,,x,).

LEMA 22 - Um polinémio quadrético
f=aX?+bX +ceQ[X] (24),
onde a#0, é redutivel em Q[X] se, e sOmente se, seu discri-
minante D=b?-4ac é um quadrado perfeito em Q.

DeMONSTRACAC - Suponhamos que f seja redutivel em Q{X],
logo, existem nUmeros racionais x; e X, tais que
f=alX-x, )X -2,

de onde vem,
: b=-a(x,+x,) € Cc=ax,XT,;

tanto,
portanto D = a%(x,~ )"

é um quadrado perfeito em @. Reciprocamente, suponhamos
que exista um numero racional D, tal que D =D}; ora, temos

b D
- Oy
1 fﬁa[(XWL‘Za) 4a? | (25),
0go, - b+D, b-D,
| f=alX+ 2a’)(X+ 5>
ou seja, f é redutivel em @Q[X]. |

Um outro modo de enunciar o teorema acima é o seguinte

COROLARIO 1-0 polindmio quadratico f=aX?+tX +ce@(X],
onde a+#0, é irredutivel em Q[X] se, e sOmente se seu discri-
minante’ D =b?~-4ac ndo é quadrado perfeito em @.

No caso particular em que os coeficientes de f sdo nume-
ros inteiros, o coroldrio acima nos mostra que f é irredutivel
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em Q[X] se, e sobmente se, o numero inteirc D=>b%-4ac ndo é
quadrado de um nUmero racional; portanto, em virtude do co-
rolario do teorema 25, temos o seguinte

COROLARIO 2 - Um polindémio quadratico f =aX?*+bX+ceZ[X],
onde a#0, é irredutivel em @[X] se, e somente se, seu
discriminante D=>b%-4ac ndo é quadrado perfeito em Z.

A formula (25) nos mostra que os nimeros complexos

:cizl-gi/j e xzzw—bgf : (26)
sdo as Unicas raizes complexas de f; notemos que, em virtude
da convencdo feita no §3.2 do Capitulo V, o simbolo \/D tem
um Unico significado

+\/D se D=b’-4ac>0
\/Bz{i(ﬂ/ﬂ) se D=b2-dac<0.
DEFINICAQO 28 - Seja
f=aX?+bX+ceQ(X],
onde a#0, um polindmio quadratico irredutivel em @[X] e se-
jam x, e x, as raizes complexas de f; nestas condigbes, o

subcorpo K;=Q(x,,%,),
do corpo C dos numeros complexos, é denominado corpo qua-
drdtico associado ao polinédmio f.

Observemos que dois polin6mios quadréaticos distintos po-
dem determinar o mesmo corpo gquadratico:

Exempro 26 - As raizes complexas dos polindmios f=X?+1
e g=2X?+2X+1 sfo x,=1, Xy=-1 € Y;=-1+4i, Yy=-1-i e &
imediato que Q(i,-i) =Q(-1+i,-1-1), ou seja, K;=K,.

Exemrpro 27 - Se f=aX2+bX+ce@[X], onde a#0, &irredu-
tivel em @Q[X], entdo, para todo deZ* o polindmio guadratico
df também é irredutivel em Q[X] e é imediato que Kj=Kgs.

O exemplc sacima nos mostra, em particular, que basta
considerar os corpos quadraticos associados a polindmios qua-
draticos com coeficientes inteiros e irredutiveis em Q[X]. Con-
sideremos, entfic, um polindmio quadratico f=aX?+bX+c (a#0),
com coeficientes inteiros e irredutivel em @[X], logo, seu dis-
criminante D=b%-~4ac pode ser representado sob a forma
D =Dim, onde Dy e m sfo numeros inteiros, Dy>0, m#1 e m
ndo admite fatéres quadraticos préprios, ou seja, p?{m para
todo numero primo p; diz-se, neste caso, que m é livre de fa-
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téres quadrdticos ou, simplesmente, que m é livre de quadrados.
Conforme o corolério 2 do lema 22, o polindémio g=X?-meZ[X]

& irredutivel em Q[X] e notemos que w=\m e - sdo as suas.

raizes complexas. Com estas notacdes, temos o seguinte
LEMA 23 - Ky=Kgy.
Demonstracio - Conforme as férmulas (26), as raizes de

I sdo -b+Dyw -b-Dyw
Tt ¢ T
e daqui resulta, imediatamente, que x; e x, sfo elementos do
corpo quadratico Kg=@Q,-0)=Q®), logo, K;=Ky. Por outro
lado, temos o = D} (b+2ax,)eQ(x,), logo, weK; e entdo Ky=Kj. |
TEOREMA 45 - Seja o
_ f=aX?+bX+ceZ[X],
onde a#0, um polinébmio quadratico irredutivel em Q[X] e po-

nhamos D=b’-4ac=Dim e w=\m,

onde Dy e m sdo numeros inteiros, Dy>0 e m#1 é livre de
quadrados; nestas condicbes, o corpo quadratico Ky, associado
20. polinémio f, & o conjunto S de todos os nimeros comple-
xos da forma x+yw, com x e y racionais.

Demonstracio - Consideremos o sub-anel @[w], do corpo Ky,
gerado pelo conjunto @U{w}. E imediato que S=Q[w]; por outro
lado, para todo ze@[w] existe um polindémio he@(X] tal que
z=hw) (teorema 9, Capitulo VI) e como h={(X>-m)q+x+yX),
com x e y racionais e qeQ[X], teremos z=h@w =x+yw e
entdo Q[w]cS. Fica assim demonstrado que S=@Q[w]. Obser-
vemos agora que x+yw=0 se, e somente se, x=y=0 (pois,
we&R), logo, x+yw#0 se, e sdmente Se, x-yw+#0; portanto, se

w# 0, temos
Tryes (+yoNx-yw) = x*-my?# 0

e daqui concluimos que o numero complexo
x Y
xz_,myz x2—my2
é o inverso em Q[w] de x+yw. Portanto, S =@[w] € um corpo
e entio S=Q[w]=Qw). : |
COROLARIO - Sejam m#1 e m;#1 dois nimeros inteiros

distintos e livres de quadrados e ponhamos ®w=\m e ®;=\/m;;
nestas condicOes, temos Q)+ Q).

DemoNsTRACAO - Suponhamos, por absurdo, que @) =Qw,)
logo, weQw,) e entdo, em virtude do teorema 45, existem nu-
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meros racionais x e y tais que w=x+yw,, de onde vem,
m=(x?+my?)+2xyw,, logo, xy=0 e x*+my*=m. Notando-se
que y#0, pois, m#x?, resulta das igualdades acima que x=0
e entdo m;y’=m. Ora, o numero racional y pode ser repre-
sentado sob a forma /s, onde r e s sdo nameros inteiros pri-
mos entre si e s#0; portanto, temos m;r?=ms?, de onde vem,
r2=s2=1, pois, m ‘e m, sdo livres de quadrados, logo, m;=m,
confra a hipétese feita sdbre m e m,. |

Os resultados acima nos mostram que a aplicacdo m +» Q(W )
é uma bijecdo do conjunto dos inteiros livres de quadrados
no conjunto dos corpos quadraticos; portanto, a todo corpo
quadratico K; estd associado um Unico numero inteiro m#1
livre de quadrados tal que Kjs=@Q(/m). Diremos, neste caso,
que K, =QG/m) é o corpo quadrdtico associado ao nimero
inteiro m. No que se segue quando considerarmos um corpo
quadratico @) =K,, estard subentendido que m#1 & livre de
quadrados e que @=\/m.

Consideremos um elemento x=a+bw de um corpo qua-
dratico K,,=Qw), onde a e b sfo numeros racionais; o nimero
complexo T=a-bw é denominado conjugado de x e também
diremos que x e T sdo conjugados. O seguinte teorema, cuja
demonstragio ficara-a cargo do leitor, nos da as propriedades
mais importantes dos conjugados em K,:

TEOREMA 46 - Se x e y sdo dois elementos quaisquer do
corpe quadratico K, entdo valem as seguintes propriedades:

a) T+y=T+7;

b) TY=Z7;

c) T=ux;

d) se x=a+bw, entdo x+T=2a e xT=a’-mb?;

e) x=T se, e sOmente se, xr=@Q.

As partes a) e b) do teorema acima nos mostram que a
aplicacdo o: K,, — K,,, definida por ox)=%, é um automor-
fismo de K,, e, de ac6rdo com c¢), temos ¢o0 =1k, e por causa
disso diremos que o é um automorfismo involutério de K,,.

A demonstracdo do teorema abaixo é completamente
andloga a demonstracdo do teorema 24 do Capitulo V e ficara
a cargo do leitor.

TEOREMA 47 - Os Unicos automorfismos do corpo quadra-
tico K,, s8o o automorfismo idéntico e o automorfismo o de-
finido por o(x)=7 para todo x em K,,.
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DEFINICAO 28 - Seja x um elemento qualquer de um cor-

po quadratico K,,= @Qw); os nameros racionais
Ty=x+T e N@=xx

sdo, respectivamente, denominados traco e norma de x.

Notemos que, de fato, Nx) e T(x) sfo nlmeros racionais,
pois, se x=q+bw, com a e b em @, temos

Txy=2a e N@)=a?-mb?.

TEOREMA 48 - Se x e y sfo dois elementos quaisquer do
corpo quadréatico K,,, entdo valem as seguintes propriedades:

a) Ta+y=Tw+Tw;

b) T@a)=7Tx) para todo nimero racional 7;

¢} Ny =N@Nwy);

d) N@)=0 se, e somente se, x=0.

Deixaremos a verificacdo das propriedades acima a cargo
do leitor.

EXERCICIOS

138. Para que valores do numero inteirc a, com a limitacdo -8<a<10,
o polinémio f=X2+aX-5 & irredutivel em Q[X]? Em cada caso determinar
0 corpo quadratico associado ao polinémio f.

139. Demonstrar que se 4 é um sub-anel de um corpo quadratico
K,, e se QuA, entio A=Q ou A =K. Deduzir dai que os Unicos sub-
corpos de K, sdo @ e K.

140. Demonstrar os teoremas 46, 47 e 48.

141. Mostrar que os corpos ®(/2,/3), Q(%/E) e Q({}/i) ndo sic qua-
draticos.

142. A partir de c) do teorema 48 mostrar que vale a seguinte
igualdade no anel Z dos numeros inteiros:

(ac+bdm)® —mlad +be)? = (a>~ mb)(c2-md?).

143. Mostrar que o inverso de um elemento ndo nulo x, de Koo

é TINw.

5.2 - ANEIS QUADRATICOS

Consideremos um corpo quadratico Kp=@(w), onde m#1
¢ um inteiro livre de quadrados e w=y\/m. Procuraremos dis-
tinguir um sub-anel unitirio An,, de Kn, que seja o andlogo
do sub-anel Z do corpo @, ou seja, procuraremos destacar
aquéles elementos de K., que deverdo ser considerados como
«inteiros». Como todo elemento de K, é da forma a+bw, com
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a e b racionais, parece natural dizer que éste elemento é um
«inteiro» de Ky, se a e b sdo numeros inteiros, ou seja, pare-
ce natural colocar-se An=Z[w]={a+bwcKnlacZ e beZ}. Se
adotassemos éste ponto de vista estariamos excluindo, no caso
ém que m=1 (mod. 4), certos sub-anéis de K, para os quais
a teoria dos anéis quadraticos pode ser desenvolvida (ver o
teorema 50 e o exercicio 154).

Observemos, por outro lado, que todo ntimero racional
x=alb, onde a e b sio numeros inteiros primos entre sie b>0,
€ raiz do polinémio bX-aeQ[X] e que x&Z se, e somente se,
éste polinémio é unitério. Ora, todo elemento x de K é raiz
do polinémio quadratico

X2-T@X+Nx)
com coeficientes racionais; portanto, procedendo-se de. modo
andlogo ao anterior, devemos dizer que x é um «inteiro quadra-
tico» se, e somente se, éste polindmio tem coeficientes inteiros.
Uma vez estabelecidas estas consideracdes daremos a seguinte

DEFINICAO 30 - Diz-se que um elemento x, de um corpo -
quadratico K, é um inteiro quadrdtico se, e sdmente se, T(x)
e N(x) sdo nUmeros inteiros.

Indicaremos por An, o conjunto de todos os inteiros qua-
draticos do corpo quadratico K, logo,
Am={xeKn| T@eZ ¢ Nx)eZ}.
Notemos que Z<An, logo, ZcAnMQ; por outro lado, se tm
nGmero racional r é um inteiro quadratico, ent3o temos
N =1?Z e, neste caso, o corolario do teorema 25 nos mostra
que TeZ. Portanto, AnNQ=2Z.

TEOREMA 49 - O conjunto A, de todos os inteiros quadra-
ticos do corpo quadratico Ky = Q@) é um sub-anel unitirio de Km.

Demonstracao - E imediato que se xeAm, entio -ze Am;
falta, entdo, demonstrar que A, é fechado em relagdo as ope-
ragGes de adicfio e de multiplicacdo. Sejam x e y dois elemen-
tos quaisquer de Am, logo, T, N@), Ta, N sdo ntimeros
inteiros, de onde resulta, em particular, que os ntimeros

Tx+yp=T@+T@ e Ny =NxNy)
também sfo inteiros. Notatido-se agora que
N@x+y) = N+ Ny)+(@g+Ty)

€ Ty =xy+xTy
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e pondo-se Uu=IY+TY €& V=TY+I7,
temos u+v=T@TQ
e uv = 4N@N@ap+T@? N+ Ty’ N,

logo, utveZ e uveZ. Ora, os nameros racionais u e v sdo
raizes de polinémio X?-w+v)X+uveZ[X], logo, u e v sdo in-
teiros quadraticos e como AnMN@=2Z concluimos que u e v
580 nUimeros inteiros e daqui resulta, imediatamente, que N(x+y)
e T(xy) também sio numeros inteiros.

O sub-anel A, é denominado anel dos inteiros quadrdti-
cos do corpo Km ou, simplesmente, anel quadrdtico; diremos
ainda que Am € um anel quadrdtico real ou imagindric con-
forme tivermos m>0 ou m<0.

Examinaremos, a seguir, de que forma sdo os elementos
do anel quadratico Am. Teremos necessidade de distinguir os
valores de m segundo o médulo 4 e como m ¢ livre de qua-
drados s6 poderemos ter trés casos: m=1, 2, 3 (mod. 4); assim,
a afirmacio m# 1 (mod. 4) significa que m=2 oum=3 (mod. 4).

Consideremos, inicialmente, um inteiro quadréatico x de
K,, e seja Z[x] o sub-anel, de A,, gerado por x; é imediato
que se xeZ, entdo Z[x]=Z. Com estas notacdes, demonstra-
remos o seguinte

LEMA 24 - Se x¢Z, entio todo elemento de Z[x] pode
ser representado, de modo tnico, sob a forma a+bx, onde a e
b sio numeros inteiros; em particular, temos
Z[x]={a+breA,,lacZ e beZ}.

Demonstracao - Para todo yeZ[x] existe um polind-
mio heZ[X] tal que y=hw (teorema 9, Capitulo VI); por
outro lado, o elemento x ¢é raiz do polindmio unitario
f=X2-T@)X+N@eZ[X] e,de acérdo com o algoritmo da divisdo,
temos h=qf+(a+bX), onde a e b sdo numeros racionais e qeZlX],
de onde vem, y=a+bx. Finalmente, de a+br=c+dx,coma,b, c
e d inteiros e b#d, vem x=(b-d)Yc-a)e@ e como xEA4,, te-
remos xeZ, contra a hip6tese; portanto, de a+bx=c+dx con-
clui-se que a=c e b=d.

O lema acima nos mostra, em particular, que

Zlw]={a+bwcA,,lacZ e beZ} (27).

Para m=1 (mod. 4), o elemento sc:é—(l-w)) é um inteiro qua-
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dratico, pois, T@)=1 e N(m)=§—{1~m), logo,
ZI;(1+0)] =fo+b(1+w)c A, | aeZ e beZ} (28)
e notemos que Z[w]c Z[%(l%o)]c A, (29).

TEOREMA 50 - Para todo ntumero inteiro m#1 livre de
quadrados, temos:
A,=Zlo] se m=zl (mod. 4)
Amzz[%(1+w)] se m=1 (mod. 4).

Demonstracao - J4 sabemos que Z[w]<=A,, para todo m;
se demonstrarmos que a relagio Z[w]#A,, implica que m=1
{mod. 4) concluiremos, em virtude de (29), que A, =2Z|o] se,
e somente se, m#1 (mod. 4). Suponhamos, ento, que exista
rei,, tal que x¢Zw]; ora, x é um elemento de K, =Q[w]
logo, x pode ser representado sob a forma " ’

_a+bw

==
onde podemos supor que a4, b e ¢ sejam numeros inteiros pri-
mos entre si, ¢>0 e onde temos, necessariamente, b#0 e c>1.
De acdrdo com a definicdo de inteiro quadratico, temos

e

T(x):gcgez e Nw-= a__ﬂ eZ.
C

Mostraremos, inicialmente, que mdc@,c)=1. Com efeito, no
caso contrario existe um nimero primo p tal que pla e plc
logo, p*l{e>-mb?), de onde vem, p*/(mb? e como m é livre de
quadrados resulta que plb e entdo mdc(a,b,c)#1, contra a
hip6tese.
De 2alceZ e mdc@,c)=1 concluimos que c=2, logo,
a?=mb? (mod. 4).

Se m#1 (mod. 4) resulta, facilmente, da congruéncia acima
que a e b sdo pares, logo, x&Z[w], contra a hip6tese; portanto
m=1 {mod. 4). ’

Finalmente, suponhamos que m=1 (mod. 4), logo, de acérdo

com (29), temos A, # Z[w]; portanto, em virtude da discussio

feita acima, todo elemento x de A,, tal que x¢Z{w] é da for-

ma x= —(a+bw), onde a e b sdo inteiros impares e, neste caso
temos '
:r=—-+b 1+
5 {2 +o)],

com (a-b)/2eZ, logo, er[—é—(lH@)} e entfio Am=Z{§(},+fs}}j,
TEOREMA 51 - U(4,)={reA,IN(x)=x1}.
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DemonstracAo - Se N(x)=zx1, temos xT=x1 ou x(=X)=1,
logo, x é inversivel. Reciprocamente, se xeU(A4,,), entdo existe
y em A, tal que xy=1, de onde vem, N(x)N(y)=1 e como
N(x) e N(y) sdo numeros inteiros concluimos que N(x)==1. §

Utilizando-se o teorema acima determinam-se, facilmente,
os elementos inversiveis de um anel quadratico imaginario

Am e temos U(A) =4-1,1,-4,},

) U(A5) =1{-1,1,-0,0,-0% 0%,
onde e=3(I+iV3 ey (11
para todo m<0, m#-1 e m#-3. '

Para um anel quadratico real A.,,, o problema da deter-
minacdo do grupo U(Awm) nio é tdo simples como no caso an-
terior e ndo sera desenvolvido nestas notas; demonstra-se
(ver [9], pp.96-99) que existe um elemento inversivel >1 em

Am tal que U(An) = e AnlseZ}.

Consideremos agora a aplicacdo 0: A;,— N definida por
dx)=|N@)l. De acordo com o teorema 48, temos dx)z1 e
dxy) = 0x)dy), quaisquer que sejam x e y em Ay,; além disso,
se yegU(An)U{0}, entdo Oo@y>1 (teorema 51), logo, a aplica-
¢do O satisfaz as condicGes AEl e AE2 (ver o §2.1) e, neste
_caso,” 0-teorema 13 nos mostra que é vélido o seguinte

TEOREMA 52 - Todo anel quadratico satisfaz a condi-

~ ¢do AF1.
Observemos que nem todo anel quadréatico é fatorial:

Exemprro 28 - No anel A_; temos
3-3=(2+i\/5X(2-i\/5)

e é fAcil verificar que todo elemento xeA tal que Nw@x)=9 é
irredutivel; em particular 3, 2+i\/5 e 2-i\/s sdo irredutiveis e
é imediato que 3 nfo é associado a 2+i\/5 e nem a 2-i\/5, pois,
U(A)=1-1,1}. Portanto, a condicdo AF2 nio ¢é verdadeira
em A. :
Podemos, entdo, propor o seguinte problema:

A) para que valores de m o anel quadratico A,, é fatorial?

Esta questdo ainda ndo estd resolvida em Matematica;
conhecem-se, simplesmente, condiges necessarias sébre m para
que A,, seja fatorial (algumas informacSes estdo dadas nos
exercicios 186-9). Para resolver o problema A) pode-se tentar
a introdugdo de um algoritmo da divisdo s6bre A,, e a apli-
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cacdo x—INw@)l, que ja satisfaz as condicSes AEl e AE2, apa-
rece naturalmente como uma possivel escolha; se esta aplicacio
satisfazer a condicdo AE3 diremos que A,, é N-euclidiano.
Coloca-se, entdo, o seguinte problema:

B) para que valores de m o anel quadratico A, &
N-euclidiano? ’

Esta questdio estd completamente resolvida e demonstra-se
que os Unicos valores de m que satisfazem B) sdo os seguintes:
£11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11, 13,17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 e 73.

Existem outros valores de m que satisfazem A) e ndo
satisfazem B); os dois primeiros sfo os seguintes: 14 e 19.
Pode-se, entdo, propor o seguinte problema:

C) se Ay é fatorial e se Am ndo é N-euclidiano, entdo
existe um algoritmo da divisdo 0 sébre A, de mcdo que Am
seja d-euclidiano?

Esta questio sO estd resolvida para anéis quadréticos
imaginarios (ver o teorema 54).

Demonstraremos abaixo que o anel quadratico Am é
N-euclidiano para m=-11,-7,-5,-3,-2,-1,2,3,5 e 13 e para isso
necessitamos do seguinte

LEMA 25 - O anel quadrético A, é N-euclidiano se, e
somente se, a seguinte condi¢do estiver verificada: para todo
« em K, existe geAn tal que IN(@-q)l<1.

DemonsTRACAO - Suponhamos que a aplicacdo x+—INx)l
satisfaca a condicdo AE3 e seja a« um elemento qualquer de
Kn; podemos, evidentemente, supor que a&A., logo, Eéste
elemento é da forma a=8/y, com S ey em Am,7#0e y{f. Em
virtude de AE3 resulta que existe g Am tal que IN(8-g?)<IN(B)I,
de onde vem, |IN(a-q)l<l. Reciprocamente, suponhamos que
a condicdo acima seja verdadeira em K, e consideremos
dois elementos B e 7, de Am, tais que y#0 e 7tf; existe,
entdo, g€ Am tal que IN(8/y-g@l<1, de onde vem,
IN(B-gp)<IN(B)I. A |

TEOREMA 53 - O anel quadratico imaginario An &
N-euclidiano para m=-1,-2,-3,-7,-11.

DemonstracAo - Distinguiremos dois casos conforme ti-
vermos m#1 (mod. 4) ou m=1 (mod. 4).
1.9) Seja a um elemento qualquer de Kn, logo, a=A+Bw,
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onde A e B s3o numeros racionais; existem, entfo, nimeros
inteiros x e y tais que '
|[A-xl<1/2 e |B-yl<1/2.
Pondo-se g=x+yweAn, e notando-se que {ml<2, teremos
N(awq)=(A-x)%lml(B-y)zs(A—x)2+2(B—y)2s%<1;
portanto, A, é N-euclidiano para m=-1 e m=-2.

1
2.° Representemos o elemento « sob a forma a=A+3B(l+®),
onde A e B sdo numeros racionais; dado o niimerc racional
B existe um numero inteiro y tal que |[B-yl<1/2 e consideran-

., . B . . .
do-se agora o numero racional A+-2-+% existe um namero in-

teiro x tal que
lA+-§+-g2!—xlé1.

Pondo-se g= x+—;-y(1+w) e notando-se que lml<11, teremos
- BY .y 2 15 ..
N(a-q) _(A+2 5 ~xP+iml(B-y)?< 15 <1;
portanto, A, é N-euclidiano para m=-3, -7 e -11. |

E facil verificar que os anéis quadraticos A e A_, nio

sdo fatoriais (ver o exercicio 146), logo, éstes anéis também

ndo sfo N-euclidianos; portanto, para m tal que -13<m<0 s
temos cinco anéis euclidianos correspondentes aos wvalores ci-
tados no teorema acima. Vamos demonstrar que éstes sdo os
Unicos anéis quadraticos imaginarios euclidianos:

TEOREMA 54 - O anel quadratico An, onde m<-11, nio
é euclidiano.

DemonsTtracAo - Verifica-se, inicialmente, que a hipétese
m<-11 implica que 2 e 3 sfo irredutiveis em A, e é ime-
diato que 2 e 3 nfo sfo divisores, em A, de ® e nem de
w0=%(1+co) quando m=1 (mod. 4). Suponhamos, por absurdo,
que exista uma aplicagio 0: A;,—N que satisfaca as condi-
¢Oes AEl1l e AE3 e ponhamos

6(p) = mind(Byp),
Bm=An-U(An)U{0}= An-{-1,1,0};

é facil mostrar que p é irredutivel em An. Se pi2, temos,
p=22; se p{2, entdo existem q e r#0 em Ap, tais que 2=gp+7,
onde d(r<dp), logo, reU(An) e como r+1 teremos r=-1 e
entdo p=+3. Em resumo, p s6 pode assumir quatro valores:
+2 e +3. Distinguiremos agora dois casos conforme tivermos
m#1 (mod. 4) ou m=1 (mod. 4).

onde
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1.9) Como ptw resulta que existem q, e 7,#0 em Ap, tais
que @=gq;p+r,, onde d(r;)<d(p), logo, r; ==x1; ora, q;+a,+b,®,
com @, e b, inteiros, de onde vem, by;p=1, o que é absurdo.

2.9) Como plw, resulta que existem g, e 7,20 em Amn
tais que @y =q,p+7y, onde O(T4) <d(p), logo, Ty=21 e entdo
@y =qyp=1; ora, g, =a,+b,®,, com a, e b, inteiros, de onde vem,
b,p=1, o que é absurdo. |

O problema da determinacfo dos anéis quadraticos reais
Am que sio N-euclidianos é bastante complexo e s6 demons-
traremos o seguinte

TEOREMA 55 - Para m=2,3,5e 13 o anel quadratico
Am é N-euclidiano. '

DemonsTRACAO - Precisamos distinguir dois casos conforme
tivermos m#1 (mod. 4) ou m=1 (mod. 4).

1.%) Seja a=A+Bw, com A e B racionais, um elemento
qualquer de Kn, e consideremos ntmeros inteiros x e y tais que
[A-xl<1/2 e [B-yl<l/2

e ponhamos g=x+y®, logo,

IN(a- )l = A~z P-m(B-y)¥.
(A-x)-m(B-y)?<(A-xP< T

€ (A—x)z—m(B—y)za-m(B—y)zz—%n;
portanto, se m=2 ou m=3, teremos [N(a-g)l<1.

2.9) Seja « =A+%B(1+w), com A e B racionais, um elemento
qualquer de K, consideremos um numero inteiro y tal que

Ora, temos

B 1
!B—-ylsé— e para éste inteiro y seja xeZ tal que !(A+-§—12J-)—x|s—2—,
Pondo-se q=x+3y(1+®) temos
IN(-q)l = 1A+(—§—x—5y)2-— Z}(B—-y)zt.

: 1
Ora, (A+ B YT (Boyre(Ar 2oz Yt
e
(A+§—=m—;§)2—?(3—y)2>—?(B-y)%—-;—%;
portanto, se m=5 ou m=13, teremos IN(ax-g)l<1. | |

EXERCICIOS

144. Mostrar, diretamente, que o anel guadratico A g ndo € prin-
cipal. Sugestdo: considerar o ideal gerado pelo conjunto {3,2+iy/5}. Ob-
servacfo: éste resultado é conseqiiéncia imediata do teorema 41 e do
exemplo 28.
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145, Conforme ¢ exemplo 28, o anel quadratico A_; ndo satisfaz a
condicdo AF2; portanto, éste anel também nio satisfaz as condicGes AF3,
AF4, AF5 e AF6. Escolher, em cada caso abaixo, elementos « e § em A,
de modo que cada uma das seguintes propriedades seja verdadeira:

a) a € irredutivel e ndo é primo;

b) a e § ndo admitem um mdec em A5

¢) a ¢ § ndo admitem um mmc em A,

d) a e § sdo relativamente primos e nio existem elementos r e s
em A ; tais que ra4sf=1.

146. Mostrar que os anéis quadraticos Ag e A, nio sdo fatoriais.
Estabelecer resultados analogos aos dos exercicios 144 e 145 para éstes
anéis.

147. Sejam x e y# 0 dois elementos do anel quadratico A4,,; de-
monstrar que se x|y, entdo |y e Nwy|Nwy.

148. Se xr=A,, e se N é um inteiro primo, entdo x é irredutivel
em A, . Sugestdo: exercicio anterior.

149. Demonstrar que em todo corpo quadratico K, existe um ele-
mento x tal que NoneZ e T*&EA,,. Sugestio: x:b‘l<a—2w), com a e b
inteiros convenientes que satisfazem a condicio a®-b% = am.

150. Determinar um mdc e um mme dos seguintes elementos a e
f do anel quadratico A,

a) a=1-2i, f=2+2i, m=-1;

b) a=5G+TiVE), f=3+iz, m=-3;

C) a=3-\/2, ﬂ:6+3\/2_, m=2,

Em cada caso determinar elementos r e s em A, tais que ra+sf=d.

151. Representar cada um dos seguintes polinémios de A, [X] co-
mo o produto de uma constante por um polindmio primitivo em A, IX]:

a) 2X%+(1+DX +3+i, m=-1;

b) 2X*+Q2- VDX +(4-\3), m=2;

) 6X2+3(5+2\/6) X +25-2/6), m = 6.

152, Determinar uma decomposi¢io em fatdres irredutiveis, em
A, [X], do polinémio feA,[X], nos seguintes casos:

a) f=2X>+1(X?-X~-2), m=-1;

b) f=2X?-2)(X3-2X%-2X), m=2;

©) f=UX*-X+2(X?-3X+36), m=-T.

153. Demonstrar que a igualdade 10=(\/E)2=2~5, em A,,, implica
que o anel quadratico Ay, ndo é fatorial. Sugestio: Mostrar que as equa-
cOes x2-—-10y2=i2 ou +5 ndo tém solucdes inteiras.

154. Demonstrar que se m=1 (mod. 4), entio o anel Z[\'m] ndo &
fatorial. Sugestdo: corolario do teorema 25 aplicads ao elemento
FA+vm) de K.

155. Demonstrar que um nimero natural primo p é redutivel em
A_; se, e sdmente se, existem nUmeros inteiros x e vy tais que x2+y2 =p.
Concluir dai que tode numero natural primo da forma 4n+3 é primo em
A_;. (Ver também o exercicio 177).
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156. No anel quadratico 4_; temos
5 03,5 WE\_(o.s .
(—§+ —\2C)('—2““—‘2f') = (2 +2‘J-3-)(2 1\/§)y

mostrar que esta igualdade é consistente com a afirmacfo: A_; é fatorial.

5.3 - IDEAIS NUM ANEL QUADRATICO

Consideremos um numero inteiro m#1 livre de quadra-
dos e seja K,,=Q) o corpo quadratico associado a m; pon
do-se @ se m#1l (mod. 4)

w“:{é—(lﬂo) se m=1 (mod. 4),
o teorema 50 nos mostra que
A, =Z[og) ={a+boyeXK,, | acZ e beZ},
ou, sob forma condensada:
A =Z+Zwy.

Mostraremos, a seguir, que todo ideal de A,, é de tipo
finito (definicfio 18) e esta propriedade serd uma conseqiiéncia
imediata do resultado mais preciso:

TEOREMA 56 - Para todo ideal nio nulo M , do anel qua-
dratico A,,=Z[w,], existe uma Unica terna ordenada (a,b,c)eN?

tal que M=Za+Z0 (30),
onde O=b+cwy, a>bz0 e azc>0.

DemonsTracAO - Notemos que se @« € um elemento ndoc
nulo de M, entdo o numero inteiro N(o)=aax+#0 também per-
tence a M, logo, MMZ#{0}; por outro lado, é facil verificar
que MMNZ é um ideal de Z, de onde vem, conforme corolario
do teorema 43, que existe um nimero natural ndoc nulo a tal
que MNZ =Za e é imediato que a é divisor de todo namero
inteiro pertencente a M. Observemos agora que existem em
M elementos da forma g;+hw,, com g; e h inteiros e h>0
(por exemplo, awg); porfanto, existe um menor numero natu-
ral ndo nulo ¢ tal que g+coyeM e indicando-se por b o resto
da divisdo euclidiana de g por a resulta que

0=b+cwyesM,
onde a>b>0 e ¢c>0. A demonstragdo de que a terna ordenada
(a,b,c) satisfaz as condicBes citadas no teorema acima sera feita
em trés partes.

1. Afirmamos que cla. Com efeito, de ac6rdo com o algoritmc
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‘da divisdio em Z, temos g=gc+as, onde O<ai<c; ora, o elemento
amy~qf = -gb+ a1

pertence a M, logo, em virtude da definicdo de c, teremos

a,=0 e entdo O<csa.

II. Afirmamos agora que vale a igualdade (30) € para isso
basta mostrar que McZa+Z6. Consideremos, entdo, um ele-
mento qualquer x+yw; de M, com x e y inteiros; novamente,
de acordo com o algoritmo da divisfo, temos x =gq,c+x;, onde
O<x;<c, logofo elemento

(x+Ywe)~q;8 = (x ~q1b)+ 2,0 (31)
pertence a M. Portanto, conforme a definicdo de ¢, temos
x1=0, logo, x-g;beMMNZ =Za e entdo existe g, em Z tal que
x-q;b=gq,a; neste caso, a igualdade (31) nos mostra que

T+YWe =qaa+q,0,
o que termina a verificagio da inclusfo acima.

III. Unicidade da terna (a,b,c). Suponhamos que
(@,b,c)eN3 seja tal que a'>b>0, ¢’>0 e M=Zd'+Z6', onde
§'=b'+c w,. Ora, temos Za=MMNZ=Za, logo, a=a’. Por outro lado,
existern nUmeros inteiros r, e 7, tais que 6=r,0'+7,8, de onde
vem, c=7,c, ou seja, ¢'lc; analogamente, demonstra-se que clc’ e
entdo c=c. Finalmente, de b-b'=6-6'eM resulta que |b-blel,
logo, a é um divisor de |b-b] e como 0<lb-bl<a teremos,
necessariamente, b="b'. |

A férmula (30) nos mostra que o conjunto {ea,6 €& um
sistema de geradores de M em Ax; portanto, todo ideal de
Am é de tipo finito.

Indicaremos por F(M) o conjunto de todos os ideais de Am
que contém o ideal M e notemos que se MG (M), - entdo

F(M)<=FM). O ideal principal Anpx, com reAm, também -

serd indicado por (x).
Entre as conseqiiéncias mais importantes do teorema 56
daremos o seguinte

COROLARIO - a) Para todo niimero inteiro gQO, o conjunto
G((g)) é finito. .

b) Para todo ideal ndo nulo M, de Am, o conjunto F(M)
€ finito.

¢} Para todo ideal nfc unitirio M, de Ay, existe um
ideal maximal P em An tal que M<P.?
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DemonsTrACAO - a) Seja M=Za+Z6, com 6=b+cwy, onde
a, b e ¢ satisfazem as condig¢bes a>bz20 e azc>0, um ideal
qualquer de Am que contenha o ideal principal (g); de geM
resulia que alg; logo, os elementos da terna ordenada (a,b,c}
estio sujeitos as seguintes restricbes: O<axg, Osb<asg e
O<c<a<g. Ora, o nimero de ternas ordenadas que satisfazem
estas condicdes é g3, logo, em virtude do teorema 56, o con-
junto F((g)) é finito.

b) De acdérdo com a demonstraciio do teorema 56 existe
um numero natural nfo nulo a em M, logo, (w)=M, de onde
vem, G(M)cFG(@); portanto, em virtude de a), o conjunto
G (M) é finito.

c) Conforme a parte b) o conjunto F(M)-{(1)} é finito e
ndo vazio, logo, em virtude do exemplo 22, éste conjunto,
ordenado por inclusdo, possui um elemento maximal P e é
imediato que P é um ideal maximal de An. |

Consideremos o automorfismo ¢ do corpo quadrético
Kn=Q(w) definido por o(a) =& e notemos que 0(An) = Am, logo,
¢ induz um automorfismo sbébre A, =2Z][w,]; além disso, & facil
verificar que para todo ideal M, de Am, o conjunto M=oc(M)
é um ideal (diz-se, que M é o ideal conjugado de M). Por exem-
plo, se M=Am(ay,az,--,as), entdo M=0(M)=An(&,&,--,&);
em particular, se M=2Za+2Z0, entdo M=Za+Z3, onde §=b+cwg
e B=Db+cwy. Vamos demonstrar que o ideal produto MM é
principal e para isso necessitamos de duas propriedades pre-
liminares dadas pelos lemas abaixo.

LEMA 26 - Se M =A,,(a,,05,°--,05) é um ideal de A,,, onde
@,,a,,+-+,0; s40 numeros inteiros, entdo existe g=Z tal que M = (g).
Basta colocar g =mdc(a,,a,,---,a,) e levar em cunta que exis-
tem nOmeros inteiros ry,7;,+-+,7, tais que 7,0+ 790, + - +70,=¢g. [

LEMA 27 - Sejam x e y dois elementos quaisquer do anel
quadréatico 4, e suponhamos que um numer: inteiro g+ 0 seja
um divisor do xT, yy e xT+Ty; nestas conlicbes, g &€ um di-
visor de x7 e, portanto, g também & um divisor de Ty.

Demonstracio - Consideremos o elenento gxy do corpo
quadratico K,,; temos
T(g'xy) =g (xg+Ty) e N(g'xy)-gHxTyy),
nameros estes que sfo inteiros em virtude das hipéteses aci-
ma, logo, glxjel,,, ou seja, g é um divisor de x7 em 4,,. §
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TEOREMA 57 - Para todo ideal M, do anel quadratico 4,,,
existe um numero inteiro g tal que MM =(g).

DemonsTracAO - Se M ={0}, basta escolher g=0; suponha-
mos, entdo, que M #{0}. Neste caso, em virtude do teorema 56,
temos M= A,(a,8), logo,M=A,(a,d), e

MM = A, (a%a” 16,68).
Ora, o ideal N=A,(a%a6+a6,08) estd contido em MM e como
os geradores a?%a(6+06),80 sdo numeros inteiros resulta, con-
forme o lema 26, que existe geZ tal que N=A,g; portanto,
g é divisor de a?,a08+af e 08, logo, de acérdo com o lema 27,
g também é divisor.de af e a6 e entdo g é divisor de todo
elemento de MM, ou seja, MM<A,,g. |

Consideremos o conjunto J=(J(A4,))* de todos os ideais
ndo nulos do anel quadratico 4,,; ja subemos que (4,-,&) é um
monoide comutativo parcialmente ordenado e vamos demons-
trar que todo elemento déste monoide é regular para a multi-
plicacdo. Para isso precisamos da seguinte propriedade pre-
liminar:

LEMA 28 - Se N, N; e (y) sd@o ideais de A, tais que
(P)N=()N,; e se y+#0, entdo N=N,.

E uma conseqiiéncia imediata da definicdo de ideal -prin-
cipal e da definicdo de produto de dois ideais. |

TEOREMA 58 - Todo elemento M do mondide (4,-) é re-
gular para a multiplicacdo.

DemonstracAo - Suponhamos que MN =MN,, com N e Nl'

em d; daqui resulta, (MM)N = (MM)N,, ou, ()N =(g)N,, de onde
vem, conforme o lema 28, N=N,. |

LEMA 29 - Seja M #{0} um ideal de A,,, seja 7 um ele-
mento ndo nulo de A,, e suponhamos que Mc(y); nestas con-
dicGes, existe um ideal N tal que M=(y)N.

DemonsTracAo - Indicando-se por N o conjunto de todos
os elementos y'x, com xeM, temos NCA,, e é imediato que
N é um ideal de A,,; de x=p(y")x concluimos que Mc(y)N e,

por outro lado, é evidente que (y))N&=M, logo, M =(y)N. -

TEOREMA 59 - Quaisquer que sejam os elementos M e N
de 4, tem-se M<N se, e sOmente se, existe R em J tal que
M =RN.
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‘DemonstracAo - E imediato que M=NR implica McN.
Reciprocamente, de McN vem MNcNN =(g), logo, em virtu-
de do lema 29, existe um ideal R tal que MN =(g)R, de onde
vem, M(NN)=(g)RN, ou, (g)M =(g)RN e entdo M=RN. |

LEMA 30 - Seja P#{0} um ideal primo do anel quadratico
A,; se M e N sdo ideais de A,, e se MNcP, entio McP
ou NcP.

DemonstracAO - Suponhamos que M&P e seja « um ele-
mento de M tal que a¢P; para todo xeN temos axeMNcP
e como P é primo resulta que xeP, logo, N=P. |

COROLARIO - Todo ideal primo proprio do anel quadra-
tico A,, é um ideal maximal. k

DemonsTrACAO - Seja M um ideal de A, tal que P=M e
P+#M; de acérdo com o teorema 59 existe um ideal R tal que
MR =P, logo, em virtude do lema 30, temos R<P e entdo
R=P. Portanto, temos MP=P=(1)P e, neste caso, o teorema 58
nos mostra que M=(1). |

TEOREMA 60 - a) Todo ideal préprio M do anel quadra-
tico A4,, é igual a um produto de ideais maximais de A,,.

b) Se P\Py-Py=@Qy+ @ (32),
onde cada P; e cada @; sdo ideais maximais, entdo s=t e
Pi=Q; para i=1,2,---,s (usando-se uma notacdo conveniente).

DemonstrACAO - a) Procederemos por inducio finita sdbre
o numero f(M) de elementos do conjunto finito (M) (corola-
rio do teorema 56), observando-se que para f(M)=2 nada te-
mos a demonstrar. Suponhamos, entfo, que f(M)>2 e que a
parte a) seja verdadeira para todo ideal proprio N tal que
2<f(N)<f(M); de acérdo com o corolario do teorema 56, existe
um ideal maximal P, tal que McP; e entfio, em virtude do
teorema 59, existe um ideal N tal que M=P;N. Notando-se
que McN e M+#N (teorema 58), temos f(N)<f(M); portanto,
de acoérdo com a hipotese de indugfo, existem ideais maximais
Py,---,P; tais que N=P;---P,, de onde vem, M =P,P;---P,.

b) Faremos a demonstracdo por inducdo finita sébre o
numero natural ndo hulo s observando, inicialmente, que para
s=1 tem-se t=1 e entio P;=Q;. Suponhamos, entdo, que s>1
e que a parte b) seja verdadeira para s-1; de (32) resulta
PyPy---Ps=Qy logo, de acdrdo com o lema 30, existe um indi-
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ce i, com ls<iss, tal que P;=Q, e entdo Pi=Q; (pois, P; e @
sdo ideais maximais). Usando-se uma notacdo conveniente
podemos supor que i=1 e teremos

PiPy-+-Py = P1Qy-Qs,

Pye-«Ps=Qy--Qy,

pois, Py é regular para a multiplicacio {teorema 58); portanto,
conforme a hip6tese de inducfo, temos s—1=¢-1 e P;=@; pa-
ra i=2,.--,s (usando-se uma notacdo conveniente). Em resumao,
temos s=t e Pi=Q; para i=1,2,...,s. E

Osservacao - J4 sabemos que nem todo anel quadratico
Am é fatorial; o teorema acima restabelece a unicidade da
decomposicdo em fatdres irredutiveis para os ideais préprios de
Am, ou seja, demonstramos que o mondide (J(A,)*,-) satisfaz
as condicbes AF1 e AF2. Os ideais foram introduzidos por
Kummer (1810-1893) e depois por Dedekind (1831-1916) com
o objetivo principal de obter, novamente, a unicidade da
decomposicio em elementos-ideais irredutiveis.

logo,

‘ TEOREMA 61 - O anel quadratico A, é fatorial se, e
somente se, An é principal.

Demonstraczo - J&4 sabemos que todo anel principal é
fatorial (teorema 41). Suponhamos, entfo, que A, seja fatorial
e demonstremos, inicialmente, que todo ideal maximal P, de
A,,, é principal. Com efeito, se « é um elemento nio nulo de
P, entdo existem elementos irredutiveis Ty, Wayeee, 7, tais que
A=T,7y--+7, € como P é primo resulta que pelo menos um
do.s fatdres &; pertence a P, de onde vem (7)< P; ora, o ideal
principal (#;) é primo (lema 16), logo, éste ideal também é
maximal (corolario do lema 30) e entdo P =(m;). Finalmente, se
M é um ideal préprio de Ay, entdo existem ideais maximais
PI,I?Z,-H,PS tais que M=P,P,.-P, (teorema 60) e como cada
P; & principal concluimos, imediatamente, que M também é
um ideal principal. : ' B

EXERCICIOS
157. Consideremos o0s seguintes ideais M do anel quadratice
A, =Zloyl:
a) M=A_(8-1,3+4i,5+10%);
by M= A_5(5+2a)0,9+3a)0);
c) M= A_7(6—5m0,3+a)0,5—7w0);
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d) M=A2(3+6\/§,6o3\/§",11~5v§');

e) M=AB3-\5,5(3+7/5),5-35).

Determinar, em cada caso, os elementos ¢ e 0= b-x—ca)ﬂ tais que
M =Za+Z0 (teorema 50).

158. Com as notagBes do teorema 50, determinar ¢ ¢ 6 de modo
que A, a=Za+Z0, onde « é um elemento nfo nulo do anel q\zadrético A

159. Demonstrar que o conjugado de um ideal é um ideal.

160. Demonstrar o lema 26.

161. Demonstrar o lema 28. Mostrar que éste lema é verdadeiro
em todo anel de integridade A.

162. Demonstrar que o lema 29 é verdadeiro em todo anel de in-
tegridade A. :

163. Demonstrar que o lema 20 é verdadeiro em todo anel comu-
tativo com elemento unidade.

164. Demonstrar que o anel quadratico A ;, ndo é principal. Suges-
tdo: Neste anel tem-se o =-(2.7); mostrar que 2 é irredutivel e utilizar
o teorema 61. ‘

165. Consideremos os ideais M e N, de A_5=Z[co], gerados, respec-
tivamente, por {3+2w,2+3®,5+70} e {8+9w,-11+12w,-41}; mostrar que
NeM e determinar um ideal R tal que N =MR.

EXERCICIOS SOBRE O §5

166. Demonstrar, diretamente, que todo ideal primo préprio P de’
um anel quadratico 4,, é maximal. Sugestdo: Notar que PMZ =2Zp € um
ideal maximal de Z; considerar ¢ homomorfismo canénico ¢ de A,, em
4,,/P e mostrar que ¢(Z) é um subcorpo déste anel quociente; finalmente,
notando-se que todo elemento z de A,, é raiz de um polinémio com coefi-
cientes inteiros, concluir que se @) #0, entdo g2 ¢ inversivel em A, [P.

167. Usando o teorema 56, mostrar que o conjunto 4(4,)), ordena-
do por inclusdo, dos ideais de um anel quadratico A,, satisfaz a condi-
¢do maximal. (Ver o exercicio 135). Concluir dai que para todo ideal nio
unitario M, de A,,, existe um ideal maximal P tal que McP.

168. Demonstrar que se & é um elemento irredutivel do anel qua-
dratico A, entdo, o ideal principal 4,& & maximal. Sugestio: Lema 16
e exercicio 167.

169, Utilizando o exercicio anterior, demonstrar que todo ideal
primo préprio do anel quadratico A,, é principal. Sugestdo: Notar que
a condicdo AF1 é verdadeira em A,, (teorema ?2).

170. Demonstrar que se o anel quadratico A, ¢ fatorial, entdo
éste anel é principal. Sugestdo: O exercicio anterior nos mostra que todo
ideal primo proéprio é principal: dado um ideal préprio M, de 4,,, con-
siderar o conjunto # de todos os ideais principais e nfo unitarios que
contém M; mostrar que # é nfo vazio (exercicios 167 e 168) e que #,
ordenado por inclusfo, satisfaz a condigdo minimal e deduzir dai que se
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Anb € um elemento minimal de #, entdo A,,b=M (utilizar aqui o lema 29).
Observagiio: Obtém-se assim uma nova demonstracio do teorema 61
demonstracdo esta que ndo se baseia no teorema 60.

171. Seja M =Za+Z6, com 0 =b+cw,, um ideal préprio do anel
quadratico A, = Z[wg] (ver o teorema 56); demonstrar que clb. Sugestdo:
distinguir dois casos: m#1 (mod. 4) e m=1 (mod. 4).

172. De acOrdo com o teorema 56 e o exercicio anterior, temos
a=cr e b=ct, onde 7 e t sdo nimeros naturais, 7#0 e 0st<r; demons-
trar que se mz1 (mod. 4), entdo t>=m (mod. ) e se m=1 (mod. 4),
entdo t2+ta-;-(m_—1) (mod. 7).

9

173. Utilizando o exercicio anterior, determinar todos os ideais de
A_5 que contém o ideal principal (3)=A_5-3. Sugestio: Se M=2Za+Z6,
coma=cr,b=ct e @=ct+®) é um ideal que contém (3), entdo cnl3;
distinguir os diversos casos possiveis de acérdo com .os valores que ¢ e
T podem assumir. )

174 Mostrar que se um nuUmero inteiro primo p é redutivel em
A, entdo p=+a7 onde & é irredutivel em AL v

175. Demonstrar que em todo anel quadratico existem infinitos
elementos irredutiveis. Sugestio: exercicio anterior e condicdo AF6 em Z.

176. Demonstrar’ que se o anel quadratico A,, & fatorial e se.mw é
um elemento irredutivel de A,,, entioc & é divisor de um unico numero
natural primo. Sugestdo: Mostrar que «|Nwm), logo, existe um menor nimero
natural ndo nulo p tal que m|p; utilizando o fato que A, é fatorial con-
cluir que p é primo em Z; para a unicidade utilizar a condicaoAF6 em Z.

177. Verificar as seguintes propriedades de um anel quadratico fa-
torial 4,,: .

a) todo niimero natural primo p é irredutivel em A, ou é o pro-
duto de dols elementos irredutiveis (ndo necessariamente distintos) de
A,.. Sugestdo: exercicio 174.

b) se & é irredutivel em A,,, entdo & é associado-a um numero

7

natural primo ou 7z é associado a um fator irredutivel de um ntGmero
natural primo. Sugestio: exercicio 176.
i Observagéo: os resultados acima nos mostram como obter todos os
elementos irredutiveis (a menos de associados) de um anel quadratico
fatorial A,,; pode-se completar estas propriedades caracterizando os nt-
meros naturais primos que permanecem irredutiveis em 4, ou que sdo
redutiveis em A, (ver [24], pp.215-218). .

178. Demonstrar que se P é um ideal primo préprio do anel ‘Qua-
dratico A,,, entdo PP =(p) ou PP=(p?), onde p é um namero natural
primo e P é o conjugado de P. Sugestdo: conforme o teorema 57 tem-se
PP =(g), onde g>1; concluir que glp? considerando-se a decomposicido
de g, em Z, num produto de fatdres primos positivos. .

179. Demonstrar que se p € um ndmero natural primo, entio o
ideal principal (p)=4,,r é primo se, e sdmente se, a congruéncia

t=m(mod. p) se m%1(mod. 4)

ou 2 i .
t'+t=7(m~1) (mod. p) se m=1(mod. 4)
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ndo tem solucfo. Supondo-se que a primeira ou a segunda congruéncia
acima tenha uma solucdo t,, logd, existe uma outra solucdo t,, com
t, 21, (mod. p), demonstrar que (p)=P,P,, onde Pi=Zp+Z(ti+a)D). Su-
gestdo: exercicio 171.

180. Demonstrar que para todo ideal primo proprio M, do anel quadra~
tico A,,, existem ideais maximais P,,P,,..-,P, distintos dois a dois e
existern nimeros naturais néo nulos e,,e,,---,e, tais que M=P{1Pj2... Pr.
Além disso, se Q,,Q,, -+, Q, sdo ideais maximais distintos dois a dois e
se M=Q{1Q§2-~-Q{t, onde cada fj é um nUmero natural ndo nulo, entfo
r=t, e,=f; e P;=Q; para i=1,2,...,r (usando-se uma notacfo conve-
niente). Sugestdo: teorema 60.

181. Sejam M = P$1Pg2...P%7 ¢ N = P{ngz---Pif dois ideais préprios
do anel quadratico A,,, onde cada P; ¢ um ideal maximal, P;# P; se i#j
(1si,j<7), €20 e ;20 (i=1,2,.--,7).

a) Mostrar que McN se, e somente se, f;<e; para i=1,2,...,7.
b) Verificar as seguintes férmulas
MN = p§1+f1p§2+f2 . .pﬁr*fr,
M+N = P1P2... P)r,
MNN = P’l‘ng‘Zu-P’T"
(M+NYXMMNN) = MN,
onde 6; =min{e;,f;} e #; =maxie;,f;} para i=1,2,...,7.

182. Seja a um elemento nfo nulo de um anel quadratico 4,, e
suponhamos que exista um namero natural primo p tal que piNw e
p2J{N<a); demonstrar que se A, & fatorial, entdo existe um elemento irre-
dutivel 7, de A,,, tal que N(n) =xp. Sugestdo: Se a =7+ 7 é uma de-
composicdo de a em fatbres irredutiveis, mostrar que plN(Jti) (i fixo) e
concluir que N(x;) = £p.

183. Utilizando o exercicio anterior, mostrar que se o anel quadra-
tico A, é fatorial e se m<-3, entio m=1 (mod. 4). Sugestdo: supor que
mz1 (mod. 4) e notar que Im| ou 1+Iml é exatamente divisivel por 2.

184. Seja A,, = Z[®,], com m<-3, um anel quadratico fatorial, logo,
em virtude do exercicio anterior, m =1 (mod. 4). Demonstrar que se a e
b sdo dois ntimeros inteiros tais que l1<a’—ab-gb®<q?, onde q=%(m—1)
e mdec(a,b)=1, entdo S =a,2—ab-—qb2 ¢ primo. Sugestio: Pondo-se
a=a-be,, notar qué se b#0, entdo Nw >Iqi; demonstrar que a ¢ irredu-
tivel e concluir dai que S =N =aa & primo.

185. Demonstrar que se o anel quadrético A4, (m<-3) é fatorial,
entdo o numero S=a2—-a+|q| é primo para a=1,2,...,lgl-1 e, em parti-
cular, g é primo. Sugestdo: escolher b=1 no exercicio anterior.

186. Demonstrar que se o anel quadratico 4,, (m<-7) é fatorial,
antdo 0 nimero S=a2—2a+4lql é primo para a=1,3,---,1gl—-2 e, em par-
ticular, m é primo. Sugestio: notar que Im{=3 ou 7 (mod. 8) e excluir
&ste GHimo caso observando que o namero q é primo {(exercicio anterior);
aplicar o exercicio 184 com b=2.

Observacdio - O exercicio anterior nos mostra que se 4, (m<-7) é
fatorial, entdo m é um numero primo e ji sabemos que m=1 {(mod. 4)

e
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(exercicio 183). Demonstra-se que para m=-19, -43, -67 e -163 o0 anel
quadratico A, ¢ fatorial; portanto, para m=-1, -2, -3, -7, -11, -19, -43,
-67 e -163, o anel guadréatico A,, €& fatorial. Gauss féz a conjetura
de que éstes sfo os Unicos anéis quadraticos imaginarios e fatoriais,
D. H. Lehmer demonstrou, em 1933, que se o anel A,, (m<-163) é fatorial,
entio m<-5-10% ¢ H. Heilbron e E.H. Linfoot demonstraram em 1934
que existe, no maximo mais um valor de m<-163 tal que A, seja fato—
rial. A existéncia déste Ultimo anel quadratico imaginario fatorial parece
ser bastante improvavel mas a questdo é ainda aberta em Matematica.
Ao mesmo tempo Gauss féz a conjetura: existem infinitos anéis quadra-
ticos reais que sdo fatoriais. Esta conjetura ainda n#o foi negada ou con-
firmada.

Nos exercicios abaixo, sébre anéis quadratices reais, utilizaremos
o seguinte resultado que foi mencionado, mas nio demonstrado, no §5.2:
se A,, é um anel quadratico real, entdo existe um elemento inversivel
7>1 tal que U4,) ={+7°=A4,, | sez}.

187. Demonstrar que se o anel quadratico A, =Zlw,] é fatorial e
se m=3 (mod. 4), entdo m é primo. Sugestso: supor que m=pm, com
p primo e m;>1 (logo, m;>2); como p divide exatamente N(w), entdo
existe a4, tal que N ==+p (exercicio 174). Mostrar que p é divisor de
Tw@/2 e concluir que ¥ =alasA,,, logo, 7=i7]h; supondo-se que h =2k
chegar a uma contradi¢do por meio da igualdade Yo =al7}k=i-70. Como
2 divide exatamente N(1+w) resulta que existe feA,, tal que N(f)==2
concluir, novamente, que d=pIf= +r/ com | impar. Finalmente, de
N@p) =+2p, aflef=="*", com h+l para obter uma contradi¢do, pois,
m;>2.

188. Demonstrar que se o anel quadratico real 4,, = Z[w ] é fatorial
e se m=2 (mod. 4), ent# m =2p, onde P € um numero primo. Suges-
tdo: Adaptar a demonstracdo do exercicio anterior para éste caso. Ob-

servacdo: pode-se completar o resultado acima demonstrando-se que

p=3 (mod. 4).

189. Demonstrar que se o anel quadratico real A m=Zlwy] é fato-
rail e se m=1 (mod. 4), entdo m é primo ou.m= D10y, onde P, e p, sdo
nGmeros primos (distintos). Sugestdo: proceder como na demonstracéio
do exercicio 187, pondo-se m = ppym,; (com m1>1) e const~iindo um ele-
mento «;, de A, , tal que N(a)==+p, (i=1,2). Observacio. No segundo
caso, m =p,p,, pode-se demonstrar que D; #1 (mod. 4) para i=1,2.

APENDICE -capiTULO VII

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

A dem’onstragéo do teorema fundamental da Algebra
serd feita em trés etapas princ:_ipais:

I. Mostraremos que todo polinémio real e de grau impar
admite pelo menos uma raiz real. Nesta primeira parte utili-
zaremos, essencialmente, o axioma de completividade, ou seja,
a pfopriedade acima serd uma conseqiiéncia da continuidade
das funcdes polinomiais reais. O teorema 1 e o lema 2 que
serfio demonstrados abaixo também tém importincia no pro-
blema da localizacdo das raizes reais de um polinémio real.

II. Dado um corpoc K ‘e um polindmio nio constante
feKI[X] pode acontecer que f nio admita raizes em K. Surge,
assim, o problema da construgdo de um outro corpo E que
contenha K como subcorpo (diz-se, neste caso, que E é uma
extensdo do corpo K) onde f admita pelo menos uma raiz
real. Realmente, construiremos uma extensdo E do corpo K
que satisfaz a propriedade: o polindmio f se decompde num
produto de fatéres lineares com coeficientes em E.

~ III. Mostraremos que basta demonstrar o teorema funda-
mental da Algebra para todo polindmio ndo constante f com
coeficientes reais e procederemos, entfo, por inducdo finita
sobre o numero natural t tal que 2¢3f e 2t+49f. Utilizare-
mos Aaqui os resultados estabelecidos nas partes I e II e o
teorema fundamental dos polinémios simétricos (teorema 29,
Capitulo VI); esta é, de fato, a parte mais dificil da demons-
tragdo do teorema fundamental da Algebra

I. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte

LEMA 1-Se g é um polinémio qualquer de R[X], entdo
existe um numero real estritamente positivo m .tal que
_ gty sm,
para todo ntmero real x que satisfaz a i:ox_;digﬁo jxl<l.
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Demonstracio - O lema é imediato no caso-em que g &
constante; suponhamos, entfio, que g nfo seja constante e po-
nhamos g=by+b X +...4b, X"
€ m = byl + byl + ++ + [bal;

é imediato que m>0 e, por outro lado, para todo xeR, se
lxl<1, teremos, em virtude das propriedades do valor absoluto

n n n
gl =1 3 bartl« 3 b lzlt< 3y = m,
i=0 . i=0 1=0
0 que termina a verificagio do lema acima. |

TEOREMA 1 - Seja feR[X] um polinémio nio constante e
suponhamos que existam numeros reais a e b, com a<b, tais
que f(a)f(b)<0; nestas condicdes, o polindmio f admite pelo me-
nos uma raiz real ¢ compreendida entre a e b.

" DEmonsTracAo - Faremos a demonstracio no caso em que
fla)>0 e f(b)<0, pois, o outro caso, fla)<0 e f(b)>0, se reduz
ao anterior considerando-se o polinémio -f. Seja

; ; S={xela,b] | fx)>0}

e notemos que S é ndo vazio, pois, aeS e, além disso, S é
majorado pelo niimero real b; portanto, de acérdo com o axio-
ma de completividadé, existe c=supS e temos, necessariamen-
te, a<sc<b. Notemos, inicialmente, duas propriedades que deri-
vam da definicio de S e do fato que c=supsS:

(1) se x é um numero real tal que c<x<b, entdo f(x)>0;

*(2) para todo numero real estritamente positivo h, existe -

xR tal que c-h<x<c e fx)>0.

Observando-se que o numero real zero € raiz do polind-
mio f(X+¢)-f(c) resulta que existe geR[X] tal que
f(X+c)=fle)+Xg : (3)
e, em virtude do lema 1' existe um numero real estritamente
positivo m tal que

(4) jg@]sm para todo numero real x que satisfaz a con-
dicdo lxl<1.

Mostraremos, a seguir, que f(c)=0 e para isso suporemos,
por absurdo, que f(c)#0 e distinguiremos, entdo, dois casos,
conforme tivermos f(©)>0 ou f()<0.

1.9) ftc)>0. Consideremos o ntmero real

1 . 1
x=§mm{2,b—c,—ﬁ{f(c)}
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e notemos que x>0, pois, c<b, m>0 e f)>0. De
. 0<x<5(b-c)<b-c

resulta c<x+c<b, logo, de acordo com (1), temos

fa+o>0 (5),

Por outro lado, também temos mxs%f(c)q‘(c), logo,

flx+c) = fley+xg)=fie)-ma>fe)-fe) =0,
X ) flx+c)>0, '
o que estd em contradiciio com (5).

isto &,
2.9) ftc)<0. Consideremos o numero real
h=min{l ,-%f(cﬁ
e notemos que O<hs<l (pois, m>0 e ficy<0) e hms-fc); de

acérdo com (2) existe xeR tal que c-h<xsc e
fx)>0 (6).
-h<x-c<0<h
lc-cj<h<1,
logo, em virtude de (4), temos
~ lg(x-c)<sm.
Por outro lado, utilizando (3) e as desigualdades acima,
temos
f@) = f(@-o)+c=fer+@-oga-oy<fe)+lx-clgxr-c)<
<fe+hms<fe)-fe) =0,
fx)<0,
0 que estd em contradicio com (6).

Observando-se agora que

resulta

isto &,

Portanto, f(c)=0 e como a<csb, fla)>0 e f(b)<0, conclui-
mos que a<c<b. : |
LEMA 2 - Seja
f=ap+a, X+ +ap X1+ X7
um polindmio real de grau n>0 e ponhamos
M = max{-ay,-a;,+,~An-1,0}
m=max{(-1)"qy,(-1)"2a,, -+, ~an-3, an-1,0};
nestas condicdes, para todo niimero real x, temos:
se x>M+1, entdo f(x)>0 m
se x<-(m+1), entdo (-1)*f(x)>0 (8),
DemonstracAO - A definicio de M implica que
-M<a; para j=0,1,...,n-1,
‘ogo, para x>1, temos
@ = agra e o+ QXL+ e =ML d 24 o+ XD+ X0 =
fe-(M+D]x"+M
r-1

e

€

9
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de onde vem, f(x)>0 para todo x>M+121, o que termina a
verificacdo de (7).
Consideremos o polinémio g=(-1)"f(-X) e notemos que
g =D ag+ (1) gy X oo+ (-1 X714 X7
max{-(-1)"ay,~(-1)"1ay, -, ~(-1)>"1a, 4,0} =
=max{-1)"ay, (-1)"2ay,+++,~n-2,0n1,0} =m;
portanto, de acérdo com o caso anterior, temos
se x>m+1, entdo g >0,

logo,

ou seja, se x>m+1, entdo (-1)f-x)>0,
de onde vem,
se x<-(m+1), entdo (-1)"f(x)>0,

0 que termina a verificacdo de (8). ’ |

TEOREMA 2 - Se feR[X] é um polindmio nfo nulo e de
grau impar, entdo f admite pelo menos uma raiz real.

DemonsTRACAO - Seja d o coeficiente dominante de f,
n=4f e ponhamos g=d?f; de acérdo com o lema 2 existem
numeros reais positivos M e m tais que

g@>0 para todo x>M+1
€ -D"g@)=-g@)>0 para todo x<-(m+1).

Considerando-se, entfo, niimeros reais a e b tais que a<-(m+1)
e b>M+1, temos g(@)<0 e gb)>0; 7
portanto, em virtude do teorema 1, existe um numero real c,
com a<c<b, tal que g)=0 e & imediato que c é raiz de f. f
II. Consideremos um corpo K e seja feK[X] um polind-

mio ndo constante. Se f é irredutivel em K[X] e se 9f>1,.

entdo f nfo admite raizes em K, procuraremos, entdo cons-
truir um corpo E, que contenha K c¢omo subcorno tal que f
admita pelo menos uma raiz em E.

LEMA 3 - Se feKI[X] é irredutivel em KI[X], entdo

existe uma extensfio E do corpo K e existe x em K tais que
E=Kx=K|[x] e ftx)=

DemonstrAaCAO - Consideremos o ideal principal M = K{x]-f
e seja E=K[x]/M o anel quociente de KI[X] pelo ideal M;
como f € irredutivel resulta que M ¢é um ideal maximal
‘teorema 42), logo, E & um corpo (teorema 36). Seja q o ho-
momorfismo candnico de K[X] em E e indiquemos por g, a
restricdo de g ao subconjunto K de K[X]; é imediato que g,
é um homomorfismo do corpo K em E e que

Ker(gy) = KMNM ={0},
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logo, g, ¢ um monomorfismo e entdo K =Im(qg,) é um subcor-
po de E e, além disso, gy € um isomorfismo de K em K'. No
que se segue identificaremos o corpo K com o corpo K’
por meio do isomorfismo g, isto &, poremos a=qya)=a+M
para todo a em K; déste modo, K passa a ser considerado
como um subcorpo de E, ou seja, E é uma extensfo do corpo
K. Se y € um elemento qualquer de E, entdo existe
m

g:ZbiXieK[ X] tal que y= q(g) e pondo- se q(X) =z, teremos
i=0
(9= q(Zle) Zqo<b>q<X>)’ bel g,

‘logo, ECK]x], de onde vem, E=K|x]= K(x) Finalmente, no-

tando-se que q(f)=0, pois, feM, teremos, conforme os calculos
acima, fx)=0. |

COROLARIO - Se feK[X] é um polindmio ndo constante
entdo existe uma extensdo E do corpo K e existe x.em E
tais que E=K(x)=K][x| e f(x)=0

Basta aplicar o teorema acima para um fator irredutivel
peKI[X] do polinémio f.

TEOREMA 3 - Se feK[X] ¢ um polindmio nfo constante de
grau n e de coeficiente dominante a, entfio existe uma ex-
tensdo E do corpo K e existem elementos xi,%,::-,x, em E
tais que E =K(xy,%y,++,%,)
€ fmaX-2x)(X -2 (X-x,),
igualdade esta valida no anel de polinémios E[X].

DemonsTRACAO - Procederemos por inducéo finita sébre o
grau de f, observando que para n =1, temos f=b+aX=a(X+a‘1b)
e basta, entdo escolher E=K e x;=-a'b. Suponhamos, entio,
que n>1 e que o teorema acima seja verdadeiro para n-1 e
seja feK[X] um polindmio ndo constante de grau n e de
coeficiente dominante a. De acbérdo com o corolario do lema 3
existe uma extensio E;=K(x1), do corpo K, onde fex) =0;
neste caso, o polinémio feE[X] é divisivel em E;[X] por X-x;,
isto ¢, existe geEi[X] tal que f=(X-x)g e é imediato que
dg=n-1 e que a é o coeficiente dominante de g. Aplicando-se a
hipé6tese de inducdio ao polindmio geE;[X] concluimos que existe
uma extens@o E do corpo E; e existem elementos xs,:--,x, em
E tais que E = Ei(xs,-++,xs) € g =a(X-x3)+++(X-x,); notando-se que

E=E1(:c2,-~-,xn)=(K(x1))(1‘z,'",xn)=K(x1,362¢--,xn)
€ f=(X-x1)g = a(X-x) (X=23) o (X=3),



440

resulta que a extensfio E=K(x1,xs,:++,x5) satisfaz as condigGes
exigidas na tese do teorema acima. ]

II. Em primeiro lugar estabeleceremos algumas proprie-
dades de polinébmio com diversas indeterminadas, proprieda-
des estas que serdo essenciais para a demonstracdo do prin-
cipal teorema desta secgdo.

Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja
A um sub-anel unitério de B e consideremos o anel de poli-
nbémios A[X;,Xs,:+,Xn] nas indeterminadas X;,X5,-+-,X,. Lem-
bremos, inicialmente, que para téda n-upla x = (x1,o2,---,2n)&B",
existe um Unico A-homomorfismo

0. AlX,,X,,++-,X,] — B

tal que 0,(X;)=x; para i=1,2,--,n (teorema 25, Capitulo VI).

LEMA 4 - Se 9=(g;,92,**,0n) € uman-upla de elementos de
AlX,,X;,---,X,] (1spsn) e se f é um polindbmio qualquer de
AlX,,X,, -+, Xxs], entdo para téda n-upla x=(x;,Zy, -, xp)EB?,

temos (F(G15G2r** > G)IE) = F(G2X), GolT) 5+, G X)) (9).

DemvonsTRACAO - De acordo com o teorema 25 do Capi-
tulo VI, enunciado acima, existem A-homomorfismos
0x: AlX,, X5+, Xpl — B,
ag:A[Xl,Xz,---,Xn]~—>A[XI,XZ,---,Xn]
€ Oga: AlX,,X,,++, Xn]l — B,
tais que 0(X)=x; (i=1,2,---,p), 0g(X)=g; (i=1,2,---,m) e
Oga X)) = gs@ (i=1,2,--,n), onde g =(9,(0),-+,gnX)). Notan-
do-se que
' (0200)(X) = 0:(06(X})) = 02(94) = 94(®) = Og(X),
para i:1,2,---;ﬂ, temos 0xo0y=0gu); portanto, para todo poli-
noémio f de A[X,,X,,.--,Xn], teremos

(F(91: G2+ *» Gu)) = 0x(f(G15 2> ***5 In)) = 0x(0g(f)) =
= (030°09)(f) = UQ@)(JC) = f(gl(x) Y e PIE AP ’gn(x))a
o que termina a verificagdio de (9). | |

Como caso particular da féormula (9) temos

0'f(91a92,"'79n)=f(0‘91,0'92a"",0'9n) (10),
onde ¢ é uma permutagiio qualquer do intervalo inteiro [1,pl.
Basta lembrar que o-h=h(Xow,Xo@, *,Xow) para todo h em
AlX,,X,,--+,Xpl, onde ¢ também indica o A-automorfismo de
AlX,,X,, -+, Xp] determinado pela p-upla (Xoy, oy Xopy)
(ver o §3.2, Capitulo VI).
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LEMA 5 - Seja B um anel comutativo com elemento uni-
dade, seja A um sub-anel unitario de B e consideremos o anel
de polindmios A[X,,X,,:--,X,] nas indeterminadas X,,X,,---,X,;
nestas condi¢des, para téda n-upla x =(x;,%s, +,x,)eB", temos

n n
T (x-2)=x"+ D (-Dismx™ 1,
i=1 1=1

onde s;,8,,¢++,8, sdo os polinébmios simétricos elementares em
Xy,X3,--,X,, (ver o §3.4, Capitulo VI).

DemonsTtraCAO - De acdérdo com a férmula (37) do Capi-

tulo VI, temos n n
[T - = x4 3 (-1)is,xm,

i1 =
basta, entdo, aplicar a férmula (9) para a (n+1-upla
(X,x1,%s,++,X,) de elementos de B[X,X;,Xa,---,Xp] para obter
a formula’ (11). |
Seja g=(91,92,°*»gn) uma n-upla de elementos distintos
dois a dois do anel de polinémios A[X:i,Xs,---,Xpl (1<psn) e
suponhamos que para téda permutacio ¢ do intervalo inteiro
[1,p] tenha-se 0-g;=gi», onde ls<a(i)<n para i=1,2,---,n, neste
caso, é imediato que & é uma permutacdo do intervalo inteiro
[1,n], logo, & determina um A-automorfismo & de A[X;,X,,---,X,)]

tal que 7-h = Xrwy, Xa@,, Xam)
Nestas condi¢des, demonstraremos o seguinte

LEMA 6 - Se fe A[X;,X,,-+-,X,] é um polindémio simétrico,

- entdo f(gy,92,°**,9,) € um polindmio simétrico em X,,X,, -+, Xp.

DemonstraCAO - De acérdo com as férmulas (10) e (9),

temos a’f(glvgz""’gn) = J‘(a-gl,a-gz,---,o'gn) =
= f(Ga)s 92, » Prw) = f(Xay(@), Xazr(@) -+ Xaem(9)) =

=(f(XJT(l)sXﬂ(?):"',X”(n))(g):(Jr'f)(gthy"',gn)=f(glagz,"°sgn)’
o que termina a verificacdo do lema acima. i

LEMA 7 - Para todo polindmio quadratico X?+pX+qeC[X]
existem numeros complexos z; e z; tais que
X24pX+q=(X~-z;X(X~2z,).

DemonstracAo - Em virtude do teorema 27 do Capitulo V,
existe um numero complexo d tal que d?=p?-4g e notando-se
que

X*+pX+q= (X+12’—)2—(521—)2 = (X+——~p'2'd)(X+ p;d),
basta escolher

=_p—d p+d

2 5 € Zy=- 5 |
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LEMA 8 - Se todo polindmio nfo constante do anel R[X]
admite pelo menos uma raiz complexa, entdo o mesmo vale
para todo polindémic ndoc constante feC[X].

DemonsTrACAO - Seja ¢ o R-automorfismo de C definido
por o) =Z, onde Z indica o complexo conjugado de z; de acdr-
do com o teorema 9, Capitulo VI, ¢ pode ser prolongado de
um Unico modo a um R-automorfismo (que serad indicado por
0) do anel C[X] tal que o(X) X. Ponhamos

f= ZaX’ e f=o(f)= ZaX’
e consideremos o pohnomlo g_ffeC[X]. Temos
o(g) = o(ff) = o(Po(f) = ff =g,
logo, geR[X]; portanto, por hipétese, existe z em C tal que
g@ =0, logo, f(@f@ =0, de onde vem, f(=0 ou f21=0. No
primeiro caso ja obtemos a tese do lema acima e no segundo
caso teremos

n n n
@ =)azi= D o@yow) = o( 3, a;2t) = o(f@) = 0(0) = 0,
i=0 =0 1=0
logo, Z é raiz de f. |

TEOREMA 4 - Todo polindmio no constante do anel R[X]
admite pelo menos uma raiz complexa.

DemonsTtrACAO - B imediato que podemos nos limitar ao
caso em que f seja unitadrio. O teorema 2 nos mostra que se
f tem grau impar, entdo f admiite pelo menos uma raiz real;
suponhamos, por inducdo finita, que o teorema acima seja ver-
dadeiro para todo polindmio real ndo constante e de grau
2tr;, onde t e r; sfo nUmeros naturais e r, é impar e seja f
um polindmio real, ndo constante e unitario, de grau p=2%!r,
onde r é impar. De acodrdo com o teorema 3, existe uma ex-
tensdo E do corpo K e existem elementos xi,%s,:*-,xp em E
tals que f=(X -z )N X =)+ (X~Tp).

Consideremos no anel de polindmios R[X;,X,,---,X,]l, onde
n=(§), os polinémios .
gij =X+ Xj+aXiX.j,
onde acR e ls<i<js<p. E facil verificar que éstes polinémios
Ji; sdo distintos dois a dois; além disso, se ¢ é uma permuta-
¢do qualquer do intervalo inteiro [1,p], entdo

0°9i5=Y9ui,09 se o(D<o(j)

€ 095 =9opoiy € 0(j)<0G).
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Portanto, a n-upla
(912ygl37'“9g1p,923:”°1g2p7'"’gp—l,p> = (917927'“)971)
satisfaz as condi¢des do lema 6. Consideremos agora o polindmio

he = ]17 (X-gyx)eE[X],

onde X =(x;,Xy,+,xp); de acérdo com a férmula (11) temos
n

ha= Xn+2(-1)isi(gl(x) 9 ’7gn(x))Xn-1’
i=1

onde s; & o polinébmio simétrico elementar de grau i em
X, X,,++-,X,. Ora, em virtude do lema 6, o polinémio
$4(91,92,°**,9n), do anel R[X,,X,,---,Xy], é simétrico e, neste caso,
o teorema fundamental dos polinémios simétricos (corolario de
teorema 29, Capitulo VI) nos mostra que existe f,eR[X;,X,,---, X5l

tal
al que Si(gl’QZ""’gn)=fi(3p,17317,2,""8p,23)7

onde Sp1,8p,2,°°*,Sp.p s80 0s polinébmios simétricos elementrres

em X;,X,,---,Xp; daqui resulta, em virtude de (3), que
$:(941(X), 9o(X) ,  ++, Gl D)) = F1(Sp,1(L), 8p,2(X) = =+, Sp,p(T))

e como Spix)eR (pois, feR[X]) concluimos que hqseR[X]. No-

tando-se que Oha=n= %p( p-1) = 2tr(2t+1r-1),

onde 7(2%lr-1) é impar, concluimos, de acérdo com a hipotese
de indugfio, que existe um nimero complexo z tal que hq2) =0,
logo, existe um par @,j)), com l<i<j<p, tal que
z ='g;x) = xi+ xj+axix;eC.
Como o eorpo R ¢ infinito resulta que ex1stem numeros reais
distintos a e b tais que
zi=xi+xjrar;eC e zp=xi+aj+bric;eC
para o mesmo par (i,j), com lsi<jsp; de onde vem
xi+xj=£%2—__-_%51— e xmr%%
xi+x;eC e xi:cjeC.

Portanto, x; e x; sfo raizes do polinémio quadratico

(X -2)(X - xp) = X2= (14 )X + 235
com coeficientes complexos, logo, em virtude do lema 7, os ele-
mentos x; e xj pertencem a C, ou seja, o polinémio f admite pelo
menos uma raiz complexa. i

logo,

Finalmente, como conseqiiéncia imediata do lema 8 e do
teorema acima, temos o

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA - O corpo C dos
numeros complexos é algébricamente fechado.



CAPITULO VIII

GRUPOS

INTRODUGAO

Apresentaremos, neste Capitulo, algumas partes elemen-
tares da teoria dos grupos. No §1 daremos as propriedades
gerais dos grupos; entre os resultados mais importantes
déste paragrafo mencionaremos os seguintes: a nogdo de
relacio de equivaléncia compativel com a operacdo de um
grupo (definicdo 3), o teorema de Lagrange, os conceitos de
subgrupo normal (defini¢do 4) e de homomorfismo (definigéo 5),
a construcio do grupo quociente e o teorema do homo-
morfismo (teorema 16). Terminaremos é&ste paragrafo com
os importantes teoremas do isomorfismo (§1.5), onde veremos
também o lema de Zassenhaus que serd aplicado no estudo
das seqiiéncias de composicdo de um grupo (§4.)

No §2 estudaremos duas classes especiais de grupos: os
grupos ciclicos (§2.1) e os grupos de permutacdes (§2.2). A
seccdo 2.2 tem importincia pelas suas aplicacGes na teoria de
Galois na parte referente & resolucdo de equacgbes algébricas
por radicais. '

O §3 contém outros teoremas fundamentais sébre gru-
pos finitos que foram obtidos por Sylow nos fins do século
passado; as demonstracBes desenvolvidas no texto empregam
a nogio de grupo que opera sébre um conjunto e sdo devi-
das a H. Wielandt.

No §4 estudaremos a estrutura de um grupo por inter-
médio das seqiiéncias de composicdo; os principais resultados
déste pardgrafo sdo o teorema de Schreier e o teorema de
Jordan-Hélder. Finalmente, na seccdo 4.3 daremos algumas
propriedades elementares dos grupos soliveis, propriedades
estas que tém importincia para o problema da resolucdo de
uma equacio algébrica por radicais.

445

Para estudar a decomposicdo de um grupo abeliano fi-
nito como soma direta de p-subgrupos ciclicos (§6) desenvol-
vermnos no §5 a nocdo de produto direto de uma familia de
subgrupos (definicdo 18). Finalmente, o §6 é dedicado ao estudo
dos grupos abelianos finitos, onde estabeleceremos um resul-
tado fundamental sébre a estrutura déstes grupos (teorema 54).

O leitor encontrard nos exercicios déste Capitulo diver-
sos resultados suplementares da teoria dos grupos; destacamos,
os exercicios 170-174 que determinam a estrutura do grupo
dos elementos inversiveis do anel dos inteiros moédulo n.

§1 - PROPRIEDADES GERAIS DOS GRUPOS -

1.1 - AXIOMAS DA ESTRUTURA DE GRUPO

No §1.3 do Capitulo II introduzimos a nogdo de grupo e
destacamos algumas de suas propriedades elementares; no en-
tanto, ndo fizemos ainda um estudo detalhado desta estrutura
que sempre foi considerada como parte de estruturas mais
complexas como a de anel ou a de corpo. Repetiremos, nesta
seccdo, os axiomas Gl, G2 e G3 e apresentaremos outros
sistemas de axiomas mais simples que fambém caracterizam a
estrutura de grupo (teoremas 1 e 2; ver também os exer-
cicios 7, 56, 57 e 62).

DEFINICAO 1 - Seja G um conjunto e seja * uma ope-
racio definida sbbre G; diz-se que esta operacdo define uma
estrutura de grupo soébre o conjunto G se, e sOmente se, 0s
seguintes axiomas estiverem verificados

G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, ¥y
e z em (G, tem-se
(XHRYIHZ = THY %2);
G2 (existéncia do elemento neutro): existe em G um ele-
mento e tal que .’,C*e::;t’.:e*l',
para todo x em G;
G3: para todo elemento x de G, existe um elemento &’

em G tal que rxx=e=x%r .

O axioma G3 nos mostra que se (G,%) & um grupo, en-
tdo todo elemento de G é simetrizavel para a operacio *; ja
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sabemos que &’ é determinado de modo Unico pelas condiges
(1) e que @Y=
€ - (xxy) =y*x.
Além disso, todo elemento de G é regular para a operacdo
(teorema 6, Capitulo II); portanto, valem em G as leis do
cancelamento & esquerda e & direita: quaisquer que sejam a,
x e yem G, se axxr=a%y ou I*a=y*a, entdo x=y.

Se a operacdo % de um grupo G satisfaz o axioma

G4 (propriedade comutativa): quaisquer que sejam x e y

em G, tem-se THY = YR

diremos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

S6 usaremos a notagdo aditiva para indicar a operacgdo
de um grupo quando esta operagdo f6r comutativa. No que
se segue usaremos, em geral, a notagdo multiplicativa e a
frase «seja (G,-) um grupo multiplicativo» sera, freqlientemente,
substituida por «seja G um grupo».

Exempro 1 - O conjunto Z dos numeros inteiros é um
grupo comutativo em relacdo a operag¢do usual de adicdo, que
€¢ denominado grupo aditivo dos niumeros inteiros.

Exemprro 2 - O conjunto @ dos numeros racionais é um
grupo comutativo em relagio a operacdo usual de adigdo, que
é denominado grupo aditivo dos nimeros racionais. Analoga-
mente, obtém-se o grupo aditivo (R,+) dos numeros reais e o
grupo aditivo (C,+) dos numeros complexos. De um modo geral,
se (A,+,”) & um anel, entdo (A,+) é um grupo comutativo,
que é denominado grupo aditivo do anel A.

ExemprLo 3 - O conjunto @* dos numeros racionais ndo
nulos é um grupo comutativo em relagdo a operagio usual de
multiplicacdo, que é denominado grupo multiplicativo dos ni-
meros racionais. Analogamente, temos o g'rupb multiplicativo
(R*,-) dos nimeros reais e o grupo multiplicativo (C*,.) dos
nidmeros complexos. De um modo geral, se (K,+,) é um corpo,
entdo (K*,-) é um grupo comutativo, que é denominado gru-
po multiplicativo do corpo K. Assim obtemos, por exemplo, o
grupo mulitiplicativo Fp dos inteiros médulo p.

Exzmrro 4 - Se A é um anel comutativo com elemento
unidade 1#0, entdo o conjunto U(A) dos elementos inversiveis
de A (ver o §1.2 do capitulo IV) é um grupo em relacfo a
multiplicagdo, que é denominado grupo dos elementos inversi-
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veis do anel A. Este grupo desempenhou papel importante, no
Capitulo VII, no estudo da divisibilidade sdébre um anel de
integridade.

Exempro 5 - O conjunto T de todos os ntmeros comple-
xo0s de valor absoluto 1 é um grupo em relagdo & multiplicagdo.

Exempro 6 - Para todo numero natural n>1, o conjunto
U, de tddas as raizes complexas n-ésimas da unidade é um grupo
comutativo em relagdo a multiplicagdo (ver o exercicio 95 do
Capitulo V).

Exempro 7 - Conforme o corolério do teorema 3, Capitulo II,
o conjunto U(E) de todos os elementos simetrizdveis de um
monodide (E,*) é um grupo em relagdo & operacio induzida sébre
U(E) pela operagdo *; o grupo (U(E),*) é denominado grupo
dos elementos simetrizdveis do mondide (E,x).

Exempro 8 - Consideremos o monoéide (M,o) definido no
exemplo 10 do Capitulo II, onde M =EF é o conjunto de tddas
as aplicacoes de E em E; o conjunto U(M) dos elementos
simetrizaveis de M coincide com o conjunto S(E) das permuta-
¢cOes de E (ver o exemplo 13, Capitulo II). O exemplo anterior
nos mostra que (S(E),o) é -um grupo, que é denominado grupo
das permutagbes do conjunto E ou grupo simétrico do conjunto
E. Podemos ver, facilmente, que S(E) nfo é comutativo caso
E tenha mais de dois elementos. Com efeito, sejam a, b e ¢
trés elementos, distintos dois a dois, do conjunto E e conside-
remos as permutagdes ¢ e 7 definidas por o(a)=b, ob)=c,
o()=a, 1(a)=a, tb)=c, 1(c)=b e o(x)=7(x)=x para todo x
em E, com x#a, x+b e x#c; temos

(Got)a)=0(t@)=0(a)=b
(roo)a)=t(o0@)=1(b)=c,
logo, oot #7100, Pode-se demonsirar que se E é finito e tem
n elementos, entdo S(E) tem n! elementos.

e

Exempro 9 - Sejam (A4,-) e (B,-) dois grupos e considere-
mos o produto cartesiano AXB dos conjuntos A e B; se (a,b)
e (a/,b) sdo dois elementos quaisquer de AXB colocaremos,
por definicio, (a,b)-(@,b) = (ad’, bb);
obtém-se assim uma operacgio - sdbre AXB e é facil verificar
que (AXB,:) & um grupo, que é denominado grupo produto
dos grupos (4,:) e (B,-).
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Diremos que um grupo G é finito se o conjunto G for

finito e, neste caso, o numero de elementos de G, que serd
indicado por olG), serd denominado ordem do grupo G; caso
contrario, diremos que G é um grupo infinito e que a ordem
‘de G é infinita. O exemplo 6 nos mostra que para todo nu-
mero natural n>l existe um grupo finito de ordem =m; os
grupos definidos nos exemplos 1 e 5 sdo infinitos.

Os axiomas G2 e G3 podem ser apresentados sob forma
mais simples: ;

TEOREMA 1 - Seja % uma operagao definida sébre um.
conjunto G e suponhamos que esta operagdo satisfaca o

axioma G1 e os seguintes :

G2 existe eeG tal que axe=qa para todo a em G;

G3: para todo a em G, existe ' em G tal que axa'=e.
Nestas condicOes, a operacdo » define uma estrutura de grupo
sbbre o conjunto G. :

DEMONSTRA(;AO ~ Precisamos, 51mp1esmente mostrar que

a'xa=e e e€xa=a, :

Ora, por hipotese, para todo a em G existe a'eG tal que
a%a'=e e também existe a’eG tal que a'sa’=e; portanto, temos
a'*a=a*(axe)=ax*[ax@*a")]=a*[(axa)*a"]=
=a'*(exa’)=(a*xe)xa"'=a'%a"=e
¢ exa=(axa)*a=a*(Q*a)=axe=a. [ |

Os axiomas que definem a estrutura de grupo também
podem ser:dados sob a forma

TEOREMA 2 - Seja % uma operacdo definida 50bre um.

conjunto nic vazio G e suponhamos que esta operagdo satis-
faca o axioma Gl e os seguintes

I. quaisquer que sejam a e b em G, emste x em G tal
que a%x=b;

II: quaisquer que sejam a e b em G, existe y ‘em G tal
que y*a=>b.
Nestas condicSes, a operacdo % define uma estrutura de grupo
sbbre o conjunto G. :

DemonsTrRACAO - Verificaremos os axicmas G2 e G3.
Como G é nfo vazio existe q, em G, logo, de acdrdo com o
axioma I, existe e em G tal que ggxe=a,; se ¢ & um elemen-
to qualquer de G existe, conforme o axioma II, um elemento
y em G tal que yxay=a; portanto, temos

axe=(Y*op)ke=Y*x(Go¥e)=Yx0y=4a,
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o que termina a verificaciio de G2". O axioma G3 é, eviden-
temente, verdadeiro em virtude do axioma I |

Introduziremos, a seguir, uma nota¢fio que sera bastante
Util nos pardgrafos seguintes e que ja foi usada diversas
vézes nos Capitulos anteriores. Sejam A e B duas partes
ndo vazias de um grupo multiplicativo G; colocaremos, por
Sefmlgao, 1={gleGlac A}

AB={abeGlacsA e beG}.

Caso A seja unitario, A={a}, indicaremos {a}B ou B{a} por
aB ou Ba, respectivamente. Se G é um grupo aditivo, as no-
tagbes acima serfio substituidas por -A, A+B e a+B.

LEMA 1 - Quaisquer que sejam as partes ndo vazias A, B
e C, de um grupo multiplicativo G, tem-se:

- a) (AB)C=A(BO);

b) Al1=A-=1.4;

c) (AH)=A

d) (4AB)'= B"A'1

e) se AcB, entdo AC<BC;

f) se ACB, entdo A'cBl.

Deixaremos a verificacio destas propriedades a cargo do
leitor.

Osservacao - Seja G um gry multiplicativo e conside-
remos o conjunto (9(G))* das partes nio vazias de G; con-
forme o lema acima, a operacio J(A,B)I-—)A‘B define uma
estrutura de monéide parcialmente ordenado por inclusdo
sobre (P(G))*. Observemos que se A é uma parte ndo vazia
de G, entdo A ndo é, necessariamente, o inverso de A para

esta operacio, pois, se A tem mais de um elemento, temos
AAT#{1}.

EXERCICIOS

1. Verificar o lema 1.

2. Seja G=R*XR e ponhamos (a, b)-(c,d) = (ac,ad+b) quaisquer que
sejam (a,b) e (c,d) em G; demonstrar que esta operacio define uma es-
trutura . de grupo sb6bre G. Este grupo é comutativo? (Ver também o
exercicio 42).

3. Sejam a e b elementos quaisquer de um grupo G; mostrar que
existe um elemento x em G tal que xax =bba™l.

4. Substituir os axiomas G2 e G3’, dados no teorema 1, pelos
seguintes

G2”: existe e em G tal que exa=a para todo ¢ em G;
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G3”: qualquer que seja ¢ em G, existe a’'eG tal que a'xa=e.
Demonstrar que se obtém uma estrutura de grupo sbébre o conjunto G.

5. Consideremos o conjunto C* de todos os nUmeros complexos
ndo nulos e para todo par (a,b), de elementos de C*, ponhamos
a*b =lalb. Mostrar que esta operacio % satisfaz os axiomas Gl, G2” e
G3, mas ndo satisfaz G2 e nem G3” (portanto, ndo define uma estru-
tura de grupo sGbre o conjunto C*).

6. Seja (G,-) um semi-grupo e suponhamos que a-G =G =G-a para
todo a em G; demonstrar que (G,-) é um grupo. Sugestdo: teorema 2. ~

7. Seja (G,) um semi-grupo e suponhamos que sejam validas as
seguintes condigles:

a) existe e em G tal que &= e; -

b) para todo a em G existe x=G tal que xa =e e existe no maximo
um elemento y=G tal que ay =e. Demonstrar que (G,) é um grupo.
Sugestdo: utilizando-se a) e a segunda parte de b) mostrar que ae=a;
pondo-se b=ea e notando-se que existe b’ em G tal que b'b=e concluir
que b=a. . ~
8. Demonstrar que se (G,-) é um grupo e se 1l<o(G)<4, entdo
éste grupo é comutativo.

1.2 - SUBGRUPOS

DEFINICAO 2 - Seja (G,%) um grupo e seja H uma par-
te do conjunto G; diz-se que H é-um sub-grupo de (G,*) se, e
somente se, as seguintes condicOes estiverem verificadas:

a) H é fechado em relagdo a operagio *;

b) H é um grupo em relacdo & operagdo induzida sébre
H pela operagdo *.

A condicio a) impde que se a e b sdo dois elementos
quaisquer de H, entdo axbeH; portanto, a operacdo * induz
uma opera¢do {ainda indicada por ‘%) sobre o conjunto H. A
condicdio b) impde que a restricdo da operacfo %, ao subcon-

junto H, deve satisfazer os axiomas G1, G2 e G3. Para sim-

plificar a linguagem pode-se dizer que um subconjunto H, de
G, é um subgrupo de (G,%) se, e somente se, H é um grupo
em relacdo a operacdo . _ ’

TEOREMA 3 - Seja (G,:) um grupo e seja H uma par-
te do conjunto G. H é um sub-grupo de G se, e somente se,
as seguintes condigdes estiverem verificadas:

1) H+9;

2) quaisquer que sejam a e b em G, se acH e se beH,
entdo abeH; . e

3) para todo a¢ em G, se acH, entio a’eH.
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Demonstracao - Suponhamos que o subconjunto H satis-
faca as condicdes 1), 2) e 3), logo, em particular, esti verifica-
da a condi¢@o a) da defini¢do 2. Precisamos agora mostrar que
os axiomas G1, G2 e G3 sio verdadeiros em H.

G1: Por hipétese, temos (ab)c=albc) quaisquer que sejam
a, b e c em G, logo, esta igualdade também ¢é verdadeira
para todos os elementos a, b e ¢ de H.

G2: Conforme a condicdo 1) existe um elemento gy em H ,
logo, de acordo com 3), ai'eH e entdo, em virtude de 2), aya;'eH,
ou seja, leH e é imediato que a-1=a para todo a em H.

G3: E verdadeiro em virtude da condicdo 3).

Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo
de G; conforme a condigdo a) da definicdo 2, H é fechado
em relagdo a multiplicacdo de G, logo, esta satisfeita a con-
dicdo 2). O subconjunto H ndo é vazio, pois, de acérdo com
o axioma G2, existe em H o elemento unidade 1g; portanto,
esta verificada a condi¢do 1). Para verificar 3) mostraremos,
em primeiro lugar, que ly=1. Com efeito, temos 1yly=1x-1,
logo, em virtude da lei do cancelamento ‘aplicada a elementos
de G, teremos ly=1. Se a é um elemento qualquer de H, en-
tdo, de acordo com o axioma G3, que é verdadeiro em H, exis-
te a'eH tal que aa’=1p=1; esta igualdade nos mostra que a
também é o inverso de a em G; portanto, conforme a unicida-
de do inverso, temos a’=a’l e entdo aleH. i

TEOREMA 4 - Seja (G,”) um grupo e seja H uma parte
do conjunto G. H é um subgrupo de G se, e somente se, as
seguintes condicdes estiverem verificadas:

a) H+Q;

b) quaisquer que sejam a e b em G, se acH e se beH,
entdo a'beH.

DemonsTRACAO - Suponhamos que H seja um sub-grupo de
G, logo, H+ ® em virtude do axioma G2. Por outro lado, sejam a
e b dois elementos quaisquer de H; de ac6rdo com a condicdo 3)
do teorema 3, tem-se a'eH e como beH concluimos que
a'beH. Reciprocamente, suponhamos que um subconjunto H, de
G, satisfaca a) e b), logo, a condicéo 1) do teorema 3 est4 verifica-
da; daqui resulta que existe um elemento a, em H, de onde vem,
1=a40;'eH. Portanto, se a é um elemento qualquer de H temos
al=qa'.1€H, ou seja, vale a condicio 3) do teorema 3. Finalmen-
te, sejam a e b dois elementos quaisquer de H; conforme vimos
acima temos a’eH e como beH teremos ab = (a’1)beH. N |
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Exempro 10 - Todo grupo G admite, pelo menos, dois sub-
grupos: {1} e G.

Exempro 11 - O grupo aditivo Z dos nimeros inteiros é um
subgrupo do grupo aditivo Q dos numeros racionais que, por
sua vez, ¢ um subgrupo do grupo aditivo R dos numeros reais.

ExempLo 12 - Para todo numero inteiro n, indiquemos por
Zn o conjunto de todos os inteiros que sdo multiplos de n; a
férmula qn—-g'n = (q-q’)n nos mostra que Zn é um subgrupo do
grupo aditivo Z. :

ExempLo 13 - O grupo multiplicativo @* dos nimeros ra-
cionais ndo nulos é um subgrupo do grupo multiplicativo R*
dos numeros reais ndo nulos que, por sua vez, &€ um subgrupo
do grupo multiplicativo C* dos nimeros complexos nao nulos.

Exempro 14 - O grupo Up, definido no exemplo 6, € um
subgrupo do grupo T definido no exemplo 5.
Exempro 15 - Consideremos o grupo (S(E),¢) das permu-

tacoes de um conjunto ndo vazio E e seja E, uma parte de E;
é facil verificar que o conjunto G de todas as permutagGes

0eS(E) tais que o(x)=x, para todo x em E,, é um subgrupo.
de S(E). Todo subgrupo de (S(E),o) é chamado grupo de permu-

tacGes sbbre E.

TEOREMA 5 - A interseccdo de uma familia nfo vazia
(Hi)ie1, de subgrupos de um grupo G, é um subgrupo de G.
DemonNsTRACAO - Ponhamos H =(H; e notemos que H#Q,
iel
pois, 1€H; para todo i€l. Se a e b sdo dois elementos quais-
quer de H, temos acH; e beH;, logo, albeH; para todo iel,
de onde vem, al'beH. |

Seja G um grupo, seja S uma parte do conjunto G e
consideremos a familia (Hiie: de todos os subgrupos de G que
contém S; é imediato que esta familia é ndo vazia, pois, SEG
e G éum subgrupo de G. A interseccdo da familia (Hi) é
um subgrupo de G que é denominado subgrupo gerado pela
parte S e sera indicado por [S];. S, por sua vez, é chamado
sistema de geradores do subgrupo [S]. E facil verificar que [S]
é o menor (em relacio a inclusdo) subgrupo de G-que con-
tém a parte S; portanto, se H é um subgrupo de G e se ScH,
entdo [SJ=H. Se S={a1,a:,---,an} também usaremos a notacdo
{a1,82,---,an} para indicar o subgrupo [S] e diremos que
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a1,02,°++,0, S80 geradores déste subgrupo; em particular, para to-
do a em G, [a] indica o subgrupo gerado por a, ou seja, 0 menor
subgrupo de G que contém {a}. Todo grupo que admite um
sistema finito de geradores é denominado grupo de tipo finito.

TEOREMA 6 - Para todo elemento-a, de um grupo G,
tem-se . [a]={a"eG | nez}.

DemonsTRACAO - Ponhamos H =[a] e Hy={a"eG | neZ}. As
férmulas a™-a"=a™" e (@)= a™ nos mostram que H; é um sub-
grupo de G e como aeH; teremos H=H,;. Por outro lado, de
aeH resulta, por indugdo finita s6bre n, que a®eH para todo
ntmero natural nfio nulo n e como a'eH também temos
(@) =a™=H; em resumo, a"eH para todo numero inteiro =,
de onde vem, H;cH. |

Os subgrupos do grupo aditivo Z dos ntmeros inteiros
s8o completamente determinados conforme o seguinte

TEOREMA 7 - Se H é um subgrupo do grupo aditivo Z,
entdo exisie um unico numero inteiro nz0 tal que H=Zn.

DemonsTracAac - Se H ={0} basta escolher n=0. Suponha-
mos, enifo, que H #{0}, logo, existe meH, m#0 e podemos
supor que m>0, pois, se m<0, temos -meH e -m>0. Por-
tanto, existe em H um menor inteiro estritamente positivo =
e é imediato que ZncH. Se x & um elemento qualquer de
H, temos, conforme o algoritmo da divisio, x=qn+r, onde
Osr<n; mas r=x-qneH, logo, r=0 e entio xeZn, ou sejs,
HcZn e portanto H=2Zn. Finalmente, se H=2Zn', com n'>0, te-
mos evidentemente n'£0 e ns<n’; mas de neZn’ vem n=qn,
com g>0, logo, n>n" e entdo n=n". Fica assim demonstrado que
o inteiro n>0 tal que H=2Zn é unico. ‘ |

EXERCICIOS

9. Seja G um grupo e sejam M e N duas partes quaisquer do con-
junto G; verificar as seguintes propriedades:

a) se McN, entdo [M]<I[N];

b) [[M]] =[M];

¢) M é um subgrupo de G se, e somente se, M =[M].

10. Demonstrar que se H é um subgrupo de (G,-) e se K é um sub-
grupo de (H,.), entdo K é um subgrupo de (G,-).

11. Sejé (G,-) um grupo e seja H um subconjunto de G: Mostrar que
H é um subgrupo de G se, e sOmente se, as seguintes condicdes estive-
rem- verificadas: a) H#®; b) HHcH; c¢) H-lcH. :
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~12. Com as notacdes do exercicio anterior, mostrar que H é um sub-
grupo de G se, e sdmente se, as seguintes condicOes estiverem verifica-
das: &) H#®; b) H'HeH (ou HH 'cH).

13. Seja (G, um grupo e seja H uma parte nfo vazia do conjun-
to G; mostrar que: a) se HHcH e se H-ICH, entdo HH=H e H'1=H;
b) se H'HcH, entdo H'H=H.

14, Seja G um grupo e seja H uma parte finita e ‘nio vazia do
conjunto G; demonstrar que se HHcH, entdo H é um subgrupo de G.

15, Demonstrar que se H e K sdo dois subgrupos-proprios de um
grupo G (logo. H# G e K # G), entdo HUK #G.

16. Demonstrar que se H e K sfo dois subgrupos de um grupo
G, entdo HUK ¢é um subgrupo de G se, e somente se, HcK ou KcH.

17. Sejam H. K e L subgrupos de um grupo G e suponhamos que
Hc L; verificar as propriedades: )

a) LN(HK) = HILNK);

b) se G=HK, entdao L = HILNK).

18. Sejam H e L subgrupos de um grupo G; mostrar que HL é
um subgrupo de G se, e somente se, HL = LH.

19. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos permutéveis

de G; mostrar que
4 la,bl={a™"eG|meZ e neZ}.

Generalizar éste resultado para uma familia finita (a
permutaveis dois a dois.

s
D1cicp d€ elementos

1.3 - RELACOES DE EQUIVALENCIA E SUBGRUPOS

Seja G um grupo multiplicativo e seja R uma relacédo de

equivaléncia definida sébre o conjunto G; daremos a seguinte

_ DEFINICAO 3 - Diz-se que R é compativel d esquerda
(resp., @ direita) com a operacio de G se, e sOmente se, o
seguinte axioma estiver verificado: quaisquer que sejam a,b e
c em G, se a=b (mod. R), entdo ca=cb (moyd. R) (resp.,
ac=bc (mod. R)). Se R é compativel & esquerda e a direita
‘com a operacdo de G diremos, simplesmente, que R é compa-
tivel com a operacdo de G ou que R é compativel com a es-
trutura de grupo definida sébre o conjunto G.

Exempro 16 - A congruéncia médulo m definida sObre o
conjunto Z dos nimeros inteiros é compativel com a estrutura de
grupo aditivo definida sébre Z (ver o teorema 32, Capitulo III).

Exempro 17 - Se G é um grupo abeliano, entdo é ime-
diato que tdda relacdo de equivaléncia compativel ‘& esquerda
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ou a direita com a operacio de G é compativel com a estru-
tura de grupo definida s6bre G.

ExemprLo 18 - Seja H um subgrupo de um grupo G e
consideremos a relacdo Rpy definida do seguinte modo: se
x e y sfo dois elementos quaisquer de G, entdo x=y (mod. Ry)
se, e somente se, x'yeH. E facil verificar que Ry é uma relacio
de equivaléncia compativel a esquerda com a operagdo de G.

ExempLo 19 - Seja H um subgrupo de um grupo G e
consideremos a relacdo Ry definida do seguinte modo: se x e y
sdo dois elementos quaisquer de G, entdo x=y (mod. Ry)
se, e somente se, xy'leH. Verifica-se, facilmente, que Ry é
uma relacdo de equivaléncia compativel a direita com a ope-
racdo do grupo G.

Os dois ultimos exemplos nos mostram que todo sub-
grupo H, de G, determina duas relacgdes de equivaléncia Ry
e Ru, sendo que a primeira é compativel a esquerda com a
operagdo de G e a segunda é compativel a direita com a
mesma opera¢do. Um problema que surge naturalmente é o
de se saber se tOdas as relacfes de equivaléncias, s6bre um
grupo G e compativeis a esquerda ou a direita com a opera-
¢do de G, sdo obtidas pelo processo anterior; isto acontece
em virtude dos teoremas 8 e 9 que demonstraremos abaixo.

TEOREMA 8 - Para toda relacdo de equivaléncia R com-
pativel & esquerda com a operacdo de um grupo G, tem-se:

a) existe um unico subgrupo H, de G, tal que R=R}y;

b) para todo x em G, xH é a classe de equivaléncia,
modulo R, determinada pelo elemento x.

DeMonsTRACAO - a) Mostraremos, inicialmente, que o

conjunto H={xreGlr=1 (mod. R)}

¢ um subgrupo de G. Com efeito, é imediato que H é nio

vazio e se x e y sdo dois elementos quaisquer de H temos

x=1 (mod. R) e y=1 (mod. R), de onde vem, xy=x (mod. R),

logo. xy =1 (mod. R) e entdo xyeH; finalmente, de x=1 (mod. R)

resulta xx =x'-1 (mod. R), logo, x'=1 (mod. R) e entdo x'eH.
Mostraremos, a seguir, que R=Rpy. De fato, se x e y séo

dois elementos quaisquer de G, temos

r=y (mod. R)<=r'rx=x'y (mod. R)e=x'y=1 (mod. R)<

e alyeHe o=y (mod. Ry):

portanto, R=Ry.
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Finalmente, se H; é um subgrupo de G e se R=Ry,, temos

xeHe=x=1 (mod. R)¢<=>x =21 (mod. Ryy) < xeH,;
portanto, H = H,.

b) Seja T a classe de equivaléncia, modulo H, determinada
pelo elemento x e seja z um elemento qualquer de G; temos
zeTe>z=x (mod. R) <= x2=1 (mod. R) = xr'zeH > zexH,
logo, T=xH. |

Para todo xeG a classe de equivaléncia T=xH é deno-
minada classe lateral & esquerda (médulo H) determinada por x.

Vale um teorema andlogo ao anterior para uma relacfo
de equivaléncia compativel a direita com a operagdo de um
grupo; precisamente, temos o seguinte

TEOREMA 9 - Para tdda relacdo de equivaléncia R com-
pativel & direita com a operag¢do de um grupo G, temos;

a) existe um unico subgrupo H, de G, tal que R= RH,

b) para todo x em G, Hx é a classe de equlvalé\nc:la,
moédulo R, determinada pelo elemento x.

O subconjunto Hx passa a ser denominado classe lateral
d direita (médulo H) determinada pelo elemento x.

LEMA 2 - Seja H um subgrupo de um grupo G e sejam
x e y dois elementos quaisquer de G; temos xH=yH se, e
somente se, Hx'=Hy™.

DemonstrACAO - De xH=yH resulta x'yeH, logo,
yiaxHl=(xly)leH e entdo Hx'=Hy!. Reciprocamente, su-
pondo-se que esta ultima igualdade seja verdadeira, temos
ylr=yYxH)leH, logo, x'y=(y'x)'eH e entdo xH=yH. |

Seja H um subgrupo de um grupo G e consideremos a
relacdo de equivaléncia Ry determinada por H; diz-se que H
tem indice (& esquerda) finito se, e sOmente se, o conjunto
guociente G/Ry é finito e, neste caso, o nimero de elementos
déste conjunto & denominado indice (& esquerda) de H em G.
Caso contrario, diz-se que H tem indice (4 esquerda). infinito
ou o que o indice (a esquerda) de H em G é infinito.

As nogGes acima também podem ser introduzidas com o
qualificativo «a direita» e para isso considera-se o conjunto
quociente G/Ry. O lema 2 nos mostra que a aplicacdo
xH+— Hx' é uma bijecdo de G/Ry em G/Ry e daqui resulta,
em‘particular, que G/Ry é finito se, e somente se, G/Ry é fi-
nito. Por causa disso nfo had necessidade de distinguir o indi-
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ce a esquerda do indice a direita de H em G e diremos,
simplesmente, que H tem indice finito ou infinito em G. Se
H tem indice finito em G, entdo, o indice de H em G sera
indicado pela notacdo (G:H), logo,
(G:H) = o(GIRy) = o(GIRy).

Notemos ainda que H={l} tem indice finito em G se, e s6~
mente se, o grupo G é finito e, neste caso, tem-se (G:{1}) =0o(G).

LEMA 3 - Se H é um subgrupo finito de um grupo G,
entdo para todo a em G tem-se o(H)=o(aH)=0{Ha).

Basta notar que as aplica¢cbes x+>ax e x+> xa sdo, res-
pectivamente, bijecdes de H em aH e de H em Ha. |

Suponhamos agora que G seja um grupo finito. Se H é
um subgrupo de G, entdo G/Ry é, evidentemente, finito; além
disso, G/Ry é a reunido de (G:H) classes laterais a esquerda
disjuntas duas a duas e como estas classes tém 0 mesmo nu-
mero de elementos, que é igual a o(H)- (lema 3), temos
o(G)=(G:H)-o(H). Demonstramos assim o seguinte

TEOREMA 10 (Lagrange) - Para todo subgrupo H, de um
grupo finito G, tem-se
o(G)=(G:H)-o(H);
em particular, a ordem e o indice de todo subgrupo de G sdoc
divisores da ordem de G.

EXERCICIOS

20. Verificar que a relacdo Ry (definida no exemplo 18)'é uma re-
lacdo de equivaléncia compativel a esquerda com a operacio de G.

21. Verificar que a relacdo Ry (definida no exemplo 19) é uma
relacdo de equivaléncia compativel & direita com a operacio de G.

" 22. Demonstrar o teorema 9.

23. Dar um exemplo de uma relacdo de equivaléncia sObre @ que
€ compativel com a adi¢do (resp., multiplicacdo) e ndo é compativel com
a multiplicacdo (resp., adicio).

24. Seja H um subgrupo do grupo (Z,+); determinar o conjunto
quociente Z/Ry. Sugestio: teorema 7.

25. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G e sejam x e y
dois elementos quaisquer de G; demonstrar que se (HxK)N(HyK)+®,
entdo HxK = HyK.

26. O produto de duas classes laterais a4 esquerda é uma classe
lateral a esquerda ou a direita?

27. Se G é um grupo finito e se a ordem de G ¢ um namero pri-
mo, entdo os Unicos subgrupos de G sdo: {1} e G. Sugestdo: teorema

- de Lagrange.



28. Nas condigdes do.exercicio anterior, mostrar que para todo
a em G, com a#1, tem-se G=[a].

29. Seja G # {1} um grupo e suponhamos que os Unicos subgrupos
de G sejam G e {1}; demonstrar que para todo aeG,a # 1, tem-se G =[a].

30. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G e suponhamos

que HcK. Verificar as seguintes propriedades:
" a)'Se H tem indice finito em K e se K tem indice finito em G,
entio H tem indice finito em G e
(G:H) =(G:K)K:H). \ ’
b) Se H tem indice finito em G, entfo H tem indice finito em
K e K tem indice finito em G e, portanto, vale a igualdade acima.
Sugestdo: Coloca-se (K:H)=p e (G:K)=gq, logo, K é a reunifo de p
classes laterais aH,---,a H (a; eK) disjuntas duas a duas e G é a reu-
nido de q classes 1aterals bK,--+,b K disjuntas duas a duas; demonstrar
que as classes laterais bjaiK Gi=1, 2 L,pej=1,2,...,q9) sdo disjuntas duas
a duas e formam uma particio de G. Observacéo: o teorema de La-
grange é um caso particular de a) bastando para isso escolher H=A{1}.

31. Generalizar o exercicio anterior para uma familia (H;);,, de
subgrupos de um grupo G, onde H;c—H,  para i=1,2,-.-,n-1.

1.4 - GRUPOS QUOCIENTES, HOMOMORFISMOS

Seja N um subgrupo de um grupo multiplicativo G e
consideremos as relacdes de equivaléncia Ry e Ry determi-
nadas por N; para todo x em G, xN e Nx s#o, respectiva-
mente, as classes de equivaléncia médulo Ry e moédulo Ry
determinadas por x e é facil verificar que Ry =Ry Se, e
somente se, xN=Nx qualquer que seja x em G. Um sub-
grupo que satisfaz esta condicio é denominado subgrupo
normal (ou invariante ou distinguido); como esta nocdo ¢é
muito importante vamos destaca-la pela

DEFINICAO 4 - Diz-se que um subgrupo N, de um grupo
G, é um subgrupo normal de G se, e sOmente se, a seguinte
condicdo estiver verificada: para todo x em G tem-se xN =Nux.

Se N é um subgrupo normal de G, entdo Ry=Rny ¢&
compativel com a estrutura de grupo definida sébre G; indi-
caremos esta reélacio de equivaléncia com a mesma letra que
indica o subgrupo normal correspondente e temos x =Yy (mod. N)
se, e sdmente se, xlyeN (ou xy*eN). ’

Exempro 20 - Todo grupo G admite pelo menos dois
subgrupos normais, a saber: {1} e G

Exempro 21 - Todo subgrupo de um grupo abeliano &
normal..
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Osservacio - Sejam M e N subgrupos, de um grupo G,

-~ tais que NcM; se N é um subgrupo normal de G, entio é

imediato que N também é um subgrupo normal de M. No
entanto, se N é um subgrupo normal de M, nem serhpre N
€ um subgrupo normal de G, mesmo quando M é um sub-
grupo normal de G (ver o exemplo 45)-

Para mostrar que um subgrupo é normal usaremos fre-
quentemente o critério mais simples dado pelo seguinte

LEMA 4 - Um subgrupo N, de um grupo G, é normal
se, e somente se, a seguinte condicdo estiver verificada: para
todo x em G, tem-se xNx'!'cN,

DemvonstraGAO - Se N é normal, temeos xN=Nx ou
xNx'=N para ton x em G. Reciprocamente, suponhamos que
ZNx'cN para todo x em G; se x, ¢ um elemento qualquer
de G, temos xoNxg'cN e x3!N(xz))leN.

Desta ultima inclusdo vem NcxNxg!, logo, N=x,Nx;! ou
xoN = Nx,; portanto, N é um subgrupo normal de G. |

Seja N um subgrupo normal de um grupo G e conside-
remos o conjunto quociente G/N de G pela relacdo de equi-
valéncia N; os elementos deste conjunto sfo as classes laterais
xN=Nx, com x em G. Sejam xN e yN duas classes laterais
quaisquer; conforme o lema 1 e a igualdade NN =N, temos

(xN)(yN) = 2[N(yN)] = x[N(Ny)] = [(NN)y] = 2(Ny) = 2(yN) = (xy)N,
logo, o produto de duas classes laterais médulo N é uma

classe lateral médulo N. Fica assim definida uma operacio
de multiplicacdo sbbre o conjunto G/N e temos o seguinte

TEOREMA 11 - Seja N um subgrupo normal de um gru-
po G e consideremos o conjunto quociente G/N; a operacio

de multiplicacdo (xN,yN) — (xy)N
define uma estrutura de grupo sébre o conjunto G/N.

Demonstracao - O lema 1 nos mostra que esta operacdo
€ associativa e vamos, entdo, verificar os axiomas G2 e G3.
G2": Considerando-se o subconjunto N teremos, para téda
classe lateral xN de GJ/N,
(xN)N = x(NN) =xN
G3": Seja xN uma classe lateral qualquer e consideremos
a classe lateral x'NeG/N; temos
(xN)(xN) = (xx)N=1-N=N. ]
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O grupo (G/N,-) passa a ser denominado grupo quocien-
te de (G,-) pelo subgrupo normal N. Notemos que seu elemen-
{0 unidade é o subconjunto N e que o inverso de cada elemen-
to xN é a classe lateral x'N.

Exsmpro 22 - Consideremos o grupo aditivo Z dos nu-
" meros inteiros e seja N um subgrupo de Z; conforme o teo-
rema 7 existe um dnico namero natural n tal que N=Zn e
notemos que N é normal em Z (exemplo 21). Se x e y sdo
dois elementos quaisquer de Z, entio temos x=y (mod. N)
se, e sdmente se, x—yeN =Zn, ou seja, se, e somente se, x=y
(mod. n); paertanto, a relacdo de equivaléncia determinada por
N coincide com a congruéncia médulo n. Vimos no §2.6 do
Capitulo III, que se n>0, entfo o conjunto quociente Z/Zn
tem exatamente n elementos:
Z|Zn={Zn,1+Zn,---,(n-1)+Zn};

notemos ainda que a soma de duas cldsses laterais a+Zn e
b+Zn é a classe lateral (a+b)+Zn e é imediato que esta clas-
se coincide com r+Zn, onde r é o resto da divisdo euclidia-
na de a+b por n.

DEFINICAO 5 - Sejam G e G’ dois grupos multiplicativcs
e seja f uma aplicagdo do conjunto G no conjunto G’; diz-se
que f é um homomorfismo de (G,-) em (G',) se, e somente se,
: fab) = f(@)f(b) (2),

quaisquer que sejam aebem@G.

Se o grupo G é aditivo e G’ é multiplicativo, entdo a for-
mula (2) serd representada sob a forma
fla+b) = f(a)f(b).
Nos outros casos possiveis, temos

f(ab) = f(a) + f(b)
fla+b) = fla) + f(b).

Se f € um homomorfismo de G em G’ e se f é uma
aplicacdo sobrejetora, diremos que f é um epimorfismo de G
em G’ ou que f & um homomorfismo sobrejetor de G em G'.

Se f é um homomorfismo de G em G e se f é uma
aplicacdo injetora, diremos que f é um monomorfismo de G em
G’ ou que f é um homomorfismo injetor de G em G

e

Finalmente, se f é um homomorfismo de G em G’ e se
f & uma aplicacio bijetora, diremos que f é um isomorfismo
de G em G’ ou que f & um homomorfismo bijetor de G em G'.
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Neste caso também se diz que o grupo G é isomorfo ao gru-
po G’ e escreveremos G=G’ (leia-se: G é isomorfo a G)..

Um homomorfismo de G em G também é denominado
endomorfismo de G e um isomorfismo de G em G é chamado
automorfismo de G. o :

Indicaremos por Hom(G,G) o conJunto de todos 0s homo-
morfismos de G em G e colocaremos End(G) =Hom(G,G); além
disso, indicaremos por Aut(G) o conjunto de todos os automor-
fismos do grupo G. . ’

Exempro 23 - Seja ¢ um elemento de um grupo G; a
aplicacfio f: Z— G definida por f(n)=a™ & um homomorfismo de
(Z,+) em (G,-), pois, : '

fim+n) = @™ = a™.a" = fim)f(n). _

ExemprLo 24 - Seja d um numero inteiro nfio nulo e consi- -
deremos a aplicacio f: Z—Z definida por f(n)=dn; é imediato
que f é um endomorfismo de (Z,+). Tomando-se d>1 tem-se

um exemplo de endomorfismo- injetor que ndo é sobrejetor.

Exempro 25 - Consideremos o grupo aditivo R dos nimeros
reais e 0 grupo multiplicativo Ry dos nimeros reais estrita-
mente positivos; se a#1 é um namero real estritamente posi-
tivo, entdo a funcio exponencial x+>a* é um isomorfismo de
(R,+) em (R},?). Analogamente, a fun¢io logaritmica x> log,x
é um isomorfismo de (R%¥,:) em (R,+).

Exempro 26 - Seja N um subgrupo normal de um grupo G
e consideremos o grupo quociente G/N; a aplica¢do ¢:G+~> GIN,
definida por @@@)=xN, é um epimorfismo, que é denominado
homomorfismo canénico de G em GIN.

Utilizaremos no teorema abaixo as notagdes introduzidas
nos exercicios 82 e 84 do Capitulo I: se f: E—F é uma apli-
cacio de um conjunto E num conjunto F e se X e Y sdo,
respectivamente, partes de E e de F, entdo f(X)=Im(fx), onde
fx indica a restricio de f ao subconjunto X e

fl(Y)={x€..=.E | faeY?.
Lembremos ainda que se XcX'CE e se YcY'CF, entdo

HX) =f(X) e T FX).

TEOREMA 12 - Para todo homomorfismo f de um grupo
G num grupo G’ valem as seguintes propriedades:
a) f(1) é o elemento unidade de G’

b) flah) = fay?;



462

c) se H é um subgrupo de G, entdo f(H) é um subgrupo
de G, ‘e

d) se K’ é um subgrupo de G, entio K= f(K) é um
subgrupo de G e, além disso, se K’ é normal em G, entio K
€ normal em G.

DemonstracAO

a) Temos f(1)=f(1.1)=f(1)f(1) e daqui resulta que f(1) é
0 elemento unidade de G’

b) Temos f(1)=f(aa™) = f(a)f(a'?), logo, f(a‘l) (J‘(a))1

¢) E imediato que f(H) é nio vazjo; se a’ e b sdo dois ele-
mentos quaisquer de f(H) temos a'=f(a) e b'=f(b), com aeb
em H, logo, a'beH e como

a"''= (fla)y 1f(b) = f(aH)f(b) = f(a'b)
resulta que a™'b'ef(H).

d) E imediato que K=f(K) é ndo vazio;se a e b sdo
dois elementos quaisquer de K, temos f(a)eK e f(b)eK, logo,
f@'b) = Ga@)f(b)eK’, de onde vem, a'beK e fica assim
demonstrado que K é um subgrupo de G. Finalmente, seja
x um elemento qualquer de G e consideremos um elemento
y de xKx', logo, y=xar'! com a em K; daqui resulta
fW) =f@f(a)f(x)* e como f(a)eK e K é normal em G
teremos f(y)eK, isto é, yeK e fica assim demonstrado que
xKx'cK. :

Para todo homomorfismo f: G-»G a imagem da aplicacdo

f, que é indicada por Im(f) (ver o §3.1, Capitulo I), passa a
ser denominada imagem do homomorfzsmo f. Notemos que
Im(f)=f(G) é um subgrupo de G’ e que f é um epimorfismo
se, e somente se, Im(f)=G’. O conjunto de todos os elementos
a de G tais que ftw=1 (onde 1 também indica o elemento
unidade de G') é denominado niicleo ou kernel do homomor-
fismo f e sera indicado por Ker(f) (leia-se: kernel de f). Notemos
que Ker(f)= f({l}) logo, Ker(f) é um subgrupo normal de G.
'E facil verificar que f € um monomorfismo se, e somente se,
Ker(f)={1}. Observemos ainda que todo subgrupo normal N
de G ¢é o nucleo de algum homomorfismo, pois, 0 homomorfismo
candnico ¢:G—G/N tem ntcleo N.

Exempro 27 - Seja m>1 um nUmero natural e conside-
remos o grupo (T,-) definido no exemplo 5; a aplicacio f: T—T,
definida por f(z)=2", é um endomorfismo de T. De acérdo com
o exercicio 95 do Capitulo V, f é sobrejetor e notemos que f
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ndo ¢ injetor, pois, Ker(f)=Un; temos, assim, um exemplo de um
endomorfismo sobrejetor que nio é injetor (ver o ex‘emplo 24).

As partes ¢) e d) do teorema 12 podem ser dadas sob
forma mais precisa quando f é um fpimorﬁsmo de nucleo N:
P () =NH=HN, G ®)=K e fF(§H))=fH). Deixaremos
a verificagdo destas propriedades a cargo do leitor.

Em particular, se ¢ é o homomorfismo candnico de G em
G'=GIN e se K’ é um subgrupo normal de G’, entdo K=K’
é um subgrupo normal de G que contém N e @(K)=K’; além
disso, & facil verificar que K'=K/N (ver o exercicio 74).

TEOREMA 13 - Sejam G, G e G” trés grupos; se
feHom(G,G) e se geHom(G',G"), entdo gofeHom(G,G").

Com efeito, se a e b sdo dois elementos quaisquer de G,
temos (geof)ab) = g(fab) = g(f@fd) = g(fa)Ng(f®) = (gef)@ - (g f)b),
logo, gof € um homomorfismo.

COROLARIO - Com as notacdes do teorema anterior, se
G=G e se G'=G", entdo G=G".

Basta lembrar que a cornposta de duas bijecdes é uma
bijegao.

TEOREMA 14 - Se f é um isomorfismo de um grupo G
num grupo G, entdo a aplicacdo inversa de f é um isomor-
fismo de G’ em G.

DemonstracAc - JA sabemos que ! é uma bijego de
G’ em G; por outro lado, se a’ e b’ sdo dois elementos quaisquer
de G', entiio existem a e b em G tais que f(a)=a e f(b)=Vb,
logo, a’b’=f(a)f(b)=f(ab), de onde vem, f1(a'b)=ab=Fa)f1b). |

O teorema acima nos mostra que se G=G’, entdo G'=G;
por causa disto podemos dizer, neste caso, que G e G’ sdo
isomorfos. .

Conforme o teorema 10 do Capitulo I e o teorema acima,
temos o seguinte

COROLARIO - Para que um homomorfismo f de um grupo
G num grupo G’ seja um isomorfismo, é necessario e suficiente
que exista uma aplicacdio g: G'—G tal que gof=1g e fog=1g;
neste caso, tem-se g=f1

Exempro 28 - Consideremos um grupo G e seja (S(G)o)
o grupo simétrico do conjunto G; notemos que Aut(G)=S(G)
e, por outro lado, os teoremas 13 e 14 nos mostram que Aut(G)
é um subgrupo de S(G). Diremos, entdo, que Aut(G) é o grupo
dos automorfismos do grupo G.
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TEOREMA 15 - Seja f um homomorfismo de um grupo
‘G num grupo G, seja L um subgrupo normal de G tal que

LeN=Ker(f) e 1nd1quemos por @ o homomorfismo canomco

de G em G/L. Nestas condicSes, temos:

a) existe uma Unica aplicacio f*: GIL—G’ tal que f"‘otp f;

b) f* é um homomorfismo;

c) se. f € um epimorfismo, entdo f* também é um
epimorfismo;

d) Ke’r(f*)=N/L. .

Os diversos homomorfismos considerados neste teorema
podem ser v1suallzados no seguinte diagrama

G G

(”p L) ={1}
X frop=f.
GIL '

Demonstracao - a) E imediato que se xL=yL, com x e
y em G, entdo fer)=f(y), pois, ylxreLcN; portanto, x+L+—f(x)
€ uma aplicagdo f* de G/L em G’ e é evidente que f*op=f.
Se 9:GIL—G’ é tal que go@=f e se L é um elemento qualquer
de G/L, temos

g(axL) = glex)) = (go@)x) = (F* o)) = f* (@) = f*(xL),
logo, g=f*. »
b) Se xL e yL sdo dois elementos quaisquer de G/L, temos
F*(xLoyL) = f*(@xyL) = fexy) = f@)f@y = F*(xL)f*(yL);
portanto, f* é um homomorfismo de G/L em G’

c) Por hipétese, para todo X'eG’ existe xeG tal que
foy=x', logo, (f*e@)x)=x', ou, f*(xL)=x"; portanto, f* é um
epimorfismo.

d) De xLeKer(f*) vem f*(xL)=1, ou, (f*qu)(:c)'-l ou,
ftxy=1, logo, xe N=Ker(f) e entdo xLeNIL reciprocamente, é
imediato que se xLeN/L, entdo f*(xL)=1. Portanto, temos
Ker(f*)=NIL. |

O homomorfismo f*, defmldo na demonstracdo do teorema
acima, é denominado homomorfismo induzido por f. Se L=N,
entdo f* é um monomorfismo de G/L em G e temos assim
o0 seguinte

TEOREMA 16 (teorema do homomorﬁsmd) - Se f é um
homomorfismo de um grupo G num grupo G’ e se N=Ker(f),
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entdo existe um Gnico monomorfismo f*, de G/IN em G, tal que
f*o@p=f, onde ¢ & o homomorfismo candnico de G em G/N; em
particular, temos GIN =Im(f).

G

Im(HeG

Ker(fy=N
GIN = Im(f).

H

GIN

COROLARIO - Se f é um epimorfismo de um grupo G
num grupo G, e se N=Ker(f), entdo existe um tnico isomor-
fismo f*, de G/IN em G/, tal que f*o@=f, onde ¢ é o homomor-
fismo candnico de G em G/N; em particular; temos G/N=z=G'.

¢ .
q,l 7 Ker(f)=N, Imp)=G
s GIN=G'.
GIN

Exempro 29 - Consideremos os grupos (Z,+) e (F,,+), onde
nz1 e seja f: Z—F, e aplicagio que a todo inteiro a faz cor-
responder o resto da divisdo euclidiana de a por n. E facil
verificar que f é um epimorfismo e que Ker(f)=2Zn; portanto,
de acdérdo com o corolario acima, temos Z/Zn=F,.

Exemero 30 - Com as notagSes e hipoteses do exemplo 27,
temos T[Un=T

Para cada elemento ¢ de um grupo multiplicativo G a
aplicacdo 7,:G—G (resp., 8,: G— G) definida por 7, x =ax
(resp., Oa(x)=xa) é denominada translacdo d esquerda (resp., 4
direita) determinada pelo elemento a. E facil verificar que 7,
e 0q sdo bijecdes do conjunto G, logo, 7, e 0, sdo elementos
de S(G); além disso, se a e b sfo dois elementos quaisquer de

v G, tem—Se Tab - yag'yb e 6ab = 6{706(! (3)-

A primeira igualdade nos mostra que a aplicacdo ar>y, é um
homomorfismo de G em S(G) e é imediato que seu nicleo se
reduz ao elemento unidade de G, logo, esta aplicacio é um
monomorfismo. Daqui resulta que o conjunto I'(G) de todas as
translacGes a esquerda do grupo G é um subgrupo de S(G) e
que G=1I'(G), ou seja, o grupo G é isomorfo a um grupo de
permutacfes. Destacaremos éste resultado pelo seguinte
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TEOREMA 17 (Cayley) - Todo grupo é isomorfo a um gru-
po de permutacdes. '

O teorema acima nos mostra que o estudo de um grupo
pode ser limitado ao estudo de um conveniente grupo de per-
mutacdes.

DEFINICAO 6 - Chama-se centro de um grupo G ao con-
junto C(G) de todos os elementos x de G tais que xy=yx
para todo y em G.

TEOREMA 18 - O centro de um grupo G é um subgrupo
abeliano de G e todo subgrupo de C(G) é um subgrupo nor-
mal de G; além disso, para todo s Aut(G) tem-se o(C(@))=C(G).

Demonstracio - Notemos que 1eC(G) e se x e x’ sdo dois
elementos quaisquer de C(G), entio xx'eC(G) (exercicio 16,
Capitulo II) e x'eC(G) (teorema 4, Capitulo II); portanto,
C(G) é um subgrupo de G e é imediato que C(G) é abeliano.
Se H é um subgrupo de C(G) e se y € um elemento qualquer
de G, temos yHy'=H, logo, H é um subgrupo normal de G.
Finalmente, se y é um elemento qualquer de G, entdo existe
z em G tal que y=o0(2); portanto, se xeC(G) teremos

Yo(X) = 0(2)0(X) = 0(ZT) = 0(X2) = 0(X)0(2) = K(T)Y,

logo, o@eC(G), ou seja, o(C(@N=C(Q). i

Por causa da ultima afirmacdo do teorema acima diz-se
que C(G) é um subgrupo caracteristico de G.

TEOREMA 19 - Para todo elemento a de um grupo G, a
aplicacdio 0,: G— G, definida por 0g(x) =axa™l, é um automor-
fismo de G.

DemonsTrAacAO - Notando-se que 0g =700, resulta que 0q
€ bijetora; por outro lado, se x e y s&o dois elementos quais-
quer de G, temos 4

0a(xy) = a(xy)a’ = (axar)aya™) = 0a(x)0a(y),
logo, 0s € um automorfismo de G. |

Diremos que 0, & o automorfismo interno determinado
pelo elemento a.

Sejam x e y dois elementos quaisquer de um grupo G;
diz-se que x é conjugado de y (em G) se, e sOmente se, existe
a em G tal que 0qx)=7y. E facil verificar que a relag¢io «x &
conjugado de y» é uma relacio de equivaléncia sébre o con-
junto G; por causa disso podemos dizer «x e y s@0o conjuga-
dos» em lugar de «x é conjugado de y».
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Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G; diz-se que
H é um subgrupo conjugado de K (em G) se, e sOmente se,
existe a em G tal que 04(H)=K. E facil verificar que a rela-
¢do «H é um subgrupo conjugado de K» é uma relacio de
equivaléncia sbbre o conjunto § de todos os subgrupos de G
e diremos, entdo, que H e K sdio subgrupos conjugados. No-
temos que um subgrupo N, de G, é normal se, e sOmente se,
0s(N)=N para todo a em G; por causa desta propriedade, um
subgrupo normal N de G também é chamado subgrupo inva-
riante para frizar que N é «invariante» em relacfio a todo auto-
morfismo interno de G. ’

TEOREMA 20 - O conjunto 4(G), de todos os automorfis-
mos internos de um grupo G, é um subgrupo normal de Aut(G)
e a aplicagdo ar>0, € um epimorfismo de G em A(GQ) cujo
nucleo € o centro de G, logo, GIC(G) = AG).

DemonsTrAGAO - E facil verificar que

0go0p=0qp e (0= 041,
quaisquer que sejam a e b em G, logo, 4(G) é um subgrupo
de Aut(G). Por outro lado, se feAut(G) e se gefA(G)f?, temos
g = foaf?, com aeG, logo,
9@) = (foaf )@ = (fou)(f @) = f(af Yaar?) =
= fl@x(f@)™ = o5 x),

de onde vem, g=057e4(G) e entdo fAG)flcAG) e fica assim
demonstrado que A(G) é normal em Aut(G). Finalmente, no-
tando-se que 0q=1g se, e somente se, aeC(G) concluimos que
o nicleo do epimorfismo ar»>0, é C(G). A ultima afirmacio
do teorema acima &, entdo, uma conseqiiéncia imediata do co-
rolario do teorema do homomorfismo. |

EXERCICIOS

32. Verificar as propriedades enunciadas logo acima do teorema 13.

33. Verificar as férmulas (3).

34. “Verificar que «x é conjugado de y» é uma relacio de equiva-
léncia sbébre o conjunto G.

35. Verificar que «H é um subgrupo conjugado de K» é uma
relacdo de equivaléncia sbbre o conjunto @ de todos os subgrupos de G.

36. Construir o grupo quociente do grupo aditivo Z/Z.20 pelo
subgrupo H ={0,5,10,15}.

37. Se f:G— G’ é um epimorfismo e se G é abeliano, entio G’
também é abeliano. i
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38. Se f:G— G ¢é um isomorfiimo e se H é um subgrupo de

indice finito em G, entdo H'=f(H) é um subgrupo de indice finito em’

G e (G:H)=(G"H". _

39. Se H & um subgrupo de indice finito de um grupo G e se K
& um subgrupo conjugado de H, entdo (G:H)=(G:K).

40. Se feEnd(G) e se H é um subgrupo de indice finito em G,
gntéo f(H)=H' tem indice finito em f(G)=G" e (G:H)<(G:H).

41. Séja f: G — G a aplicagdo definida por fao = x™'; mostrar que
fé bijetbra e mostrar que ;f_eAut(G) se, e sOmente se, G é abeliano.

42. Consideremos o grupo G = R*XR definido no exercicio 2 e para
cada par ordenado (a,b)eG indiquemos .por fop @ aplicacdio de R em
R definida por fa p@ =ax +b. Verificar as seguintes propriedades:

a) f; beS(G)

b) 6 conjunto H={f,,=S(G) | (, b)EG} é um subgrupo de

(S(G) o);

¢) a aplicacéo (a b)»——»]‘ab e um isomorfismo de G em H.

43. Consideremos o grupo aditivo C dos numeros complexos e
para todo z=qa+bi, com a e b reais, ponhamos R@=a e J@=
Mostrar que as a’plicag(')es R e 4 sdo endomorfismos de (C,+) e determi-
nar os nucleos e as imagens déstes endomorfismos. Determmar 0s gru-
pos quocientes C/Ker(R) e C/Ker(d).

44. Demonstrar que se N é um subgrupo de um grupo G e se'

(G:N)=2, entdo N é normal em G.

45, Demonstrar que se um grupo finito G tem um unico sub-
grupo N, de uma dada ordem m, entdo N é normal em G. Sugestio:
exercicio 40.

46. Sejam N e L subgrupos de um grupo G- e suponhamos que N
seja normal em G; verificar as seguintes propriedades:

a) NL é um subgrupo de G e NL =LN;

b) se L é normal em G, entio NL também é normal em G.

47. Se (Nj);e; € uma famih‘a' nfo vazia de subgrupos normais de
um grupo G, entdo , [U N ]

iel

sdo subgrupqs normais de G.

48. Mostrar que a reunido de uma ‘cadeia crescente de subgrupos
normais, de um grupo G, é um subgrupo normal de G. -

49. Demonstrar que Aut(Z)={-1,1}.

50. Demonstrar que se G ndo é abeliano, entdo Aut(G) também
ndo é abeliano. Sugestio: teorema 20. i
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15 - TEOREMAS DO ISOMORFISMO

Demonstraremos, inicialmente, o seguinte

TEOREMA 21 - Consideremos o seguinte diagrama

G,— g,
D1 P2
#
GyM, - +G,yIM,

onde cada G; é um grupo multiplicativo, Mi é um subgrupo
normal de G;, ¢; € o homomorfismo candnico de Gi em Gi/M;
e f € um homomorfismo de G, em G, tal que f(M;)=M,. Nes-
tas, condicoes, temos

a) existe uma unica aphca(;ao f*: GIIM‘——’GIM2 tal que
fro@y = @yof;

" b) f* é um homomorfismo;

c) se f é um epimorfismo, entdo f* também é um epl-
morfismo;

d) N= f(M) é um subgrupo normal de G,, M,SN e
Ker(f*)=NIM,.

DeMONSTRACAO

a) E imediato que se xM,=yM,, com x e y em G,,
entdo f(x)M,=f(y)M,, pois, f(M,)=M,; portanto, xM, f(x)M,
€ uma aplicacdo f* de G,/M; em G,/M, e é evidente que
fro@,=@,of. Se g:G,/M; -G,/M, é tal que go@,=@,of e se
xM; é um elemento qualquer de G;/M;, entdo temos

gleMy) = g(g,(1)) = (go@)X) = (Pgof)X) =

logo, g =f". = @yu(ftx)) = floMa = f*(xM,),

b) se xM, e yM, sdo dois elementos quaisquer de G,/M,,

temos flxM;-yMy) = f* ((xy)My) = fixy)Ma =
= [f@flM, = fMa- fapMs = f*(xM)f* (yMy),

logo, f* é um homomorfismo.

c) Para todo x:M.=G,/M; existe, por hipotese, x:€G, tal
que firy=ux,. logo, ,

. _f.(l']Ml)=f(1'1)M2=.r2M2

e entdo f° é um epimorfismo.

'd) As primeiras afirmacdes desta parte ja foram vistas
na seccdo anterior; vejamos a ultima. Seja xM; (xreGi) um
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elemento do conjunto quociente N/M;, logo, xeN, de onde
vem, fryeM,; portanto, @,(fx))=f*(xM;i) é o elemento unida-
de M, de G:/M,, ou seja, xM;=Ker(f*) e entdo N/IM,<=Ker(f*).
Por outro lado, se xM,eKer(f*), temos
Ma = *(xMy) = f*(@y@) = (fFe@y)@) =
= (Pyo )@ = Po(f(@) = flr)M2,

logo, ftxyeM, ou xeN; portanto, xM;=N/M; e fica assim de-
monstrado que Ker(f*)cN/M,. |

O homomorfismo f*, definido na demonstracdo do teore-
ma acima, é denominado homomorfismo induzido por f.

TEOREMA 22 (primeiro teorema do isomorfismo) - Seja N
um subgrupo normal de um grupo G, seja @ o homomorfis-
mo candnico de G em G'=G/N, seja K’ um subgrupo normal
de G’ e ponhamos K =K.

Nestas condicdes, temos:

a) K é um subgrupo normal de G, NcK, ¢K)=K" e
K'=KIN;

b) existe um tnico isomorfismo ¢*: GIK — G'/K’ tal que
@*oq=qop, onde q e ¢ sdo, respectivamente, os homomorfis-
mos candnicos de G em G/K e de G’ em G'/K'.

Os diversos homomorfismos considerados neste teorema
podem ser v1suahzados pelo seguinte diagrama

G G =GIN
, K =¢«K")
q q * ’
@ og=qoQ.
) (P* ¥ .
GIK G'IK’
DeEMmonsTRACAO

a) Estas propriedades ja foram consideradas na seccdo
anterior.

b} Temos ¢(K)=K’ e K é um subgrupo normal de G, logo,
em virtude do teorema anterior, o homomorfismo induzido ¢*
é tal que @*oq=qo@: de acoérdo com a parte ¢) do mesmo teo-
rema, @* é um epimorfismo e, em virtude de d), temos
Ker(¢g*)=K/K ={1}, logo, ¢* é um isomorfismo. A unicidade de

* ja foi vista na parte a) do teorema 21. |

Observemos, em particular, que
GIK =G'|K = (GIN)I(KIN);
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além disso, o isomorfismo ¢* é definido por

" (xK) = p)K’,
para todo xKeG/K. ¢* e ¢*! sdo denominados isomorfismos
candnicos, 0 que nos permite dizer que os grupos quocientes
GIK e G'IK' sd3o can6nicamente isomorfos.

TEOREMA 23 (segundo teorema do isomorfismo) - Seja N
um subgrupo normal de um grupo G e seja S um subgrupo
qualquer de G; temos:

a) SMN é um subgrupo normal de S e SN=NS é um
subgrupo de G que contém N;

b) os grupos quocientes S/(SMN) e (SN)/N sdo isomorfos.

DemonsTrACAO - Consideremos o homomorfismo candnico
¢ de G em G'=GIN e seja ¢ a restricio de ‘¢ ao subgrupo
S; é imediato que @3 é um epimorfismo de S em ¢(S) e que
Ker(gs)=SMN, de onde resulta, em particular, que SN é um
subgrupo normal de S. De acérdo com o corolario do teorema do
homomorfismo, existe um tnico isomorfismo ¢3: SISMN — ¢(S)
tal que @geq=¢g, onde q é o homomorfismo canénico de S
em S/(SMN) (ver o diagrama abaixo). Por outro lado, temos
¢ (SN)=¢(S) e §¢(S))=SN; desta ultima igualdade concluimos
que SN é um subgrupo normal de G, que NCESN e,
finalmente, temos SN =(SN)!'=N-1S1=NS. Indiquemos por @
a restricdo de ¢ a L =SN; é imediato que ¢, é um epimorfis-
mo de L em ¢(S) e que Kerg,)=N, logo, de acérdo com o
corolario do teorema do homomorfismo, existe um unico iso-
morfismo ¢;: (SN)/N — @(S) tal que @;oq'=¢,, onde ¢ é o ho-
momorfismo canénico de SN em (SN)/N (ver o diagrama

abaixo). Com estas notacdes. 7=(¢])!o@g; é um isomorfismo de
SISMN) em (SN)/N. |
/S~ o(S) \L SN=L
SISMN) »(SN)IN

Observemos amda que o isomorfismo ¢ é definido por
dx(SNN) =xN,
para todo x em S. ¢ e ¢! sdo denominados isomorfismos ca-
nodnicos.
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DEFINICAO 7 - Diz-se que um grupo G é simples se, e
somente se, G sé contém dois subgrupos normais distintos.

Portanto, se G é simples tem-se, necessariamente, G # {1}
e 0s Unicos subgrupos normais de G sdo G e {1}. Por exemplo,
todo grupo finito de ordem igual a um namero primo é sim-
ples; isto € uma conseqiiéncia imediata do teorema de Lagran-
ge (ver o exercicip 27).

Seja G um grupo e indiquemos por % o conjunto, orde-
nado por inclusio, de todos os subgrupos normais de G ex-
cluido o préprio G; todo elemento maximal (caso exista)
de ¥ & denominado subgrupo normal maximal de G. Isto equi-
vale a dar a seguinte '

DEFINICAO 8 - Seja G#{l} um grupo e seja N um
subgrupo normal de G; diz-se que N é um subgrupo
normal maximal de G se, e sOmente se, as seguintes
condicdes estiverem verificadas: a) N#G; b) para todo sub-
grupo normal N’ de G, se NN, entdo N'=N ou N'=G.

Notemos ‘que um grupo G #{1} é simples se, e sdomente
se, {1} é um subgrupo normal maximal de G.

LEMA 5 - Todo grupo finito G #{1} admite pelo menos um
subgrupo normal maximal.

Basta notar que o conjunto %, de todos os subgrupos
normais proprios de G, é finito e ndo vazio; portanto, confor-
me o exemplo 22 do Capitulo VII, # admite pelo menos um
elemento maximal. - |

LEMA 6 - Seja N um subgrupo normal préprio de um
grupo G; N é um subgrupo normal maximal de G se, e sO-
mente se, o grupo quociente G/N é simples.

Basta notar que, conforme a parte a) doteorema 22, todo
subgrupo normal K’, de GIN, é da forma KIN, onde K é um
subgrupo normal de G e NcK. |

COROLARIO - Se N é um subgrupo normal proprio de um
-grupo finito G, entdo existe um subgrupo normal maximal
N, de G, tal que NcN'.

Demonstraremos, a seguir, um outro teorema, que é co-
nhecido sob o nome de terceiro teorema do isomorfismo ou
lema de Zassenhaus e que nos sera util no §3.2 para o estudo
das seqiiéncias de composicdo.

473

LEMA DE ZASSENHAUS - Sejam A, A’, B e B quatro sub-
grupos de um grupo G tais que A’‘A e B'©B; se A’ é nor-
mal em A e se B’ & normal em B, temos:

a) A(AMNB) é um subgrupo normal de A"(AMB);

b) B(BNA’) é um subgrupo normal de B(AMB);

¢) os grupos quocientes

A(ANBJIA(ANB) e B(ANBJIB(BNA) 4
sdo isomorfos.

DemonsTracAO - Conforme veremos, ao desenvolver a de-
monstracio déste lema, as relacdes de inclusdo entre os diver-
sos subgrupos considerados podem ser visualizadas pelo se-

guinte diagrama G
A B

A'(ANB) B(ANB)

~N

ANMB

A(ANB) B(BNMNA")

/

A’ B’

D
BNA’ ANB

N

A'NB’

{1}
onde D=(BNAYANB). Faremos a demonstracfio em diversas
partes.
1.2) A’ é um grupo normalde A e AMB é um subgrupo
de A, logo, conforme o segundo teorema do isomorfismo,
ANANB)=BNMNA’
€& um subgrupo normal de AMB.




474

2.2) Analogamente, AMB’ é um subgrupo normal de AMNB.

3.2) Como o produto de dois subgrupos normais é um
subgrupo normal (exercicio 46) concluimos que (BMAYAMNB)=D
é um subgrupo normal de AMB.

4.2) De ac6rdo com o segundo teorema do isomorfismo,
A(AMB) é um subgrupo de A(AMB), pois, A’ é normal em
A (logo, também é normal em A(ANB)) e ANB é um sub-
grupo de A(AMB). Afirmamos que A(AMB’) & normal em
A'(AMB). Com efeito, se x é um elemento qualquer de
A(ANB), temos
: x-A(ANB).xl=xA'x' - x(ANB)x!.

Mas xA'xt=A’, pois, xe€A e A’ é normal em A, logo,

xA(ANB)-xl= A" xlANB)x1.

Por outro lado, x=a'u, onde d'eA’ e ue ANB, logo,

- (ANB)-xt=d-wWANB)ul-a-;

-mas u(ANBlu'=ANB, pois, usANB e ANB é um sub-
grupo normal de AMB. Notando-se que A'd'=d'A'=A" e
A(ANB)Y=(ANB)A’, teremos

x-A(ANB).-x'=A"d(ANBYa ' =(AaNANB)a™ =

=A(ANMB)-a'=(ANBXA'a")=(ANB)A’= A'(ANBR)
0 que termina a verificagdo da afirmacic acima.

5.2) Afirmamos que

A(ANBYNYANB)=D.

Com efeito, a inclusio D A(ANB)N(ANB) é imediata. Por
outro lado, se x é um elemento qualquer de A(AMB)YN(ANB),
temos x=au, com a€A” e ueANB, logo, a'=xuleBMNA’
e entado x=aue(BNANANB)=D.

6.2) E facil verificar que

A(ANB)-(ANB)= A(ANB).

7.3) De acordo com a parte b) do segundo teorema do
isomorfismo aplicada ao grupo A'(AMB), onde tomamos
S=AMNB e N=A(ANB’), temos '

A(ANB)JIA(ANB)=[A(ANB)-(A ﬁB)]/A'(A MNB)=
=(ANB)[ACANBYN(ANB)=(ANB)/D.
Finalmente, como as hipéteses sfio simétricas, temos
B(ANMB)IB(BMA)=(ANB)/D;
portanto, os grupos quocientes (4) sdo, de fato, isomorfos. [
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EXERCICIOS

51. Seja S um subgrupo de um grupo finito G e seja N um sub-
grupo normal de G; demonstrar que (SN:N)=(S:SNN).

52. Seja S um subgrupo de um grupo G e seja N um subgrupo
normal de G tal que SNN ={1}; demonstrar que SN/N=S.

53. Demonstrar o corolario do lema 6.

54. Demonstrar que se G é um grupo ndo abeliano e se G é sim-
ples, entdo C(G) ={1}. Sugestdo: teorema 20.

55. Demonstrar que se A e B sdo subgrupos normais maximais de
um grupo G, entdo AMB é um subgrupo normal maximal de A e de B.
Sugestdo: Notar que AB é um subgrupo normal de G (exercicio 46) e
concluir que AB = G; utilizar, entfo, o segundo teorema do isomorfismo.

EXERCICIOS SOBRE O §1

56, Seja (G,-) um semi-grupo e suponhamos gue para todoa em G a
translacdo & esquerda 7, seja uma permutag¢do do conjunto G e que
exista b em G tal que a translagdo a direita ¢, seja uma permutacdo
de G; demonstrar que (G,:) é um grupo.

57. a) Seja (G,-) um grupo e consideremos a operacdo *, definida
sbbre o conjunto G do seguinte modo a*b:ab'l, onde a e b sdo elemen-
tos quaisquer de G. Verificar que esta operacdo # satisfaz as seguintes
condicdes (onde a, b e ¢ sdo elementos quaisquer de G e e é 0 elemen-
to unidade do grupo G): -

Dl1: axa=e;

D2: axe=a;

D3: ex{axb)=bxa;

D4: (axc)x(bxc) =axb.

b) Seja x uma operacdo sbbre um conjunto G e suponhamos que:
1) a operacgdo % satisfaz o axioma D4; 2) existe e em G tal que os axiomas
D1, D2 e D3 sejam verdadeiros. Nestas condi¢des, demoristrar que a ope-
racdo -, definida por a-b =ax(exb), define uma estrutura de grupo sdbre o
conjunto G. Sugestdo: Mostrar que e é o elemento neutro para a operacio -;
verificar que: 1) (ac)*(bc)=axc; 2) (axccxb)=axb; 3) axb=e=a=>b;
4) axc=bxc=>a=>b; 5) (ab)xb=a. Finalmente, mostrar que a operacio -
é associativa.

58. Seja % uma operacdo associativa definida sobre um conjunto
nio vazio - G e suponhamos que exista uma aplicacdo f:G -G tal que
fla)* (ab) = b = (ba) * f(a),
quaisquer que sejam a e b em G. Nestas condicdes, demonstrar que
(G,%) é um grupo. Sugestdo: mostrar que axfla)=bxf(b) é o elemento

neutro para a operacdo .

59. Seja % uma operacdo definida sdébre um conjunto G e suponha-
mos que sejam validos os seguintes axiomas:

I. existe e em G tal que axb =e se, e sOmente se, a =b;
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II. (axc)x(bxc)=

Nestas condicBes, demonstrar que a operacéo -, definida por a-b = ax(exb),
define uma estrutura de grupo sObre o conjunto G. Sugestdo: exercicio 57.

60. Com as notacdes do exercicio anterior, suponhamos que a ope-
ragdo % satisfaca o axioma

III. ax(a*b) =axb.
Mostrar que se G € ndo vazio e se a operacdo x satisfaz o axioma I,
entdo G é um grupo abeliano em relaciio & operacdo - definida por
ab=ax(exb), onde e=ay*a, (a; € um elemento dado de G). Sugestio:
verificar que [a*(axb)lx[ax(axb)l=axa=bxd.

61. Com as notacdes do exercicio 58, suponhamos que a operacao
% satisfaga o axioma II e o seguinte

IV. (@a%c)x(a%xb)=bxc.
Mostrar. que ‘G € um grupo abeliano em relacio & operacfio - definida
por ab=ax{1xb), onde 1=axa. .

.62. Seja * uma operacio definida sbbre um conjunto ndo vazio
G e suponhamos que o seguinte axioma esteja verificado: quaisquer que
sejam a, b e ¢ em G, tem-se

b =axl(axc)xbx0)].

Mostrar que G é um grupo comutativo em relacio a operacdo - definida

por ab=ax(1xb), onde 1=axa. Sugestio: verificar o axioma III do.

exercicio anterior; pondo-se ¢’'=axa mostrar que a=a%(@xc)y, a= axa’
e b=ax[(axb’)xb]; a seguir mostra-se que a operacao * satisfaz o axioma I
do exercicio 59.

63. Se A é uma parte nio vazia de um grupo G e se n é um ni-

mero inteiro, colocaremos
={a"eGlacsA}

€ (m_{aEA.Ia = 1}.
Por exemplo, tem-se AV=A4 e A“Y =41, Verificar as propriedades:.

a) AP = ( A(m))(n)

b) A(m)ﬁA(m_A(d), onde d=mdc(m,n).
Sugestdo para a parte b): existem inteiros r e s tais que rm+sn=d.

64. Seja G um grupo e suponhamos que (ab)"=a"d", onde n é um
mteiro fixo eae b sio elementos quaisquer de G.

a) Mostrar que G™ e Gny S80 subgrupos de G.

b) Se G é finito, tem-se o(G™)=(G:G,,).

Sugestdp: considerar a aplica¢io x> x" e utilizar o teorema do homo-
morfismo.

65. Sejam A e B dois subgrupos de um grupo G; demonstrar que
para téda classe lateral & direita (AMB)x existem elementos y e zem G
tais que (ANB)x = (Ay)M(B2). Concluir dai que se Ae B tém indices fi-
nitos em G, entio AMB também tem indice finito em G.

66. Se A e B sdo subgrupos finitos de um grupo G, entfo temos

"0(AB) = 0(A)o{B)o(AMB)
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67. Com as notacdes do exercicio 65, mostrar que se 4 e B tém
indices finitos em G, entdo valem as seguintes desigualdades:
(G:ANB) smmc{(G:4) {G:B)} e (G:B)<(A:ANB).

68. Seja (N,), 4., uma familia de subgrupos de um grupo G e
suponhamos que cada N; tenha indice finito em G; demonstrar que
n

N= nN,- também tem indice finito em G.
i=1

69. Com as hipéteses do exercicio 67, mostrar que se (G:A) e (G:B)
sdo primos entre si, entdo (G:ANMB)=(G:A)XG:B).

70. Demonstrar que todo subgrupo préprio do grupo (@,+) tem
indice infinito.

71. Se N é um subgrupo normal de um grupo G e se f é um epi-
morfismo de G num grupo G, entdo existe um epimorfismo g de GIN
em G’ tal que go@=f, onde @ é o homomorfismo candnico de G em
GIN, se, e sOmente se, N Ker(f). Sugestdo: teorema 15.

72. Se h é um endomorfismo de um grupo G e se O oh =ho0, pa-
ra todo ¢ em G, entdo o subconjunto. N ={xreG|h(h(x)) =h(x)} é um
subgrupo normal de G e o grupo quociente G/N ¢é abeliano.

73. Demonstrar que se G é um grupo e se C(G)={l}, entdo
C (Aut(@G) ={15}.

74. Seja N um subgrupo normal de um grupo G, seja G'=GIN o
grupo quociente de G por N, seja @o o conjunto, ordenado por inclusdo,
de todos os subgrupos de G que contém N e seja @} o conjunto, orde-
nado por inclusio, de todos os subgrupos de G'. Indiquemos por @ o
homomorfismo canénico de G em G’, por { a extensdo de ¢ ao conjunto
@, (isto é, f(H)=q (H) para todo H em @) e por g a restricio de @ ao
subconjunto @ (isto &, g(K" = (K)={reGlpweK} para todo K’ em
Q'). Verificar as seguintes propriedades:

a) f é um isomorfismo ordenado do monéide (@,.M,=) no monéi-
de (@',N.c) e g é o seu isomorfismo reciproco.

b) f(H)=HIN para todo H em ;.

¢) Se K =g(K"), com K'e@, entio f(K)=K'=KIN.

d) Se He@, e se H é normal em G, entdo f(H) é normal em G’

75. Demonstrar que a reuniio de uma cadeia crescente de sub-
grupos simples de um grupo G é um subgrupo simples de G.

§2 - GRUPOS CICLICOS E GRUPOS DE PER-
MUTACOES

2.1 GRUPOS CICLICOS

DEFINICAO 9 - Diz-se que um grupo G é ciclico se, e
sOmente se, existe a em G tal que G=[a]. Todo elemento a
gque satisfaz esta condicdo é& denominado gerador do grupo
ciclico G.
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Se G =[a] é um grupo ciclico multiplicativo, entdo o teo-

rema 6 nos mostra que

G={"IneZ},
isto é, todo elemento de G é uma poténcia, com expoente in-
teiro, do gerador a. Notemos ainda que todo grupo ciclico é,
necessariamente, um grupo abeliano.

TEOREMA 24 - Se f é um epimorfismo de um grupo G
num grupo G’ e se G é ciclico, entdo G’ também é ciclico.

Basta notar que se a é um gerador de G, entio fla) é
um gerador de G'. |

COROLARIO - Todo grupo quociente de um grupo ciclico
também é ciclico.

Exempro 31 - O grupo aditivoe Z dos numeros inteiros é
ciclico, pois, Z =[1].

ExempLo 32 - Conforme o corolario acima e o exemplo an-
terior. para todo numero inteiro n>0, o grupo aditivo Z/Zn
dos inteiros moédulo n é ciclico.

Estes dois exemplos incluem, a menos de um isomorfis-
mo, todos os grupos ciclicos (ver o teorema 25); para demons-
trar éste resultado introduziremos a no¢do de ordem de um
elemento pela seguinte

DEFINICAO 10 - Seja G um grupo e seja a um elemento
do conjunto G; diz-se que a tem ordem finita se, e somente
se, o subgrupo ciclico [a] é finito e, neste caso, a ordem déste
subgrupo sera denominada ordem do elemento a e sera indica-

da por ow), logo, o) =o([a]). Caso contrario, diz-se que a tem

ordem infinita ou que a ordem .de a € infinita.

ExemprLo 33 - Se a é um elemento de um grupo G, entédo
temos ow)=1 se, e somente se, a é o elemento unidade de G.

ExemprLo 34 - Todo elemento de um grupo finito tem or-
dem finita.

TEOREMA 25 - Seja a um elemento de um grupo multi-
plicativo G e consideremos a aplicacdo f: Z — G definida por
ftny=a®. Valem as seguintes propriedades:

a) O elemento a tem ordem infinita se, e sOmente se, f
é injetora; neste caso, f € um isomorfismo de (Z,+) em [a].

b) Se a tem ordem finita m, entdo f é um epimorfismo
de (Z,+) em [a] e Ker(f)=2Zm; além disso, o grupo aditivo Z/Zm
& isomorfo ao subgrupo [a] e m € o menor inteiro estritamente
positivo tal que a™=1.
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DemMonsTRACAO

a) J4 sabemos que f é um homomorfismo de (Z,+) em
G (exemplo 23) e o teorema 6 nos mostra que f é um epimor-
fismo de (Z,+) em [a]; além disso, temos Ker(f)=Zm, onde
m=>0 (teorema 7), portanto, em virtude do corolario do teore-
ma do homomorfismo, temos Z/Zm=[a]. Observando-se que
o grupo quociente Z/Zm ¢é infinito se, e sOmente se, m=0
concluimos, imediatamente, que a tem ordem infinita se, e so-
mente se, f é injetora e é evidente, neste caso, que Z=[a], o
que termina a verificagdo da parte a).

b) As primeiras afirmacGes desta parte ja foram demons-
tradas acima; finalmente, é imedjato que m é o menor intei-
ro estritamente positivo tal que a™=1, pois, conforme a de-
monstracdo do teorema 7, m é o menor inteiro estritamente
positive tal que meKer(f). i

No caso particular em que G=[a] o teorema 25 nos mos-
tra que Z=G se, e sOmente se, o grupo ciclico G é infinito e
ZiZm=G se, e somente se, o grupo ciclico G ¢ finito e de
ordem m; ficam assim determinados, a menos de um isomor-
fismo, todos os grupos ciclicos.

COROLARIO 1-Se a é um elemento de um grupo G e se
a tem ordem finita m, entdo a"=1 se, e sOmente se, m|n.

Basta notar que a condigdo a"=1é equivalente a
neKer(f)=2Zm. |

COROLARIO 2 - Se G é um grupo finito de ordem n, en-
tdo todo elemento a de G tem ordem finita e o(@)in; em par-
ticular, temos x"=1 para todo elemento x de G.

Com efeito, é evidente que a tem ordem finita e o teo-
rema de Lagrange nos mostra que o(a)=o([a]) € um divisor de
n; finalmente, a ultima afirmacfio é uma conseqiiéncia imedia-
ta do corolario anterior. |

COROLARIO 3 - Se G=[a] € um grupo finito de ordem n,
entao G=1{1,a,a%,---,a™}.
COROLARIO 4 - Todo grupo finito . G cuja ordem é um

nGmero primo p é um grupo ciclico; além disso, todo elemen-
to a de G tal que a#1 é um gerador de G.

Com efeito, se aeG e se a#l, temos o@>1 e owlp,
logo, o@)=p e entdo [a]=G. i
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LEMA 7 - Seja G=[a] um grupo ciclico de ordem finita
n e seja a”, com O<r<n, um elemento de G; nestas condi-
¢cdes, temos : o(a”) =nlmdeer,n). .

Demonstracio - Podemos supor que r>0 e, neste caso,
ponhamos d=mdc(r,n), r=7d e n=n,d. Notando-se que
(@)™ =1, com n,;>0, concluimos que s=o(a")<n,; por outro lado,
temos a™=1, logo, nirs, de onde vem, n,;l(r;5) e como n; e 7,
sdo primos entre si resulta que m,ls e entdo n,<s. ‘ |

TEOREMA 26 - Seja G um grupo ciclico e seja a um ge-
rador de G; valem as seguintes propriedades:

a) se G é mfmlto entdo a e a?! sdo os Unicos geradores
de G;

b) se G é finito de ordem n, entdo um elemento a”, com
O<r<n, é um gerador de G se, e sOmente se, r e n sdo primos
entre si. :

DEMONSTRACAO ‘

a) £ imediato que a! é um gerador de G, pois, a”=(a")™"
para todo inteiro n. Por outro lado, se b é um gerador de G,
temos b=a° e a=b%, onde s e t sdo inteiros ndo nulos, logo,
a=bt=(a®)t=a, de onde vem, st=1 e entdo s=1 ou s=-1.

b) Conforme o lema 7, temos o(a")=n se, e sOmente se,

mder,n)=1. l .

O numero de geradores de um grupo ciclico de ordem
finita n é indicado pela notaciio @(n), logo, $(n) também indi-
ca o numero de niimeros naturais r<n que s#o primos com

n; a aplicacdo @:N*-— N é denominada indicador de Euler. Nos

exercicios 78 e 171-2 daremos uma férmula para calcular ®m)
a partir da decomposicio de n em fatéres primos.

Determinaremos, a seguir, todos os subgrupos de um

grupo ciclico:

TEOREMA 27 - Seja G um grupo ciclico e seja ¢ um ge«- '

rador de G; valem as seguintes propriedades:

a) Todo subgrupo H, de G, é ciclico; se H#{1}, ento o
grupo quociente G/H é finito e H=[a%, onde d=(G:H);

b) se G é mflmto, entdo todo subgrupo H#{l}, de G, é
infinito;

c) se G é finito de ordem n, entéo, para todo divisor po-
sitivo m de n, existe um tinico subgrupo H de G de ordem
m e temos H =[a™™]; portanto, o nimero de subgrupos de G
é igual ao numero de divisores positivos de n.
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DemonsTrRACAO

a) Se H={1} nada temos a demonstrar; suponhamos, entfio
que H=#{1} e consideremos o grupo quociente G/H. De acérdo
com o teorema 24, a classe lateral aH é um gerador de G/H
e ("o existe um inteiro t>0 tal que ateH concluimos que
aH tem ordem finita, logo, G/H é um grupo finito. Pondo-se
(G:H)=d resulta que d é o menor inteiro estritamente positi-
vo tal que (aH)?=a°H=H, logo, d é o menor inteiro estrita-
mente positivo tal que a®eH e é facil verificar que H=[ad].

b) Conforme a parte anterior, temos H =[a?], com d>0 e
é imediato que a% tem ordem infinita, logo, H é infinito.

¢) Em virtude do lema 7 o elemento a®™ tem ordem
nlmdc(n,n/m)=nlm/m)=m, logo, o subgrupo H =[a™™] tem or-
dem m. Seja H; um subgrupo de G e suponhamos que
o(H;) =m, logo, m|n e podemos supor que m>1; conforme a

_parte a), temos H,=[a%], onde d=(G:H,), logo, dln. Finalmen-

te, de acérdo com o lema 7, temos m=o0(a%) =n/mdc(n,d)=nid,
de onde vem, d=n/m e entdo H,=H. |

COROLARIO - Um grupo abeliano G #{1} é simpleé se, e
sOmente se, G é finito de ordem prima.

DemonsTRACAO - Se a ordem de G é um numero primo,
entdo, de acérdo com o teorema de Lagrange, os tnicos sub-
grupos de G sdo G e {1}, logo, G é simples. Reciprocamente,
se G é abeliano e simples, entdo para todo a=G, a+1, tem-se

=[a] e o teorema acima nos mostra que o conjunto G é fi-
nito e o(G) é um nimero primo. |

Exempro 35 - J4 foram definidos d01s grupos de ordem 4:
o grupo aditivo Z/Z-4 dos inteiros médulo 4 e o grupo pro-
duto (Z/Z-2)X(Z|Z-2) (ver o exemplo 9) do grupo aditivo dos
inteiros médulo 2 por si mesmo. Notemos que éstes grupos
ndo sdo isomorfos, pois, 0 primeiro tem um elemento de ordem 4
e o segundo nfo satisfaz esta condicdo. Vamos demonstrar
neste exemplo, que éstes sdo, a menos de um isomorfismo, os

. Unicos grupos de ordem 4. Consideremos, entfio, um grupo

(G,), de ordem 4, e indiquemos por e seu elemento unidade;
conforme o corolario 2 do teoréma 25, para todo elemento x
de G, x#e, temos o4, logo, x tem ordem 4 ou 2. Distin-
guiremos, entdo, os seguintes casos: 1.°) existe em G um ele-
mento de ordem 4; 2.°) para todo x#e, tem-se o(x)=2.
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1.9) Neste caso G =[a] é um grupo ciclico de ordem 4 e
temos G =2/Z-4 (teorema 25) e pode-se construir, facilmente.
a tabua déste grupo.

2.9) Sejam « e b dois elementos de G tais que a+e, bze
e a#b; temos a=a' e b=b"', logo. ab=e, pois, a+h. Por outro
lado. notemos que ab+#a (pois. b#e) e ab#b (pois, a+e). logo,
ab é o quarto elemento do grupo G. Finalmente, de (ba)?
resulta ba=(ba)'=c¢b'=ab. Com éstes dados podemos cons-
truir a tabua do grupo (G, e teremos

=€

e a b adb

e e a b ab
a e ab b
b b ab e a
ab| ab b a e
E facil verificar que éste grupo é isomorfo ao grupo pro-
duto do grupo aditivo dos inteiros médulo 2 por si mesmo. O

grupo construido acima é denominado grupo de Klein e sera
indicado por V,.

ExempLo 36 - J& foram definidos dois grupos de ordem 6:
o) grupo aditivo dos inteiros moédulo 6 e o grupo simétrico
S3 do intervalo [1.3] (ver o exemplo 8 ou o exemplo 34 do Ca-
pitulo II). Notemos que éstes grupos ndo sdo isomorfos. pois.
o primeiro ¢ abeliano e o segundo ndo o é. Vamos demonstrar
neste exemplo que éstes grupos sdo, a menos de um isomor-
fismo, os Unicos gi'up()s de ordem 6. Consideremos, entao, um
grupo (G..).de ordem 6 e indiquemos por e seu elemento
unidade; conforme o corolario 2 do teorema 25, para todo
elemento x de G, com x #e, temos ow)l6. logo. x tem ordem 6,
3 ou 2. Distinguiremos, entdo, os seguintes casos: 1.°) existe
em G um elemento a de ordem 6; 2.) para todo xeG-{e}
temos o@)<6 (logo, otx)=2 ou ow) = 3). 1.9) Neste caso G =[a]

& um grupo ciclico de ordem 6 e temos G =Z/Z-6 (teorema 25)

e pode-se construir. facilmente, a tibua déste grupo. 2.°) Afir-
mamos que existe em G um elemento de ordem 3. Com efeito,
suponhamos que oy =2 para todo xreG-{e} e consideremos
dois elementos distintos a e b de G-{e}; procedendo-se como
no exemplo anterior resulta que {e.a.b.ab} é um subgrupo de
; de ordem 4. contra o teorema de Lagrange. Portanto. exis-
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te a em G tal que o@=3 e [a]={e,a.a®} & um subgrupo, de
ordem 3, do grupo G. Consideremos agora um elemento b de
G tal que belfa]; as classes laterais [a] e [a]b sfo disjuntas e
cada uma delas tem trés elementos, logo, '

G ={e,a,a?,b.ab.a’b}.

Notemos que b*#ab (pois, b#a) e b?2a®b (pois, belal);
por outro lado, se b®=a ou b*=q? teriamos [al<[b] (pois, tanto
a como a® sdo geradores do subgrupo [a]) e entdo o(b)>4, logo,
o(b)=6 o que estd em contradicio com a hipétese feita neste
segundo caso. Portanto, b?=e. Finalmente, determinaremos o
produto ba. Notemos que ba#e, bata e baza?, pois, be[a);
se ba=ab, teriamos (ab)?=a?b?=a? e daqui viria, como na dis-
cussio anterior, que olab)=6, contra a hipotese. Portanto,

ba=a%b. Com éstes dados podemos construir -a tabua do grupo

(G, e teremos
e a a*. b ab a%

e e a a® ab ab a?
a a a®> e ab a%b b
-a*| a®> e a a*b b ab

b| b a*® ab e a® a
ablab b a* a e a?

a®b|{a®b ab b a® a e

E facil verificar que o grupo construido acima é isomor-

fo ao grupo simétrico S3 (comparar com a tdbua do exemplo 24,
Capitulo II).

EXERCICIOS

76. Determinar todos os subgrupos do grupo U,, das raizes com-
plexas, de ordem 12. da unidade.

77. Demonstrar que se H ¢ um subgrupo de um grupo ciclico G,
entdo. para todo feEnd(G), tem-se f(H)cH. (Por causa disso, diz-se que
todo subgrupo de um grupo ciclico é completamente invariante).

78. Demonstrar que ¢ numero de geradores de um grupo ciclico
de ordem p™. onde p € um numero natural primo e mz1, é igual a
p" Up-1), isto &, demonstrar que Mp™) = p™Hp-1).

79. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos quaisquer de
G. Verificar as seguintes propriedades:

a) se a tem ordem finita, entdo o(a) = ola™?) = olbab™);
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b) se a e b tém ordens finitas, entdo olab) = o(ba);

c) se a e b tém ordens finitas e se a e b sdo permutaveis, entdo
olab) s mme(oa),o0(b));

d) se existe um uUnico elemento x de G tal que o =2, entdo
xeCG).

80. Demonstrar que se os unicos subgrupos de um grupo G # {1}
sdo {1} e G, entdo G é um grupo ciclico de ordem prima. (Ver o exer-
cicio 29).

81. Seja p um numero natural primo e seja a um inteiro tal que
p{a; demonstrar que aPl=z1 (mod. 2) (teorema de Fermat). Sugestdo: co-
rolario 2 do teorema 25 aplicado ao grupo dos elementos inversiveis do
corpo ZI/Zp. (Ver também o §2.3 do Capi.tulo V.

82. Seja m>1 um numero natural e seja a um inteiro tal que
mdc@,n =1; demonstrar que a'p("k)g‘l, {mpd. n) (teorema de Euler). Su-
gestdo: corolario' 2 do- teorema 25 aplicado ao grupo dos elementos inver-
siveis do anel Z/Zn.

83. Para cada »nﬁmero natural n>1 indiguemos por H, o subgrupo
de (Q,+) gerado por 1/n!; demonstrar que (H,) é uma cadeia estritamen-
te crescente e que sua reunido é Q. '

84. Seja G =[a] um grupo ciclico de ordem n>1. Verificar as se-
guintes propriedades: . ’

a) Se ¢ é um endomorfismo ge" G, entdo existe um uUnico numero

g
natural s, com 0s<s<n, tal que ow=a".

b) Se 0=End(G) e se ow=a®, com 0ss<n, entdo 0 é um auto-’

morfismo de G se, e sOmente se, s e n sdo primos entre si.

c¢) A aplicacdo 0+ §, onde § indica a classe de re_stos médulo n,
é um isomorfismo de Aut(G) no grupo dos elementos inversiveis do anel
Z|2Zn; portanto, Aut(G) é abeliano e o(Aut(G)) = ¥n).

2.2 - GRUPOS DE PERMUTACOES

Seja E um conjunto ndo vazio e consideremos o grupo
simétrico (S(E),o) do conjunto E (ver o exemplo 8); todo sub-
grupo de S(E) é denominado grupo de permutacoes sébre E.
J4 sabemos que se E é finito e tem n elementos, entdo a
ordem de S(E) é nl.

Se E ={x;,X5,"++,x,} e se 0=S(E) também usaremos a no-
( xl xz voa xn (5)
0(X) 0Ly +++ O(L,,)

para indicar a permutacio ¢ (¢ a mesma notacdo que foi in-

troduzida no exemplo 34 do Capitulo II) e qualquer outro sim-

bolo obtido déste por meio de uma permutacio de suas colu-

tacao
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nas ainda indicard a mesma permutacfio 0. Por exemplo
Xy XLyg ooy
(.I'l Xg o°° xn)
indica a permutacfio idéntica do conjunto E, ou seja, é o ele-
mento unidade e do grupo simétrico S(E); a permutacio in-
versa ¢!, de o4, pode ser indicada por
a4 (a(xl) 0(2Lg) n(xn))
.a- Xy Ty e Xy /T
Sejam E e F dois conjuntos ndo vazios e suponhamos
que exista uma bijecdo f de E em F; é facil verificar que a

aplicagéo ¢4 S(E) ~~ S(F),

definida por g0 =foroft,

é um isomorfismo de (S(E),o) em (S(F),o). Pondo-se ¢ym=r1,
temos foo=7of, logo, f(o(@)=1(f(x)) para todo x em E e esta
igualdade nos mostra que o transforma os elementos de E do
mesmo modo que 7 transforma as imagens déstes elementos
por meio de f. Por causa disso daremos a seguinte ‘

DEFINICAO 11 - Seja G um grupo de permutacgdes sbbre
um conjunto nfo vazio E e seja H um grupo de permutacdes
sObre um conjunto nio vazio F; diz-se que G é P-isomorfo a
H (P: para significar permutacio) se, e sdmente se, existe uma
bijecdo f: E —F tal que ¢; seja um isomorfismo de G em H.

E facil verificar que a relacio «G é P-isomorfo a H» é
reflexiva, simétrica e transitiva e entio poderemos dizer, sim-"
plesmente, que G e H sdo P-isomorfos. Notemos, que se G e
H sdo P-isomorfos, entdo G e H sdo, necessariamente, isomor-
fos; no entanto, ndo é verdadeira. em geral. a reciproca déste
resultado (ver o exemplo 40). No caso particular em que E=F
a bijecdo f também €& um elemento de S(E) e ¢; é o auto-
morfismo interno de S(E) determinado por f; portanto, se G e
H sao dois grupos de permutacdes sObre E, entdo G e H sdo
P-isomorfos se, e somente se, G e H sdo subgrupos conju-
gados de S(E) (ver a parte final do §1.4 ou o exemplo 53).

No que se segue estudaremos o grupo simétrico S(E) do
intervalo inteiro E=[1.n] (n>1) e colocaremos S(E)=S,,.

Para todo elemento o de S,. o conjunto

M@ ={xe€E | ox)# x} .
¢ denominado suporte da permutacdo o. Diremos que duas
permutacdes o e 1 sdo disjuntas se, e sOmente se. seus supor-
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tes sdo disjuntos; por exemplo, a permutacéo idénti?a e é dis-
junta de qualquer outra permutacio 7€S,,. E imediato que ¢
e 7 sdo disjuntas se, e somente se, ndo existe x em E tal que
o)+ x e TX)+X.

LEMA 8 - Sejam ¢ e t duas permutacdes disjuntas do in-
tervalo inteiro E=[1,n]; valem as seguintes propriedades:

a) ¢ e T sdo permutiveis;

b) o(a1) = mmce(0(), (D).

DEMONSTRACAO ‘

a) Seja x um elemento qualquer de E; podemos ter trés
casos: 1) xeM@; 2) xreM@); 3) x&eM@»UIMm.

1) Temos x&M)), logo, T(x)=x; por outro lado, de o(@)#x
vem o(0(D) # o(x), ou seja, o@eMa), de onde vem, 7{o(x) = o(x).

Portanto, (OT)X) = a(t(x)) - a(x) = 't(a(x)) = (TU)(x)-

9) Temos x¢& M), logo, ox)=x; por outro lado, de Tx)#x
vem t(T(x)# 7(X), ou seja, r@e M), de onde vem, 6(7(X)) =T(L).

Portanto, 0T)X) = 0(T(@) = T(@) = T(0(X)) = (TONX).

3) Temos o(x)=x =17(x), logo,
(GTHI) = 0(T(D)) = 0(X) = T = T(X) = T(0(X)) = (TONX).

Fica assim demonstrado que (o7)XX)=(ToXx) para todo x
em E, logo, 0 e t sdo permutaveis.

b) Ponhamos o(g) =71, 0(T)=§, t=0(0T7) & m =mmec(r,S).

De rlm e sim e de acoérdo com a parte a), vem (o7)" =¢,
logo, tim. Notemos agora que (o)t =e e consideremos um ele-
'mento qualquer x de E. Se xeM(q), temos (@ =x, logo,
“thax)=x e entdo

= e(x) = (eDHX) = (0t ThET) = ot (TH(@)) = o'(X)

e se x&M(, temos o@ =x, logo, ox)=x; portanto, dt=e e
daqui concluimos que rit. Analogamente, demonstra-se que
tt=e, logo, slt. De rlt e slt resulta mlt e entdo t=m. |

COROLARIO - Se 0,,0,,-+-,0, sdo permutacdes disjuntas
duas a duas, entdo temos

0(0104°+ * 07) = MINC(0(01),0(02) 5+ (0))-

Faz-se a demonstracdo por indugdo finita sébre o nume-

ro natural r utilizando-se o lema 8. |

Seja (@i)icier uma familia de elementos do intervalo intei-
ro [1,n] e suponhamos que a;#a; se i#j, logo, r<n. A permu-
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tacdo oS, definida por A
o) =iy para  i=1.2,...r-1

o, =aq,
o) =x para todo x#a; (i=1.,2.--.,7),
é denominada ciclo determinado pela familia (a;)cier € sera in-

icada por
di po (@, ay---a,);

se r=mn diremos que (a ¢z---a,) € uma permutacdo circular. O
numero r é denominado comprimento do ciclo o=(a; ag++-an e
também diremos que o é um r-ciclo. Todo ciclo de compri-
mento 2 é chamado transposicdo e notemos que todo ciclo de
comprimento 1 é o elemento unidade ¢ de S,. Faremos a se-

guinte convencdo: se 0 =(a,a,---q,) é um r-ciclo, entdo os sim-

bolos
(@y Uz oy Q) (Qger Uy Gy Uy)eore (@ Ape e Cpy)

também indicam a permutacio .

Exempro 37 - Em S s6 temos um ciclo de comprimento 1
e uma unica transposicio:
e=(D=(2) e ((12).

Exempro 38 - Em S3 temos os seguintes elementos:

a) um unico cicle de comprimento 1: e=(1)=(2)=(3);

b) trés transposicdes: (12), (13) e (23);

¢) dois ciclos de comprimentos 3: (123) e (132).

Exrnvpro 39 - Em Sy temos os seguintes elementos:

a) um unico ciclo de comprimento 1: e=(1)=(2)=(3)=(4);

b) seis transposicdes: (12), (13), (14), (23), (24) e (34):
, ¢) oito ciclos de comprimentos 3: (123), (132), (124),
1142), (134),(143), (234 e (243);

d) seis ciclos de comprimento 4: (1234), (1243). (1324),
(1342), (1423) e (1432).

Temos ao todo 21 ciclos; faltam na lista acima as per-
mutacoes

) (193)=0269, (332)-aneve (123 a2y
que. evidentemente, nio sdo ciclos.

LEMA 9 - Se 0=(a; a;---apeS, é um ciclo de comprimen-
to r. entédo oo =r.

DemonsTrRacAo - E facil verificar que o"Ya;=a; para
it=1.2,-.-.7 e o"ap=a,: daqui resulta, em particular. que se
l<i<r, entdo o'ze, de onde vem. r<wa). Por sutro lado. te-



488

mos para todo indice iell,7]:
0"y = 070"\ ay) = o*Y(o"@y) =0+ a=gq,
e como o07(x)=x para todo xe&Md), concluimos que d"=e, logo,
o(0)<r e entdo o) =T. |
LEMA 10 - Se 0 =(a; az---a;) € um 7-ciclo de S,, e se 7 é
um elemento qualquer de S,, entdo vale a seguinte férmula
7@y Qg+ 0T = (T(@y) T(@2)- - T(@n) (6).
DemonstracAo - Ponhamos A=t0t?, A'=(7(@p 1(@p)++-7(@r)
e seja x um elemento qualquer do intervalo inteiro [1,n]. Se
xe&M(A) temos A'(x)=x e x+#7(ay) para todo ie[l,r], de onde
vem, ti(x)#a; e entdo i xe&EM©), logo,

Ax) = @ot )X = r(o(vix)) = r(rHx)) = x = VD).
Suponhamos, entdo, que xeM(l), logo, x =1y, com lsisrT;
se i<r, temos '

Ax) = @or (@) = T((@y) = 1) = ' (2(@p) = A'(@)

e se i=r, temos
A = rorH(r@y) = 1(0@an) = Tay) = A'(z@an) = A@).
Em resumo, temos A'(x)=4(x) para todo xe[l,n], de onde
vem, A'=4. |

ExemprLo 40 - Consideremos os subconjuntos
G ={e,(12X34),(13X24),(14)X23)}%

H={e,(12),(34),(12)3 4}
de Si; é facil verificar que G e H sdo subgrupos de S; e no-
temos que éstes grupos sdo isomorfos ao grupo de Klein Vi,
logo, G=H. No entanto, G e H ndo sdo P-isomorfos, pois, no
caso contrario, conforme a formula (6), deveria existir uma
transposicdo em G. / _

Seja G um subgrupo do grupo simétrico S,, e considere-
mos a relacdo G, definida sébre E=[1,n], do seguinte modo:
se x e y sdo dois elementos quaisquer de E, entdo xGy se,
e somente se, existe oG tal que y=0@). Levando-se em
conta que G é um grupo, é facil verificar que G é uma rela-
cdo de equivaléncia sébre E; para todo x em E indicaremos
por Eg@x) a classe de equivaléncia, médulo G, determinada
por x, logo,

e

Eqg@ ={oxeE | oGl

e diremos que Egx) é a G-6rbita do elemento x. O conjunto
quociente E/G é, entdo, o conjunto de tddas as G-6rbitas e ja
sabemos que E/G é uma particio de E (ver o teorema 12,
Capitulo I).
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OmnservacAo - As nocdes introduzidas acima serdo gene-
ralizadas no §3.1 pelo conceito geral de grupo que opera sébre
um conjunto (ver a definicdo 12).

O caso que vai nos interessar é aquéle em que G =[],
com ¢ em S,: uma G-6rbita E5(x) é. entdo, denominada o-0r-
bita e sera indicada por E,x). Notemos que se ow)=r, entdo

E.x ={1,0x),0%x),--+.0"Y @)},
logo, o(E.x)sr. Daqui resulta, imediatamente, que o induz
uma permutacdo circular sébre E.(x), logo. usando-se uma no-

‘tacdo conveniente para os elementos de E.x) podemos repre-

sentar a restricdo de ¢ a E.x) por (a; gz---as). onde s=o(E,x));
notemos, explicitamente. que éste elemento pertence ao grupo
simétrico S(E.«x)) que. em geral é distinto de S,,.

ExempLo 41 - Consideremos o grupo simétrico S3; para
0=(12) temos EA1)=E2)={1,2} e E,(3)=1{3} e para 0=(123)
temOS E:)(1)=E17(2)=E:w‘3)={1,2,3}.

ExempLo 42 - Se 0 =(a az+--a,) € um r-ciclo de S,, temos
Enxa, = M) =1{ay,as,--,a;} para i=1,2,.-..7 e Exx)=x para todo
x#Fa.

Seja 0 uma permutacdo qualquer de E=[1.n] ¢ ponhamos

Ello] ={Fy,F3.--+,Fd},
onde s=o(E/[o]). logo. Fi,Fs,---,Fs sdv as o-Orbitas determina-
das por todos os elementos de E. Conforme vimos acima a
restricio @i de ¢ a F; é uma permutacio circular de F;; con-
sideremos, entdo. a aplicacdo 0,: E - E definida por
oyx)=0ix) para todo xeF,;
€ o x)=x para todo xeE-F,.
Notemos que 0; € uma permutacdo de E. ou de modo
mais preciso. ¢; € um ciclo de comprimento o(F;) e. além disso,
os ciclos 0,05.--+,0s sdo disjuntos dois a dois. Afirmamos que
0 =010:---0;. Com efeito, se x é um elemento qualquer de E,
entdo existe um unico indice i, com l<iss, tal que xeF; e
temos a(x) = 0ix) = 0«x). Por outro lado, notando-se que 0jx)=x
para todo j#i (1<jss) e que 01,0z,-++,0s sd0 permutaveis dois
a dois (lema 8), teremos
(G102 0s)X) = G(X) = 0(X);

em resumo, temos G(x)=(0102---0s)x) para todo x em E, logo,
0 =0104---0s. Observemos que se 0 #e, entdo existem, necessa-
riamente, na decomposicdo @ =0102-+-0s, ciclos de comprimen-



490

to >1 e é evidente que podemos omitir neste produto todos
os ciclos de comprimento 1, logo, ¢ é um produto de ciclos
disjuntos dois a dois e de comprimentos estritamente maiores
do que 1. Demonstramos acima o seguinte

TEOREMA 28 - Todo elemento o#e do grupo simétrico S,
pode ser representado como um produto de ciclos disjuntos
dois a dois e de comprimento estritamente maiores do que 1.

Suponhamos que n>1 e seja (@ az:-+ay) um ciclo de com-
primento r>1; notando-se que -

(a1 G+ +-ar) = (1 Qr)(Q1 Q1) -+ (G2 Q3)(Q1 Q2) (7)
temos o seguinte

COROLARIO 1 - Tédda permutacdo pertencente a S, (n>1)
é igual a um produto de transpesicGes, ou seja, o conjunto de
todas as transposiges ao intervalo inteiro [1,n] é um sistema
de geradores de §5,.

Este resultado também pode ser demonstrado, diretamen-
te, por inducfio finita s6bre o numero ae elementos do supor-
te M) de o

Se oM@)=0, entdo o=e e temos, por exemplo,
o=e=(12)12). Suponhamos que olM(®)=r>0 e que a proprie-
dade acima seja verdadeira para téda permutagio AS, tal que
ol M(A)) <r. Ora, existe um elemento a em M©) e temos b=0o(@ #a,
logo, podemos considerar a transposicéo t=(a,b); vamos, entdo
determinar o suporte de A=0t. Se xeE-V"7), temos x#a, r#b
e ow)=x, logo, Ax)=x, de onde conciuimos que M(A)=M@),;
por outro lado, temos i(b)=(07)b)=0(z(b))=0(a)#b, logo,
beM(L) e entdo M(A)+ M), de onde vem, o(M(1))<r. Portan-
to. de acérdo com a hipétese de indugdo, 4 € um produto de
transposicdes, de onde vem. imediatamente, que ¢ também é
um produto de transposi¢Oes.

Podemos simplificar o sistema de geradores de S, (n>1),
conforme o seguinte

COROLARIO 2 -8,=[(12),(13),.--,(1n)].

Basta demonstrar que uma transposicio qualquer (ab)eS,
(a#1 e b#1) é um produto de transposicdes acima; ora, isto é
imediato, pois, conforme a férmula (6). temos

(@b)=(1b)1a)Xlb).

ExempLo 43 - Consideremos a permutacio

(123456789
=\245937881,
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pertencente a S;. Determinaremos as o-0rbitas do seguinte
modo:  j_.9_.4-.9-1,3—-5—3,6—7—8—6;
portanto, o=(1249X35)678).

Observemos que, conforme o lema 8, temos
o =mme(4,2,3)=12.

Exempro 44 - Determinar uma decomposicdo da permuta-
¢do anterior como um produto de transposi¢bes. Basta, para
isso, empregar a férmula (7) e teremos

o =(19)14)12X35)68)617).
Podemos também representar o como produto das trans-
posicdes citadas no corolario 2:
0 =(19)(14)12)(15X13)15)18)16)18)X1LT7TNL6)LT).

Consideremos o anel de polinémios A=2Z[X,,X,,---,X,]
nas indeterminadas X;,X,,---,X, e seja ¢ uma permutagdo
pertencente a Sp; conforme vimos no §3.2 do Capitulo VI,
o determina um tUnico automorfismo frs0-f, de A, tal que
o(X;)=X,4) para i=1,2,..-,n e temos '

0-f = f(Xoay, Xo,*+*, Xom)-
Além disso, se o e 7 sdo dois elementos quaiSquer de S,,
entdo a férmula (31) do Capitulo VI nos mostra que

para todo f em A. (at)-f:a'-(r-fz ®),

Suponhamos que n>1 e consideremos o polinémio

P= JJ (X;-X0;

1€i<jsn
para todo o em S, temos

0-P= H (Xogr—Xow)

lei<jsn
e como éste produto difere de P apenas pelo sinal, podemos
escrever o-P=¢e,P - (9),

onde & =1 ou & =-1. O namero & ¢é denomincdo assinatura
da permutacio o; se &=1 diremos que o é par e se g=-1
diremos que o é impar. Pode-se ver, facilmente, que t6da trans-
posicdo é impar. _
Sejam agora o e t dois elementos quaisquer de S,; de
acordo com as férmulas (8) e (9), temos
@n):P=0-(z:P)=0-(e:P) = &(0-P) = at(saP)—(eoer)P
logo, ' €0t = £ (10),
O corolério 1 do teorema 28 nos mostra que t6da per-
mutacfio oS, é um produto de transposicles: 0 =177y T;
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como &;=-1, teremos, em virtude da férmula (10), £,=(-1)5.
Daqui resulta que o é par (resp., impar) se, e sdomente se, o
" é o produto de um numero par (resp. impar) de transposicGes.
Além disso, se 0'=77;---7; é uma outra decomposicio de o
num produto de transposi¢Ges, temos s=t (mod. 2).

Se oeS, (n>2) é um r-ciclo, entdo, em virtude das for-
mulas (7) e (10), temos &,=(-1)"!, de onde resulta, em parti-
_ cular, que todo 3-ciclo é uma permutacéo par. ' '

Uma outra conseqiiéncia importante da formula (10) é a
seguinte: a aplicaciio o+ ¢,, de S, no grupo multiplicativo
U-(Z)=1{-1,1}, é um epimorfismo, logo, seu nucleo A, que &,
evidentemente, o conjunto de tddas as permutacdes pares, é
um subgrupo normal de Sp; além disso, conforme o corolario
do teorema do homomorfismo, temos

Sn/AnE{-l,i}, . .
de onde vem, (Sp:A,)=2 e o(4n)=n!/2. Reuniremos éstes re-
sultados no seguinte '

TEOREMA 29 - O conjunto A, de tédas as permutagdes
pares do intervalo inteiro [1,n], onde n>1, é um subgrupo
normal, de indice 2 e de ordem n!/2, do grupo simétrico Si.

O grupo de permutacSes (A,,o) é denominado grupo al-

ternado do intervalo inteiro [1,n].

TEOREMA 30 - O grupo alternado A, (n>3) é gerado pelos
ciclos de comprimento 3.

DemonsTRACAO - JA sabemos que todo 3-ciclo pertence a
An. Por outro lado, seja ¢ um elemento qualquer de An, logo,
o é produto de um numero par de transposicdes e basta, en-
tdo, demonstrar que o produto de duas transposi¢des distintas
7 e 7 € um produto de ciclos de comprimento 3. Temos dois
casos para examinar: a) os conjuntos suportes das transposi-

cdes 7 e ¥ tém um elemento comum e b) 7 e 7’ sdo disjuntas.
a) Se r=(ab) e r'=(ac), temos
tt’=(a ba c)=(a c b).
'b) Se r=(ab) e t'=(c d), temos :
v'=(a b)(c d) =(a b)a cla cXc d)=(a ¢ b)a d o). |

Podemos simplificar o sistema de geradores do grupo al-
ternado 4, (n>3):

COROLARIO - A,=[(123),(124),.--,(127)].
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Basta demonstrar que todo ciclo (abc) pode ser repre-
sentado como um produto de ciclos acima de ou de inversos
déstes ciclos. Se dois dos elementos a, b ou ¢ sdo iguais a 1
e 2 nada temos para demonstrar; suponhamos, entédo, que a=1,
b>2 e ¢>2. De acordo com a férmula (6), temos

(12c)X1beX120)'=(2b1D=(120),

logo.
080 (1be)=(12e)1(12b)120) (11).
Finalmente, suponhamos que a>2, b>2 e c¢>2; temos
(1be)abe)ibe)yt=(acl)=(1ac) (12),
logo,

labc)=(1be)y(lac)lbo)
e éstes ciclos sdo, em virtude de (11), produtos de ciclos do
tipo (12k) ou (12k)!, com k>2. |

LEMA 11 - Se G é um subgrupo normal de A, (n23) e
se existe um ciclo (abc) em G. entdo G=A,.

DEMONSTRACAO - Se a#1 e b#1, entdo a formula (12) nos
mostra que (l1ac¢)eG, logo, (12a)=(12c)X1ac)l2c)? também
é elemento de G; tomando-se 4 =(12Xak), teremos A(l 2 @)A1 =
=(21k)eG, de onde vem, (12k)eG, portanto, em virtude do
corolario do teorema 30. temos G=A4,. |

LEMA 12 -Se G é um subgrupo normal de S, (n>2) e
se existe uma transposicdo (ab) em G, entdo G=S,.

DemonsTRACAO - Supondo-se que a e b sejam distintos de

Le2 temos (41 9)ab)al2) ' =(1beG:
portanto. para todo kell,n]. k#1 e k#b, temos
Qb1 kb1=010keG

e daqui resulta, conforme o corolario 2 do teorema 28, que
G=5Sn. i

TEOREMA 31 - O grupo alternado A,, com n>2 e n#4,
é simples.

DemonsTrAaCAO - Podemos supor n>4, pois, 0(43) =3, logo,
A; é simples. Seja G #1{e} um subgrupo normal de A,; con-
torme o lema 11 basta demonstrar que existe. em G. um ciclo
de comprimento 3. Como G #{e} existe o'€G, o'#e. logo.
oo=m=>1; se p € um fator primo positivo de m, o elemento
o =0 tem ordem p,. logo, existe em G um elemento ¢ de
ordem prima p. Em virtude do teorema 28 e do corolario do
lema 8, a permutacdo o pode ser representada sob a forma
O =T1T2-++Ts, Onde 7;,7y,-+-.7s $80 ciclos disjuntos dois a dois e
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de mesmo comprimento p. Observemos ainda que se 4 é um
elemento qualquer de A., entfio, para todo reG, temos
- AtteG e Ardlrled.

Distinguiremos trés casos, conforme os valores de p:
a) p=2; b) p=3 e ¢) p>3.

a) Temos, necessariamente, s>1; pondo-se 7;=(ab),
79=(cd) e A=(abc), teremos (lema 10)

s Aodr=(bcXad)rge.-7s,
- logo, Ao o = (be)ad)rse - Tsts---Tslab)ed) =
v =(bc)ad)Xab)cd)=(ac)bd)
é um elemento 0; de G. Pondo-se A;=(ack), onde k#a, k#b,
k+c e k#d (o que é possivel, pois, n>4) temos
. L1014t = (c k)(bd),

logo, MoAtot=(ck)bd)acXbd)=(akc)
é um elémento de G. Isto completa a demonstracdo no caso a).

b) Se s=1 nada temos para demonstrar. Suponhamos

que s>1; pondo-se 71={(abc), 72=(def), A=(bcd), teremos

(lema 10) AoAt=(acd)bfglrs--ts,
logo, Aodlot=(acdXbfgXacbldgf)=(adbcf)
é um elemento de G. Reduzimos assim o caso b) ao caso c).
c) Pondo-se 71=(a1 a;---ap) e i =(az as as), temos
A0A1 = (a; a3 a4 a3 A5++-ap)T2-+Ts,

logo, dodlort= (az as as)

é um elemento de G. B

COROLARIO - Os unicos subgrupos normais de S, com
n>2 e n+4, sdo: Sn, An e {e}. ' ‘

DemonsTracAO - Podemos, evidentemente, deixar de lado
o caso n=2. Seja G#{e} um subgrupo normal de S, (n>2 e
n+4) e considerémos o subgrupo GMA,, que é um subgrupo
normal de An, logo, em virtude do teorema anterior, temos
GNAp={e} ou GNAr=An. Afirmamos que GMA,#{e}. Com
efeito, suponhamos, por absurdo, que GMAp={e} e seja o#e
um elemento de G; como o0® é par, temos o’cA4, e como
0?eG, teremos o?=e, portanto, ¢ é um. produto de transposi-
cdes disjuntas duas a duas (caso a) do teorema anterior):

’ G =T1Tge°*Ts.

Se s=1, temos, conforme o lema 12, G=S,, 0 que & ab-

surdo; se s>1, a demonstracdo do caso a) nos mostra que
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existe em G um ciclo de comprimento 3, logo, G=A4, o que,
novamente, é um absurdo. Isto termina a verificacfo da afirma-
céo acima. Portanto, GM A= Ay; daqui resulta que A,cGcSy
e como (Sy:A4n) =2 teremos G=A, ou G=Sn. [ |

Daremos ainda alguns resultados parciais sObre a estrutu-
ra do grupo simétrico S;. Sabemos que o grupo alternado A4

& um subgrupo normal, de ordem 12, do grupo S, (teorema 29).

As permutagles
=(12)34), A13X24) e 2A3=(14)23)
sdo elementos de A4 e temos A}=¢ para i=1,2,3, logo,
Va=1{e, Ay, Az, 3}

é um subgrupo de A,. Vamos meostrar que Vs é um subgrupo
normal de S, logo, V4 também é normal em As. Com efeito,
se o é um elemento qualquer de Ss temos od,07 e e oA, o) =2,
logo, em virtude do teorema 28 e do lema 8, 04;,0' € um pro-
duto de transposi¢cdes disjuntas duas a duas, de onde vem,
ol,0leV,; portanto, 0Vo'lcV,, ou seja, V4 é normal em Ss.
Notemos que Vz=[(12)34)] é um subgrupo normal, de ordem 2,
de V4; portanto, o grupo simétrico S, admite a seguinte cadeia

de subgrupos (eCV,c Vi A, S,

sendo que cada um déles é normal no seguinte. Notemos
ainda que os grupos quocientes Valfe}, ValVs, AdVs e SiA,
tém, respectivamente, ordens iguais a 2, 2, 3 e 2, logo, sdo
grupos ciclicos; esta propriedade exprime o fato que o grupo
simétrico S, é solavel (ver o §4.3).

Exempro 45 - Com as notagbes acima, notemos que V; é
normal em V4 e V, é normal em A,, no entanto, V; ndo é nor-
mal em A4, pois, '

(123X12X34)X132)1=(14X23)
ndo pertence a V.

EXERCICIOS

85. Verificar que a relagio «G é P-isomorfo de H» (ver a defini-
cdo 11) é reflexiva, simétrica e transitiva.

86. Demonstrar o corolarioc do lema 8.

87. Decompor cada uma das seguintes permutacgdes, pertencentes
a §,,, num produto de ciclos disjuntos dois a dois:

. (123456789 e
a) (241365987)’ n=9;
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v (34213 1333‘2) n=10;
1234567
© (45212382 » n=8.
Determinar as ordens e as assinaturas destas permutacdes.
88. Representar cada um dos seguintes elementos de S, sob a
forma (5):
a) (123X67X458); n=10;
b) (246X135X789), n=9;
c) (135X253X147X672), n="7.
Determinar os subgrupos gerados por estas permutacdes.

82. Demonstrar, diretamente, que se 7&S, (n>1) e se (a bes,,
entdo rab)r=(z(a) 7(b)). A partir desta propriedade dar uma outra de-
monstrag¢do do lema 8.

90. Determinar todos os subgrupos de ordem 2 do grupo simétrico

§,; separar éstes grupos em duas classes conforme é&les sejam P-iso-
morfos ou nédo.

91. Determinar o subgrupo G de S, gerado pelas permutacles
(12), (34) e (13X24) e determinar as G-érbitas.

EXERCICIOS SOBRE O §2

92. Seja H um subgrupo de ordem t de um grupo ciclico G de
ordem 7n =ts; mostrar que H =G® = G(t) (ver o exercicio 63).

93. Seja G=[a] um grupo ciclico de ordem s e seja G'=[b] um
grupo ciclico de ordem t; demonstrar que existe um homomorfismo
0:G— G tal que 0@ =b" (com lsks<t) se, e sOmente se, sk é um mul-
tiplo de t. Pondo-se sk =mt, mostrar que 0 é um monomorfismo se, e
somente se, mde(s,m)=1

94. a) Se a e b sdo dois elementos de ordens ﬁmtas de um grupo

abeliano G e se mdc(o(a),o(b)) = 1, entdo olab) = o(a)o(d).

¢) Se a e b sdo dois elementos de ordens. finitas de um grupo
abeliano G, entfio existe ¢ em G tal que o) = mmc(o@,o0®). Sugestio,
Notar que se x=G tem ordem m e se d é um divisor positivo de m,
e.nt’éo ™9 tem ordem d; considerar, a seguir, as decomposi¢cbes em
-, fatéres primos de ow e ob), aplicar convenientemente a observacdo
acima e a parte b).

95. Seja G um grupo abeliano e suponhamos que exista um ele-
mento a em G de ordem finita e maxima n; demonstrar que se x é um
elementp qualquer de G, entio ow@|n e, portants, x”=1. Sugestio:
parte c¢) do exercicio anterior.

96. Demonstrar que todo subgrupo finito do grupo multiplicativo

, de um corpo K, é ciclico. Sugestao exercicio anterior e teorema 12
do Capxtulo VL

97. Seja K um corpo e se]a nal um numero natural; demonstrar
que o conjunto G={xeK | x"=1} é um subgrupo ciclico do grupo K*.
O que se pode afirmar sbbre a ordem déste grupo G?
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Observacdo: No caso particular em que K =C, o polindmio xX"-1
s6 admite raizes simples e obtemos assim uma outra demonstragio do
fato que o grupo U,, das raizes n-ésimas complexas da unidade é um
grupo ciclico de ordem n (ver o exercicio 95 do Capitulo V).

Seja I',, (n>1) o grupo dos elementos inversiveis do anel Z/Zn dos
inteiros médulo n e indiquemos pcr @ o homomorfismo candnico de Z
em Zn. Verificar as seguintes propriedades:

a) Se n=p é um numero primo, entdo Fp é um grupo ciclico de
ordem p-1. Sugestdo: exercicio 96.

b) Se n=p°, com p>2 e s>1, entdo I s é um grupo ciclico de
ordem ps‘l(p—l). Sugestdo: Mostrar, sucessivamente, que:

1) oll"ye) =p™p-1) (exercicio 78); 2) para todo k&N, tem-se

(1+p)p =1+p°*! (mod. p**H; 3) utilizando-se a parte anterior mostrar

que @(l+plel s e que éste elemento tem ordem p*?'; 4) existe em ry
um elemento b cuja ordem é divisivel por p-1 (considerar um gerador
a do grupo ciclico 1", p € mostrar que b = @@ tem ordem divisivel por p-1);

5) olbg(l+p) = p>p~1) (exercicio 94).

¢) Se n=2% com s>2, entdo o grupo I ,s ndo & ciclico. Sugestéo:
Mostrar, sucessivamente, que: 1) olJ". zs)-—Zs -1 (exercicio 78); 2) para todo
keN e para todo inteiro impar a, tem-se a? Zert =1 (mod. 2""3) 3) todo

elemento de J,s tem ordem 252951 = o] ,s). Observacdo: Ver também
os exercicios 170 e 174 do §5.

99. Demonstrar que se p>2 é um numero primo e se G é um gru-
po ciclico de ordem p° (s>1), entdo Aut(G) é um grupo ciclico de ordem
p*p-1). Sugestdo: exercicios 84 e 98.

100. Demonstrar que se G é um grupo ciclico de ordem 2° (s>2),
entdo Aut(G) é um grupo abeliano ndo ciclico de ordem 251, Sugestdo:
exercicios 84 e 98.

101. Demonstrar que Aut(Vy)=S

102. Demonstrar que se G é um grupo nao abeliano, entdo G/C(G)
néo é ciclico. Sugestdo: mostrar que para todo xeG o subgrupo gerado
por C(G)U{x} é abeliano.

103. Demonstrar que se G é um grupo ndo abeliano, entdo G/C(G)
nio é a reunifio de uma cadeia crescente de grupos ciclicos. Sugestdo:
no caso contrario, existe uma cadeia C(G)cH,<-.-H, <. de subgrupos
de G tal que H,_/C(G) seja ciclico, logo, H, é abeliano (exercicio 102); no-
tando-se que G é a reunifo da familia (H,) concluir que G é abeliano.

104. Diz-se que uma permutacio oS, € regular se, e somente se,
0 é produto de ciclos disjuntos dois a dois e de mesmo comprimento.

a) Mostrar que se a ordem de ¢ é um numero primo, entdo, 0 &
regular. ’

b) Demonstrar que téda poténcia de uma permutagdo circular &
uma permutacdo regular.

105. Demonstrar que o grupo alternado A, ndo cohAtém um sub-
grupo de ordem 6 (portanto, a reciproca do teorema de Lagrange nao é
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em geral, verdadeira). Sugestfo: exemplo 36, teorema 28 e exercicio 44.

106. As unicas permutacles, pertencentes a S, que sfo permuta-
veis com a permutacédo circular (1 2...n) sfdo as poténcias desta ultima,

107. Determinar t6das as permutacdes pertencentes a Sy que sdo
permutédveis com (12345)6788910); demonstrar que elas formam um
subgrupo de S;, de ordem 50.

108. Demonstrar que
S,=0112),23),---,(n-10)] e S,=l12),12.-.0)],
onde se supde n>1.

109. Demonstrar que 4, =[(123),(12.--n)] se n=3 é impar e que
A,=0[123),(23---n)] se n>4 é par.

110. Mostrar que [(12345),(678),(101112)] é um subgrupo ciclico,
de ordem 60, do grupo simétrico S;,.

§3 - TEOREMAS DE SYLOW

3.1 - GRUPO QUE OPERA SOBRE UM CONJUNTO

Seja (G,-) um grupo e consideremos o grupo simétrico
(S(G),o) do conjunto G; para todo a em G a translacio a es-
querda 7, € um elemento de S(G) e ja sabemos que a aplica-
¢do y: G— S(G), definida por p@)=7y«, ¢ um monomorfismo
de G em S(G) (teorema de Cayley). Este resultado permite
considerar o grupo G como um grupo de permutacdes do pré-
prio conjunto G. Procuraremos generalizar éste conceito im-
pondo que a aplicacdo y seja um homomorfismo de G em S(E),
onde E é um conjunto nfo vazio (nfo necessariamente igual a
G); obteremos, déste modo, a nocio geral de grupo que opera
sObre um conjunto e que sera destacada pela seguinte

DEFINICAO 12 - Seja G um grupo multiplicativo, seja E
um conjunto nfc vazio e suponhamos que esteja dado um ho-
momorfismo ¢ de G em S(E); diz-se, neste caso, que o grupo
G opera sébre o conjunto E por intermédio do homomorfismo
@ e que @ é uma representacio de G em S(E). Quando ¢ é um
monomorfismo, diremos que G opera fielmente sébre o conjun-~
to E e que @ é uma representacdo fiel de G em S(E).

OBSERVACOES:

1.28) Um mesmo grupo G pode operar de diversos modos
sObre um conjunto E, pois, a definicio acima depende dc ho-
momorfismo ¢ de G em S(E).

2.2) Se G opera sébre E por intermédio de um homo-
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morfismo ¢ e se H é um subgrupo de G, entdo H. também
opera, de modo natural, sbbre E bastando para isso considerar
a restricdo de ¢ ao subconjunto H.

3.8) Se G opera sObre E por intermédio de um homomor-
fismo ¢, entdo, em virtude do teorema’ do homomorfismo, o
grupo quociente G/Ker(p) opera fielmente sébre o conjunto E
por intermédio do monomorfismo induzido ¢*

4.3) Todo grupo simétrico S(E) opera sbbre o proprio con-

“junto E por intermédio, por exemplo, do homomorfismo idén-

tico de S(E); portanto, conforme a segunda observacdo, todo
subgrupo G de S(E) também opera sobre E. Ja utilizamos esta
nocdo do §2.2 para definir G-6rbita e o-6rbita de um elemen-
to do intervalo inteiro [1,n],

5.2) Quando o homomorfismo ¢: G~ S(G) esta fixado di-
remos, simplesmente, que o grupo G opera sObre E.

Exempro 46 - Conforme vimos acima, o grupo (G,-) opera
fielmente sdbre o préprio conjunto G por intermédio das trans-
lagGes a esquerda.

ExemprLo 47 - Seja G um grupo e consideremos a aplicacéo
¢: G — S(G) definida por @)=0q, onde 0, é o automorfismo
interno, de G, determinado por a {teorema 19); de acérdo com
a demonstracdo do teorema 20, ¢ é um homomorfismo, logo.
o grupo G opera sObre o conjunto G por intermédio dos auto-
morfismos internos de G. Notemos que esta representacdo ndo
é, em geral, fiel, pois, Ker@) =C(G) (teorema 20) e podemos
ter C(G)#1{1}.

ExempLo 48 - Seja G um grupo e indiquemos por § o con-
junto de todos os subgrupos de G; para todo automorfismo
interno 0., de G, consideremos a extensdo 6, de ¢, ao con-
junto @, isto é, 54(H)=aHa' para todo H em §. E imediato
que G, é uma permutaco do conjunto § e que Gab =040Gh
quaisquer que sejam a e b em Gj; portanto, o grupo G opera
sébre o conjunto § de todos os seus subgrupos por intermédio
do homomorfismo a+ 6,. Observemos que ao mesmo tempo
fica demonstrado que 6o -G, ¢ um homomorfismo de A(G)
em S(@) portanto, o grupo AG) dos automorfismos internos de
G também opera sébre o conjunto §.

ExempLo 49 - Seja G um grupo e consideremos o conjun-
to E de tddas as partes do conjunto G que tém exatamente
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m elementos (m>0); para todo a em G indiquemos por 7, a
extensdo da translacdo & esquerda y, ao conjunto E, isto &,
7o(X)=aX para todo X em E. E facil verificar que 7, ¢ uma
permutacdo de E e é imediato que 7 =7, o7, quaisquer que
sejam a e b em G; portanto, o grupo G opera sdbre E por
intermédio do homomorfismo a 7,. Utilizaremos’ éste exem-
plo nas demonstracdes dos teoremas de Sylow. -

Exempro 50 - Seja H um subgrupo de um grupo G e con-

sideremos o conjunto quociente E=G/Ry (exemplo 18); para

todo a em G indiquemos por 7, a extensdo da translacdo a
esquerda y, ao conjunto E, isto é, 7,(xH)=(@x)G. Verifica-se,
facilmente, que 7, é uma permutacio de E e que Tao=Ta®7ps
logo, o grupo G opera fielmente sébre E por intermédio do
monomorfismo a+ 7,. Utilizaremos éste exemplo na demons-
tragio do teorema 37.

Seja G um grupo que opera sdbre um conjunto E por
intermédio de um homomorfismo ¢; para todo par ordenado
@, r)eGXE colocaremos

a-x = (P@yx).
Fica assim definida uma aplicacdo @,x)—a-x, de GXE em
E; mostraremos que esta aplicacio satisfaz as condicdes:
a) quaisquer que sejam a e b em G e x em E, tem-se
{ab).-x=a-(b-x);

b) para todo x em E, tem-se e-x=x, onde e indica o ele-
mento unidade de G.

Com efeito, temos

(ab) - x = (plab))(x) = (gla) o (b)) =
= (p@))p®)(x) = (pa))b-2) =a-(b-x)
e-x=(p(e)(x) =1g(x)=x. ,

Reciprocamente, seja G um grupo e seja E um conjunto
ndo vazio; suponhamos que esteja dada uma aplicacéio (a,x)— a-x,
de GXE em E, que satisfaca as condicdes a) e b) acima. Para
todo ¢ em G consideremos a aplicacio ¢@,:E—E definida
por @,(x)=a-x; vamos mostrar que ¢, é uma permutacio do.
conjunto E. Com efeito, temos

Pty =a-@tx)=@aY)-x=e-x=x,
logo, @, é sobrejetora; por outro lado, de a-x=a-y resulta
z=e-x=@a)r=al@n=al@y=@lary=ey=y,
~logo, @, € injetora. :
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Fica assim definida uma aplicacio ¢:G— S(E) e temos

(P 2PID) = Pp(@p (@) = Pob-T) = a-(b-x) = (ab)- & = P (0),
10go, @y, =@,°@,, Ou seja, ¢ &€ um homomorfismo de G em S(E).
Em resumo, nas condigdes acima, o grupo G opera sbbre o
conjunto E por intermédio do homomorfismo ¢ e, além disso,
(p@)x)=a-x para todo par @-x)eGXE. Portanto, pode-se in-
troduzir a nogdo de grupo G que opera sbbre o conjunto E
por intermédio de uma aplicagdo @,v)—a-x, de GXE em E,
que satisfaz os axiomas a) e b). No que se segue adotaremos
esta definicdo que tem a vantagem de simplificar as notagGes.

Ogrservacao - Quando E=G é essencial distinguir a lei de
composicdo externa (a,x)— a-x da multiplicagdo definida s6bre
o conjunto G; no caso particular em que o grupo G opera .
sébre o conjunto G por intermédio das translagSes a esquerda
(ver o exemplo 46), temos a-x=ax quaisquer que sejam a e
x em G. )

Seja G um grupo que opera sbbre um conjunto E e con-
sideremos a relacdo G, definida sobre E, do seguinte modo:
quaisquer que sejam x e y em E, tem-se xGy se, e sOmente
se, existe a em G tal que y=a-x. Levando-se em conta que
G é um grupo e que valem-os axiomas a) e b), & facil veri-
ficar que a relacdo G é de equivaléncia. A classe de equiva-
1éncia, médulo G, determinada por um elemento x de E serd
indicada ‘por G-z, logo,

G-x={a- er l aeG;

_diremos também que G-x é a G-6rbita do elemento x. O con-

junto quociente EIG que é, entdo, o conjunto de tédas as G-or-

’ bltas ‘¢ uma particio de E; daqui resulta, em particular, que

todo ‘elemento de E pertence a uma e somente uma G-6rbita.
As G-6rbitas também sio chamadas classes de intransitividade
e se existir uma Unica G-Orbita diremos que o grupo G opera
transitivamente sObre .o conjunto E. Por exemplo, o grupo si-
métrico S, opera transitivamente sébre o intervalo [1,n].

Exemrro 51 - J4 sabemos que todo subgrupo G do grupo
simétrico S, opera sobre [1,n]; obtém-se, neste caso, as G-6r-
bitas que foram difinidas no §2.2. Se, em particular, G=lo],
com ¢ em S, obteremos as o-Orbitas.

Exempro 52 - Conforme o exemplo 47, o grupo A(G) dos
automorfismos internos de um grupo G, opera sébre o con-
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junto G; a 4(G)-6rbita de um elemento x de G é o conjunto
A@G)-x={axaleG | aeG},

ou seja, € o conjunto de todos os conjugados do elemento x.

Notemos que se xeC(G), entio AG)-x={x}.

Exempro 53 - Conforme o exemplo 48, o grupo 4(G) tam-
bém opera sObre o conjunto ¢ de todos os subgrupos de G;
a A(G)-6rbita de um subgrupo H de G é, entfio, o conjunto
de todos os subgrupos de G que sfo conjugados de H:
AMG)-H={aHa'eq | ¢=G}.
Notemos que A(G)-H ={H} se, e somente se, H é um sub-grupo
normal de G.

DEFINICAO 13 - Seja G um grupo que opera sObre um
conjunto E e seja x um elemento de E; o subconjunto
Gr={asG | a-x=x}
€ denominado estabilizador do elemento x.

LEMA 13 -a) Gy & um subgrupo de G.

b) Gox=aGza™.

DemonsTRACAO

a) E imediato que G, ndc é vazio, pois, e-x =x; por outro
lado, se a e b sdo dois elementos quaisquer de Gx, temos

(ab)ex=a-b-x)=a-x=x

€ alx=at @ =@layr=ex=1,
logo, ab e a™ sfo elementos de Gg.

b) Temos

beGur=b-a-m)=a-x<< @ha)-r=xr
= atbaeGy <= beaGal,

logo, Gax=aGza™l. i

A parte b) do lema acima nos mostra que o conjunto dos
estabilizadores dos elementos de uma mesma G-érbita G-x
coincide com o conjunto de todos os subgrupos de G que sdo
conjugados de Gg.

Exempro 54 - O grupo 4(G) opera sdbre o conjunto & de
todos os subgrupos de G (exemplo 48); se He§, entdo, o estabi-
lizador de H ¢ o conjunto

N(H)={aeG | a'Ha=H},
de onde vem, H=N(H) e, além disso, H ¢ um subgrupo nor-
mal de N(H). E facil verificar que se K é um subgrupo nor-
mal de G tal que H seja normal em K, entdo K é um sub-
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grupo de N(H); portanto, N(H) é o maior subgrupo de G que
satisfaz esta condicdo. N(H) é denominado normalizador de H
em G. ‘

TEOREMA 32 - Seja G um grupo finito que opera sObre
um conjunto finito e nio vazio E; para todo x em E, tem-se:
o(G-x) = o(D/o(Gy).

DEMONSTRACAO - Sejam a-x e b-x dois elementos quaisquer
de G-orbita G-.x; temos a-x=b-x se, e somente se, blaeGx,
ou seja, aGz=bGz, logo, olG-x)=(G:Gx) e em virtude do teo-
rema de Lagrange éste namero é igual a o(G)/o(Gz). |

Suponhamos ainda que G e E sejam finitos e considere-
mos uma G-o6rbita G-x; se a-x e b-x sdo dois elementos quais-
quer desta G-6rbita colocaremos, por definicdo, (a-x)Sb-x) se
e somente se, Gax=Gox. E imediato que S é uma relacdo de
equivaléncia sdbre G-x; indicaremos por r o numero de ele-
mentos do conjunto quociente (G-x)/S e por Ui, Us,---,Ur as
classes de equivaléncia moédulo S. Observemos que dois ele-
mentos de uma mesma classe de equivaléncia U; tém o mesmo
estabilizador e que r é o numero de estabilizadores de G-o6r-
bita G-x, ou seja, r é o numero de subgrupos de G que s&o
conjugados do subgrupo Gz (parte b) do lema 13). Ora, temos

Gox =Gox = aGral=bGbl = (bla)Gy =
= Gx(bla) <= blae N(Gy) < aN(G) = bN(GL),
logo, 7=(G:N(Gw).

Mostraremos, a seguir, que todas as classes de equivalén-
cia Up,Us,--+,U, tBm o mesmo numero s de elementos e que
s =(N(G+):Gz), de onde resultard que o(G-x)=7s. Com efeito,
suponhamos que xeU; e seja s=o(Ui); para todo elemento
a-x de Ui, temos

Gax =Gz 0G0 = Gy ¢ aGz = Gra <> a=N(Gy),
logo, Ui=N(Gz)-x. Se a e b s@o dois elementos quaisquer de
N(G.) temos aG=bGy se, e sOmente se. a-x=b-x, logo,
s=0(Up) =(N(Gx):Gx).

Finalmente, se c.xelU; (i>1) temos, em virtude da formula

Bclma, o(Uy) = (N(Gex): Gea); N

mas N(Gex) = cN(Grc? e Gex=cGzcl, logo, (exercicio 38)
(N(ch) : ch) = (N(Gx) :Gx).

de onde concluimos que s=o(Uy) =o(Us).

Demonstramos assim o seguinte
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TEOREMA 33 - Seja G um grupo finito que opera sébre
um conjunto finito e ndo vazio E; para todo x em E considere-
mos a G-Orbita G-x, o estabilizador Gy e o0 normalizador N(Gy).
Nestas condig¢Ges, temos:

a) r=(G:N(Gx)) é o numero de estabilizadores dos ele-
mentos de G-x, ou seja, é o nimero de subgrupos de G que
sdo conjugados do subgrupo Gy;

b) cada subgrupo Gax é o estabilizador de s=(N(G.):Gz)
elementos de G-.x;

c) olG-x)=7r8= o(G)/o(Gx).

EXERCICIOS

111. Seja G um grupo que opera sdébre um conjunto E; verificar
que a relacdo G definida por xGy se, e sOmente se, existe a em G tal
que y =a-x, € uma relagio de equivaléncia sébre E.

112. Demonstrar que se H e K sio subgrupos de um grupo G e
se H é normal em K, entio K ¢ um subgrupo de N(H).

113. Seja E=KIX,,X,,---,X,] o anel de polindmios nas. indetermi-
nadas X,,X,,.--,X, e com coeficientes num corpo K e consideremos o

grupo simétrico S,,. Para todo par (0,f)eS,XE, ponhamos
ﬂ-f:f(X,,m,X”(z),---,X,,m)).
a) Mostrar que S,, opera sobre E.

b) Descrever as S, -6rbitas.

¢) Supondo-se que n=4 e que a caracteristica de K seja igual a

zero, determinar os estabilizadores dos seguintes polindmios:

D X,-X,; '

2) 2X, - X,;

3 X X+ XX,

4 X+ X+ X+ X

5 Xi+X2+ X2+ X%

6) X, X,X.X,;

DX+ Xy~ Xy~ X%

d) Qual é o conjunto dos elementos de E que tém §,, como esta-
bilizador? (Sugestdo: considerar os polindbmios simétricos elementares em
X, Xy, X)),

e) Se n=7, mostrar que a ordem do estabilizador de

X)X Xy+ KpXg Ko+ Xo X Ko+ X X X+ X X X+ X, X X+ X X X,

é igual a 168.
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3.2 - TEOREMAS DE SYLOW

Seja n>1 um namero natural e seja p um numero na-
tural primo; existe, entdo, um uUnico nimero inteiro m=0 tal
que p™In e p™*n e, neste caso, diremos que p™ divide exa-
tamente n. E evidente que p™ divide exatamente n se, e so-
mente se, n=p™a, com pfa. Na demonstracdo do primeiro teo-
rema de Sylow precisamos do seguinte resultado sébre coefi-
cientes binomiais (onde usaremos as notacdes acima):

LEMA 14 - Se um numero natural n>1 é exatamente di-
visivel por p™ e se t é um nimero inteiro tal que Ost<m, entdo
o coeficiente binomial N={( gt) é exatamente divisivel por p™t.

DemonsTrRACAO - Temos .
— as e — t p ~1 m — ]
_ nn-1).--(n p+1)=pm_ta1l7p a-1i

1=

ppt-1)---2-1 pt-i ’
logo. p™*IN. Falta, entdo, demonstrar que o numero inteiro
£
7 lpma—z‘
i=1 pt_i

ndo € divisivel por p e para isso basta demonstrar que
P’ l(p™a-i) (com 's»1) se, e sOmente se, p°|(pt-i). Ora, se
p*{p™a-i), temos s<m, logo, pfli e entdo s<t, de onde vem,
p*l(p*-1i); reciprocamente, se pS|(pt-i) temos s<t, logo, psli e
entdo p|(p™a-i).

COROLARIO - Se n>1 é exatamente divisivel por p™, entdo
o coeficiente binomial (Zm) ndo é divisivel por p.

Introduziremos algumas denominacdes que serdo utiliza-
das nas demonstracdes dos teoremas de Sylow. Todo grupo
finito G #{e} cuja ordem é igual a uma poténcia de um numero
natural primo p é denominado p-grupo. Se G é um grupo
qualquer, entdo todo subgrupo de G que também é um p-gru-
po é chamado p-subgrupo de G. Finalmente, todo p-subgrupo
de G cuja ordem divide exatamente a ordem de G é denomi-
nado p-subgrupo de Sylow do grupo G.

TEOREMA 34 (primeiro teorema de Sylow)-Se G é um
grupo finito de ordem n>1 e se p é um fator primo de =,
entdo, para todo numero natural t:1 tal que pflm, existe em
G pelo menos um p-subgrupo de ordem pt.

DewmonstracAo - Consideremos o conjunto E de tddas as
partes de G -que tém exatamente p' elementos e ponhamos
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n=p™a, onde pfa; conforme o lema 14, o nﬁ.mero'o(E)=(gt)
é exatamente divisivel por p™*. De acdrdo com o exemplo 49,
o grupo G opera sdbre o conjunto E por intermédio das trans-
lacSes a esquerds, logo, E é a reunifo de um numero finifo
de G-6rbitas disjuntas duas a duas e como p™*{o(E) resulta
que existe uma G-6rbita G-A (A€E) cuja ordem nfo é divi-
sivel por p™%!. O teorema 32 nos mostra que
o(G-A4)-0(Ga) =0(G) =p™a,
onde G, é o estabilizador de A; daqui concluimos que
ptlo(Ga) ) (13).

Considerando-se um elemento g, de A e notando-se que
para todo b em Ga tem-se baye A resulta que b+>ba, € uma
aplicacio de G4 em A e como esta aplicacdio é, evidentemen-
te, injetora, concluimos que

olGa)<o(A) =pb;

portanto, em virtude de {(13), temos

olGa) = pt . §

COROLARIO - Se G é um grupo finito de ordem n>1 e
se p & um fator primo de n, entio G contém pelo menos um
p-subgrupo de Sylow.

TEOREMA 35 (segundo teorema de Sylow) - Se G é um grupo
finito de ordem n>1 e se p &€ um fator primo de =, entdo
todos os p-subgrupos de Sylow do grupo G sdo conjugados
enfre si.

DemonsTRACAO - Ponhamos n=p™a, onde p{a e considere-
mos o conjunto E de tddas as partes de G que tém exatamen-
te p™ elementos; conforme vimos na demonstracéo do teorema
anterior, existe uma' G-érbita G-A tal que p{o(G-A) e o(Ga)=p™.
Seja H um p-subgrupo de Sylow do grupo G;o grupo G ope-
ra sdObre a G-orbita G-A, logo, o subgrupo H também opera
sdbre esta G-Orbita (exemplo 49 e 2.2 observacfo); portanto,
G.A & a reunifo de um numerc finito de H-Orbitas disjuntas
duas a duas e como plo(G-A) resulta que existe uma H-6rbi-
ta H.-B, com B=bA e b em G, tal que pfo(H-B). De aco6rdo
com O teorema 32, temos

o(H-B)-0o(Hg) = o(H) =p™
onde Hg é o estabilizador de B em H; daqui resulta o(H-B)=1
e o(Hg)=p™, logo, Hg=H. Por outro lado, temos He=Gs e
O(GB) = O(GbA) = O(bGAb'l) = O(GA) = pm N _
logo, H=Gg. Fica assim demonstrado que todo p-subgrupo de
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Sylow do grupo G é o estabilizador de um elemento de E, de
onde vem, conforme a parte b) do lema 13, que os p- subgru-
pos de Sylow do grupo G s8o conjugados entre si. .

TEOREMA 36 (terceiro teorema de Sylow) - Seja G um
grupo finito de ordem mn>1, seja p um fator primo de n e po-
nhamos n=p™a, onde pfa; nestas condicdes, o numero r de
p-subgrupos de Sylow do grupo G satisfaz as condictes

r=1 (mod. p) e 7la.

DemonstrACAO - Seja E o conjunto de t0das as partes de
G que tém exatamente p™ elementos; conforme vimos na de-
monstraciio do teorema 34 existe uma G-Orbita G-A tal que
plo(G-A) e olGa)=p™. Seja H um p-subgrupo de Sylow do
grupo G; de acbérdo com a demonstracio do teorema 35, existe
B em G-A tal que H=Gg e, além disso, H-B=1{B}. Ora, o sub-
grupo H é o estabilizador de s=(N(H):H) elementos Bi,Bs,---,Bs
de G-A (teorema 33) e para cada B, temos H.B;={B;}. Notemos

ainda que se CeG-A e se C#B; para i=1,2,...,5, entdo H¢

ndo € um p-subgrupo de Sylow e como
o(H-Clo(Hc) =o(H) =p™
concluimos que plo(H-C). Portanto, G-A é a reunifio de um
numero finito de H-o6rbitas disjuntas duas a duas sendo que
existem s H-6rbitas formadas por um Unico elemento e tddas
as outras tém ordens divisiveis por p, logo,
o(G-A)=s (mod. p) )

e como pfo(G-A) resulta que pfs. Conforme o teorema 33 te-
mos o(G-A)=rs, onde r=(G:N(H)) é o numero de p-subgrupos
de Sylow do grupo G, logo, rs=s (mod. p), de onde vem,'r=1
(mod. p). Finalmente, de o(G-A)o(Ga)=0(G) resulta rsp™=p™a,
ou, rs=a e entdo rla. |

Os teoremas de Sylow simplificam a determinacéo das es-
truturas de grupo que podem ser definidas sébre um conjunto
finito. Por exemplo, se G é um grupo nao abeliano de ordem 6,
entdo existe em G um subgrupo H de ordem 3, logo. H é
ciclico: H = [a]. Tomando-se beG, be& H e notando-se que (G:H) =2,
temos G =HUHb=1{e.a.a’.b.ab.a’}; daqui se obtém novamen-
te a tabua de G conforme foi construida no exemplo 36. No-
temos ainda que. em virtude do teorema 36. o numery 7 de
subgrupos de ordem 3 satisfaz as condicdes rl2 e r=1 (mod. 3),
logo, r=1; portanto, H é um subgrupo normal de G. Alias,
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~ éste resultado também pode ser obtido diretamente de (G:H) =2
(ver o exercicio 44).

ExemprLo 57 - Seja G um grupo de ordem 42; de acérdo
com o teorema 35, G contém um subgrupo H de ordem 7 eo
numero r déstes subgrupos é um divisor de 6 e r=1 (mod. 7),
wgo, r=1 e entdo H & um subgrupo normal de G. O grupo
quociente G/H tem ordem 6, logo, existe neste grupo um sub-
grupo normal Hi/H de ordem 3 e é imediato que o(H;)=21 e
H; é normal em G. Obtivemos assim uma cadeia de subgru-
pos {etcHcH; =G, sendo que cada um déles é normal no se-
guinte e os grupos quocientes H/{e}, H,/H e G/H sdo ciclicos,
pois, suas ordens sdo 7, 3 e 2; esta propriedade nos mostram que
todo grupo de ordem 42 é soluvel (ver o §4.3).

Exemprro 58 - Utilizando-se o primeiro teorema de Sylow,
a demonstracio do teorema 31 se reduz somente ao caso c).
Com efeito, de n25 e o(An) =nl/2 concluimos que 5[0(Ax), logo,
existe em A, um subgrupo H de ordem 5, ou seja, existe um
elemento oA, tal que 0(0)=5 e éste elemento é um produto
de ciclos disjuntos dois a dois e de comprimento 5.

TEOREMA 37 - Se G é um p-grupo de ordem p™ (m3>1),
entdo todo subgrupo de G, de ordem p™!, é normal em G.

DemonsTracAO - Observemos que. em virtude do primeiro
teorema de Sylow, existe um subgrupo H de G tal que
ofH) =p™?'. Conforme o exemplo 50 o grupo G opera sébre o
conjunto quociente E =G/Ry por meio do monomorfismo a+ ¥,,
logo, H também opera sObre o conjunto E. Daqui resulta que
E é a reunidio de um nimero finito de H-érbitas W,,W,,---, W,
disjuntas duas e duas e como o(E)=p, temos

p=0o(W)+o(Ws)+---+0(W,;) (14).

. O elemento H pertence a uma destas H-6rbitas, por exemplo,
HeW, e é imediato que W;={H}, de onde concluimos, em
virtude de (14), que r>1. Consideremos agora uin elemento
qualquer a de G tal que a¢H; de aH+H e aHeE resulta que
existe uma H-0rbita W, (i>1) tal que aHeW;. E facil verificar
que o estabilizador K do elemento aH é HM(aHa™"); conforme
o teorema 32, femos

o(Wio(K) = o(H) = p™1,

logo, em virtude de (14), concluimos que o{Wi)=1. Daqui re-"
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sulta o(K)=o0(H), logo, aHa'=H e fica assim demonstrado que
H é um subgrupo normal de G. |

ExemprLo 59 - Seja G um p-subgrupo de ordem p™ (m=1);
procedendo-se por inducdo finita sdbre m, com o auxilio do
teorema anterior, conclui-se que existe uma cadeia de sub-
grupos de G

Ho={(:}CH1‘CH2C---CHm_1CHm=G,
onde cada H;-tem ordem p! e H; é um subgrupo normal de
Hin (i<m). Notemos que cada um dos grupos quocientes Hj,i/H;
(i<m) tem ordem p, logo, cada um déstes grupos é ciclico.
Estas propriedades exprimem o fato que todo p-grupo é sola-
vel (ver o §4.3).

EXERCICIOS

114. Determinar todos os subgrupos de Sylow do grupo alternado
A,. Observacdo: tem-se um Unico subgrupo de ordem 4 e quatro sub-
grupos ciclicos de ordem 3.

115. Mostrar que se um grupo finito G # {¢} tem um unico p-sub-
grupo de Sylow N, entdo N é normal em G.

116. Demonstrar que todo grupo de ordem 200 ndo é simples. Su-
gestdo: segundo teorema de Sylow.

117. Determinar, a menos de um isomorfismo, todos os grupos de
ordem 10. .

118. Demonstrar que o grupo simétrico S, contém trés 2-subgrupos
de Sylow e quatro 3-subgrupos de Sylow.

119. Demonstrar que nio existe um grupo simples de ordem 28 ou 312.

120. Demonstrar que nio existe um grupo simples de ordem 12 ou 56.

121.-Mostrar que todo grupo de ordem 231 contém subgrupos nor-
mais de ordens 7 e 11.

122. Determinar todos os 7-subgrupos de Sylow do subgrupo

[(1234567),(24)56)]
do grupo simétrico §,.

EXERCICIOS SOBRE O §3

123. Sejam G e H dois grupos de permutacdes sObre um mesmo
conjunto E; demonstrar que se G opera transitivamente sdbre E e se G
é P-isomorfo a H, entdo H também opera transitivamente sébre E. O
mesmo resultado é verdadeiro quando se supe que G seja isomorfo a H?

124. Seja G um grupo de permutacgdes sébre um conjunto finito E
e seja N um subgrupo normal de G; demonstrar que se G opera transi-
tivamente sébre E, entdo duas classes de intransitividade, determinadas
por N, tém o mesmo numero de elementos.
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125. Seja E um conjunto finito e com ¢ elementos, onde g ¢ um
nimero primo e seja G um grupo de permutacdes sbbre E; demonstrar
que se G opera transitivamente sdbre E e se H #{e} € um subgrupo nor-
mal de G, entdo H também opera transitivamente sbbre E.

126. Demonstrar que se H é um p-subgrupo de Sylow de um grupo
G e se H é normal em G, entdo para todo 0=End(G) tem-se o(H)<H.

127. Se G #{e} é um p-grupo finito, entdo C(G) # {e}. Sugestdo: MG)
opera sdbre G (exemplo 48).

128. Demonstrar que se G é um p-grupo nédo abeliano de ordem
p"® (n>1), entdo olC(G)) #p™* . Sugestdo: exercicio 102.

129. Seja H um p-subgrupo normal de um grupo finito G de ordem
n>1; demonstrar que H estd contido em todo p-subgrupo de Sylow do
grupo G.

130. Seja H um subgrupo normal de um grupo finito G de ordem
n>1 e seja p um fator primo de n; demonstrar que se p{(G:H), entdo
H esté contido em todo p-subgrupo de Sylow do grupo G.

131, Seja G um grupo de ordem pq, onde p e g sdo numeros na-
turais primos, p>q e p# 1 (mod. q); demonstrar que G é ciclico. Suges-
tdo: existem subgrupos normais H e K tais que o(H)=p e oK) =q; mos-
trar que HNK =1{e} e que G=HK (considerar aqui as classes laterais aK
corh ¢ em H); portanto, todo elemento x de G pode ser representado de
modo tnico sob a forma x =ab, com a em H e b em K; concluir dai que
G é abeliano e utilizar o exercicio 94.

132. Demonstrar que todo p-grupo de ordem p2 é abeliano e

» OU GstXFp (F,, indica o grupo aditivo dos inteiros moédulo n).

GEFp'..

§4 - SEQUENCIAS DE COMPOSICAO

4.1 - SEQUENCIAS NORMAIS

Seja G um grupo e consideremos o conjunto 4, ordenado
por inclusdo, de todos os subgrupos de G. No §4.2 do Capi-
tulo VII introduzimos os conceitos de cadeia crescente ou de-
crescente, a condicdo maximal ou minimal, etc., num conjunto
parcialmente ordenado; aplicaremos estas nogdes para cerias
cadeias de elermnentos de ¢ onde a ordem considerada sera sem-
pre a inclusdo.

DEFINICAO 14 - Diz-se que uma cadeia decrescente (Giosics
{com s=1}, de subgrupos de G, é uma seqiiéncia normal se, e
sOmente se, as seguintes condicles estiverem verificadas:

a) Go=G e Gs={1};

b} para todo ie[0,s-1], Gi.: é um subgrupo normal de Gs.

Representaremos a seqiiéncia normal (Gi)pcies por
G():G:)Gl:)"':’Gs-lDGsz{l} (15)
ou, simplesmente, por (G;). O nimero s é denominado com-
primento da seqiiéncia normal (Gicies © (GilGisosics1 € cha-
mada seqiiéncia dos fatéres da seqiiéncia normal (Gy). Se
Gi# G para i=0,1,.-.,s-1 diremos que a seqiiéncia normal (G
€ estritamente decrescente.

Seja G- GDGD-DGH DG =11} (16)
uma outra seqiiéncia normal do grupo G; se (15) é uma sub-
seqiiéncia (resp., subseqiiéncia prépria) de (15) diremos que a
sequéncia normal (G:) é mais fina (resp., estritamente mais fina)
do que a seqiiéncia normal (Gj ou que (Gy) é um refinamen-
to (resp., refinamento préprio) de (G)):

A definicdo 14 pode ser estendida para uma cadeia de-
crescente (Giier de subgrupos de G, onde I é um conjunto
finito totalmente ordenado e o(I)>2; notemos que, neste caso,
impde-se que Gqo=G e Gp={1}, onde a=minl e b=mazxl.

DEFINICAO 15 - Diz-se que a seqiiéncia normal (15) é equi-
valente A seqiiéneia normal (16) se, e sdmente se, sdo validas
as seguintes condicdes:

a) s=t;
b) existe uma permutacdo ¢ do intervalo inteiro [0,s-1]
tal que GilGi = GhinlGhipn

para 1=0,1,---,8~1,

Verifica-se, facilmente, que a reiacfo introduzida pela de-
finic8o acima é de equivaléncia. Deixaremos a cargo do leitor
a extensdo da definicAo 15 para duas seqiiéncias normais

(Giier e (Gjljes, onde I e J sdo conjuntos finitos totalmente -
ordenados.

OBSERVACOES:

1.2) Se o grupo M é comutativo, entio tdéda seqiliéncia
decrescente (Gioss, de subgrupos de G, com Gy=G e G =11},
¢ normal.

2.3) Como a relagfo «A é subgrupo normal de B», sébre
o conjunto &, ndo & em geral, transitiva {exemplo 45) resulta
que Giu (i>1) nem sempre é um subgrupo normal de Gii;
portanto, nem tdda subseqiiéncia (Gje da seqiiéncia normal
(Gidocics € normal, mesmo quando Go#G e Gi#{1}.
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Exempro 60 - Para todo grupo G, a seqiléncia G>il} &
normal; se G é simples, entdo, esta & a Unica seqiiéncia normal
estritamente decrescente de G.

Exempro 61 - Consideremos um grupo ciclico G=[a] de
ordem 6; conforme o teorema 27, os Unicos subgrupos de G
sdo: G, [a%, [a®] e {1}. Portanto, existem em G somente duas
seqiiéncias normais estritamente decrescentes e de compri-

mento 2: [al=2le1=2{1} e [a]l>[a®]2{1}.
Notemos que estas seqiiéncias normais s@io equivalentes,
pois, [a)/laf] =41} e [a?/{1}=[a)/la®].

Exgvpro 62 - Conforme vimos na parte final do §2.2, o

grupo simétrico S, admite a seguinte seqliéncia normal
S22 APV, V,Diel 1),
onde A, é o grupo alternado, V,={e,(12)X34),(1 3)(24),(14)2 3%
e V,={e,(12X34)}. Notemos que V, é normal em V, mas ndo
"é normal em A, (exemplo 45), logo, a subseqiliéncia
S;D2A,DV,Die},

de (17), ndo é normal. ’

Exempro 63 - De acérdo com o teorema 31 e seu corola-
rio, as Unicas seqiiéncias normais estritamente decrescentes do
grupo simétrico S., com n=5, séo

Sn>o{e}
e

O principél teorema desta secgdo é devido a O. Schreier

e sua demonstracio é baseada no lema de Zassenhaus (§1.5):

TEOREMA 38 (Schreier) - Duas seqiiéncias normais, de um
mesmo grupo G, tém refinamentos equivalentes.

DemonsTrACAO - Sejam (15) e (16) duas seqiiéncias nor-
mais de G e para cada par (i,j), com O<iss-1 e Qsjst, po-

observemos que G é um subgrupo de Gi, pois, GiMGj é um

subgrupo de G; e Gin € normal em G;. Temos
Gio=Gi, Gu=Gin
Gi;2Gijn para §=0,1,---,t-1
e conforme a parte a) do lema de Zassenhaus (onde se escolhe
A=Gi, A=Gis, B=Gj e B=Gj), Gijn é um subgrupo normal

e

SpoAn>oie} ; (18).
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de Gi;. Portanto, entre G; e Gia temos a seguinte cadeia de-
crexcente '

Gio#GiDGuD--D2G;DOGi,j1 D 2Gi112Gu # Gin
sendo que cada Giji (0<j<t) é um subgrupo normal de Gij.

Analogamente, pondo-se
Gij=Gin(G;NGY)
teremos

v Go,j# GiDGijD-+-DGi;DGis,j D+ D Gs1,; OG5 = G
onde cada Gi,i,; (O<i<s) é um subgrupo normal de Gi;.
Consideremos, entdo, a cadeia decrescente (Gi), onde

O<j<t-1 se Osi<s-1 e Osjst se i#s-1; de acérdo com o que vi-
mos acima, (Gy) é uma seqiiéncia normal de G de comprimento
st e, além disso, é um refinamento de (G;). Analogamente, a
cadeia decrescente (Gij), onde O<i<s-1 se O<j<t-1 e O<iss se
j=t-1, é uma seqiiéncia normal de G de comprimento st e,
além disso, é um refinamento de (Gj). Em virtude da parte
¢) do lema de Zassenhaus (onde se escolhe A=Gi, A=Gi, B=Gj
e B'=Gj.1) temos

GijlGijn = Gia(GiNGYPIG1(GiNGi) =

= G;H(GiﬂG;)/G;u(G;nGiu) = GijlGis, g,
o que termina a demonstra¢io do teorema de Schreier. ]

EXERCICIOS

133. Determinar tddas as seqiiéncias normais estritarmente decres-
centes do grupo simétrico S; e do grupo alternado A,.

134. Determinar tddas as seqiiéncias normais estritamente decres-
centes do grupo aditivo Z/Z.20 e separa-las segundo a equivaléncia in-
troduzida pela definicdo 15. Verificar em alguns casos o teorema de
Schreier.

135. Mostrar que as seqiiéncias normais (17) e (18) ndo admitem
refinamentos préprios estritamente decrescentes.

136. Seja (G;)g s UmMa seqiiéncia normal de um grupo G, seja H
um subgrupo de G e ponhamos H;=HMNG; para i=0,1,--,s. Mostrar
que (H;) é uma seqiiéncia normal de H cujos fatores séo isomorfos a sub-
grupos dos fatdéres: da segiiéncia (G;). Sugestio: segundo teorema do iso-
morfismo.

4.2-SEQUENCIAS DE COMPOSICAO

DEFINICAO 16 - Diz-se que uma seqiiéncia normal esiri-
tamente decrescente (Gilp«ics. de um grupo G, € uma seqiien-
cia de composicio de G, se, e somente se, esta seqiiéncia ndo
admite refinamento proprio estritamente decrescente.
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Seja N um subgrupo normal de um grupo G e conside-
remos o grupo quociente G'=G/N; em virtude da parte a) do
primeiro, teorema do isomorfismo, todo subgrupo normal de
G’ é da forma N'/N, onde N=N' e N’ é um subgrupo normal
de G logo, a seqiiéncia normal GON’ DN >{1} é um refinamen-
to de GDON>{1}. Daqui resulta, imediatamente, o segumte

TEOREMA 39 - Uma seqiiéncia normal estritamente de-
crescente, de um grupo G#{l1}, é uma seqiiéncia de compo-
sicdo de G se, e somente se, todos os seus fatdres sdo grupos
simples. :
Em virtude do lema 6 éste teorema pode ser enunciado
sob a forma:

- COROLARIO - Uma sequéncia normal estritamente decres-
cente (Giics, de um grupo G, é uma seqiiéncia de composicéo
de G se, e somente se, cada Giy; (0<i<s) é um subgrupo nor-
mal maximal de G;. ‘ v

Exempro 64 - Um grupo G#{1} é simples se, e somente se,
G admite uma seqiiéncia de composicio de comprimento 1.

Exempro 65 - As seqiiéncias normais (17) e (18) séo sequién-
cias de composigéo

ExempLO 66 - A seqiiéncia normal construlda no exemplo 59
é uma seqiiéncia de composi¢do do p-grupo G.

TEOREMA 40 - Todo grupo finito G#{1} admite uma se-
qiiéncia de composigéo.

DemonsTRAGAO - O teorema € trivial se o(G)=2; suponha-
mos, entdo, que 6(G)>2 e que o teorema seja verdadeiro para
‘todo grupo finito de ordem m, com 2<m<n. De acoérdo com o
lema 6, existe em G um subgrupo normal maximal Gi; se
G ={1}, entdo, G é simples e, neste caso, GDOG, é uma seqiién-
cia de composi¢do de G. Se G,;={1}, temos 2<0o(G;)<n, logo,
existe em G; uma sequéncia de composicdo (Gi)icies € € imedia-
to que (Gisics, onde Gy=G, é uma sequencxa de composicdo
de G. » |

Seja (Gidociss uma éeqiiéncia de composicdo de um grupo
abeliano G ={1}; ora, cada fator GilGia (0<i<s) é um grupo
abeliano simples, logo, GilGi. é finito de ordem prima (corola-
rio do teorema 27) e daqui resulta que G é finito (exercicio 30).
Demonstramds assim o seguinte
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COROLARIO - Um grupo abeliano G #{1} admite uma

seqiiéncia de composigdo se, e sdmente se, G é finito.

Em particular, temos o

Exempro 67 - Todo grupo ciclico infinito nfo admite uma
seqliéncia de composicdo.

TEOREMA 41 (Jordam Holder) - Se um grupo G#{1} ad-
mite uma seqiiéncia de composicdo, entdo, duas quaisquer se-
qliéncias de composicdo de G sdd equivalentes.

Demonstracio - Consideremos duas seqiiéncias de compo-
sicdo (Gidocics © (Hjocjee do grupo G; conforme o teorema de
Schreier existem seqiiéncias normais equivalentes (Gplocpem €
(Hj)osqgem que sdo, respectivamente, mais finas do que (G;) e
(H;), logo, m=n e existe uma permutaciio ¢ do intervalo in-
teiro [0,m~1] tal que

GplGpe1= Hom Hograa (19)
para p=0,1,..-,m-1. Indiquemos por J o conjunto de todos os
indices pe[0,m-1] tais que

Gp,Gpu:ﬁ{l}
como (G;) é uma seqiiéncia de composi¢io e como (Gp) é mais
fina do que (Gi) resulta que (Gp/Gpidpes € a seqiiéncia dos
fatores de (Gi), logo, o(J)=s. De acérdo com (19) temos
Hop/Hopra#{1} se, e somente se, peJ, logo, (Him/Himp)pes &
a seqliéncia dos fatéres de (H;) e daqui concluimos que
s=0(J)=t; finalmente, a férmula (19), para peJ, nos mostra
que as seqiiéncias de composicdo (Gi) e (H;) sdo equivalentes.

COROLARIO - Se um grupo G #{1} admite uma seqiiéncia
de composicdo (Giecics € se (Hjlejce € uma seqiiéncia normal
estritamente decrescente de G, entdo existe uma seqiiéncia de
composicdo em G que é mais fina do que (H;).

Basta aplicar o teorema de Schreier as seqiiéncias
normais (Gi) e (H;) e notar que os refinamentos obtidos (apés
a eliminacdo dos térmos repetidos) sdo seqiiéncias de composi-
¢do do grupo G. |

Se um grupo G #{1} admite uma seqiiéncia de composicdo
(Gidosiss, entdo, o numero de fatores desta seqiiéncia é deno-
minado comprimento do grupo G e diremos que (Gi/Gisi)ocics1 €
a segiiéncia dos fatéres de G ou que Gy/G1, Gi/Gs,-~-,Gs1/{1} sdo
os fatéres. do grupo G: em virtude do teorema de Jordan-



516

Hélder, a nocdo de comprimento de um grupo nédo depende da
particular seqiiéncia de composi¢do (G;) considerada em G e,
além disso, os fatores de G sdo determinados de modo tnico
(a menos de isomorfismos). O corolario do teorema 41 nos
mostra que se (Hjgje € uma seqiliéncia normal estritamente
decrescente de G, entdo tss e temos t=s se, e somente se,
(H;) é uma seqiiéncia de composicdio de G.

E imediato ‘que se G é um grupo de comprimento s e se
G’ é um grupo isomorfo a G, entdo G’ também tem compri-
mento s. No entanto, convém observar que dois grupos néo

isomorfos G e G’ podem ter 0 mesmo comprimento; obtém-se -
b

um exemplo escolhendo-se G e G’ como grupos ciclicos de
ordens primas e distintas. :

EXERCICIOS

137. Determinar tédas as seqiiéncias de composi¢do dos grupos
S;, S, A, € Z]Z-20; verificar, em cada caso, o teorema de Jordan-Holder.

138. Seja G # {1} um grupo que admite uma seqiiéncia de composi-
¢do e seja N um subgrupo normal préprio de G; verificar as seguintes
propriedades:

a) existe uma seqiiéncia de composicdo de G que passa por N;

b) N admite uma seqiiéncia de composicao;

¢) o grupo quociente G/N admite uma seqiiéncia de composicio;

d) a soma dos comprimentos de N e de G/N é igual ao compri-
mento de G.

4.3 - GRUPOS SOLUVEIS

Seja G um grupo multiplicativo e sejam a e b dois ele-
mentos quaisquer do conjunto G; o elemento
[a,b]l =aba'b!
é denominado comutador do par (a,b) ou comutador dos ele-
mentos a e b (nesta ordem).

As seguintes propriedades dos comutadores sfo de veri-
ficacdo imediata:

LEMA 15 - a) {a,bl=1 se, e somente se, ab=ba.

b) [a,bl'=[b,a].

¢) Se G' & um grupo qualquer e se p=Hom(G,G), entdo
¢(la,b)) =[pla), p(b)]; em particular, para todo oceEnd(G), tem-se
o(la,b)) =[o(a),o(b)].
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Indicaremos por D(G) o subgrupo de G gerado pelo con-
junto de todos os comutadores de elementos de G; todo ele-
mento de D(G) é um produto de comutadores ou de inversos
de comutadores, logo, em virtude da parte b) do lema acima,
todo elemento de D(G) é um produto de comutadores. O sub-
grupo D(G) é denominado grupo dos comutadores de G ou grupo
derivado de G. '

LEMA 16 - a) D(G)={1} se, e sdomente se, G é abeliano.

b) Se N é um subgrupo completamente invariante de G,
isto &, se o(N)&N para todo oceEnd(G), entdo D(N) também é
um subgrupo completamente invariante de G.

c) D(G) é um subgrupo completamente invariante de G e,
em particular, D(G) é um subgrupo normal de G.

As verificacBes das propriedades acima serdo deixadas a
cargo do leitor. ‘

OBSERVACOES:

1.2) A operacdo colchetes (a,b)+— [a,b], definida sébre um
grupo G, ndo é, em geral, associativa; pode-se demonstrar que
esta operacdio é associativa se, e sdmente se, D(G)=C(G) (ver
o exercicio 153).

2.2) O produto de dois comutadores ndo ¢é, em geral, um
comutador, isto é, nem todo elemento de D(G) é um comuta-
dor (ver o exercicio 154).

TEOREMA 42 - Se ¢ e um epimorfismo de um grupo G
num grupo G, entdo @(D(Q))=D(G'); portanto, G’ & abeliano
se, e somente se, D(G)=Ker ().

A primeira parte do teorema acima resulta do fato que ¢
transforma comutador em comutador (lema 15) e que ¢ é um
epimorfismo; a segunda parte € uma consegiiéncia imediata do
lema 16, a). |

COROLARIO 1 - Se N é um subgrupo normal de um grupo
G, entdo o grupo quociente G/N é abeliano se, e somente se,
D(G)=N.

Portanto, o grupo dos comutadores D(G) é o menor sub-
grupo normal N, de G, tal que G/N seja abeliano.

COROLARIO 2 - Se H é um subgrupo qualquer de G e se
D(G)cH, entdo, H é normal em G e, portanto, o grupo quociente
G/H é abeliano.
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Com efeito, se ¢ é o homomorfismo candénico de G em
D(@®), entdo, ¢(H) é normal em GI/D(G) e como FYp(H))=H
resulta que H é normal em G; a ultima afirmac8@o déste coro-
lario é, entdo, uma conseqiiéncia imediata do corolario.anterior.

Para todo numero natural i>1, colocaremos
DYG) = D(D*(G)),
onde DYG)=G; conforme o lema 16, DXG) é um subgrupo com-
pletamente invariante de G, logo, DG) é normal em G. Di-
remos que DG) é o i-ésimo grupo derivado de G. Notemos
ainda que se H é um subgrupo de G, entdao DYH)=D¥G) para
todo numere natural i.

Fica assim definida uma cadeia descendente (D¥G))ien, de
subgrupos de G, sendo que cada D"YG) é normal em DYG)
e cada grupo quociente DYG)/D*YG) é abeliano (corolario 2 do
teorema 38). Observemos que, em geral, ndo existe uma sub-
seqiiéncia normal desta cadeia, pois pode acontecer que DYG)#{1}
para todo ieN (ver o teorema 43 ou o exemplo 71).

DEFINICAO 17 - Diz-se que um grupo G é soluvel se, e
somente se, existe em G uma seqiiéncia normal cujos fatores
séo abelianos.

ExemprLo 68 - Todo grupo abeliano é soluvel.

ExemrrLo 69 - Conforme o exemplo 62 o grupo simétrico
Ss é soluvel; notemos ainda que S; e S; também sdo soluveis.

Exempro 70 - Em virtude do exemplo 59, todo p-grupo
finito é soluvel.

TEOREMA 43 - Um grupo G é solivel se, e sdomente se,
existe um namero natural k tal que D*(G)={1}.

DemonsTtrACAO - Podemos, evidentemente, supor que G #{1}.
Se D*(G)={1}, entdo a cadeia decrescente (DYG))pcick é uma
seqiiéncia normal cujos fatores sfo grupos abelianos. Recipro-
camente, suponhamos que G seja solivel e seja (Hjlee uma
seqliéncia normal de G cujos fatores sejam abelianos; em vir-
tude do corolario 1 do teorema 38, temos D(H)<H;, para
i=0,1,---,t-1, de onde vem, D'(Ho)=H,={1}; logo, DXG)=1{1}. §

" COROLARIO 1 - Todo subgrupo H de um grupo solavel G
também é soluvel. .

Basta notar que D{H)=D¥G) para todo numero natural i. [
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COROLARIO 2 -Se G é um grupo soluvel e se @ & um
epimorfismo de G num grupo G’, entdo G’ também é soiGivel.

E uma conseqiiéncia imediata do teorema acima e da igual-
dade @(DYG))=DHG). i

COROLARIO 3 - Se N é um subgrupo normal de um grupo
G, entdio G é solivel se, e sOmente se, N e G/N sio soluveis.

DemonstracAo - Os corolarios 1 e 2 nos mostram que sé
G é soluvel, entdo N e G/N sdo soluveis. Reciprocamente, su-
ponhamos que N e G =GIN sejam soluveis, logo, existem nu-
meros naturais s e t tais que D(G')={N} e DAN)={1}; da pri-
meira igualdade vem DG)=N, de onde concluimos que
D*Y(G)=DYN)={1} e entdo D*G)={1}. |

Exempro 71 - Consideremos o grupo simétrico S,, com
n25; sabemos que 0s Unicos subgrupos normais de S, sdo {e},
A, e S, e como todo elemento de D(S,) é uma permutagéo par
resulta que D(Sp)=A,. Ora, D(A,) é um subgrupo normal de
A, e A, é ndo comutativo e simples (teorema 31), logo,
D(A,) = An; portanto, DSz)= A, para todo i>1 e fica assim
demonstrado que S, ndo é soluvel.

ExempLo 72 - Se G é um grupo simples e soluvel, entdo
D(G) ={1}, logo, G é abeliano e, neste caso, o corolario do teo-
rema 27 nos mostra que G é finito de ordem prima.

Seja G #{1} um grupo solivel e suponhamos que exista em
G uma seqiiéncia de composicio (Giuiss. Conforme os corold-
rios 1 e 3 do teorema 43 o grupo quociente Gi/Gi, (0<i<s) é
soluvel e como éste grupo ¢ simples resulta que éle é abeliano;
em virtude do exemplo 72 concluimos que Gi/Gisx € um grupo
finito de ordem prima, logo, G também é finito (exercicio 30).
Reciprocamente, se um grupo G #{1} admite uma seqiiéncia de
composi¢do cujos fatores sejam grupos ciclicos de ordens pri-
mas, entdo G é finito e G ¢é solivel pela propria definicéo 17.
Demonstramos.acima o seguinte

TEOREMA 44 - Um grupo soluvel G admite uma seqiiéncia
se composicdo se, e somente se, G ¢ finito e um grupo finito
G #{1} é soluivel se, e somente se, seus fatores sdo grupos ci-
clicos de ordens primas.
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EXERCICIOS

139. Demonstrar os lemas 15 e 16.

140. Verificar as seguintes propriedades dos comutadores, onde a,
b e ¢ sd@o elementos quaisquer de um grupo G:

a) [, b =blb,alb;

b) [a,b]=a"'[b,ala;

¢) [ab,cl =alb,cleYa,cl;

d) [a,bel = [a,blbla, clb™.

141. Mostrar que D(S,)=A, para n=2,3,4. Observagdo: o exem-
plo 71 nos mostra que D{(S,)=A, para todo n>5.

142. Sejam A e B duas partes nao vazias de um grupo G e indi-
quemos por [4,B] o subgrupo, de G, gerado por todos os comutadores
[a,b]l com ¢ em A e b em B. Verificar as seguintes propriedades:

a) [G,G] = D(G);

b) se G,,,=[G,,,G] para todo neN e G;=G, entdo (G,) é uma se-
qiiéncia decrescente e cada G, é completamente invariante em G.

f 143. Demonstrar que se D(G)=C(G), entdo valem as seguintes pro-
priedades, onde a, b e ¢ sdo elementos quaisquer de G:

a) lab,cl=Ia,clb,cl;

b) [a,bel =[a,bla,cl;

c) [a",cl=[a,c]” =[a,c™ para todo ntmero inteiro n.

144. Demonstrar que todo grupo G de ordem pq, onde p e g sdo
numeros naturais primos é soluvel. Sugestdo: exercicios 131 e 132.

145. Se A e B sdo subgrupos normais soltiveis, de um grupo G,
entio AB também é soluvel.

EXERCICIOS SOBRE O §4

146. Demonstrar que todo p-grupo ciclico tem uma uGnica seqiién-
cia de composigao.

147. Se um p-grupo G tem uma unica sequenc1a de composicéo,
entdo G é ciclico.

148. Diz-se que uma seqiiéncia normal (G;)yes» de um grupe G,
passa por um subgrupo A de G se, e sOmente se, existe um indice i tal
que G;=A. Diz-se que um subgrupoc 4 de G é accessivel se, e somente
se, existe uma seqiiéncia normal de G que passa por 4. Indicaremos por
# o conjunto, ordenado por inclusdo, de todos os subgrupos accessiveis
de G. Verificar as seguintes propriedades:

a) Se (Aj)gcice € uma seqiiéncia decrescente de elementos de #,
entdo existe uma seqiiéncia normal de G mais fina do que (4,).

b) Se o grupo G #{1} admite uma seqiiéncia de composicdo, entio o
conjunto {4 satisfaz os axiomas CCC e CCD (ver o §4.2 do Capitulo VII).

c) Se o conjunto ¢ satisfaz os axiomas CCC e CCD, entdo G admite
uma seqiiéncia de composicdo. Sugestdo: Mostrar, inicialmente, que se
Aed, A+{l}, entdo existe em A um subgrupo normal maximal (utilizar
o axioma MAX); concluir dai, por intermédio do principio de definicdo
por recorréncia, que existe uma seqiiéncia de composicdo em G.
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149, Mostrar que o conjunto #, ordenado por inclusfo, de todos os
subgrupos de um grupo ciclico infinito G, satisfaz o axioma CCC mas
nio satisfaz CCD.

150. Seja U, o grupo das raizes complexas da unidade cujas ordens
sdo poténcias de um namero natural primo p.

a) Demonstrar que todo subgrupo proprio de U, -¢ finito e ciclico.

b) Concluir dai que o conjunto #, ordenado por inclusdo, de todos
os subgrupos de Uy,, satisfaz o axioma CCD mas néo satisfaz CCC.

151. Seja S(N*) o grupo simétrico do conjunto N* de todos os , G-
meros naturais ndo nulos e seja A(N*) seu grupo alternado.

a) Mostrar que A(N¥) é simples (portanto, admite uma unica se-
qiiéncia de composicao).

b) Mostrar que o subgrupo de A(N*) gerado pelas permutacdes
(4n-3 4n-2)(4n-1 4n) (ne=N*) é abeliano e infinito (portanto, ndo admite uma
seqiiéncia de composicéo).

152. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos quaisquer de
G tais que [a,bleC(GQ); demonstrar que

1
(@™ =[a,b12"" Vg™
para todo nimero inteiro n.

153. Demonstrar que [a,bl,cl=I[a,lb,cll quaisquer que sejam os
elementos a, b e ¢ de um grupo G se, e somente se, DIG)=C(G). Suges-
tdo: supondo-se que a igualdade acima seja verdadeira, mostrar que
[a,bl =[a™,b™]; caleular [la,bl,c] e [a,[b,cll e chegar & relagdo {[a,b Lel,bl=1.

154. Consideremos o grupo simétrico S(E) do conjunto

E=1{1,2,3,4,5,6,7,8,a,b,c,d,e,f,g,h}
e seja A o subgrupo gerado pelas permutagdes (13)24), (57)(68),
@b)X8e), (e g)fh), (135 ac), (12)34)eh), (56)78)efNgh), (abdcd).

a) Mostrar que o(A) = 256.

b) D(A) é um subgrupo de ordem 16 gerado pelas 4 primeiras per-
mutacdes acima. 5

c) O elemento (a c)(bd)(e gXf h) pertence a D(A) e ndo é um co-

. mutador.

§5 - PRODUTOS DE GRUPOS

5.1 - PRODUTO DIRETO DE UMA FAMILIA FINITA
DE SUBGRUPOS

Seja (Gii<ien uma familia ndo vazia de grupos multiplica-
tivos e seja G=Gi1xGzx---xGn o produto cartesiano dos con-
juntos G1,Gz,+,Gn; s€ (a1,03,+++,an) € (b1,bs,+-,bp) so dois
elementos quaisquer de & colocaremos, por definicéo, o

(al,ag,---,an)(bl,bz,-w,bn)=(a1b1,a2b2,---,anbn) (20)
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Pica assim definida uma operagdo de multiplicacdo sébre
o conjunto G e é facil verificar que esta operacido define uma
estrutura de grupo sébre G; diremos, entdo que (G,-) é o grupo
produto da familia (G« ou que (G,:) é o grupo produto dos
grupos (Gi,9),(Gs,%),+++,(Gn,). Notemos, simplesmente, que o
elemento unidade de G é a n-upla e=(e,e,,---,e,) onde cada
e; &€ o elemento unidade de G: e que, para todo elemento
(a,,ay,++,8,) de G tem-se
(@y,89,°+,a,) = (0,05}, +,070).

E imediato que G =G1xGax---xGn é comutativo se, e sd-
mente se, cada G; é comutativo; além disso, se vada G; é finito
de ordem S;, entdo G é finito de ordem s,s,-:-s,. Verifica-se
ainda que se H; é um subgrupo (resp., subgrupo normal) de
Gs, entdo, H=H;xHyx---xH, & um subgrupo (resp., subgrupo
normal) do grupo produto G. .

No caso em que cada G; € um grupo aditivo é natural
substituir (20) pela notagdo aditiva e dizer que (G,+) é o grupo
soma da familia (G Ou que (G,+) é o grupo soma dos grupos
(Gl,+),"',(Gn,+).

Consideremos, novamente, o grupo produto G da familia
{Giisn de grupos multiplicativos. Para cada indice j, com
l1<j<n e para todo a;eG; ponhamos '

a'J' =(ey,°**,€41, aj,ej-rl»""en);
é facil verificar que a aplicacéo f;: G;— G definida por f(a;)=aj é

um monomorfismo de G; em G, logo, Im(f))=Gj é um sub-"

grupo de G isomorfo ao grupo Gj; e, alérh disso, € imediato que
G; é normal em G. Para téda n-upla (a,,a,,-:-,a,)€G, temos
(al’az’...’an)=a'la'2...a;v

logo, G=GiGi---Gn | (21).
Finalmente, mostraremos que
GiN(G}++-GisGin---Gu) = {e} (22)
para i=1,2,-..,n, de onde resulta, em particular, que
GiNGj={e}

se i#j (1<i,jsn). Com efeito, um elemento de Gi:---Gi1Gisn++-Gn
é da forma

ai---ai-xa§+1-'-a;z = (@1,°°°,@4-1,84,is1,°°",qn)
- e se éste elemento pertence a Gi devemos ter a;=e; para todo
j#i, logo, @1-:-@iaGia---Gn=e, 0 que termina a verificagdo
de (21).
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As consideracdes acima serfo utilizadas para definir a
nocéo de produto direto de uma familia de subgrupos:

DEFINICAO 18 - Diz-se que um grupo multiplicativo G é
produto direto de uma familia (Hii«en de subgrupos de G se,
e somente se, as seguintes condi¢des estiverem verificadas:

a) cada H; é normal em G;

b) G=HH;---Hy; '

¢) HiN(H;---Hi1Hiyy---Hp) ={1} para i=1,2,.--,n.

Notemos que se G é comutativo, ento a condicdo a) &
supérflua; se G é aditivo e se estiverem verificadas as condi-
coes b) e ¢) (com as evidentes mudancas de notacdo) diremos
que G é soma direta da familia (Hiiden.

Exempro 73 - Se (Giicien € uma familia de grupos multi-
plicativos e se G é o grupo produto desta familia, entdo as
formulas (21) e (22) nos mostram que G é o produto direto da
familia (Giiin, onde Gi é o conjunto de todos os elementos
(€1,°**1€11,84,€141,°*,€,) COM @; em Gi.

TEOREMA 45 - Um grupo multiplicativo G é o produto
direto de uma familia (Hiii«n de subgrupos de G se, e so-
mente se, estiverem verificadas as seguintes condigdes:

1) todo elemento de H; é permutavel com qualquer ele-
mento de H; se i#j;

2) todo elemento x de G pode ser representado de modo
unico sob a forma x=a,a,---an, onde a;€H; para i=1,2,.--,n.

DemonsTRACAO - Suponhamos que G seja o produto direto
da familia (Hiicien; em virtude da condicdo c¢) temos H;MH;=1{1}
se i#j, pois, Hj<H;:--HjaHj1---Hn. Consideremos um elemen-
to qualquer a de H; e um elemento qualquer b de H; (i#j);
conforme a condicdo a), o comutador

[a,b] = (aba)b? = a(ba'b?)
pertence tanto a H; como a Hj, logo, [a,bleHiMH;={1}, de
onde vem, ab=ba, o que termina a verificacdo de 1). A con-
dicdo b) nos mostra que para todo x em G existem elementos
@1,dz,°+,6n, com a;&H;, tais que x=auaz---an; falta, portanto,
verificar que esta representacdo de x é unica, isto &, se
T =bibse--by, com bieH;, entdo ai=b; para i=1,2,---,n. Ora,
utilizando-se 1), temos
b;‘a; = (bz' "bn)(az' solp)t = (bz"' bn)((l;1 oo -ll;ll) = (bza?) see (bna;l) ’

logo, bia;eHiM(H;---Hy) ={1}, de onde vem, ai=b;. De modo
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analogo conclui-se que a;=b; para i=2,---,m, 0 que termina a
verificacdo de 2).

Reciprocamente, suponhamos que as condigdes 1) e 2)
estejam satisfeitas; de 2) resulta que todo elemento x de G
pode ser representado sob a forma xr=a,az-:-an, COM a;ieH;
(i=1,2,---,n), logo, G = HiHs---Hn, isto &, vale a condigéo b) da
definicdo 18. Além disso, se y =byba---bn, com bieH; (i =1,2,.--,m),
é um outro elemento qualquer de G temos, em virtude de 1),

xy = (a1bi1)azbs) « - - (@nbn) (23).
Verificaremos, a seguir, as condicdes a) e ¢) da defini¢io 18.

¢) Se xeH;M(H;---Hi1Hii---Hy) temos x=q; e
I =a1ecQiais1ec-On,
com a;€H; para j=1,2,---,n, logo,
: l1-eelagle-el =qaq-+-@is1@isre - an,

onde cada j-ésimo fator déstes produtos pertence a Hj; por-
tanto, conforme a condi¢do 2), temos a;=1 e entdo, x = 1.

a) Seja a um elemento qualquer de H: e seja X =aiaz--+an
um elemento qualquer de G; de acérdo com (23), temos '

2ax = (Qy8y0 - An)A(Ay @y <= An) T = (21050 an)a(aitasl---a;h) =

= (3107Y) -+ (€19@75)(@;007 (@441 @5 11) -+ (@07) = a;a0;'€ Hy,
logo, H; é normal em G. |
A condicio c) da definicdo 18 pode ser dada sob a forma
(Hy---H)MHi =11} (24),
para i=1,2,.--,n-1; precisamente, demonstraremos o resultado
mais geral

TEOREMA 46 - Se uma familia (Hii«<« de subgrupos nor-
mais de G é tal que : /
(Hy---H)MNHia =11},
para i=1,2,---,n-1, entdo HiH,---Hn & um subgrupo normal
de G que é o produto direto da familia (Hiisien-

DemonsTracAO - Por inducdo finita sobre n basta consi-
derar o caso em que n=2; jA sabemos que HiH, & um sub-
grupo normal de G e vamos, entdo, verificar as condicdes 1)
e 2) do teorema 45. ,

1) Esta condicdo resulta, imediatamente, da hipotese
HiMH,={1}.

2) Suponhamos que aiaz=bibs, com g;e by em H; (i=1,2);

o -4 7
desta relacdo vem bila, = byas!.

logo, bila,eHiMH:=1{1}. de onde resulta. a;=by e as = by. |
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COROLARIO - Para que um grupo G seja o produto direto
de uma familia (Hi)icin, de subgrupos de G, é necessario e
suficiente que estejam verificadas as condigOes a) e b) da de-
finicdo 18 e a seguinte

¢) (Hy---H)MHia={1}, para i=1,2,---,n-1.

Suponhamos que o grupo multiplicativo G seja o produto
direto da familia (Hi)i<i<n, de subgrupos de G e consideremos a
aplicacdo f;: G — H; definida por fyx)=aq,; para todo x =a183---Qn.
£ imediato que f; é um homomorfismo, logo, f; € um epimor-
fismo e, além disso, temos
) Ker(f;) =Hy---Hi1Hisa++-Hn,
logo, de acérdo com o corolario do teorema do homomortismo,

temos GI(Hy---HiaHin-+-Hn) = Hi,
para i=1,2,---,n. No caso particular em que n=2, temos os
seguintes isomorfismos '

(H\Hx)/Hi=H: e (H]Hz)leEHl.

Finalmente, suponhamos que G seja o produto direto da
familia (Hi«en de subgrupos de G e consideremos o grupo
produto H = HixHyx---xH, desta familia. Todo elemento x, de
G, pode ser representado de um unico modo sob a forma
I =aiaz-+a,, onde a;e€H;, para i=1,2,--,n; fazendo-se corres-
ponder a éste elemento a n-upla (a1,as,---,an)€H, obtém-se
uma aplicacdo bijetora f de G em H e a férmula (23) nos
mostra que f é um homomorfismo. Demonstramos assim o se-
guinte

TEOREMA 47 - Se um grupo G é o produto direto de uma
familia (Hii<ien, de subgrupos de G, entdo G ¢é isomorfo ao
grupo produto H = HixHsx---xH, da familia (Hy).

EXERCICIOS

155. Mostrar que o grupo de Klein V, & isomorfo ao produto do
grupo aditivo Z/Z-2 por si mesmo.

156. Seja G o grupo produto da familia (G, de grupos multi-
plicativos e seja x;e&G; um elemento de ordem finita: demonstrar que
&=y, T, 4y tem ordem finita e

O(X) = MMC(O(X ), 0(Tg)y =5 O ).
. 157. Com as notacfes do exercicio -anterior, supondo-se que cada
G, seju um grupo ciclico finito, demonstrar que o grupo produto G é ci-
clico se. e sOmente se, mdc(o(Gi),o(Gj))-—- 1seizj (lsijsn).
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158. Demonstrar. que 'se A e B sdo subgrupos normais de um grupo
G.e se ANB={1}, entdo xy=yx para todo x em A e para todo y em B.

- 159. Suponhamos que um grupo G seja o produto direto de dois
subgrupos A e: B de G; verificar as seguintes propriedades:

\a) Se A’ & um subgrupo normal de A, entdo A’ é normal em G;
b) D(G) é o produto direto de D(A) por D(B);
“¢) C(G) é o produto direto de C(4) por C(B).

160. Demonstrar que um grupe G é o produto direto de dois subgru-
pos A e B de G se, e sOmente se, as seguintes condicdes estiverem ve-
rificadas: a) para todo x em G existe as A e existe beB tais que x =ab;
b) se as=A e se beB, entdo ab=ba.

5.2 - GRUPOS DECOMPONIVEIS E INDECOMPONIVEIS

Todo grupo multiplicativo G#ﬂ} é o produto direto dos
subgrupos G e {1}; um grupo que s6 admite esta decomposi¢io
como produto direto é denominado grupo indecomponivel. Pre-
cisamente, dareinos a seguinte ‘ '

DEFINICAO 19 - Diz-se que um grupo multiplicativo G#{1}
é decomponivel se, e sdmente se, G é o produto direto de dois
subgrupos distintos de- G; caso contréario, diz-se que G é in-
decomponivel.

Portanto, se G #{1} é decomponivel, existem dois subgru-

pos normais. Hi e Hy, com Hi#G (i=1,2), tais que G seja o
produto direto de H; e H,; notemos que, neste caso, temos

H;#{1}, para i=1,2. Observemos que se G#{1} é o produto di- -

reto de uma familia (Hji«« de subgrupos proprios e se n>2,
entdo G & decomponivel, pois, conforme 0 teorema 46, G é o
produto direto de H; e Hz---Hy.

Exempro 74 - O grupo de Klein Vi={1,a,b,ab} (ver o
exemplo 35) é decomponivel, pois, V4 é o produto direto dos
subgrupos {1,a} e {1,b}.

EXEMPLP 75 - O grupo (Z,+) é indecomponivel. Com
efeito, se Hy e H; sf@o dois subgrupos prdprios de Z, temos

Hi=Z-m;, com m;>1 (i=1,2), logo, HiNHy=Z-m #{0}, pois,

m=mmc (my,ms).

Exempro - 76 - Todo' grupo ciclico infinito é indecomponivel.

z

Exempro 77 - Todo grupo simples é indecomponivel; em
particular, todo grupo finito de ordem prima é indecomponivel.
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Exemrro 78 - Seja G =[a] um grupo ciclico finito de ordem
p® (p é um niimero natural primo e s>1); conforme o teorema 21,
os tnicos subgrupos de G sdo [a],[aP],---,[aP""],{1} e temos

lalola?] o---[a?™ 1]:{1}
logo, G é indecomponivel.

TEOREMA 48 - Todo grupo ciclico G=[qa}, de ordem

n=prpypes,
onde cada p; é um namero natural primo, p;#p; se i#j
(1<i,j<s) e s22, é o produto direto de uma familia de subgrupos
(ciclicos) de .ordens pfi,p32,--+,ps.

* DemonsTracAo - De acérdo com o teorema 27, para cada
indice i (lsi<s), existe um Unico subgrupo H; de ordem p“t e
temos- H; =[a™],

1

onde n;=n/pl; ponhamos G'=HH,---Hs. G’ € um subgrupo de
G e sua ordem é divisivel por pfi, pois, G'>H;, logo, a ordem
de G’ é divisivel por plpg2.--pis=n, de onde vem, G=H;Hjs---Hs.
Se x é um elemento qualquer de H;---Hi1Hi---Hs, en-
tdo sua ordem divide n;, logo, se xeH; temos o@)lpfi,
de onde vem, owlmdc(n;,pf), ou seja, o@ =1; portanto,
HiN(H;y---Hi3His---Hs) ={1}, para i=1,2,.-.,s. Ficam assim ve-
rificadas as condi¢Ges da definicdo 18. i

COROLARIO - Todo grupo ciclico finito G#{1}, que ndo &
um p-grupo, é decomponivel.

DEFINICAO 20 - Diz-se que um grupo multiplicativo G #{1}
é semi-simples se, e somente se, G éo0 produto direto de uma
familia de subgrupos simples.

Suponhamos que o grupo G seja semi-simples, logo, existe

 uma familia (Hiiwi« de subgrupos simples tal que G seja o

produto direto desta familia. Pondo-se K;=H;---H; resulta,
conforme o teorema 46, que Ki. é o produto direto de K; e
Hin, para i=1,2,..-,n-1 e, além disso, temos Kn=G e Kiua>K,
K; é subgrupo normal de Ki. e Kin/Ki=H;, logo, a cadeia de

~ subgrupos - - G=KnDKnpaD2---Ki2{1}

é uma seqiiéncia de composi¢io de G (teorema 39); portanto,
em virtude do teorema de Jordan-Hoélder, temos o seguinte

TEOREMA 49 - Se um grupo semi-simples G é o produto
direto de duas familias (Giicien © (Hjigjem de grupos simples,
entdo n=m e existe uma permutacio ¢ do conjunto {1,2,+--,n}
tal que Gi=H,u para i=1,2,.-,n ‘
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EXERCICIOS

161. Mostrar que o grupo aditivo Z/Z-.-6 é decomponivel e que o
grupo S, é indecomponivel.

162. Mostrar que o grupo (R*,.) é decomponivel.

163. Mostrar que o grupo (C,+) é decomponivel.

164. Demonstrar que o grupo (@,+) é indecomponivel.

165. Demonstrar que todo grupo de ordem pqg, onde p e g séo nu-
meros naturais primos, p>q e pz 1 (mod. g) é decomponivel. Sugestao:
exercicio 131.

EXERCICIOS SOBRE O §5

166. Sejam G, e G, dois grupos multiplicativos, seja G,xG, o grupo
produto de G; e G, e seja x = (x;,%,) um elemento qualquer de G;XG,,
consideremos as aplicacdes f;: G;— G;xG,, ¢q;: G;xG,-»G; (i=1,2);
01,2: G,— G, e 02'1: G, — G,, definidas por

Fixy) = (@y,€9),  Fo(Xg) = (€1:Xy), Qi) =2y,
01’2(3:1)=e2 e 02,1(x2)=e1.

Verificar as seguintes propriedades:

a) f,eHom(G;,G;xG,), q;€Hom(G,;XG,,G), 0,,eHom(G;,G,) ¢
0, , =Hom(G,,Gy);

b) gpofy=1lg, (=1,2);

©) qofa=0y; € Qpofy=0,,;

@) Im(f) é um subgrupo normal de G;XGy;

e) G;xGy=Im(f))-Im(fy);

D Im(fpNIm(f,) = {le;,ey)}.

167. Sejam G, G, e G, trés grupos multiplicativos e suponhamos
que existam aplicages g; e p; (i=1,2) tais que

1) g,=Hom(G;,G) e p,eHom(G,G));

2) p;og;=1g,; '

3) Dyogy=0y; € Dpogy=0p,;

4) G =Im(gy)-Im(g,).

Nestas condicdes, demonstrar que existe um isomorfismo
@: G — G,xG, tal que f;=@og; € p;=g;0¢ para i=1,2, onde f; e q; séo
os homomorfismos definidos no exercicio anterior. Sugestdo: para todo
x em G colocar @(x) = [(f; o @] [(f,0 p)@)].

168. Demonstrar que todo subgrupo normal N #{1}, de um grupo
semi-simples, também é semi-simples.

169. Suponhamos que um grupo multiplicativo G seja o produto
direto de uma familia (G), 4., de subgrupos de G; seja (n)gy,, uma
familia de nimeros naturais tais que 7y=0<N;<NY<---<N <N, =7 €
ponhamos H;=GG,---Gp, s, Hy=Gp yy--Gpppeery Hp= Gy, q11°°°Gp- Ve-
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rificar as seguintes propriedades:
a) Hj,; (0<jsr-1) é o produto direto dos subgrupos
an+1 ’an+2""’an+1;
b) G & o produto direto de Hy,H,,---,H,.
Nos exercicios 170-174 utilizaremos as mesmas notacdes que foram
introduzidas no exercicio 98.
170. Demonstrar que o grupo f,n dos elementos inversiveis do

anel Z/Z-n, onde n=2° e s23, é o produto direto de um grupo ciclico
de ordem 22 por um grupo ciclico de ordem 2. Sugestdo: mostrar que

3
para todo keN tem-se 3% =1+2%"2 (mod. 2%*% e concluir dai gue existe
em /s um elemento de ordem 2°%,

171. Sejam r e s dois nimeros naturais tais que r>1, s>1 e
mde(r,s)=1; demonstrar que [/, =/ .x/. Sugestio: mostrar, inicial-
mente, que Z/Z(rs)=Z|ZrxZ|Zs (como anéis) e utilizar o exercicio 16 do
Capitulo IV. (Observacdo: a nocdo de anel produto esta definida no exer-
cicio 3 do Capitulo IV).

172. Com as hipéteses do exercicio anterior, mostrar que
’ D(rs) = D(r) D(s),
onde @ é o indicador de Euler. Concluir dai que se n:p‘lllp‘;Z.,.p‘gt, onde
cada p; € um numero natural primo, Py#Dp; se i#j (1<i,j<t) e a;21,

entdo 1 1 1
D(n) = n(l_E)(l-E)' .. _—5;)'

Sugestéo: exercicio 171. -
173. Com as notacSes do exercicio anterior, demonstrar que
]‘nE]p?IX] pgzx---xfpgt
Sugestdo: exercicio 171.

174. Demonstrar gne o grupo 7, (n>1) é ciclico se, e somente se,
n assume um dos seguintes valores: 2, 4, ps ou 2ps, onde p é um nu-
mero natural primo impar e sz1. Sugestdo: exercicios 173, 170, 156 e 98.

§6 - GRUPOS ABELIANOS FINITOS

Neste paragrafo usaremos a notacfo aditiva, pois todos
0s grupos que consideraremos serdo abelianos. O principal re-
sultado que estabeleceremos é o teorema 54, que nos dard a
decomposicdo de um grupo abeliano finito como soma direta
de p-subgrupos ciclicos.

Seja G um grupo aditivo finito de ordem n>1 e seja

n= pflp‘;z oo .pgs
a decomposicdo de n em fatéres primos (p;>1 é primo, p;#pj
se i#j e a;>1). Inicialmente, observemos que se P & um na-
mero natural primo e se pln, entfo existe em G um elemento
de ordem p. Este resultado é uma conseqiiéncia imediata do
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primeiro teorema de Sylow e no caso em questdo também pode
ser demonstrado diretamente. Observemos ainda que se x é
um elementd qualquer de G e se existem nUmeros inteiros a
e b tais que mdc(a,b)=1, owla e o@lb, entdo x=0.
Para cada indice i, com ls<iss, ponhamos
_ H;y={xeG | plix=0};
temos o seguinte

LEMA 17 - H; é um p;-subgrupo de G e H;#1{0}.

DemvonsTrAaCAC - De acOrdo com a observacio feita acima
existe em G um elemento x; de ordem p; e é imediato que
xosH;, logo, Hi#{0}. Se x e y sfo dois elementos quaisquer

de H;, temos piGe—y) = iz —pliy = 0-0 =0,

logo, x-yeH;; portanto, H; é um subgrupc de G. Finalmente,
suponhamos por absurdo gue a ordem de H; n#o seja uma po-
téncia de p;; como o(Hp|n resulta que existe um fator primo
pj de m, com p;#p;, tal que pjlo(H;) e entdo existe z em H;
tal que o(z)=pj. Para éste elemento z temos pfiz=0 e pz=0,
onde mdc(pé,p;) =1, logo, z=0 e chegamos assim a uma con-
tradi¢do. |
Comn as notagBes acima demonstraremos o seguinte
TEOREMA 50 - O grupo G ¢é a soma direta da familia (Hi)i«iss.
DEMONSTRACAO - Basta verificar as condicBes b) e ¢) da de-
finicdo 18.
b) Pondo-se n;=n/p{i e notando-se que ni,Mz, -,ns S&0
primos entre si resulta que existem ntimeros inteiros hi,hz,-«-,hs

tais que ‘ hani+hana+eo+hens=1 " (25).
Seja x um elemento qualquer de G e ponhamos
x; = (hynyx

para i=1,2,...,5; temos

plix; = plil(hn)xl = (hyn)x = hynx) =0,
logo, x;€H;. Além disso, em virtude de (25), temos

x=1-=himi+hano+ee+hNg)X = L1+ Tt o+ + s,
logo, H=Hi+Ho+---+H;s. '
¢) Seja x um elemento qualquer de Hiﬂ(ZHj), logo,
plic=0 e x:Zyj, "
. J#EL

onde y;eHj; como p§iln; (j#1i), temos n;y;=0, de onde vem,
n;x=0.
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Em resumo, valem as igualdades pfix=0 e nx=0, onde
p# e m; sdo primos entre si, logo, x=0. i |

COROLARIO - olH,))=pf para i=1,2,.-- 5.

DemonsTrAcAC - Conforme o lema 25, temos o(H;) =pPi; por
outro lado, o teorema acima nos mosira que

1 =0(G) = o(Hy+Hy+++++Hs) = plipla«..pls

e daqui concluimos, em virtude do teorema fundamental da
Aritmética, que b;=q; para i=1,2,.--,5. ; g

Podemos completar o teorema 50 demonstrando que a de-

composicio obtida do grupo G é Unica & menos da ordem

das parcelas:

TEOREMA 51 - Se o grupo GG € a soma direta de uma fami-
lia (Higee de gj~subgrupos nfo nulos (g; ndimero primo;
d1,Gs,+,Q; distintos dois a dois), entdo s=t e, usando-se uma
notacio conveniente, temos H;=H; para i=1,2,.--,5.

DemonsTRACAO ~ Ponhamos O(H;):qg’j para j=1,2,...¢;

como G é a soma direta da familia (H}) temos

n=0(G)= qg’lqu. . ,q?t,
logo, em virtude do teorema fundamental da Aritmética, temos
s=t, g;=p; e b,=a; para i=1,2,..-,s (usando-se uma notacio
conveniente). Se x é um elemento qualquer de Hj, temos pfix=0,
pois, o(H}) = pf; portanto, Hi<H; e como o(Hj) = o(H,;) concluimos
que Hi=H,. | |

Os teoremas 50 e 51 nos mostram que todo grupo abe-
liano finito e ndo nulo pode ser representado de modo Unico
(a menos da ordem das parcelas) como soma direta de uma
familia finita de p-subgrupos ndo nulos. Para completar éste
resultado precisamos estudar a decomposicdo de um p-sub-
grupo abeliano finito G #1{0}. Demonstraremos, inicialmente, ¢
seguinte ‘

LEMA 18 ~ Se G#1{0} é um p-grupo abeliano, e se d é um
elemento de G de ordem méxima p¥, entdc G é a soma direta
do subgrupo ciclico [d] e de um subgrupo N de G.

DrmonsTrAcAO - Consideremos o conjunto § de todos os
subgrupos H de G tais que HM[d] ={0} e ordenemos  por in-
clusfo; é imediato que F é finito e F# @, pois, {0}N[d]={0},
logo, existe em § um elemento maximal N (exemplo 22, Ca-
pitulo VII). Notemos que se N’ é um subgrupo qualquer de G
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e se NN/, com N#N, entdo N'M[d}#{0}; isto resulta do fato
que N é elemento maximal de 9.

De acordo com o teorema 46, o subgrupo Go=N+[d] &
a soma direta de N e [d]; se demonstrarmos que Gy=G obtere-
mos a tese do lema. Suponhamos, por absurdo, que Go#G;
afirmamos, neste caso, que existe x em G tal que x&Go e
preGo. Com efeito, existe por hipétese um elemento x’em G
que ndo pertence a Go e para éste elemento &’ temos ox)=pt,
com i>1, logo, existe um menor nimero natural ndo nulo j
tal que p'x’eGy; se j=1 basta escolher x=x" e se j>1 esco-
lheremos x =p*ix’.

De pxeGy resulta que px=md+h, com m inteiro e h em

N, logo, 0 = px = pFlpx = pE-imd +p*-ih,

de onde vem, p*lmd=0, pois, NN[d]={0}; daqui concluimos
que p*l(p*im), logo, m=pm’. Por outro lado, temos
h =px-md=plx-m'd),
onde z-m'deN, pois, x& Gy, logo,
N'=N+[x-m'd]DN e N#N

e daqui resulta que N'N[d]#{0}, ou seja, existe rdeN’, com
reZ e rd+0. Para éste elemento rd temos rd=ho+s(x-m'd),
com he em N e s inteiro, logo, sxeN+[d]=Go. Observemos
ainda que p{s, pois, no caso contrario, teriamos s(x-m'd)eN,
logo, rdeN, contra o fato que NM[d]=1{0}. Fica assim demons-
trado que sxeGo e pxeGo com s e p primos entre si; notan-
do-se que existem nUmeros inteiros u e v tais que us+ovp=1

concluimos que x=wusx)+v(pxr) e entdo xeGy, contra a defini-

¢do do elemento x. , i

Com o auxilio déste lema podemos agora demonstrar o
seguinte

TEOREMA 52 - Todo p-grupo abeliano G #{0} é a soma di-
reta de uma familia finita de grupos ciclicos.

DemonsTRACAO - Seja p° a ordem de G e vamos fazer a
demonstracdo por inducdo finita sébre o numero natural s>1;
se s=1, entdo G é ciclico e nada temos a demonstrar. Supo-
nhamos, entdo, que s>1 e que o teorema seja verdadeiro para
todo p-grupo abeliano finito de ordem pt, com lst<s. Seja d
um elemento de G de ordem méaxima p¥; se k=s, entio G
é ciclico e, neste caso, nada temos a demonstrar. Se k<s, entdo
0 lema 18 nos mostra que G é a soma direta de Ni=[d] com um
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subgrupo N de G; temos N#{0} e N#G, logo, olN)=p' e
1s<t<s, de onde vem, conforme a hipdtese de indugdo, que N
é a soma direta de uma familia (NVi)iem de subgrupos ciclicos e
é imediato que G ¢ a soma direta da familia (Nii<ism, onde cada
N, é um grupo ciclico. |

N&o temos para o teorema acima a parte de unicidade
anéloga a do teorema 51; vejamos um exemplo. Seja H;=|[a]
um, grupo ciclico de ordem 8, seja Hy=[b] um grupo ciclico de
ordem 4 e consideremos o grupo soma H=H;xHs, que tem
ordem 32. Sabemos que H é a soma direta dos 2-subgrupos
Hj=[a,] e Hy=[bol, onde ao=(a,0) e by=(0,b); pondo-se ¢ =ap+bg
e d=4ay+by, é facil verificar que H também é a soma direta dos
2-subgrupos ciclicos Hi=[c] e Hj=[d] e é imediato que os
quatro grupos Hj, H,, H{ e H; sfo distintos dois a dois.
Observemos que, no entanto, o nimero de parcelas des-
tas decomposicdes de H & igual a 2 e que o(H}) =0(H]) para
i=1,2. Tendo em vista uma generalizacdo déste resultado de-
monstraremos, inicialmente, o seguinte

LEMA 19 - Se H=[a]#{0} é um p-grupo ciclico de ordem
p%, entdo o conjunto Hi={xeH | px=0}
é um subgrupc de ordem p.

DEMONSTRAGAO - E imediato que os elementos  ip™la
(i=1,2,.--,p) pertencem a H; e sf8o distintos dois a dois. Por
outro lado, seja x=ja, com l<js<p®-1, um elemento qualquer
de H e suponhamos que xeH;, logo, pja=0, de onde vem,
pslpf), ou, p*j e entdo j=ip*?, onde ls<isp-1. i

TEOREMA 53 - Se um p-grupo abeliano G #{0} é a soma di-
reta de duas familias (Hiicier e (Hjiges de subgrupos ciclicos
de G e se H;#{0} (i=1,2,---,7) e H3#{0} (j=1,2,---,8), entdo
r =5 e, usando-se uma notaclo conveniente, temos o(H;) = o(H})
para i=1,2,...,7, ‘ ‘

. Demonstracao - Seja pd a ordem de G e vamos fazer a
demonstracdo por inducfo finita sébre o nimero natural d:1
notando, inicialmente, que o teorema é trivial para d=1; su-
ponhamos, entdo, que d>1 e que o teorema acima seja verda-
deiro para todo p-grupo de ordem‘p?, onde 1<d’'<d. Ponha-
mos H;=[a;] e o(H;)=p% para i=1,2,.--,7 e suponhamos que
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e,>e,2+--2¢,>1 (usando-se uma notagéo conveniente); seja
Gp={reG | px=0
G® ={py | yeGl.
B facil verificar que Gp e G® sdo subgrupos de G (ver
o exercicio 83); afirmamos que olGp)=p". Com efeito, um ele-
mento x de G pode ser representadc de um tunico modo (a
me os da ordem das parcelas) sob a forma x=Xi+Tateoo+Lr,
onde x;eH, para i=1,2,.--,7 e temos-pr=0 se, e sOmente se,
2;=0 (i=1,2,---,7), pois, G é a soma direta da familia (Hiie
e px;eH,;; portanto, em virtude do lema 19, temos olGp)=p", 0
gue termina a verificacfio da afirmag8o feita acima.

Pondo-se Hj=[b] e o(H)) =p" para j=1,2,---,s e supon-
do-se que fi2fy2--+2fs>1 (com uma notaclio conveniente) o cal-
culo acima nos mostra que o(Gy) =p®, logo, r=s.

Se e; =1 temos G =Gy e daqui resulta, imediatamente, que
f,=1; portanto, olH) =0o(H}) =1 para i=1,2,--.,7 e, neste caso, 0
teorema estd demonstrado.

Suponhamos que exista um e;>1 e indiquemos por m
(1sm<r) o maior indice i tal que e;>1; de acdrdo com o que
vimos no casc anterior, temos f;>1, logo, existe um maior in-
dice n (l<m<r) tal que f,>1. E facil verificar que G- é a soma
direta das familias (pHpicem € (pHji<<n de subgrupos ciclicos;
daqui resulta, em particular, que o(G®) =p%, onde

d =(e;~D+eeetle,=1 =(fi~ D+t (f-1)<d.
Em virtude da hipétese de inducdo temos m=n e e;=f; para
i=1,2,-.-,1n; em resumo, demonstramos que r=s e ¢;=f; para
i=1,2,00,7. ,

LEMA 20 - Sejam G e G’ dois grupos abelianos finitos;
suponhamos que G seja a soma direta de uma familia (Gpiser
de subgrupos ciclicos e que "G’ seja a soma direta de uma
familia (G)ier de subgrupos ciclicos. Nestas condigdes, se
o(G,) =o(Gj) para i=1,2,---,7, entdo G=G"

Demonstracio - Por hip6tese, G; e Gj so grupos ciclicos
de ordens iguais, logo, existe um isomorfismo h;: G; —; Gj (teo-
rema 25). Consideremos, entfio, a aplicacdo h: G —> G’ definida
por

e

hx) = i@+ Fyxe) +oo o+ f (2,

onde X =x,+Xy+--xr &€ um elemento qualquer de G e x;,€G;
para i=1,2,.-.,7; é facil verificar que h € um isomorfismo de
G em G. |
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O teorema 50 nos mostra que todo grupo abeliano finito
G #1{0} é a soma direta de p-subgrupos abelianos e o teorema 52
nos mostra que todo p-grupo.abeliano (nfo nulo) é a soma direta
de p-subgrupos ciclicos ndo nulos; levando-se em conta o exer-
cicio 169 concluimos que todo grupo abeliano finito G#{0} é a
soma direta de p-subgrupos ciclicos nio nulos. Além disso, os
teoremas 51 e 53 nos mostram que o nGimero de parcelas desta
decomposiciio, assim como suas ordens, sdo determinadas de
modo Unico (a menos da ordem das parcelas) pelo grupo G.
Finalmente, o lema 20 nos mostra que se dois grupos abelia-
nos finitos tém o mesmo tipo de déecomposicdo, entfo éles sdo
isomorfos. Ficam assim determinados (a menos de um isomor-
fismo e a menos da ordem das parcelas) todos os grupos abe-
lianos finitos de uma dada ordem.

Reuniremos os resultados acima no seguinte

TEOREMA 54 - (teorema fundamental dos grupos abelianos
finitos) - Todo grupo abeliano finito G#{0} é a soma direta de
uma familia (G« de p-subgrupos ciclicos ndc nulos; além
disso, o namero déstes grupos ciclicos e suas ordens sdc de-
terminadas de modo tnico pelo grupo G.

Para determinar todos os grupos abelianos finitos de uma
dada ordem n>1 introduziremos o conceito de partigio de um
namero natural k=1: chama-se particdc de k a tdda n-upla
(k1,k2,:++,k»), de nuameros naturais n#o nulos, tal que

,
kizksse--2ky e k=2'k;. Indicando-se por P{k) o nimero de par-

i=1 :
ticSes de k e considerando-se a decomposicdo de n ern fatbres
primos
n:p‘ilpgz...pgs
conciuimos, em virtude do teorema 52, que o niimero de gru-
pos abelianos de ordem = (a menos de isomorfismos) é
Pla)P(as)--- Plas).

Exemrro 79 - Para n=6=213! temos P(1)=1, logo,' existe
um tnico grupo abeliano de ordem 6 (a menos de um isomor-
fismo); aliss, éste resultado ji4 foi mencionado no exemplo 36.



Exemrero 80 - Determinar, a menos de um isomorfismo,
todos os grupos abelianos de ordem 1200 =2%-3'.5%2.  Para isso
devemos determinar as particdes dos expoentes 4, 1 e 2; temos

4

1
2
2 171 2{
2 { 11
111

logo, existem 5-1.2=10 grupos abelianos de ordem 1200. A
tabela abaixo, onde F, indica o grupo aditivo dos inteiros moé-
dulo n>1, nos d4& um exemplo de cada um déstes grupos
FigxF3xF3s

FaXEzXFgXFzs

F4XF4XF3XF25

F4XF2XF2XF3XF25

FzXFzXFzXFzXF3XF25

F15XF3XF5XF5

FgXFzXF3XF5XF5

FgXF4XF3XF5XF5

F4xF2$<F2xF3xF5xF5
FoxFoxFoxFoX Fax Fsx Fy

BN DN O

EXERCICIOS

175, Demonstrar (sem utilizar o primeiro teorema de Sylow) que
se G & uth grupo abeliano finito de ordem n>1 e se p é um fator
primo de n, entdo existe em G um elemento de ordem p. Sugestfo:
colocar G ={x{,%y,++, &}, 0(x;) =m; € considerar todos os elementos da
forma 7,Ty+7yXy+--+7,%,, onde Os7;<m;; utilizando a aplicagéo
(7, Pgper s Ty) > 74X + 79Xy + -+ 7,0, concluir que p divide algum m,; e
mostrar que x=x;"® tem ordem p.

176. Seja G um grupo ciclico de ordem ps (sz1); demonstrar que
o conjunto H de todos os elementos de G que tém ordem <pt (1<ts<s)
é um subgrupo de ordem pt.

177. Seja G um grupo abeliano de ordem ps (s> 1); éemonstrar que
G é ciclico se, e sOmente se, o conjunto H={xreG | pr=0} tem ordem
. Sugestio: lema 19 e teorema 53.

178. Seja G um grupo abeliano de ordem n>1 e seja mz1 um
divisor de n; demonstrar que existe em G um subgrupo de ordem m.
Sugestdo: teorema 54. Observacio: éste resultado ndo &, em geral, ver-
dadeiro se G € nfo comutativo (ver o exercicio 105).
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179. Determinar, a menos de {somorfismos, ¢ namero de grupos
abelianos das seguintes ordens: a) 1440; b) 6400; c) 15625; d) 288000;
e) 1000000. Nos casos a) e ¢} dar um exemplo de cada um dos grupos
obtidos (exemplo 80).

180. Demonstrar que existe um dnico grupo abeliano, a menos de
um isomorfismo, de ordem: a) 15; b) 30; ¢) 210; d) 2310; e) 259377.

181. Seja G um grupo abeliano de ordem n>1; demonstrar que G
é a soma direta de uma familia (G, d€ subgrupos de G, onde~a ordem
n; de G, divide a ordem 7;, de G;,, para i=1,2,..-,t-1. Sugestdo: teore-
ma 54 e exercicio 157.

182. Demonstrar que os numeros naturais 7,75, 7, definidos
no exercicio anterior, sdo determinados de modo anico pelo grupo G.
Observacio: éstes nameros sido denominados coeficientes de torsdo do
grupo G. :

183. Determinar os coeficientes de torsio do grupo

FyxFgxFyxFgxFyyXFyy XFygq.

184. Seja G um grupo abeliano e consideremos o conjunto S de
todos os elementos de G que tém ordens finitas; demonstrar que S € um
éubgrupo de G e que todo elemento do grupo quociente GIS, exceto
zero, tem ordem infinita.
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A-automorfismo determinado por uma permutacao, 325
adicéo, 50
A-isomorfismo, 205
A-isomorfos, 205
algarismos, 126
algoritmo da divisdo, 125, 287, 360
anel, 167
com elemento unidade, 167
com maximo divisor comum, 352
com minimo multiplo comum, 356
comutativo, 167
das aplicacGes de A em B, 295
das funcoes definidas sObre A e com valores em B, 295
das funcdes de A em B, 295
de aplicagdes, 170
de Boole, 197
de fracoes, 213
de integridade, 177
de integridade bem ordenado, 232
de polindmios com coeficientes em A, 282, 308, 316
de polinémios em x com coeficientes em A, 298, 308
de polindmios em x,,%,,-+, X, com coeficientes em A, 326
de polinémios na indeterminada X com coeficientes em A, 286
de‘ polindmios nas indeterminadas X, Xy, -, X, com coeficientes
em A, 319
de polindmios sbébre A, 326
de séries formais, 295
de sucessoes, 239
dos inteiros médulo m, 182
dos numeros inteiros, 168
“euclidiano, 360
fatorial, 349
noetheriano, 411
nulo, 169
ordenado, 221
ordenavel, 222
parcialmente ordenado, 226
principal, 408
produto, 170
quociente, 394
quadratico, 418
quadratico imaginéario, 418
quadratico N-euclidiano, 421
quadratico real, 418
total de fracdes. 214
trivial, 169
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aplicacéo, 29
bijetora, 38
composta, 34
constante, 34
de escolha, 401
idéntica, 33
injetora, 37

comprimento, 359

de um ciclo, 487

de um grupo, 515

de uma seqiiéncia normal, 511
comutador, 196, 516
condicio das cadeias crescentes (CCC), 399
quociente, 33 das cadeias crescentes para ideais principais, 405
reciproca ou inversa, 39 ~ ?::xicric:\‘lsl?:d :;;re;gc;ntes (CCD), 399
Sobreletora, 31 minimal (MIN), 399
congruéncia, 145

do primeiro grau médulo m, 149

argumento de um nUmero complexo, 277
assinatura de uma permutacio, 491
assoc1adq, 344 linear moédulo m, 149
automorfismo (de anel), 192 (de grupo), 461 . modulo m, 145
interno (de um anel), 197 (de um grupo), 466 conjetura de Fermat, 165
involutorio, 273, 415 conjunto, 1
axioma da escolha, 401 bem ordenado, 27
de Arquimedes, 219 complementar, 5

de completividade, 236 de chegada, 30
dos intervalos encaixantes, 251 . de partida, 30
. denso, 227
base (de uma poténcia), 85 ’ dos numeros inteiros, 107
bijecdo, 38 : dos nGmeros naturais, 73-74
boa ordem, 27 dos térmos de uma familia, 41
i ordenado, 22

cadeia crescente, 399 ' _ parcialmente ordenado, 22

decrescente, 399 quoc1~ente, 20
campo de definicdo, 30 solugdo, 134, 150

totalmente ordenado, 22
unitario, 6
vazio, 6
conjuntos disjuntos, 7
contra-dominio, 30
corpo, 178
algébricamente fechado, 366
arquimediano, 228
de fracoes, 200, 203
de fracbes racionais em X sdbre um corpe K, 286
de fragBes racionais nas indeterminadas X,,---,X,, com coeficientes
em K, 321
dos inteiros médulo p, 180, 183
dos numeros complexos, 180, 270
dos nUumeros p-adicos de Hensel, 268

do n.lonomio de grau i,. 284 dos numeros racionais, 180, 206
dominante de um mondmio, 282, 316 dos nameros reais, 180, 258

dominante de y em relacio ao geraddr x, 310 . : ordenado, 227

coeficientes de torcdo, 537 ordenado completo, 236
complemento, 5 ordenavel, 227
complexo conjugado, 272

caracteristica de um anel comutativo, 208
de um anel de integridade, 210
centralizador, 196
centro de um anel, 196
. de um grupo, 466
ciclo, 487
classe de equivaléncia, 20
de equivaléncia médulo m, 147 -
de intransitividade, 501
de restos module m, 147
lateral a direita, 456
lateral a esquerda, 456
coeficiente do imaginéario, 271
do térmo em M;, 319

. . primo, 211
composicio, ?0 ~ primo de um corpo, 189
de aplicagoes, 34 ) guadratico, 413

composto, 50

quadratico associado ao inteiro m, 415
de uma familia de elementos, 90

critério de irredutibilidade de Eisenstein, 388
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decomposicdo de uma fracfo racional, 371, 372

em fatbres irredutiveis, 349
em fatdéres primos, 141
denominador, 199
derivada de um polindmio, 339

desenvolvimento m-adico de um nGmero natural, 126

diagonal, 14
diferenca, 63, 171
entre conjuntos, 8
simétrica, 12
divisdo, 63
euclidiana, 125
exata, 288
divisor, 121, 342
comum, 129
do zero, 176
impréprio, 123, 345
proprio, 123, 345
~do zero, 176
dominio de uma aplicagdo, 30
de uma relacdo, 18
dos escalares ou operadores, 50

elemento, 1

algébrico, 297

cancelavel, 64

central, 59

estritamente negativo, 216

estritamente positivo, 216

inversivel, 60, 174

irredutivel, 345

maximal, 399

minimal, 399

negativo, 216

neutro, 51

neutro a direita, 65, 196

neutro a esquerda, 65, 196

simetrizavel, 59

simetrizavel a direita, 71

simetrizavel a esquerda, 71

transcendente, 297

unidade, 52

zero, 52
elementos algébricamente independentes, 325

conjugados, 466

permutaveis, 51, 173

primos entre si, 354

relativamente primos, 354
endomorfismo (de anel), 192, (de grupo), 461
epimorfismo (de anéis), 192, (de grupos), 460
equacdo diofantina, 134
equivalente moédulo R, 19
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escalares, 50

estabilizador, 502

estrutura de anel, 166, 167
de conjunto ordenado, 22
de corpo, 179
de grupo, 65, 445
de mondide, 54
de semi-grupo, 53

. ordenada, 22
expoente, 85

familia algebricamente ligada, 325
algébricamente livre, 325
das componentes homogéneas de um polinémio, 320
de representantes, 402
familia de representantes dos elementos irredutiveis, 410
dos coeficientes de um polinémio, 285, 319
quase-nula, 315
fator, 121, 342
multiplo, 378
simples, 378
fatéres (de um produto), 50
de um grupo, 515
fechado (subconjunto), 57
forma, 320 )
algébrica de um numero complexo, 271
trigonométrica de um namero complexo, 277
férmula de De Moivre, 277
de interpolagdo de Lagrange, 305
de Taylor, 339
fracdo, 199
racional, 286
racional irredutivel, 371, 375
racional simples, 375
fragGes racionais na indeterminada X e com coeficientes em K, 286
racionais nas indeterminadas X,,X,,---,X, e com coeficientes
em K, 321
funcio, 30
constante determinada por b, 295
exponencial, 267
logaritmica, 267
polinomial, 300
polinomial de n variaveis, 330

gerador de um grupo ciclico, 477
geradores de um subgrupo, 452
G-6rbita, 488, 501
grafico, 31
grandeza de um polinémio, 316
grau de um polindmio, 282
de y em relacdo a x, 310
total de um polinémio 319
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grupo, 445

abeliano, 66, 446
aditivo, 65
aditivo de um anel, 168, 446
aditivo dos numeros complexos, 446
aditivo dos numeros inteiros, 446
aditivo dos numeros racionais, 446
aditivo dos numeros reais, 446
alternado, 492
arquimediano, 218
ciclico, 477
comutativo, 66, 446
das permutac¢des de um conjunto, 447
das raizes m-ésimas complexas da unidade, 278
de Klein, 482
de permutacdes, 484.
de tipo finito, 453
decomponivel, 526
derivade, 517

grupe dos automorfismos de um grupo, 463

dos
dos
dos
dos
dos
dos
dos

automorfismos internos de um anel, 197
automorfismos internos de um grupo, 466
comutadores, 517

elementos inversiveis de um anel, 174

elementos inversiveis do anel dos inteiros moédulo m, 497, 529

elemnentos simetrizaveis de um monéide, 66, 447
inteiros moédulo p, 446

finito, 448

indecomponivel, 526

infinito, 448

multiplicativo, 65

multiplicativo de um corpo, 179, 446
multiplicativo dos nameros complexos, 446
multiplicativo dos nimeros racionais, 446
multiplicativo dos numeros reais, 446
ordenado, 215

ordenavel, 215

parcialmente ordenado, 220

produto, 447, 522

que opera sbbre um conjunto, 498

que opera fielmente sdébre um conjunto, 498
que opera transitivamente sébre um conjunto, 5_01
quociente, 460 .
semi-simples, 527

simétrico, 66, 447

simples, 472

solavel, 518

soma, 522

homomorfismo, 191, 460
bijetor, 192, 460
canénico, 394, 461
induzido, 464, 470
injetor, 192, 460
nulo, 191
sobrejetor, 192, 460

ideal, 392
conjugado, 427
de tipo finito, 396
gerado por um subconjunto, 398
maximal, 404 ‘
nulo, 392
primo, 403
primo proéprio, 403
principal, 396
unitario, 392
identidade de Jacobi, 196
imagem, 31 ’
de um elemento, 30
de um homomorfismo, 192, 462
de uma relagéo, 18
de X por f, 46
reciproca de X por f, 46
indeterminada, 285, 318
indicador de Euler, 480, 529 -
indice, 457
finito, 456
infinito, 456
infimo, 235
" injecdo, 37
inteiro quadréatico, 417
interseccido, 7
intervalo fechado, 251
intervalo inteiro, 76
inverso, 60, 174
aditivo, 60
multiplicativo, 60
isomorfismo (de anéis) 192, (de grupos), 461
ordenado, 225
isomorfo, 192, 461

kernel de um homomorfismo, 192, 462

lei de composicdo externa. 49-50
lei de composicdo interna; 49
lei do anulamento de um produto, 176
lei,restrita do cancelamento a direita, 64
lei restrita do cancelamento & esquerda, 64
lei restrita do cancelamento da multiplicacdo, 177
lema de Gauss, 381
lema de Zassenhaus, 473
limitado, 26 )

inferiormente, 26

superiormente, 25
limite de uma sucessdo, 241

inferior, 26

superior, 25

maior nﬁmerq primo, 164
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majorado, 25
majorante, 25
maximo, 26
maximo divisor comum, 129, 130, 352
minimo, 26
minimo multiplo comum, 139, 140, 355
minorado, 26
minorante, 26
moédulo de um numero complexo, 274
monobide, 54
aditivo, 54
aditivo comutativo, 54
comutativo, 54
multiplicativo, 54
multiplicativo comutativo, 54
multiplicativo de um anel, 168
mondmio, 284, 318
de grau i, 284

monomorfismo (de anéis), 192, (de grupos), 460 .

multiplicacdo, 50
multiplicidade, 378
multiplo, 121, 199
comum, 139
inteiro, 85
segundo um inteiro negativo, 118

norma de um numero complexo, 273, 416
normalizador, 503
notacdo aditiva, 50
de composicdo, 50
indexada, 41
multiplicativa, 50
ntcleo de um homomorfismo, 192, 462
numerador, 199
numero algébrico, 298
complexo, 270
complexo puro, 271
composto, 123
inteiro livre de quadrados, 413, 414
irracional, 258
natural, 73
primo, 123
real estritamente positivo, 259
transcendente, 298 ’
nGmeros complexos, 270
complexos conjugados, 272
de Fermat, 165
de Mersenne, 162
inteiros, 107
inteiros primos entre si, 131
perfeitos, 158, 162
reais, 258

operacio, 49
associativa, 51
colchetes, 747
comutativa, 51
de interseccio, 55
de potenciacdo, 55
de reunido, 55
induzida, 57
méaximo divisor comum, 55
minimo maualtiplo comum, 56
no sentido amplo, 50
" operadores, 50
oposto, 60
ordem, 22
de um elemento, 478
de um grupo, 448
estrita, 23
habitual dos numeros racionais, 231
habitual dos numeros reais, 262
induzida, 25
lexicografica, 314
oposta, 22
parcial, 22
total, 22
par ordenado, 13
parcelas de uma soma, 50
parte, 3
inteira de uma fracgdo racional, 372
propria, 3
real de um numero complexo, 271
particao, 43, 535
permutacdo, 38
circular, 487
idéntica, 38
impar, 491
par, 491
regular, 497
permutacgdes disjuntas, 485
p-grupo, 505
P-isomorfo, 485
pelinémio, 282, 285, 308, 319, 326
ciclotémico, 389

em x com coeficientes em 4. 298, 308
em xy,Xxy, -+, &, com coeficientes em A, 326

homogéneo, 320

na indeterminada X e com coeficientes em A. 285
nas indeterminadas X,,X,,---, X, e com coeficientes em A, 319

primitivo, 381

simétrico, 333

simétrico elementar, 334

unitario, 282
polinbmios com coeficientes em A4, 2382, 318
polindmios constantes, 284, 318
poténcia com expoente negativo, 118
poténcia n-ésima, 85
pré-ordem, 28
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primeiro principio de inducfo finita, 97
teorema de isomorfismo, 470
teorema de Sylow, 505

principio da soma de desigualdades, 69
de definicdo por recorréncia, 80
de identidade de polindémios, 301
de inducéo finita, 76, 85, 115
do menor inteiro, 114
do menor numero natural, 85
dos polindmios idénticamente nulos, 301

processo das divisGes sucessivas, 133, 362

produto, 50
cartesiano, 14
de duas familias quase-nulas, 316
de duas sucessdes quase-nulas, 281
de ideais, 397
de uma familia de elementos, 91
direto de subgrupos, 523

prolongamento de uma aplicac¢do, 33
de uma ordem, 224

p-subgrupo, 505
de Sylow, 505

quociente, 63, 199
quociente da divisdo euclidiana, 125, 288

raiz, 296
de multiplicidade m, 379
de um polinémio, 296
multipla, 379
n-ésima complexa da unidade, 278
n-ésima de um numero complexo, 278
n-ésima de um numero real, 263
simples, 379
refinamento de uma seqiiéncia normal, 511
proprio de uma seqiiéncia normal, 511
regras dos sinais, 172
relacdo, 15
associada a uma particdo, 43
composta, 28
de divisibilidade, 121, 343
de equivaléncia, 18

de equivaléncia compativel com a estrutura de grupo (& esquerda)

com a operagdo de um grupo, 454

de equivaléncia compativel comn a estrutura de grupo, 454

de equivaléncia determinada por um ideal, 392
de igualdade, 1
de ordem, 22
de pertinéncia, 1
inversa ou reciproca, 28
oposta, 28
reflexiva, 28
simetrica, 28
transitiva, 29
representacio, 498
fiel, 498
representante, 20

resto da divisdo euclidiana, 125, 288
restricdo de uma aplicacéo, 33
reunifo, 7

segundo principio de inducfo finita, 98
segundo teorema de Sylow, 506
segundo teorema do isomorfismo, 471
semi-grupo, 53
aditivo, 54
aditivo comutativo, 54
multiplicativo, 54
multiplicativo comutativo, 54
multiplicativo de um anel, 168
ordenado, 68
parcialmente ordenado, 68
parcialmente ordenéavel, 69
totalmente ordenado, 69
seqiiéncia, 42
de composicio, 513
dos fatbres de uma seqiiéncia normal, 511
dos fatéres de um grupo, 515
normal, 510
normal estritamente decrescente, 511
normal estritamente mais fina, 511’
normal mais fina, 511
seqiiéncias normais equivalentes, 511
série formal, 295 :
simétrico, 60
a direita, 72
a esquerda, 72
sinal de igualdade, 2
sinal de incluséo, 3
sistema de congruéncias lineares, 153
de geradores de um anel de polindémios, 326
de geradores de um ideal, 396
de geradores de um sub-anel, 188
de geradores de um subcorpo, 189
de geradores de um subgrupo, 452
de numeragio decimal, 127
de representantes de elementos irredutiveis, 410
multiplicativo, 213
sobrejecdo, 37
solucéo inteira, 134
soma, 50
de ideais, 395
de uma familia de elementos, 90
direta, 523
sub-anel, 184
gerado por um subconjunto, 188
unitario, 186
subconjunto, 3
préprio, 3
totalmente denso, 228
subcorpo, 186
gerado por um subconjunto, 189
subgrupo, 450
accessivel, 520
caracteristico, 466
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completamente invariante, 483
conjugado, 467
gerado por um subconjunto, 452
invariante, 467 :
normal, 458
normal maximal, 472
sucessio, 42
constante, 239
oonvergente, 240
crescente, 249
decrescente, 249
estritamente positiva, 258
finita, 42 ‘
fundamental, 245
infinita, 42
limitada, 239
majorada, 239
minorada, 239
quase-nula, 280
suporte de uma permutacéo, 485
supremo, 234

tabua de uma operacdo, 52

teorema de Cayley, 466
de Euler, 484
de Fermat, 484
de Gauss, 385
de Jordan-Holder, 515
de Lagrange, 457
do homomorfismo, 464, 465
fundamental da Aritmética, 142
fundamental da Algebra, 368, 443
fundamental dos grupos abelianos finitos, 535
fundamental dos polindémios simétricos, 336
geral de associatividade, 92, 100
geral de comutatividade, 93, 100

‘terceiro teorema de Sylow, 507

terceiro teorema do isomorfismo, 472

térmo ou componente de indice i, 41

térmo de um polindmio, 285, 319

térmo i-ésimo de um polinémio, 285

térmos de um composto, 50

térmos de um produto, 50

térmos de uma soma, 50

teste de Lucas, 163

‘traco, 416 .

translacdo a direita, 71, 465

translacio a esquerda, 71, 465

transposicdo, 487

unidade imaginaria, 271

valor absoluto, 219, 267
absoluto de um namerc complexo, 274
absoluto de um namero real, 219
absoluto ordinario do corpo C dos nimeros complexos, 277
absoluto. p-adico, 268

valor de uma aplicacdo, 30

valor de um polinémio, 296, 323

valorizacdo p-adica, 378

zero, 74

zero de um polindmio, 296
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