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PREFACIO

Apds experiéncias lecionando na Universidade de Brasilia, e na
Universidade Federal do Rio de Janeiro, pensei escrever um livro que
viesse a ser um texto de Algebra em nivel de bacharelado (ou licen-
ciatura) em Matematica.

Esse planejado texto deveria apresentar, entre outras coisas, um
material elementar de dificuldade crescente, suficientemente interes-
sante tanto para aqueles que fossem prosseguir nos estudos pos-gra-
duados, como para aqueles que fossem se dedicar ao ensino.

Sem duvida, as nog¢des de conjunto, funcdo, relagdo de equivaléncia,
como também anéis, corpos, polindmios e grupos devem estar pre-
sentes em qualquer texto com esses objetivos. Escolhemos o Teorema
Fundamental de Galois (caracteristica zero) como principal objetivo
a ser atingido pois, além de apresentar uma belissima solu¢do ao his-
torico problema sobre determinagdo de formulas para expressar raizes
de um polindmio por meio de radicais, exige e aplica todas as nogdes
elementares anteriormente apresentadas.

Abordaremos também os classicos problemas da duplicagdo do
cubo, da quadratura do circulo e da trisse¢io do angulo, além de
enunciarmos, sem demonstra¢do, o famoso teorema de Gauss que ca-
racteriza os nimeros naturais n > 3 cujos poligonos regulares de
n-lados no plano podem ser construidos por meio de régua e com-
passo.

As nogdes de conjunto, funcdo e relagdo de equivaléncia foram
intencionalmente apresentadas de modo sucinto no 1.° capitulo. Inclui-
mos um grande nimero de exercicios complementares esperando que
o aluno, com alguma orientacdo, entenda equilibradamente a impor-
tancia dessas nocdes preliminares.

Considerando que a formaliza¢do envolvida na criagdo dos con-
juntos N, Z, @, R e C cabe perfeitamente fora da seqiiéncia de Algebra
(por exemplo, Matematica do Ensino Médio ou Evolu¢do da Ma-
tematica, ou outro curso equivalente), penso que, como os analistas,
os algebristas também deveriam usar e abusar da existéncia desses
conjuntos numéricos, sem perder muito de seu tempo com essas for-
malizagdes. O teorema fundamental da algebra ¢ também admitido
sem demonstragdo.

Dentro desse espirito, toda a teoria de Galois (chamada teoria
de Galois elementar) foi desenvolvida para extensdes L > K,.onde



C>L>K>Q. O pouco de Algebra Linear necessario na parte
de extensdes de corpos foi explicitado, embora nem tudo provado.

Nos Capitulos 2 € 4 ¢ feito um estudo comparativo entre os an€is
Z dos inteiros ¢ K[x] dos polindmios em uma variavel com coeficien-
tes em um corpo K. A teoria elementar de Anéis foi inserida no Ca-
pitulo 3 para evitar a repeticdo de tdo evidentes analogias.

No Capitulo 5 incluimos importantes resultados a serem usados
no capitulo final do texto, além de apresentarmos os anteriormente
citados problemas classicos e incluirmos um paragrafo sobre constru-
¢d0 por meio de régua e compasso.

O Capitulo 6, sobre grupos, € 0 mais extenso embora isto ndo
signifique que o 14 apresentado deixe de ser elementar.

No ultimo capitulo demonstramos os principais teoremas da
Teoria de Galois sobre Q e discutimos o problema da solubilidade
de equacdes polinomiais por meio de expressOes radicais.

Agradeco a contribui¢do an6nima dos meus alunos dos cursos
de Algebra e em especial agradego ao corpo editorial do Projeto Eucli-
des por esta oportunidade de realizagdo.

Adilson Gongalves

—_ e



INTRODUGAO

Dentro da historia da Matematica o capitulo referente as equagdes
polinomiais ¢ certamente dos mais relevantes.

E conhecido que os Babildnios utilizavam, por volta de 1800 A.C.,
alguns métodos de resolugdo de equagdes do 2.° grau enquanto que
os Egipcios, na mesma época, apenas possuiam métodos de resolugdo
de equagdes do 1.° grau.

Os antigos gregos usavam os métodos das Construgdes Geomé-
tricas para resolverem algumas equagdes do 2.° grau e até alguns tipos
de equagoOes cubicas. Dentro dessa linha, os gregos nos legaram os
famosos problemas classicos da “trisse¢do do angulo”, da “duplicagdo
do cubo” e da “quadratura do circulo”. A importincia desses pro-
blemas esta no fato que eles ndo podem ser resolvidos, geometricamente,
por meio dos instrumentos régua (sem marcas) € compasso. Matema-
ticos de diferentes periodos contribuiram para mostrar a ligacdo des-
ses problemas com a teoria das equagdes polinomiais, sendo entdo,
todos respondidos negativamente [Bourbaki — Elements d’Histoire
des Mathematiques, Herman, Paris pag. 92].

Os Hindus, no inicio da era cristd, ao contrario dos Gregos, em-
pregaram métodos aritméticos na resolu¢do de equacgdes, os quais
foram desenvolvidos pelos Arabes. Um dos mais significantes resul-
tados desse periodo Arabe é sem divida a solugdo da equagdo do
2.° grau ax? + bx + ¢ =0, cujas raizes sdo dadas pela conhecida formula

—b+ \/bz — 4dac
X12 = 2a '

Apesar de tudo, as resolugdes algébricas para as equagdes clibicas
eram desconhecidas. No fim do século XV e inicio do século XVI
os matematicos italianos, principalmente de Bologna, descobriram que
a solugdo da equagdo cibica poderia ser reduzida aquelas dos seguin-
tes tipos: x> + px = g, x> = px + q e x> + q = px (observe que essas
distincdes sdo decorrentes do ndo reconhecimento dos nimeros ne-
gativos).

Scipio del Ferro, ¢ mais tarde Niccolo Fontana (conhecido como
Tartaglia), descobriram as solug¢des daquelas equagdes. Os argumentos
de Tartaglia foram apropriados e divulgados por Cardano em Ars



Magna, 1545, que também divulgou o método de Ferrari de redugdo
de uma equacdo do 4.° grau para uma de 3.° grau.

Vamos em seguida, apresentar um argumento (devido a Viete)
para a solugdo de uma equagdo do 3.° grau.

Seja F > Q um corpo contendo 0 corpo dos ntimeros racionais €
seja f(x) = ax®> + bx* + cx + d um polindmio de grau 3 com coe-
ficientes em F. Substituindo x por y + h segue que o coeficiente de
y* no polindmio f(y + h) ¢ 3ah + b.

—b
Escolhendo h = N e dividindo a equacdo f(x) = 0 por a te-
a

remos: y° +py+q9=0, p, g¢F.

Podemos admitir que esse polinomio € irredutivel sobre F, pois
de outro modo ele teria uma raiz em F e as demais seriam raizes de
um polindmio do 2.° grau com coeficientes em F.

A - k A
Usando agora a substituigao de Viete: y =z + — a equacgao
Z

y® + py + g =0 torna-se:

2 k® k
Z 74 Z
- 1
Escolhendo k = ﬂ3_p eliminamos oS termos em z € em —. As-
Z
14

sim, a substitui¢do y =z — N transforma a equagdo y*+py+q=0
Z

3

na equagio z° — + g =0 que vem a ser uma equagao quadrati-

14
2723
ca em z°>. Portanto,

— + = 5 .
e N Dl , onde D = — (4p> + 27¢°)

2
—q++—-D —q—=+—D
Agora se z3 = —q—z———/—ﬂ— e 23 = . 5 121 teremos
3
(z42,)° = — 12)—7 e dai segue que z,;2, = — -+ 4 onde A é uma raiz

cubica da unidade.

27 ) 2n & Aok
Se w= cos —= + zsen—3—e€ e substituindo, se necessario, z,

por wz, ou w?z, podemos supor que z;*z; = — p/; € as raizes cubi-
cas da equagdo y* + py + g = 0, serdo:



Vi =2y + 23, Y2 = wzy + Wiz, € yy = wlezy + wz,.

3 3 3
by e s [olia o b e AR e e
y‘“\/2+\/27+4+/2 27t

‘que vem a ser uma expressdo obtida dos coeficientes através de repe-
tidas adigOes, subtragdes, multiplicagdes, divisdes e extragdes de raizes.
Tais expressdes sdo conhecidas como expressoes radicais.

A equagdo geral do 4.° grau pode ser reduzida de modo analogo
ao anterior para uma equagdo do tipo

Assim,

(¥) V4+py+qy+r=0

Seguindo um argumento de Descartes escolhemos u, v € w tais
que (*) se reduz a equagdo | y? + %)2 — (vy + w)? = 0 e dai seguem
as relagoes:
(#%) p=u—vz,q=—2vwer=-—;——w2.
As duas primeiras dessas relagdes nos ddo: u=p+0v* e w= —g/,,,
e substituindo-as em r = MTZ — w? obtemos:

v® + 2pv* + (p* — 4r)v* — ¢ =0, a qual vern a ser uma equa-
¢do cubica em v

Assim, a equagdo do 4.° grau se reduz a uma equagido cubica
e novamente temos que as raizes de uma equac¢do do 4.° grau sdo
dadas por uma expressdo radical.

Ora, ja que as raizes das equacdes de grau < 4 sdo expressdes
radicais, naturalmente a pergunta que segue € inevitavel:

Sera que as equagdes de grau 5 também sdo resollveis por meio
de expressdes radicais?

Muitos matematicos importantes atacaram o problema. Euler
ndo conseguiu resolver o problema porém encontrou novos métodos
para a resolugdo da equagdo do 4.° grau. Em 1770 Lagrange conse-
guiu uma etapa que iria contribuir bastante na solu¢do do problema
das equagdes de grau 5. Ele conseguiu unificar os argumentos nos
casos das equagdes de grau 3 e 4 e mostrou por que o tal argumento
falhava no caso do grau 5. A partir dai um sentimento de que a res-
posta para o grau 5 seria negativa tomou corpo entre os pesquisadores



da época. Ruffini, em 1813, tentou uma demonstracdo de tal impos-
sibilidade mas seus argumentos tinham muitas falhas [Bourbaki
_ Elements d’Histoire des Mathematiques, Herman, Paris, pg. 103].
Finalmente em 1824 ABEL — provou que a “equagdo geral” de grau 5
nio ¢ resoluvel por meio de radicais. Porém, ndo ficou estabelecido
quando um polindmio de grau >5 ¢ ou ndo “resoluvel por meio
de radicais”.

Em 1843 Liouville escreveu para a ACADEMIA DE CIENCIAS
DE PARIS anunciando que os trabalhos deixados por Evariste Galois
[1811-1832] continham uma solu¢do que respondia precisamente
quando um polindmio de grau >5 ¢ ou ndo “resoluvel por meio
de radicais”.

A solugdo apresentada por Galois, ao caracterizar 0s polinémios
resoluveis por meio de radicais através de propriedades do grupo de
automorfismos de um corpo, é considerada uma das mais belas pa-
ginas da Historia da Matematica e, uma das principais conquistas
dessa ciéncia no século XIX.

No contexto desse livro introduzimos as nogoes algébricas neces-
sarias 4 demonstragdo do teorema fundamental de Galois (sobre Q)
¢ provaremos que o polindmio x> — 6x + 3 ndo ¢é “resoluvel por
meio de radicais” pois o grupo de automorfismo do corpo de raizes
desse polindmio € isomorfo ao grupo Ss de todas as permutagoes de
{1,2,3,4,5}, o qual ndo ¢ um grupo soltvel no sentido definido por
Galois.



CAPITULO 1

NOCOES PRELIMINARES

Incluiremos sob o titulo acima a terminologia de conjuntos e
as nogdes de funcdo e relagdo de equivaléncia. Deixaremos como
exercicios muitas propriedades elementares envolvendo essas nogdes
basicas.

81  Conjuntos

Entenderemos por conjunto uma qualquer coleg¢do de objetos os
quais chamaremos de elementos do conjunto. O conjunto vazio (isto
€, o conjunto sem elementos) serd denotado por . Usaremos letras
maiusculas para simbolizar conjuntos e minusculas para simbolizar
elementos (as excecdes ficardo claras no contexto do livro).

Se x ¢ um elemento do conjunto A escreveremos x € A € leremos
“x pertence a A”. Caso contrario escreveremos x ¢ A e leremos “x ndo
pertence a A”. ‘

Como primeiros exemplos de conjuntos podemos citar os con-
juntos numéricos mais conhecidos, para os quais usaremos a seguinte
nomenclatura:

N =1{0,1,2,...,m,...} (nimeros naturais)
Z == Ko = Jols o M os} (0°® initeiros)
Q= {m/n: m, neZ
n#0
R = (nimeros reais, isto €, numeros racionais e nimeros irracionais)
C ={a+bi: ‘a,beLR_}
i= \/ -1

Sabemos, por exemplo, que \/2_ € R mas ﬁ¢@.

Quando todo elemento de um conjunto 4 pertence a um con-
junto B dizemos que A estd contido em B ou A é subconjunto de B
e denotamos por A < B. Consideraremos o conjunto J contido em
qualquer conjunto (raciocine por absurdo).

Dois conjuntos A e B sdo iguais se possuem 0s mesmos elemen-
tos. Assim temos claramente que A = B se e somente se A = Be B < A.

} (nimeros racionais)
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Se o conjunto A ndo esta contido no conjunto B usaremos a
notagdo A ¢ B.
Em relagdo aos conjuntos numéricos acima temos

Ne ZcQclRc C.

O conjunto dos elementos que pertencem simultidneamente a um
conjunto A € a um conjunto B sera denotado por

ANnB={x:x€A e xeB} e chamado de intersecdo de A e B.

O conjunto dos elementos que pertencem a um conjunto 4 ou
a um conjunto B sera denotado por

AUB={x:x€A ou xeB} e chamado de unido de A e B.

Claramente temos, quaisquer que sejam os conjuntos A € B, as
seguintes propriedades:

AN =g, Auvd=A4
AN Bc A, Ac AuB.

Se 4 = B também dizemos que B contém A e denotamos por
B o A.

EXERCICIOS

1. Prove que quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C, tem-se:
a) Ac A
b)) Se Ac Be BcC entio A c C
¢)Se Ac Be Bc A entdio A = B.

2. Prove que quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C, tem-se:

a) AN (BuC)=(ANn Bpu(An O)

b)) Au(BNn C)=(AuB)n (Au Q)

¢c) AuB=BuUA; AnB=Bn A

d) AV(BuC)=(AuUB)uC; An (BN C)=(An B)n C

e) Ac B se e somente se AUB =B se e somente sc AN B=A4
3. Sejam A4, B = Q. Definimos:

Cod ={xeQ:x¢A}; A— B={acA:a¢B}

Prove que:

a) Co(A UB) =CqANn CoB; Co(AN B) = CqAd u CoB

c) A—B=An CyB

d) Co(Cpd) = A
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. Sejam A4, B e C < Q. Demonstre as afirmagdes verdadeiras e dé

contra-exemplos para as falsas:
a)Se AcBe B¢ Centdio A ¢ C
b) Co(A — B)=CaAN B !
c)A—-B—-C)=A4A-Bu0
d)(AuB)—-C=(A4=CuB-20

e) (A—BNnC=(An C)— (Bn C)

. D&, se possivel, uma condigdo necessaria e suficiente para que se-

jam verdadeiras as seguintes afirmacdes:
Se A4, B sdo conjuntos entdo:
a) Au(B— A) =B b)A-(A-B)=B

. Se Q ¢ um conjunto, definimos o conjunto das partes de Q por

P(Q) = {A: A4 < Q}. Calcule P(Q) para os seguintes conjuntos Q
abaixo:

Q=g ; b) @ = {J};

0 Q={11{1}}; d Q={xeR:x*<2e x*-4>0)}.

. Sejam X e Y conjuntos. Demonstre as afirmagdes verdadeiras e

dé contra-exemplos para as falsas:
a) Se X < Y entdo P(X) < P(Y)
b) Se X < Yentdo P(Y— X) = P(Y) — P(X).

. Escreva os seguintes conjuntos 4 como unido de intervalos:

a) A={xeR:x*>1 e x> < 4}.
b) A={xeR:x> >4 e x* <9}.
) A={xeR:x* >20ux? >1}.

. Sejam A, B ¢ C conjuntos. E verdade em geral que

a) AUB=AuC=B=C? b) AN B=An C=B =C?
Justifique!

. Calcule AN B nos seguintes casos:

a) Se AoB=AuC entdo B =C?
b) Se AN B=An C entdo B=C?

Funcdes

Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos de fungdo do conjunto

A no conjunto B a uma regra que a cada elemento de 4 associa um
Unico elemento de B, e denotamos simbolicamente por

f:A—- B
a~f(a)
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onde para cada a€ A4 esta associado um Unico b = f(a)€ B, através _
da regra que define £ Chamamos A de dominio da Jfungado fe B de con-
tra-dominio da fungao f.

Se X < A ¢ f:A— B denotamos por f(X) ao conjunto f(X) =
= {f(x) :xe X} = B 0 qual chamamos de imagem de X pela f. De-
tamos por Im f'ao conjunto f(4) o qual chamamos de Conjunto Ima-
gem da f. Dizemos que a fungdo f é sobrejetiva se Im if i=4B,

Observem que duas fungdes coincidem se e somente se possuem
0s mesmos dominios, os mesmos contradominios e as mesmas regras.
Por exemplo, as seguintes fungdes abaixo definidas sdo distintas apesar
de possuirem o0 mesmo dominio ¢ a2 mesma regra. Apenas a segunda
delas e sobrejetiva.

R R g:R-> R*
x v x? = f(x) x v x? = g(x)

onde R* = {xeR:x > 0}.

Se f:A—> B e X « A denotaremos por /|y :X - B a fungdo
cujo dominio é o conjunto X, cujo contra-dominio é o conjunto B
e cuja regra € a mesma de f, isto &, flxx) = f(x) qualquer que seja
x€ X. Chamaremos f|y de restricio de f a X.

Dizemos que uma fungdo f: A — B é injetiva se quaisquer que se-
jam x,y€ A, se x # y entdo f(x) # f() (ou equivalentemente, quais-
quer que sejam X, y€ A4, se f(x) = f(y) entdo x = ).

Se f: A — B ¢ uma funcio simultaneamente injetiva e sobrejetiva
dizemos que f ¢ uma fungdo bijetiva.

Observe que das fungdes abaixo

[:R > R* , g:RY - R* e :R-> R
x wx? = f(x) x w x? = g(x) x v x3 = h(x)

apenas as duas ultimas sdo bijetivas (desenhe o grafico).
Se f: A — B ¢ uma fungio e y € B, denotamos por £ ~(x) ao con-
junto

F70) = {xedf() = y)

0 qual chamamos de imagem inversa de Y€ B pela f.

Observe que se ye B entdo f ~'(y) = A4 e mais se y ¢ Im f entdo

' =2.
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Se Y < B denotamos por f ~!(Y) a0 conjuntof ~1(Y) = {xe A :f(x)e Y}
¢ chamamos tal conjunto de imagem inversa de Y < B pela f.
Observe que em nossa terminologia temos,

se ye€ B, entdo f(y) = £~ ({y}).

Por exemplo, se f:R - R temos
X v>sen x
: |
) = {x = —12t— + 2kn : ke Z} € o conjunto f~1! ({O, 7})
¢ igual a:

{x =kn :keZ}u{x = %—F 2kn :kél}u{x = 5%+ 2kn :k‘eZ}

Se f:A—> B e g:B— C sio duas fungdes denotamos por
gef:A—C a fungio definida por (gof)(x) = g(f(x)) qualquer
que seja x€ 4, a qual chamamos de fungio composta de gef.

A fungfio I,: A — A definida pela regra I ,(x) = x qualquer que
seja xe A é chamada de funcdo identidade de A.

Observe que se f: 4 — B é uma fungdo bijetiva entdo existe uma
fungdo g: B — A definida por: s¢ ye B, g(y) = x onde x é o tnico ele-
mento de A tal que f(x) = y (o elemento x existe pois f € sobrejetiva
e ele € Gnico .pois f ¢ injetiva).

E de facil verificagio as propriedades:

gof =1, e fog=Iy

A fung¢do g com as propriedades acima é dita ser a fungdo inversa
(claro que ela ¢ Gnica) da funcio f, e sera denotada (ndo confundir com
imagem inversa) por g = f~!: B — 4,

Por exemplo, se f:R — R® onde R® ={xeR:x> 0}

X vae”
entdo temos que f € bijetiva € mais f~!:R® - R
x v log x
Se f:R-> R com g # 0 temos que f (uma reta) é
x vwax + b

. . , ; 1 b
bijetiva e mais f~':R— R ¢ tal que f~!(x) = —x — —.
a a
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EXERCICIOS

i3

Seja f: X — Y uma fun¢do e sejam A4, ‘A’ X e B,B < Y. Prove

que:

a) Ac A' = f(d) cf(4); Bc B =f"'(B)c f~(B).

b) f(Au A) =f(AufA); f'BUB)=F"'BuSfB)

¢) f(An A) = f(A)n f(A). Se f € injetiva vale a igualdade
fAn A) = f(A)n f(A4).

d) f'Bn B)=f"'B)n [ (B).

e/t 1(gB) C(f '(B)).

f) Se f ¢ bijetiva entdo f(CA) = C f(A).
yie e
Sejam as fungdes,
f: XY g YoZ hZ->W

Entdo prove que:

Wo(gof) =(hog)ef

.Se f:X - Y é uma funcdo bijetiva prove que existe uma Unica

fungio g: Y— X tal que fog=1Iy e gof =Iy.

Seja f: X — Y uma funcdo. Prove que:

a) f ¢é injetiva se € somente se existe g: Y— X tal que gof = Iy
(i.e., f & invertivel & esquerda)

b) f¢ sobrejetlva se e somente se existe h: Y— X tal que foh = I Y
(i.e., f € invertivel a direita).

Seja f: X — Y uma fungdo. Prove que:

a) f ~'(f(A)) > A4 qualquer que seja 4 = X; f(f~ Y(B) = B, qual-
quer que seja Bc Y.

b) £ ~}(f(4)) = A qualquer que seja A < X se e somente se .
injetiva.

¢) f(f~(B)) = B qualquer que seja B = Y se € somente s¢ f s0-
brejetiva.

Se Q ={1,2,...,n} entdo denotamos por S, = {f:Q—>Q :f bijetiva}.
Os elementos o de S, sdo também chamados de permutagdes de 2.
Prove que: S, ¢ um conjunto contendo n! elementos.

7. Dé exemplos de fungdes f,g: R — R tais que fog # gof.

8. Seja f:{1,2,...,m} - {1,2,...,n} uma func¢do. Prove que:

a) Se f injetiva entdo m < n.
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b) Se f sobrejetiva entdo m > n.
c) Se f bijetiva entdo m = n.
9. Seja f: {xl,xz,...,x,,} X (51X 5000y Xpp UMA fENCAD.
Prove que:
a) Se f injetiva entdo f sobrejetiva
b) Se f sobrejetiva entdo f injetiva.
. Seja f: R — R definida por:
)= %% = 3x'% 2.
Calcule:

S710), £7H([O, ), f ~H(— o0,0]) e £1([1,2]).
Seja f:R — R definida por:
) == — 1

Dé exemplo de conjunto ndo' vazio B = R tal que:
a) f71(B) = &.
b) f ~!(B) contém apenas um elemento.

12. Seja f: X —» Y uma fungdo e M NcY
Prove que:

STUM = N) = f~Y(M) — f~Y(N).
I3. Para cada uma das 8 leis abaixo especificadas explicite subcon-
juntos ndo vazios X,Y < R de modo que:
a) y = f(x) defina uma fungdo f: X — Y.
b) y = f(x) defina uma fungdo f: X — Y sobrejetiva.
¢) y = f(x) defina uma fungdo f: X — Y injetiva.
d) y = f(x) defina uma fun¢do f: X — Y bijetiva.
onde as 8 leis sdo as seguintes: y = x*; y? = x; y* =4 — x?;

=¢'; y=senx; y=sene*; y=log
Yy y px

3 e finalmente,

§3 Relacdo de equivaléncia

Suponhamos que em um conjunto A esteja definida uma rela-
¢do entre pares de elementos de A. Se x, x' € A escreveremos x % x’
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se x estiver relacionado com x/, ¢ x Z'x’ se x ndo estiver relacionado
com x'.

Por exemplo, se 4 é o conjunto de retas do plano, ortogonalidade
define uma relacdo Z entre pares de elementos do conjunto A. Ana-
logamente, paralelismo define uma relagdo no mesmo conjunto A.

Vamos agora definir o que vem a ser uma relagdo de equiva-
léncia em um conjunto A.

Seja A um conjunto e seja # uma relagdo entre pares de elementos
de A. Dizemos que # € uma relagao de equivaléncia em A se as se-
guintes propriedades sdo verificadas quaisquer que sejam x, x' € x" € A.

1. B x

2. Se x# x' entdo x' X x

3.Se xZx' e X Zx" entdo x & x".

As propriedades acima sdo chamadas, respectivamente, reflexiva,
simétrica ¢ transitiva.

Observe que L ndo ¢ reflexiva nem transitiva. Se consideramos e
duas retas coincidentes como paralelas entdo paralelismo define uma
relagdo de equivaléncia no conjunto de retas do plano.

Quando uma relagdo # em um conjunto A for de equivaléncia
vamos em geral usar a notagdo ~ em vez de X.

EXEMPLO 1. Seja f: A —» B uma fun¢do e vamos definir uma rela-
¢do de equivaléncia no dominio 4 da f, do seguinte
modo:

x,x€Ad, x ~x' se f(x) =f(x)

A relacdo acima definida € claramente uma relagio de equiva-
léncia no dominio A da fungdo f. Veremos mais adiante na Propo-
sicdo 2 que qualquer relagdo de equivaléncia em um dado conjunto
A ¢é proveniente de uma certa fungdo como no Exemplo 1.

Seja ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto 4 e seja
x € A. Vamos definir agora o que chamamos por classe de equiva-
léncia X do elemento x em relagdo a ~,a qual denotaremos por
x={acAd:a~ x}.

Antes de enunciarmos a proposi¢do 1 vamos explicitar .o signi-
ficado de alguns dos simbolos matematicos mais utilizados.

3 — simbolo significando: “Existe”
Y — simbolo significando: “Para todo(s), “qualquer que seja” ou
“quaisquer que sejam”
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p = g-simbolo significando: “Se a proposi¢do p é verdadeira entdo a
proposi¢cdo q também o é”.

p <> q-simbolo significando: “A proposicdo p é verdadeira se e somente
se a proposi¢do q é verdadeira”.

PROPOSIGAO 1. Seja ~ uma relagio de equivaléncia em um conjun-
to A e sejam x,ye A. Entdo

Lx=y<x~y
2Xx£y=>3Inyj=0
3. |Jx=4

Demonstragdo. 1.(=): Sejam x, y€ 4 e X = y. Vamos provar que x ~ y.
De fato, pela defini¢do de classe de equivaléncia temos,

X={a€ed:a~x}={zed:z~y} =73

€ COmo XEX =y vem imediatamente que x ~ y.

(+): Sejam x,y€A e x ~y. Vamos provar que X = e para
isso temos que provar que X C j e j C X.

Vamos primeiramente provar que X < y. Seja a um elemento
arbitrario em X, vamos provar que a€ j.

Se aeXx temos a ~ x e como x ~ y (por hlpotese) segue pela
transitividade que a ~ y e portanto a € j como queriamos demonstrar.

Agora, se x ~ y temos por simetria que y ~ x e de modo analogo
a0 anterior chegamos a inclusdo y = x e dai segue que x = y como
queriamos demonstrar. ]

2. Suponhamos x,yeA e x #* j. Se existisse algum elemento
a€Xn y terlamos a ~ x € a ~ y e, usando a simetria, seguiria x ~ a
e a~ y e pela transitividade teriamos x ~ y e pelo item 1 dessa pro-
Posicdo X =J o que contraria a nossa hipotese, assim XN y=0
como queriamos demonstrar.

3. Vamos provar que () x = A. De fato, temos primeiramente

xed

que X = AVx€A e dal segue que () x = 4. Reciprocamente temos

xeA

que xeXV x€A e portanto segue que 4 < (J X, e isto completa a

xeA

‘demonstra¢do da Proposi¢io 1. m

EXEMPLO 2. Seja A =7 = {e.c. — k, ..., — 1,0, Looves Miiuay € SEJA
n um numero inteiro arbitrariamente fixado.
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Vamos definir uma relagdo de equivaléncia em Z do seguinte modo:
x,x€Z, x ~x' < x — x' ¢ um multiplo inteiro de n.

Claramente ~ define uma relagdo de equivaléncia em Z. Essa
relagdo de equivaléncia recebe o nome de congruéncia médulo n e €
geralmente indicada por = (mod n).

Assim, x,x'€Z, x = x' (mod n)<>x — x’ ¢ um multiplo inteiro
de n.

Vamos agora calcular a classe X, relativamente a = (mod n).

Se xeZ, x ={a€Z:a=x (mod n)} e aex<a = x (mod n) <
<>a—x=ken k€eZ<a=x+ken, keZ.

Dai segue que: X = {x + kn:keZ}.

Observe que se n = 0 temos que X = {x} e que = (mod 0) nada
mais ¢ do que a relacdo de igualdade em Z, e nesse caso existe um
numero infinito de classes X = {x} em Z. Provaremos mais tarde que
se n > 0 a relagdo = (mod n) nos fornece exatamente n classes dis-
tintas quais sejam 1 SR

Assim, por exemplo, = (mod 3) nos fornece exatamente as clas-
ses 0, 1, 2 que sdo as classes dos niimeros que deixam respectivamente
restos zero, 1 ¢ 2 na divisdo por 3.

Agora vamos definir a nogdo de conjunto quociente.

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A. Cha-
mamos de conjunto quociente de A pela relacdo de equivaléncia ~, €
denotamos por A/., ao conjunto de todas as classes de equivaléncia
relativamente a relagdo ~.

Assim,

Al. ={X:xeA}.

Na relagdo = (mod n),n >0,em Z temos Z, _ jmoawy =10, 1, 2,...,n— 1}
que também serd representado por Z, = {0,1,2,....n — 1}.

Vamos enunciar agora o resultado que nos diz que toda relacdo
de equivaléncia em um conjunto A é proveniente (como no Exemplo 1)
de uma funcao.

PROPOSICAO 2. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjun-

to A e seja A|. = {X :x€ A} o conjunto quociente

de A por ~. Seja m: A — A/ definida por n(x) = Xx,Vx€A (n é cha-
mada de projecdo canonica).

Entéo a relagdo ~ é proveniente da fun¢do m como no Exemplo 1.
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Demonstragao. De fato, basta observar pelo item 1 da Proposigdo 1
que s¢ x,y€A temos, x ~ y<>X =y < 7n(x) = n1(y)
como queriamos demonstrar. ®m

84  Produto cartesiano e operagao
binaria em um conjunto

Vamos iniciar esse paragrafo introduzindo a nogdo de produto
cartesiano de dois conjuntos. Sejam 4, e A, dois conjuntos ndo vazios.
Definimos produto cartesiano dos conjuntos 4, e 4, como segue:

Ay % Ay = (al,az);[“"EA" onde,
i=12

(al’aZ) :(bl,b2)¢>al’ =bi’ l= 1,2

Se A, = A, = A denotamos por A% o produto A, x A4,.

Usando a nog¢do acima podemos reinterpretar a nogio de relagdo
de equivaléncia em um conjunto A.

Seja A um conjunto ndo vazio e seja #Z um subconjunto do pro-
duto cartesiano A% % diz-se uma relacdo (bindria) em A.

Usando a defini¢do: se a, b€ A, “a estd relacionado com
b” <> (a, b)e &, podemos interpretar Z como uma relagdo entre pares
de elementos de A. Assim, para que a relagdo acima definida seja uma
relacdo de equivaléncia € necessario e suficiente que: Va,b,ce A

1) (a,a)e Z (reflexividade)
2) (a,b)e R = (b,a)e # (simetria)
3) (a,b)e R, (b,c)e X = (a,c)e A (transitividade)

Por exemplo, Z = {(a,a): a€ A} define a relagdo de igualdade no
conjunto A4, que é evidentemente uma relagdo de equivaléncia em A.

Se A = R entdo a interpretacdo geométrica das propriedades 1.
¢ 2. nos diz que: o subconjunto # do pleano R? contém a reta y = x
e € simétrico em relagdo a essa mesma reta, diagonal dos 1.° e 3.° qua-
drantes do plano.

Vamos agora definir a nog¢do de operagdo (binaria) em um con-
junto ndo vazio A. Chamamos de opera¢do (bindria) em A uma fungdo

(OIA-X A— A
(a, b) »> O(a, b) = aOb.
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A operagio O diz-se associativa se ¥ a,b,c€ A tem-se a0O(b0c) =
= (aOb)0c, e diz-se comutativa se Y a,be A tem-se aOb = bCa.

Como exemplos de operagdes associativas e comutativas temos
a soma e o produto nos conjuntos numeéricos Z, Q, R e C. E de facil
verificagio que a composi¢do de fungdes define uma operagdo néo co-
mutativa no conjunto % (R) de todas as fungdes f: R — R.

Existe um ramo de algebra que se dedica ao estudo das estruturas
algébricas nio associativas porém ele foge inteiramente aos nossos
propositos.

E facil verificar que se A = {a,b} ¢ O ¢ a operagdo definida por:
a0b = bOb = b e ala = b0a = a entdo @ é uma operagdo em 4 nao
comutativa e ndo associativa.

De modo analogo podemos introduzir a nog¢do de produto car-
tesiano de mais de dois conjuntos e deixamos isso por conta do leitor.

EXERCICIOS

1. Seja A um conjunto ndo vazio e P(4) o conjunto das partes de A.
Dizemos que um conjunto ndo vazio P < P(A) € uma par-
ticdo do conjunto A se:
() VB,,B,eP,B, #B,=B, "B, =
(i) | ) B=A4A.
BeP

Prove que: s x, y € 4 e definimos x ~ y<>3 Be P tal que x,y€ B,
entdo ~ define uma relagdo de equivaléncia no conjunto A. Mais
ainda, A/. = P.

2. Seja A um conjunto ndo vazio e ~ uma relagdo de equivaléncia
em A. Prove que 4/. é uma parti¢do do conjunto A.

3. Sejam Ay, A,, ..., A, conjuntos. Definimos

SIS Setl, B0 iy Mt N Y et A, = 1,2, .0

onde, ‘
@i @ispal) == Bobys s B esay = by, Ve, W

E chamamos 4, X A, x ... x A, de produto cartesiano dos con-
juntos A,,A,,...,A,. S¢ A=A, =A,=...= A, esse produto
¢ denotado por A" Pergunta-se:

E PR x R) = P(R) x P(R)? Justifique!
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4. Se'A'= {0 1} e B=1{0,2,3}. Calcule P(4 x B) ¢ P(A) x P(B).

5. Dé3 exemplos de relagdes binarias no conjunto R dos numeros
reais tais que no 1.° exemplo, a relagdo ndo seja reflexiva; no 2.°
exemplo, ndo seja simétrica e no 3.° exemplo, ndo seja transitiva.

6. Seja f: X — Y uma funcgdo.
‘Prove que:

X1, X €X, X3 ~ X, f(x;) = flx,)

" define uma relagdo de equivaléncia no conjunto X (Nesse caso
dizemos que ~ € a relagdo de equivaléncia induzida por f).

7. Descreva as classes de equivaléncia e os conjuntos quocientes em

relagdo a ~ induzida pelas seguintes fungdes:
a) [:R->R

xmf(x)=x2—5x+6
b) f:iZ-Z

x ~m f(x) =x*—Tx + 10
Of:RxR-R

G, y) m> f(x,y) =y

df:RxR->R

(X’}’) Wf(xuy) =g vV x2 + y2

8. Prove que (x,y) ~ (x/,)') < x)y’ = x'y define uma relagdo de equi-
valéncia no conjunto Z x Z% onde Z% =7 — {0}.

9. D€ exemplo de relagdes de equivaléncia ~ em um conjunto X

tais que:

a) X[. ={X}

b) x=1{x}VxeX ,

¢) X seja um conjunto infinito € o conjunto X /. contenha exata-
mente 11 elementos.

d) X seja um conjunto infinito ¢ X/, também seja um conjunto
infinito.

10. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva
para as relagdes binarias definidas através dos seguintes subcon-
juntos Q = R x R = R? (plano real):

a) Q={(x,y)eR*:x>0e y >0}
b) Q={(x,yeR?:y=x}
c) Q={xy)eR?*:x<0ey>0}
d) Q={(xyeR:x*+)? < 1}
e) Q =regido dos pontos (x, y) do plano tais que 1 >y— x> —1
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Uma relagdo < entre pares de elementos de um conjunto A diz-se

uma relagdo de ordem parcial em A se:.

(1) x<xVxeR

() x<yey<x=x=y Vx, yed

i) x<yey<z=>x<z Vxyz€eA

Uma relagdo de ordem parcial diz-se total ou linear se (iv)Vx,y€ A,

tem-se x <y ou y < x.

Prove que:

a) x < y<(y — x) é€ ndo negativo, define uma relagdo de ordem
total no conjunto Z.

b) Se A = # (R) € o conjunto de todas as fungdes reais f: R — R.
Entdo:

f<gefx)<gx)VxeR

define uma relacdo de ordem parcial em A que ndo ¢ total em A.



CAPITULO II

OS NUMEROS INTEIROS

Neste capitulo apresentaremos uma visdo algébrica dos niimeros
inteiros e para isso admitiremos conhecidas as propriedades elementares
do conjunto Z.

§1  Propriedades elementares

No conjunto Z estdo definidas as operagdes de soma e produto

+:ZxZ -7 e I x7Z -7
(x,y) o x+y (x,y) m>x-y

as quais gozam das seguintes propriedades: Vx,y,z€Z,
(i) (x +y)+ z=x+ (y + 2) (associatividade da soma)
(1) 30eZtal que x + 0 = 0 + x = x (existéncia do elemento neutro)
(1)) 3 —xeZ tal que x + (—x) =(—x) + x =0 (existéncia de in-
verso aditivo de cada elemento x € Z)
(iv) x + y =y + x (comutatividade da soma)
(V) (x-y)ez = x+(y+2) (associatividade do produto)
(vi) 31eZ tal que x-1 =1-x = x (existéncia da unidade em Z)
(vil) x+y = yex (comutatividade do produto)
(viil) x+(y + z) = xy + x-z (distributividade do produto em relagdo
a soma)
(ix) xy=0=x=0 ou y = 0 (Z néo possui divisores de zero)

Veremos mais tarde estruturas algébricas que nfo satisfazem a
propriedade (ix), isto ¢, estruturas com divisores de zero (que sdo
elementos ndo nulos a e b tais que a-b = 0). Usaremos a notagdo xy
em vez de x -y, para simbolizar o produto dos elementos x € y em Z.

Por possuir essas 9 propriedades acima dizemos que Z munido
da soma ¢ produto ¢ um dominio de Integridade.

Mais adiante essa nogdo sera definida com toda a generalidade.
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§2 Boa ordenacdo e algoritmo da divisdo

Em Z existem as nogdes de “ordem” < e de mddulo | |, as quais
admitiremos com algumas de suas propriedades basicas. Com o obje-
tivo de demonstrar o algoritmo da divisio de Euclides iniciaremos
esse paragrafo admitindo o principio da boa ordenagdo em Z.

Principio da boa ordenagdo:

Todo subconjunto ndo vazio S de Z de elementos ndo negativos
possui um primeiro elemento, isto é, 3 x,€ S tal que 5x0 < xVxeS.

Vamos agora provar algumas propriedades de Z usando o prin-
cipio da boa ordenagio.

PROPOSICAO 1. Ndo existe inteiro m tal que 0 <m < 1.

Demonstragdo. De fato, suponhamos por absurdo que existe tal me Z,
0<m< 1.

Assim o conjunto S = {meZ:0 <m < 1} é ndo vazio e pelo
principio da boa ordenagdo 3x,€S tal que x, < x VxeS. Como
xo€ S temos 0 < x, < 1 e dai segue que 0 < x3 < x, < 1 e isto con-
tradiz a minimalidade de x,€S. ®

PROPOSICAO 2 (Indugdo — 1.2 forma). Suponhamos que seja dada
uma afirmagdo a(n) depen-
dendo de ne N tal que: :
(i) a(0) ¢ verdadeira.

(if) Para ke N, a(k + 1) ¢ verdadeira sempre que a(k) for verdadeira.

Entao, a(n) é verdadeira Vne N.

Demonstragdo. Seja S o conjunto dos inteiros me N tais que a(in)
seja falsa, e suponhamos que S # J. Pelo principio
da boa ordenacdo 3 x, € S tal que x, < m Vme S. Como a(0) ¢ verda-
deira, por hipotese temos que 0¢ S e portanto x, > 1; mais ainda
como x, — 1 ¢S temos que a(x, — 1) € verdadeira. Agora pela hipo-
tese (i) segue que a(x,) = a[(x, — 1) + 1] € verdadeira o que ¢ uma
contradi¢do. Logo § = J e a Proposicdo 2 estd demonstrada. m
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PROPOSIGCAO 3 (Indugdo — 2.2 forma). Suponhamos que seja dada
uma afirmag¢do a(n) depen-
dendo de neN tal que:
(1) a(0) ¢ verdadeira.
(1) Para cada inteiro m > 0, a(m) é verdadeira sempre que a(k) for
verdadeira para 0 < k < m.

Entdo, a(n) ¢ verdadeira YneN.

Demonstragao. Seja S o conjunto dos inteiros me N tais que a(m) seja

falsa e suponhamos que S ¢ ndo vazio. Como acima,
Ix,€S tal que x, < xVxeS, e pela hipétese (i) x, > 0. Portanto,
a(k) € verdadeira Vk, 0 < k < x, e (ii) nos d42 uma contradigdo. m

Observe que as Proposigdes .2 e 3 poderiam ser enunciadas a
partir do inteiro 1 em vez de zero e nesse caso a hipotese (i) seria a(1)
¢ verdadeira. As mesmas demonstragdes funcionam com as devidas
modificagoes.

TEOREMA 1 (Algoritmo da Divisdo). Sejam n, de N e d > 0. Entdo
existem unicos q, r € N, tais que
n=qd+re0=<r<d. ;

Demonstragdo. Provaremos a existéncia usando indug¢do (2.* forma)
|sobre n.

Se n < d existem g = 0, r = n, assim podemos assumir n > d > 0.

Entdo temos 0 < n — d < n e pela hipotese (ii) de inducdo (2.
forma) segue que 3¢q,,reNtaisquen—d=q,d+ronde0 <r<d
e dai segue que n =(g, + 1)d + r onde 0 <r < d. Assim existem
qg=4q,+1ereN como queriamos demonstrar.

Provaremos agora a unicidade. Suponhamos que existam g, r,,
g,,r,€Ntaisquen =qd+r,0<r, <den=4q,d + R,,0<r,<d.

Dai segue que, q,d + r, = q,d + r,onde0 <r, <de0<r, <d.
Como d > 0 é suficiente provarmos que r, = r, pois nesse caso teriamos
q:d = q,d ou seja q; = q,. Suponhamos por absurdo que r, # r,,
por exemplo r; > r,. Nesse caso teriamos

0<ry—r, =092 — q,)d.
Mas também r;, — r, < d pois r, <d e r, < d, ¢ dai segue que:

O<ri—r,=(@,—q,)d<d

o que ¢ um absurdo, ¢ isto termina a demonstragdo do Teorema 1. @
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Observem que na demonstragdo do Teorema 1 a afirmagdo a(n)
usada na inducdo foi a seguinte:

“dg,reN tais que n=qd + r, onde 0 <r < d”.

EXERCICIOS

1. Enuncie as Proposi¢des 2 e 3 a partir do inteiro 1 e prove por indugdo
as seguintes formulas:

n(

a) 1+2+...+n=——'—z—;—1)‘v’n21 inteiro.

24}
AN e SIS LR e RO il

c) 1+8+...+n3=["("+1)]2

VYn > 1 inteiro.

2

d1+3+...+@n—-1)=n?
2. Prove que o conjunto S ={meZ:7 <m < 8} ¢é vazio.
3. Se m,neN e n > m definimos (") sl onde
m (n — m)! m!
n!'=nn—-1)..3:2.1sen>1¢e0! =1 Prove (por indugdo
sobre n) a seguinte féormula onde n > m > 1 sdo inteiros:

(n"1)*(n)=(")

4. Se x, yeZ e neN. Prove por indugdo sobre n que:

(x 2y y)n =xn 4 ('ll)xn—ly+ L (’:) xn—iyi 2 + yn

(Sugestdao: Use o exercicio 3)

5. Seja a # 0 Z e meN. Definimos potencia ndo negativa de a do
seguinte modo:
a®=1a =ag d"=a-a..asem>2
P

m Vezes



Os numeros inteiros 19

Prove que:
a) g dh =@t Vm, neN
b) (@™ =a™" VYm, neN.

6. Prove, por- inducdo sobre n, que n® + 2n ¢ sempre divisivel por 3.

7. Se A ={1,2,...,n} denotamos por P(4) o conjuntc das partes de
A, ie, P(A)={B:B c A}. Prove que |P(4)|=2", onde |X|
denota o numero de elementos do conjunto X.

8. Se n € um natural impar. Prove que n* — n é sempre divisivel por 24.

83 Ideais e M.D.C.

Neste paragrafo vamos provar a existéncia de Maximo Divisor
Comum em Z e para isto vamos definir a nogdo de Ideal do dominio Z.
Seja J = Z. Dizemos que J ¢ um ideal de Z se as seguintes condi-
¢Oes sdo satisfeitas:
(i 0OeJ
(@) x,yeJ=>x + yeJ
(i) xeJ = —xeJ
(iv) reZ, xeJ=rxel.
Observe que as condigdes (i), (ii) e (iii) poderiam ser substituidas
pelas condigdes
@ I+ @
(i) x,yeJ=>x—yeld.
De fato, se xeJ # J entdo 0 = x — xeJ por (ii). Agora se
x€J entdo —x =0 — xeJ, e finalmente se x,yeJ temos x, — yeJ
e dai segue x + y = x — (— y)eJ como queriamos demonstrar.

EXEMPLO 1. Se n é um nimero inteiro qualquer, entdo o conjunto
de todos os multiplos inteiros de n ¢ um Ideal de Z.

De fato, seja J = {nk: ke Z} o conjunto de todos os multiplos

inteiros de n. Entdo segue que:

iy 0=n-0eJ#

() x =nk, y=nreJ=x—y=nk—r)el

(v) reZ, x =nkeJ=>rx=xr =nlkr)eJ
Observe que no Exemplo 1, se n = 0 temos que J = {0} € um ideal

deZ,esen=1J=1-Z = Z é também um ideal de Z. Esses ideais sio
chamados de ideais triviais de Z. Se J é um ideal de Z tal que {0} # J # Z
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dizemos que J ¢ um ideal proprio de Z. Por exemploJ =2-7Z =
= {2-k : ke Z} ¢ um ideal proprio de Z. E usual a notagdo n- Z para o
ideal dos multiplos inteiros de n.

EXEMPLO 2. Se ny,n,, ..., n, sa0 nimeros inteiros quaisquer entdo
o conjunto de todos os numeros inteiros da forma
nir, + ... + mry, onde ry,...,r, sdo inteiros, € um ideal de Z.
De fato, seja J = {n,r; + ... + mo :r;€Z}. Entdo segue que:
i 0=n0+ ...+ n0eJ#J
() x=nry+ ...+ nr y=ms; + ... + mseJ =
>x—y=nyr; —5)+ ... +mlr,—s)eJ
(iv) reZ, x =n,r, + ... + ;mr,eJ =
=>rx=xr=n(r,r)+ ... + prr)eJ.

E usual a notagdo n,Z + ... + nZ para o ideal J.

O Ideal n-Z dos multiplos do inteiro n ¢ também chamado de
Ideal principal gerado por n,enquanto oidealn,Z + ... + m,Z ¢ chamado
de ideal gerado pelos inteiros ny, ..., n,.

Antes de demonstrar a existéncia do Maximo divisor comum em Z
provaremos o seguinte Teorema:

TEOREMA 2 (Z é um dominio principal). Todo ideal de Z ¢ principal.

Demonstracdo. Seja J um ideal de Z. Se J = {0} entdo J € um ideal
principal gerado por 0.

Suponhamos que J # {0}. Assim existe 0 # x e J e pela proprie-
dade (iii) temos —x € J e portanto | x| € J, | x | > 0, ou seja, o conjunto
S dos inteiros > 0 pertencentes a J € ndo vazio. Pelo principio da boa
ordenagdo 3 d € J, tal que d € o menor inteiro > 0 em J. Vamos provar
que d-Z =J.

Claramente d-Z c J pois se deJ e neZ entdo dr =rdeJ
por (iv). Assim ¢ suficiente provarmos que J c d-Z.

Seja x € J. Pela propriedade (iii) temos que | x | € J e pelo Algoritmo
da divisdo temos que 3q,reZ tais que:

|x|=qd+r onde O0<r<d
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Dai segue que 0 < r = | x| — gd < d. Como | x| e g-deJ temos
reJel0<r<d

Pela minimalidade de d segue que r = Oeportanto|x| = g-ded-Z
e novamente por (iii) teremos x € d+Z (desde que d-Z ¢ também um
ideal), como queriamos demonstrar. ®m

TEOREMA 3 (Existéncia de M.D.C. em Z). Sejamn, n,, ..., n, inteiros
ndo nulos e sejaJ =n, Z +

+ ... + mZ o ideal gerado por ny,...,n,.

Se de Z € tal que J = d-Z entdo sdo validas as seguintes afirma-
¢Oes:

(@ 3ry,...,r,€Z tais que d = n,r, + ... + mr,

(b) d ¢ um divisor comum de n,, ..., n,.

(¢) Se d' ¢ um divisor comum qualquer de n,,...,n, entdo d ¢
também um divisor de d.

Demonstragdo. (a) Sai imediatamente da igualdade d-Z = n,Z +
+ ...+ mZ e do fato ded-Z.

(b) Seja ie{l,....,k} ed+Z =n,Z + ... + n,Z entdo é claro que,
menZemZ+ ... +nZ+...+m2=d-Z
¢ portanto 3r;€ Z tal que n; = dr,, isto &, d ¢ um divisor de cada n,
= Lk
(c) Seja d' um divisor comum qualquer de

M Mgy vony My ASSIN, 3 1d =1, 2005k

tal que n,=d +r, ou seja: nZ = d ZVie{l,2,....k} e dai segue
imediatamente que:

mZ+..+mZ =d7Z cdZ

e portanto: ded Z, isto €, 3re Z tal que d = d'r e isto demonstra o
item c) do Teorema. B

Um numero satisfazendo as condig¢des dos itens b) e ¢) do Teorema
3 diz-se um M.D.C. de ny,n,,...,n, em Z.

Observe que se d € um M.D.C. de n,, n,,...,n, em Z entdo —d
também o é poisd Z = —d Z. E claro também que em Z existe um Gnico
M.D.C. positivo de ny, n,, ..., n,, (€ nesse caso dizemos o M.D.C. de
ny, Ny, ..., ny) 0 qual denotaremos por M.D.C. {n,, ..., n,}. Assim, pelo
item a) do Teorema 3 se d = M.D.C. {n,, ..., n,} entdo existem inteiro
ny,...,r, tais que d = nyry + ... + mr,.
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Se 1 =M.D.C. {ny,...,n} dizemos que n,,...,n, sdo relativa-
mente primos em Z ¢ pela observagdo anterior 3r,,...,r, tal que:

l=nyry + ... + .

EXERCICIOS

- 1. Definindo,
l |:Z - N
i A }[a se.. a.=20
=ase. a0
Prove que:
a) |la| >0 VaeZ; |a|=0<a=0
b) la+b|<|a|+|b|] VabeZ
c)|la- b|=|a|-|b| VabeZ
d) l[a—b|=|a|-|b]| VabezZ
2. Dados a,be N — {0}. Aplicando sucessivamente o algoritmo de
Euclides temos:
a=qgb +ry D=ri=b
b=quri+r, O0=r,<r
=4t +ry 0=r,gr,;

Ne = Qeealier T Terzs 0 S regn <y
COmoO ry >r, >ry3>...>r.>r,, =20 temos que existe um
primeiro inteiro s tal que r,,; = 0. Prove que r, = M.D.C. {a, b}.

3. Usando o exercicio anterior. Calcule M.D.C. {180,252}.
4. Calcule r e se Z tais que M.D.C. {a,b} = ra + sb nos seguintes

casos:
a)a=21; bh=35.
b)a=11; b =15
c) a = 180; b =252,

5. Prove que se a,beZ e 3r,se Z tais que ra + sb = 1 entdo M.D.C.
{a,b} = 1.

6. Prove que se ¢ >0 e b,ceZ entdo,

M.D.C. {ab, ac} = a-M.D.C. {b, c}.

7. Demonstrar que:
Se M.D.C. {a,n} = M.D.C.{a,m} =1 entdo M.D.C. {a,mn} = 1.
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8. Demonstrar o algoritmo da divisdo quando o divisor d € negativo.
Que nesse caso o resto r satisfaz 0 <r < |d|.

9. Quais dos seguintes subconjuntos I de Z abaixo sdo ideais de Z:
a) [ = {meZ :alguma poténcia de m ¢ divisivel por 64}.
b) I ={meZ MD.C.{7,m} = 1}.
c) I ={meZ:m ¢ um divisor de 24}.
d) I ={meZ:24 ¢ um divisor de m}.
e) I ={meZ:6\m e 24\m?}.
f) I ={meZ:21.-m ¢ divisivel por 9}.
10. Se I,,1,,...,1, sdo ideais: de Z. Prove que:
a) I,nI,n ...n I, € um ideal de Z. i ‘
b) I + I+ ...+ 1, ={x;, + x,+ ... + x,:x;€}},
j=12,...,.t},. 6 um' ideal de Z,
11. Identifique ¢ tal que Z,,n Z, =Z-q.
2. Se I, €I, =...cl;€ I;;; € :..s30 ideais de Z. Prove que:

U I, =J ¢ um ideal de Z.
r=1

13. Proveque:se I £ JeJ & I onde I e J sdo ideais de Z entdo I u J
ndo ¢ um ideal de Z.

14. Seja I um ideal de Z. Prove que se 1€/ entdo [ = Z.

§4  NUmeros primos e Ideais maximais

Sejam d e n elementos de Z. Dizemos que d ¢ um divisor de n em Z,
e escrevemos d\n, se 3b e Z tal que n = d b (nesse caso também dizemos
que n é um multiplo de d). Dizemos que um inteiro p € um niimero primo
de Z se p# + 1 € os Gnicos divisores de p sio + 1 € + p. Observe
que esta definicdo de nimero primo ¢ equivalente a seguinte:
peZ é um nimero primo se p # + 1 ¢ toda vez que p = ab, com
a,beZ, entdo a=+1 ou a= + p.

Vamos agora provar duas proposi¢des que nos serdo uteis no
proximo paragrafo.

PROPOSICAO 4. Se um ntimero primo p ndo é um divisor de um
numero inteiro n,entdodr, s € Z tais querp + sh = 1.
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Demonstragdo. Seja d >0 o M.D.C.de p e n, isto ¢, d = M.D.C. {p, n}.

Pela definigio de M.D.C. temos que d ¢ um divisor
de p e portanto d = 1 ou p. Mas como d'n e p ndo divisor de n, temos
que d = 1 e a proposi¢do segue pois l€d-Z =p-Z + nZ. m

PROPOSICAO 5. Todo niimero primo que divide um produto divide
pelo menos um dos fatores.

~

Demonstragao. Suponhamos que p\ab ¢ que p nfo ¢ divisor de a ¢
vamos provar que p\b. De fato, pela proposi¢do 1 segue
que 3r,seZ tais que,

per+a-s=1
e multiplicando ambos os membros da igualdade por b, temos que,
pe(reb)+ (a*b)es=b
¢ portanto p\b. m

Vamos agora definir a nog¢do de ideal maximal em 7 e relaciona-la
com numeros primos.

Um ideal # de Z diz-se um ideal maximal em 7 se # # Ze se J é
um ideal de Z tal que

McJcZ entdio J =4 ou J =12

Em outras palavras, um ideal # # Z de Z é dito maximal se os
Gnicos ideais de Z contendo .# sdo # ¢ Z.

TEOREMA 4. Se peZ ¢ J = p+Z entdo as seguintes condi¢des sdo
equivalentes:

(i) p ¢ um nGmero primo.

() J =p+Z ¢ um ideal maximal em Z.

Demonstragdo. (i) = (ii): Seja p um numero primo € J = p-Z. Vamos
provar que J ¢ um ideal maximal em Z. De fato, seja
I um ideal de Z tal que,
J el

Pelo Teorema 2 do paragrafo 3 temos que existem inteiros n tal
que I =n-2Z.
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Assim, pep+-Z c nZ, e dai segue p =n+k para algum keZ,
e portanto n\p e teremos n = +1 ou n = +p.

Sen=+lvemI=Zesen=+pvem I =J como queriamos
demonstrar.

(1) = (i). Suponhamos J = pZ um ideal maximal em Z, e seja
d um divisor de p, isto €, p = d+ b onde b e Z. Vamos provar que d = =+ |
ou d= +p. ;

Como J = pZ # Z segue que p # +1.

Agora, seja p = d-b, entdo ¢ claro que se | = d-Zteremos pe |
Bl =l = Z.

Como J é maximal, por hipdtese, segue que:

J=pZ=d-Z=1 ou I=d-Z=21.

Na primeira possibilidade d € pZ, ou seja d = p-a, e dai segue
que p = p-a-b, e como p # 0 segue a-b = 1,a, b,€ Z. Assim, teremos
que a= 4+ 1, b = % 1, e isto finalmente nos diz que d = + p.

Na segunda possibilidade dZ =7 segue imediatamente que
d = + 1. Assim acabamos de provar que os Unicos divisores de p
sdo + 1 e + p, isto & p ¢ um nimero primo. W

§5  Fatorizacdo Unica

Antes de enunciarmos o teorema principal deste paragrafo, vamos
fazer uma observacao.

Seja neZ, ue{—-1,1} e p,,...,p, nimeros primos positivos.
Vamos usar a expressdo n = u+p, ... p, de tal modo que incluiremos
na mesma a possibilidade n = + 1 no caso de k=0, e n = + p,
no caso de k = 1.

TEOREMA 5 (Z é¢ um Dominio Fatorial). Todo nimero inteiro ndo

nulo n pode ser escrito na
forma,

n=u-p,...p, onde ue{—1,1} e p,<p,<..<p,

sdao numeros primos positivos (ndo necessariamente distintos). Mais
ainda, essa expressdo é unica.
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,

Demonstragdo. Claramente ¢ suficiente provarmos o teorema para
neN — {0} ={1,2,...,m,...} enesse casou=1¢ea
expressdo se reduz a

n=Dpi*Ds---PoP1 < P2 < ... < p, primos > 0.

Vamos primeiramente provar que n pode ser escrito como acima,
e a demonstragdo sera por indugdo sobre n.

Se n =1 temos que n = u-p, ..'.p,\.,u == e k=0,

Vamos agora supor que todo nimero inteiro m, 1 < m < n pode
ser escrito como produto de primos. Vamos provar que n também
pode ser escrito como produto de primos.

Suponhamos, por absurdo, que n ndo pode ser escrito como pro-
duto de primos. Entdo n ndo ¢ um nimero primo, e assim existem
divisores d € d' de n tais que: n =d-d, 1 <d, d < n.

Pela hipotese de indugdo segue que, d =q,+q, ... q,, 4; < 4, <
< ... < g, sdo primos positivos, d = g+ g5 ... 4% ¢ < g5 < ... g, sd0
primos positivos.

Dai segue,
n=d-d =(q..-4.) 4y ... q)
€ rearranjando 0S numeros primos ¢, ...,q,,q;, ..., q. podemos es-
crever,

n=p1’P2...pk Onde k=r+.s

€ py <p,<..=<p, como queriamos demonstrar.

Vamos agora demonstrar a unicidade da expressdon = u+p; ... Py,
ue{-1,1} ¢ p; <... < p, primos > 0.

De fato, seja n = u+p; ... pp» P1 < P, < ... < p, primos positivos
eimt=ryl gl P PUIE Py £ i £ . primés’ positivos:
Assim,

’

Uep,...pp=u+p ..ps=>u=u
Dy ««+ Py = Py ++- Py
Vamos agora provar que isto implicaque k = sep, = p,i = 1,2,..., k.

A demonstra¢do serd por indug¢do sobre o inteiro k.

Seja k = 1. Nesse caso teremos p, = p} ... p, e isso nos diz que
p\p; e como sdo primos positivos segue que p, = p; e portanto
s=1=kep, =p)

€
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Suponhamos agora verdadeira a unicidade toda vez que tivermos
um produto de r fatores primos positivos onde 1 < r < k € vamos
provar a unicidade para k fatores primos positivos.

Temos, p,+p, ... py = py* D5 .- ps k = 2. Pela Proposi¢do 5 do
paragrafo anterior segue que 3j, 1 <j < s tal que p,\p), e como sdo
primos positivos segue que p; = p| para algum j, 1 < j < s. De modo
analogo p| = p; para algum i, 1 <i <k

Agora como p; <p,<..<p, e p) <p, <..<p, segue que
P = Di.

Entdo teremos, p, ... p, = p, ... p, e dai segue pela hipotese de

indugdo (r =k — 1)que:k — 1 =s—1ep, =p5,..., p, = P}, € assim
concluimos que k =5 e mais p; = p, i = 1,2, ..., k, como queriamos
demonstrar.

E conveniente reunirmos os fatores primos iguais na expressao
de um inteiro como produto de primos.

Assim, se n > 1, n = p, ... p,, podemos reescrever a expressio
acima ¢ obtemos

m>

n=qi-qs

a0 os fatores primos distintos de n, e pelo Teorema 1 os nimeros
inteiros positivos m, ...,m, sdo univocamente determinados pelo
inteiro »n. |

welgpr omde g @S v S0

PROPOSICAO 6. O conjunto de numeros primos é infinito.

Demonstra¢do. E suficiente provarmos que o conjunto de nimeros
primos positivos € infinito.
Suponhamos, por absurdo, que existem um numero finito,
Pis---» Py de primos positivos.
Se m =p,...p, + 1, existe pelo teorema 1, um primo p tal que
divide m. Se p = p; para algum i, entdo p divide 1, contradi¢do. m

Seja n = pY' ... pi" onde p,, ..., p, sdo os primos divisores distintos
de myecadam;, >0,i=1,...,r. Se d > 1 &€ um divisor de n, entdo é
claro que os fatores primos de d pertencem ao conjunto {p,,...,p,}.
Assim, convencionado x” = 1 para x inteiro ndo nulo, podemos con-
cluir que d pode ser escrito na forma

m;.

d=pT «p%2... p™ onde 0<m <m,,
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Desses argumentos acima podemos concluir imediatamente a
seguinte proposigao:

PROPOSICAO 7. O numero de divisores de um numero inteiro ndo
nulo é finito. B

EXERCICIOS
1. Sejam m =q&...q" e n =q!'...q" onde q, ..., g, sio nimeros
primos e da,, ...,d,b,, ..., b, sdo inteiros > 0.

Prove que M.D.C.{m, n } =gq;! ... q;* onde C; =min {a;b;}.
2. Sejam J,,J,,...,J,, ... ideais de Z. Prove que:

Iy el e ralya =3 meN taluque.J, =J Vk=m.
3. Se J, =2'-7Z Mostre que:

b | =] o o =
F JRG e SR T

4. Generalize o exercicio 3 para primos p > 2.

86 OsanéisZ,

Se J =n-Z, a relacdo = (mod n) pode também ser definida por,
x,x'€Z, x=xmodn)<x— x'eJ

e nesse caso usaremos a notagdo X =x + J = {x + kn :k€ Z} para
classe de equivaléncia de x em relagdo a = (mod n). Usaremos também
Z;Z /, ou Z/,., para simbolizar o conjunto quociente de Z pela relagdo
= (mod n).

PROPOSICAO 8. Se neN — {0} entdo Z,={0,1,...,n — 1} é um
conjunto contendo exatamente n classes de equiva-
léncia.

Demonstragdo. Primeiramente vamos provar que se

O0<x<y<nentio X # y.

De fato, seja 0 < x < y < n. Pela Proposi¢do 1 do paragrafo 3 do
capitulo 1,temosque y = X<y = x(modn)<>0 < y — x = k-n para
algum ke Z.
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Agora como 0 < x < y < n temos que y — x ndo pode ser mul-
tiplo de n, ou seja, y # X.

Assim {0, 1,...,n — 1} < Z, ¢ um conjunto contendo exatamente
n clementos. Para provarmos a igualdade Z, = {0,1,...,.n — 1} ¢
suficiente mostrarmos que: se x€Z, entdo x€{0,1,...,n — 1}. Po-
demos escolher k inteiro positivo suficientemente grande tal que
x' = x + k-n seja ndo negativo. Mas ¢ claro que x' = x (mod n). e
dai segue que x' = X.

Assim ¢ bastante provarmos que ¥ € {0, 1,...,n — 1} com x' > 0.
Pelo algoritmo da divisdo temos que, 3¢,r€ Z tais que X' =gq+n + r
onde 0 <r<n.

Mas entdo x' — r =gn ou x' = r(mod n) e portanto X = X =7
e 0 <r <n como queriamos demonstrar. m

Observe que se n = 0 entdo = (mod 0) significa igualdade em Z

e Z,={x:xe€Z}, é um conjunto infinito. Observe também que
= (mod n) define a mesma relagdo que = (mod —n).

PROPOSICAO 9. Seja neN. Se x = x' (modn) e y=y (modn),
entdo:
@x+y=x"+y (modn)
(b) x » y=x"+y (modn).

Demonstragdo. Por hipotese temos x — x' =k.ne y — ) =sen.
@G&+y-+y)=(x—-—x)+(y—y)=(k+s)-n e portanto
x+y=x"+ y (modn)
b)) xey=x"+kn)(y + s+n) =x"y + (X's)n + (Yk)n + (ksn)n.
Portanto,
xey—x+y =(x's + y'k + ksn)+n
isto €, x+y = x"+)y (modn), como queriamos demonstrar. m

Como corolario imediato da Proposi¢do 9 segue a seguinte pro-
posicao.

PROPOSICAO 10. Seja neN.Sex =X e y = J' entéo:

(@ x+y=x"+) (a classe da soma independe dos repre-
sentantes das classes das parcelas)
(a classe do produto independe dos repre-
sentantes das classes dos fatores).

’

() x-y ="y
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TEOREMA 6. Seja n um numero inteiro > 2.

@ +:Z,x2Z,-> 2, e «:Z,xZ,-> Z,
Eyrrx+y=x+7y xy) mx-y=Xxy

definem duas operagdes (denominadas soma e produto) no conjunto
Z =101 < H=—1)

(b) As. operagdes acima definidas gozam das propriedades de
(1) até (viii) enunciadas no paragrafo 1 desse capitulo.

Por isso dizemos que Z,, +,- é um anél comutativo com unidade 1.

(c) O anel Z,, +,- ¢ um dominio de integridade (isto €, sem divi-
sores de zero) <> n € um nimero primo.

(d) Se n=p ¢ um namero primo entdo Z,={0,1,...,p — 1}
[além das (IX) propriedades enunciadas no paragrafo 1 desse capitulo]
goza da seguinte propriedade:

(x) Se 0 # xeZ, entdo 3j€Z, tal que -5 =y-x =1 [isto & os
elementos diferentes de 0 possuem inverso multiplicativo].

Por isso dizemos que Z, = {0,1,...,p — 1} & um corpo.

Demonstragdo. (a) Pela Proposicdo 10, as regras:

X+J=X+y €. X J=X-y

definem operagdes no conjunto Z,.

(b) Vamos provar que Z,, + ,- possui as seguintes 8 propriedades
abaixo: sejam X,y,zZeZ,

(i) associatividade da soma.

E++z=x+@+2)

Vamos desenvolver o primeiro membro da igualdade e entdo
chegar no segundo membro, (X + )+ Z2=(x+ y)+zZ=(x+y) + z
¢ agora pela associatividade da soma em Z temos que (X + ) + zZ =
=x+y)+z=x+(+2)=x+(+2) =%+ (y + Z) como que-
riamos demonstrar.

(ii) Existéncia do elemento neutro para a soma.
Claramente temos que X + 0 =0 + X = X e portanto 0 é o elemento
neutro para a soma em Z,

(iii) Existéncia de inverso aditivo.
Claramente,

X+(—x)=(—x)+x=0
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(iv) Comutatividade da soma.

f-]—y:x—l-y:y-*—x:

<
+
bl

(v) Associatividade do produto.

(X2 P)eZ=(x2y)Z2=(xp)z=x(ye2) =X-(y+2) = X-(y2)

(vi) Existéncia do elemento unidade.
Claramente X+ 1 = 1 - X = X e portanto Z, possui unidade 1.
(vii) Comutatividade do produto.

X j} =Xey=y
(viii) Distributividade.

X (§ FZp=Xelp 2] = xoly & 2) =
=Xey+Xez=Xy+ X

=

Il
=i

=

Xis Yk XRzi=
Z

(c) Vamos provar agora que Z,, + , - ndo possui divisores de zero
<>n ¢ um nimero primo.
(=): Suponhamos que n ndo seja um numero primo. Entdo sabemos

que n =a+b onde 1 <a, b<n Agora n=a-b implica que

O=n=a-bondea#0eb#0, ou seja, se n > 2 ndo for primo Z,
possui divisores de zero, ou equivalentemente mostramos a implica¢io
(=)
(<=): Suponhamos que n ¢ um niimero primo, n = p, € sejam 4, bez,.

Se a-b =0 vamos provar que @ =0 ou b = (0 (isto €, Z, ndo
possui divisores de zero).

Sea-b =0 temos a-b =0, ou seja, a- b = 0 (mod p), ou ainda,
p\a+b e pela proposicdo 5 do paragrafo 4 deste capitulo teremos,

p\a ou p\b.

Se p\a, a=0 e se p\b, b =0, como queriamos demonstrar.

(d) Suponhamos que n=p >2 é um nimero primo € seja
0 # x€Z, Podemos escolher x tal que 0 < x < p pois Z, = {0, 1,
..,p — 1}. Ora, p primo ¢ 1 < x < p implica que M.D.C. {x, p} = 1
e portanto 3r,s€Z tais que x-r + p+s = 1 e dai segue (passando a
barra) que:

Xer+pes=1

e como p =0 teremos finalmente x-7 =1, como queriamos de-
monstrar. @
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Observe que Q, +,-; R, +,- e C, +,+ sdo exemplos de corpos
pois sdo satisfeitas as propriedades de (i) até (x) para esses anéis, Aca-
bamos de ver que existem também uma infinidade de exemplos de
corpos finitos Z,, p primo > 2. E claro que todo corpo ¢ um dominio
de integridade, ou seja, a propriedade (x) implica na propriedade (ix).
Assim todos os exemplos de corpos também sdo exemplos de dominio
de integridade. Finalmente Z ¢ um exemplo de dominio de integridade
que ndo ¢é corpo e Z, quando n > 2 ndo ¢ primo, ¢ um exemplo de
anel comutativo com unidade porém com divisores de zero, isto €,
ndo sdo dominios de integridade.

EXERCICIOS

1. Se p ¢ um nimero primo > 2. Prove que /p ¢ Q.
2. Seja Z[\/2] = {xeR:x=a+ b\/2, a,b,e Z}. Defina + e-em
Z[\/2] como segue:
(@+by2)+(c+dy2)=[a+c)+ b+ d2]
@+ b/2)+(c+ d/2) =[lac + 2bd) + (bc + ad)/2]
Prove que: Ya,b,c,deZ,
a)a+b\/7=c+d\/7¢>a=ce b=d
b) Z[/2], + ,- satisfaz as propriedades (i), (ii), ..., (ix) e portanto
¢ um dominio de integridade.
¢) Generalize o exercicio para Z[\/p], p primo > 2.

3. Seja Q[/2] ={xeR:x=a+ b/2, a,beQ}. Defina + ¢ - de
modo analogo ao Exercicio 2 e prove que: Va,b,c,deQ,
a)a+b2=c+d2«a=ceb=d
b) @[ /2], + ,- satisfaz as propriedades (i), (ii),..., (ix) ¢ (x) e

portanto & um corpo.
¢) Generalize o exercicio para Q[\/p], p primo > 2.

4. Se M.D.C.{a,m} = 1 prove que:
ab = ac(mod m) = b = ¢ (mod m)

5. Se M.D.C. {a,m} = 1, prove que:
3 solucdo inteira x para a congruéncia: ax = b (mod m).
Mais ainda, se x, ¢ uma solu¢do, prove que o conjunto &

de todas as solugdes da congruéncia acima ¢ dado por & = x, +
+ Zm= {xy + km :ke Z}.
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. Ache todos os possiveis inteiros x satisfazendo as seguintes con-

gruéncias:
a) 3x = 2(mod 5) : b) 7x = 4 (mod 10)
c) 4x + 3 =4 (mod ) ; d) 6x + 3 =1 (mod 10)

e) 6x + 3 = 4(mod 10); f) 243x + 17 = 101 (mod 725).

Prove que ndo existe inteiro x satisfazendo a congruéncia
x? = 35 (mod 100).

8. Prove que VmeZ tem-se m*> = 0 (mod4) ou m* = 1 (mod 4).

9. Achar x inteiro que satisfaz simultaneamente as congruéncias:

10.

11.

12.

) x =2 (mod 5) . b) 3x =2 (mod 5)
2 V3x =1 (mod 8)° 2x = 1 (mod 3)

Sejam m,ne N tais que M.D.C. {m, n} = 1 e sejam a, b€ Z. Mostre
que existe inteiro x satisfazendo simultaneamente as congruéncias:

X = a (mod m)
x = b (mod n).

Seja p um primo € 1 < n < p,n inteiro. Mostre que:
(Z)Eo (mod p).

Use o Exercicio 11 e prove que: se p ¢ um numero primo, entdo:
(x+y)P=xP+y? (modp) Vx,yeZ



CAPITULO III

ANEIS, IDEAIS E HOMOMORFISMOS

81  Definicdo e exemplos

Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas ope-
ragoes, as quais chamaremos de soma € produto em A e denotaremos
(como em Z) por + ¢ -

Assim,

+:A%Xx A4 - A e +:AxA-> A
(a,b) » a+b (a, b) ~» a-b

Chamaremos A, +,: um anel se as seguintes 6 propriedades sdo
verificadas quaisquer que sejam a, b, ¢ € A.

Al) (@+ b) + ¢ =a + (b + ¢) (associatividade da soma)

A2) 30e A4 tal que a+ 0 =0+ a = a (existéncia de elemento neutro
para a soma)

A3) V xe A existe um unico ye A, denotado por y = — x, tal que
x+y=y+x =0 (existéncia de inverso aditivo).

Ad) a + b = b + a (comutatividade da soma)

A5) (a<b)ec = a-(b-c) (associatividade do produto).

A6) as(b+c¢)=a+b+a-c; (a+ b)ec =a-c + b-c (distributividade
a esquerda e a direita).
Se um anel A, +,- satisfaz a propriedade:

A7) 3 1eA4,0+# 1, tal que x-1=1-x=x VYxeA dizemos que
A, +,- € um anel com unidade 1.

Se um anel A, +,- satisfaz a propriedade:
A8) Vx, ye A, x-y = y-x, dizemos que A4, +,- € um anel comutativo.
Se um anel A, +,- satisfaz a propriedade:

A9) x, yeA, xey=0=x =0 ou y =0, dizemos que A4, +,+ € um
anel sem divisores de zero.

Se 4, +,- € um anel comutativo, com unidade ¢ sem divisores
de zero, dizemos que A4, +,- € um dominio de Integridade.
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E finalmente, se um dominio de Integridade A, +,- satisfaz a
propriedade:
Al10) VxeAd, x#0, 3 ye A tal que x-y = y-x = 1, dizemos que
A, +,+ ¢ um corpo.

EXEMPLOS de Anéis Comutativos. No capitulo anterior vimos os
seguintes exemplos de anéis:

7l 55 gy Kl 0 o 4 Py 5 1 ) B

Observe que todos esses anéis sdo comutativos € os Unicos anéis
dessa lista que ndo possuem unidade sdo os n+Z, onde n > 2. Por
exemplo, 4 =2-7Z (o anel dos inteiros pares) ndo possui unidade.

Os Unicos anéis que possuem divisores de zero da lista acima sdo
os anéis A = Z, onde n > 2 ndo € um namero primo. Por exemplo,
no anel Z¢ = 16 1,2 3,4, 5) temos que 2-3 = 0, isto &, 2 e 3 sdo
divisores de zero em Zg.

ZeZ[/2]={a+b\/2:a beZ} sio exemplos de dominios
de Integridade que ndo sdo corpos. E finalmente, @, R, C, Q [\/ 2]
e Z,, p primo sdo todos exemplos de corpos, sendo que os Z,, p pri-
mos > 2, nos ddo uma infinidade de exemplos de corpos finitos.

E facil verificarmos que se substituirmos o 2 por um primo p > 2
no exemplo Z[,/2] construiremos uma infinidade de exemplos
Z[/pl=1{a+ b/ p:abeZ} de dominios de integridade que
ndo sdo corpos.

Analogamente, @ [/ p ], p primo > 2, nos dio uma infinidade
de exemplos de corpos @[/p]={a+b./p : a beQ} interme-
diarios entre Q e R. Por exemplo, se x =a + b \/p #0em Q [\/p]

J P
b2
Sei= \/ —1 eCentdo Z[i] = {a + bi: a, be Z} &€ um dominio
de integridade tal que Z = Z [i] = C. Analogamente, Q [i] = {a + bi:
a, be Q} ¢ um corpo tal que Q = Q[i] = C.
Observe também que R [i] = {a + bi:a,be R} étalque C = R [i].
Em capitulos posteriores, veremos uma infinidade de exemplos
de corpos K tais que Q@ < K < C.
Vamos ver agora mais um exemplo de anel comutativo com divi-
sores de zero.

entﬁoﬂy— tal que x-y = y.x = 1.



36 Introdugdo a algebra

Seja A = Z (R) o conjunto de todas as fungdes / : R — R. Vamos
definir duas operagdes no conjunto 4 do seguinte modo:

+:AXA—>A ', onde (f+g9)x)=f(x)+g(x) VxeR

(fy9) »2f+y9
ct: AxA—> A , onde (f-g)(x) =f(x)+g(x) YVxeR.

(fs): ¥3feg

Observe que a funcdo constante zero € o elemento neutro (em re-
lagdo a adi¢do) de A, e a fungdo constante 1 ¢ o elemento unidade de A.
As demais propriedades que definem um anel comutativo sdo clara-
mente verificadas. Assim 4 = % (R), +,+ ¢ um anel comutativo com
unidade. Porém se f: R — R ¢ definida por

0 .se. %<0
Xy i8€x: 06,20

f&) = {

e se g: R— R ¢ definida por

2

o x‘ se x<0
< 0 se x>0

teremos, denotando a func¢do constante zero por 0, fet 0.t 0ie
f+9 =0. Assim, o anel # (R) ¢ um anel comutativo com unidade e
com divisores de zero.

Se denotarmos por % (R) (respectivamente 2 (R)) o conjunto de
todas as funcbes continuas (respectivamente derivaveis) fR->R,
entdo de modo analogo ao anterior podemos definir as operagdes de
+ ¢ - no conjunto % (R) (respectivamente 2 (R)) e também teremos
que ¢ (R), +,- (respectivamente 2 (R), +,+) é uma anel comutativo
com unidade e com divisores de zero.

EXEMPLOS de Anéis ndo Comutativos. Seja A o conjunto de todas
as matrizes reais 2 x 2,isto &,

Az{[a b}:a,b,c,deR}.
C:iud

. a b ; b i
O quadro numérico d de numeros reais diz-se uma matriz
real 2 x 2. €

Dizemos que | 2 g [l < i G il B
q ¢ d e cl d/ C=C/, d=d/
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Vamos agora definir as operagdes + e - no conjunto 4 acima o
qual denotaremos por Mat, (R).
Sejam a, b, ¢, d, a’, b, ¢, d eR,

pEe b e a® bilstEata - b4-Y
" licigud ¢ Al Gilere. d+d
coduths 18 b a b % Ladl+ be. ab' + bd'
£ adlor d ¢ d ca + dc cb + dd
Pode-se provar que Mat, (R), +,+¢é um anel, onde

05207 -, 1 0% 1
0= 0 0 € o elemento neutro paraa +,el = 5% ¢ a unidade

de Mat, (R), +,-.
Portanto Mat, (R) ¢ um anel com unidade.

0
Observe quese ae Re X, = [ ¢

0 OJ € Mat, (R) entdo X,- X, =

00 ; .
=0= [O 0} Va,beR. Assim, o anel Mat, (R), +,- possui uma
infinidade de divisores de zero. Observe também que

0 a Z— 00 =0 seja, a e 40 X? = 0 possui infinitas
0 0 = 0 0 =iy ou _] ) qan o) ST p

solugées no anel Mat, (R).

1

1
0 1} de Mat, (R)

. 11
Consideremos agora os elementos o G1e

e calculemos,

oo Lo i]=o sl# Lo ol=lo 1o o]

e portanto Mat, (R), +,- ¢ um exemplo de anel ndo comutativo, com
unidade e com divisores de zero, (generalize esse exemplo para Mat,, (R),
iz 2);
Yamos ver agora mais um exemplo de anel nido comutativo.
Seja R* = {(a,b,c,d):a,b,c,de R} onde
(a,b,c,d) =(d,b,c,d)<=>a=d,b=b,c=c ed=4d.
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Vamos definir as operagdes de soma e produto em R?
Sejam q, b, ¢, d, a', b, ¢, d €R.
soma:
@by, d)+ (d@,b,c,d) =(a+d, b+b, ct+c, d+d)
produto:
(a,b,c,d)(d,b,c,d) = (aa — bb' — ¢’ — dd',ab' + ba' + cd — c'd,
ac’'+adc+db' —d'b, ad' +da +bc' —b'c).

Pode-se provar que R* +,- ¢ um anel cujo elemento neutro ¢
(0,0,0,0) e cuja unidade ¢ (1,0,0, 0).
E facil verificarmos que:

©,1,0,0)-(0,0,1,0) # (0,0,1,0)- (0, 1,0, 0)

e portanto R*, + , - ¢ um exemplo de anel ndo comutativo com unidade.
Vamos agora fazer algumas identificages.

a o (a 0,0, 0)
i (0,1,0, 0
j e (0,0, 1,0
k « (0,00, 1)

a+bi+ ¢+ dke (a b, c d)

Com essas identificagdes chegamos ao conjunto {a + bi + ¢j + dk :
a, b, ¢, d € R} onde

at+bit+c+dk=ad+Vbi+cj+dk<=sa=d,b=b,c=ced=4d

que serd denotado por Quat.
Mais ainda identificando as operacdes + e - teremos que (verifique)

i2=j2=k2= i
iej =k jei=—k
jek=i, kej = —i
kei =j, i-k=—j

e as operagOes em Quat sdo definidas por: sejama, b, ¢, d, a’, b, ¢, d' € R
soma:

@+bi+c+dk)+ (@ +bi+ cj+ dk) =
=(@a@a+d)+b+b)i+(c+)+d+dk
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produto:

Para efetuarmos o produto € suficiente levarmos em conta as regras
acima e usarmos a distributividade. Assim,

(@+bi+cj+dk)-(@ + bi+cj+dk) =
= (ad' — bb' — ¢c’ — dd') + (ab' + ba' + cd' — dc')i +
+ (ac’' + ca' + db' — bd')j + (ad' + da' + bc' — cb')k.

Portanto o anel R*, + , - pode ser identificado com o anel Quat, + , «.

0=0+0i+0j+0k ¢ 1 =1+ 0i+ 0j + Ok sdo, respectiva-
mente, o elemento neutro e a unidade de Quat, +,-

Como i-j # j+i sabemos que Quat, +,+ ¢ um exemplo de um
anel ndo comutativo com unidade. O anel Quat, + ,- recebe 0 nome
de anel dos Quaternios.

E facil provar que se

x =a+ bi + ¢j + dk # 0 entdo existe um elemento
a—bi—c¢j— dk
St 2 em Quat, +,-tal que, x-y = y-x = 1.

Assim, o anel dos quaternios para ser um corpo so falta a propriedade
A8) (comutatividade do produto). Por isso, dizemos que Quat, +,-
€ um anel de divisdo (ou um corpo ndo comutativo).

Observe que Quat > R e mais ainda, existem 3 copias do corpo C
dentro do anel Quat, quais sejam,

fa+bi:abeR}, {a+cj:aceR} e {a+dk:a deR}.

Como ultima observacdo podemos dizer que em Quat, +,- exis-
tem infinitas solugdes para a equagio X2 = —1. ‘

Provaremos mais tarde que, em um corpo, o nimero de solugdes
de uma equagdo polinomial ¢ limitado pelo grau da equagao.

EXERCICIOS
1. Prove todas as afirmacdes feitas nos exemplos do §l1.
2. Calcule os divisores de zero nos seguintes anéis:
Lo, Ly, L1g € L.

3. Seja num inteiro > 2esejaxe Z, — {0,1,....,n—1}, 0 < x < n.
Prove que:
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iyeZ, tal que x-y =y-x =T«MD.C {x,n} =1 (isto & os
elementos X,0 < x < n, invertiveis em Z, sdo aqueles tais que
MDC. {x,n} = 1)

4. Seja f: Z - Z uma funcio tal que f(x+y) =f(x) + f(y) Vx, yeZ
€ f(x-y) =f(x)+f(y) Vx, yeZ. Prove que ou f = I, é a fungdo
identidade de Z ou f =0 ¢ a fungio constante zero.

5. Sejaf:Q — Q uma fungdotalquef(x+y) =f(x) + f(y)ef(x+y) =
=f(x)+f(y) Vx, ye Q. Prove que ou f = Iq ou f = 0 é a fungdo
constante zero.

6. Sejaf: R —» Ruma fungdo tal que, Vx, yeR, f(x+y) =f(x) +
+ f(y) e f(x+y) = f(x)+f(y). Prove que, se f é continua entdo ou
f=1Igouf=0 ¢ a fungdo constante zero.

7. Prove que se A, +,- ¢ um anel qualquer entdo sdo validas as se-
guintes propriedades quaisquer que sejam x, y, z€ A:

a) 0ex=x-0=0 mais ainda se 3 1€ 4
b) —(x+y) =(=x)+y =x+(—y) entdo,

Q) (=x)e(=y)=x-y ) (=1)ex=—x

d) x(y—z)=xy—x-z Bl =1 =1

e) (y—z2)ex =yex—z-x h) (=1)+(—=x) =x

8. Seja A, +,+ um anel qualquer. Vamos definir poténcia de um ele-
mento x € A (usando a associatividade do produto) do seguinte
modo:

K= XA s XX, X = ey 22,
Prove as seguintes propriedades Ym, ne N — {0}
a) xm+n o xm.xn

b) (x+y)" = x"+y" se Xy =pex
c) (xm)n = xm-n

n n!
Ond€<l>—m
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11.

12.

13.

14.

18,

16.

17.
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. Seja p um nlmero primo >2 ¢ seja Z[/pl={a+b-/p :

a,be Q}. Vamos definir uma soma e um produto em Z [/ p ] do
seguinte modo:

soma: (a+b/p)+(c+d/p)=@+c)+bB+d)p, a b,
c,de”Z

produto: (a + b/ p)+(c + d</p) = (ac + pbd) + (bc + ad) \/p,
a,b,c,de Z.Proveque:Z [/ p], +,+ éum dominio de integridade.
Seja p um nimero primo e seja Q[\/p]={a+ b /p :a,becQ}.
Defina soma e produto como acima e verifique que Q [\/p], +,-
¢ um corpo.

Mostre que o anel € [0, 1] das fungdes reais continuas definidas
em [0, 1] possui divisores de zero.

Seja A um dominio de integridade e a, b, c € A. Prove que, se a # 0
e ab = ac entdo b = c.

Seja p um nimero primo > 2 e seja
|
A= {ﬁn‘e Q:M.DC. {p, n}|= 1}.

Mostre que A € um ane] com as operagdes usuais de fragdo.

Seja D um dominio de integridade e seja a € D, a # 0. Entdo, prove
que a fungdo ¢,: D — D ¢ injetiva.
X MW>rgeX

Use o Exercicio 14 para provar que todo dominio de integridade
finito ¢ um corpo.

Seja A um anel tal que x* = x Vxe A. Prove que A4 é um anel
comutativo.

Seja A um anel qualquer e x€ 4. Se 3ne N — {0} tal que x" =0
dizemos que o elemento x € nilpotente.

(a) Dé exemplos de uma infinidade de elementos nilpotentes em
um anel ndo comutativo.

(b) Prove que se x, y € A4, sdo elementos nilpotentes de 4 € x-y =
= y-x entdo x + y € um elemento nilpotente de A.

(c) Mostre com um exemplo que a hipotese x+y = y-x € essencial
em (b).
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(d) Seja x um elemento nilpotente em A. Mostre que, se A possui
unidade 1€ A4 entdo o elemento 1 — x possui inverso multi-
plicativo (calcule uma formula para esse inverso)

18. Seja A =Z[i] ={a+ bi: a, beZ} onde i* = —1 ¢
at+bi=c+divwa=ceb=d
vamos definir + e - em A do seguinte modo para a, b, ¢, de Z
soma: (a+b)+(c+di)=(a+c)+ b+ di
produto: (a + bi) + (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Prove que A = Z[i], +,- ¢ um dominio de integridade e calcule
todos os elementos de Z [i] que sdo invertiveis relativamente ao
produto em Z [i].

19. Seja A um anel, B um conjunto e f: B — A uma fungio bijetiva de
B sobre A. Se para cada x, y € B definimos

X+y=f1)+ ) e xy=f (fx)fB)
Entdo prove que:
(@) B, +,+ € um anel
(b) f(x +y) =f() +f(y) e f(x-y) =f(x)-f()) Vx, y € B.
20. Prove que se definirmos no conjunto % (R) de todas as fungdes
S: R— R a soma usual de fun¢do:

f+9(x)=f(x)+ g(x) VxeR, e o produto como (g-f)(x) =
=g(f(x) VxeR, entdio F (R), +,+ ndo é um anel.

§2  Subanéis

Seja A, +,- um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Supo-
nhamos que B seja fechado para as operagdes + e - de A, isto é,

a) x, ye B=x+ yeB
b) x, ye B=>x-.y€B.

Assim podemos também considerar a soma e o produto como
operagOes em B. Se B, + , - for um anel com as operagdes de 4 dizemos
que B é um subanel de A.

Vamos agora dar um critério para que um subconjunto de um
anel seja um subanel.
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PROPOSICAO 1. Seja A, +,+ um anel e seja B um subconjunto de
A. Entdo, B é um subanel de A se e somente se as
seguintes condi¢des sdo verificadas:

(i) O e B (o elemento neutro de A pertence a B)
(i) x, ye B=x — y€ B (B é fechado para a diferenca)
(1) x, ye B=>x-ye B (B é fechado para o produto).

Demonstracdo. (=) Se B € um subanel entdo por defini¢do temos cla-
ramente as condi¢Oes (i), (i) e (ii1).
Observe que o elemento neutro 0’ de B relativamente a adigdo é
o mesmo elemento neutro 0 de A, poisse b € B,entdo 0’ = b + (—b) = 0.
(<) Suponhamos que B = A4 e as trés propriedades (i), (ii) e (iii)
sdo satisfeitas.
Por (i) segue que B # OJ, e por (i) e (ii) temos que:

(%) se xeBentdio —x =0 — xeB.

Agora, por (ii) e por () teremos, se x, y€ B entdo x + y = x —
— (—y) € B, isto ¢, B ¢ fechado para a soma. Por (iii) B é fechado para
o produto.

Como as propriedades associativa, comutativa e distributivas sdo
hereditarias segue imediatamente que B ¢ um subanel de 4. ®

EXEMPLOS. Se B € subanel de 4 vamos usar a notagio B < A.
Nos paragrafos anteriores ja vimos os seguintes exemplos de
subanéis.

a)nZ <7Z<Q<R<C < Quat, onde ne N

b) 2(R) < ¢(R) < ¥ (R)

OnZ=<7Z<7[/p]l<Q[/p] <R ondeneN e péum nimero
primo > 2.

Por exemplo vamos provar que Z [/p] ¢ um subanel de R.
De fato, Z[\/p] = R e mais:

@0=0+0ypeZ[ /7]

(i) x=a+bp,y=c+d/p=>x—y=@—c+b-4dp

(i) x=a+b/p,y=c+d/p=x-y=(ac+ pdb) + (bc + ad)\/p
e portanto Z[/p] ={a+ b./p: a, beZ} é um subanel de R.

Se um subanel B, +,+ de um corpo K, +,+ ¢ também um corpo
dizemos que B é um subcorpo de K. Observe que @ [/ p ] € um subcorpo
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de R enquanto Q [i] € um subcorpo de C. Observe também que Z, =
= {0, T} ndo & um subanel de Z, = {0, T1,2}.

O exemplo 2 Z < Z nos mostra que um subanel de um anel com
unidade ndo possui necessariamente unidade. Agora vamos ver um
exemplo de um subanel B de um anel A tal que a unidade 1’ de B ¢
diferente da unidade 1 de A.

0
Seja A = Mat, (R) e seja B = {[g 0:| ‘a€ R}. Claramente, B

¢ um subanel de A.
Vamos agora mostrar que,

1 0
1= [O 1] ¢ a unidade de A = Mat, (R) enquanto

1 0
1 = [ . 0} ¢ a unidade de B. (observe que 1 ¢ B).

De fato,

a b— 1 0 1 0 a b o b

L] — = ) R
[" 4 [0 1] [0 1] [c d] [c d} V@bpaide
e
a “0 10 =0 Ea0 ool
[0 0 [0 0]=|:0 0][0 0]—[0 0j| VaeR.

Vamos mostrar em seguida que essa patologia ndo ocorre em
ane¢is sem divisores de zero.

PROPOSIGAO 2. As tnicas solugdes da equagio x* = x em um dominio
de integridade sdo 0 e 1.

Demonstragdo. Seja D um dominio de integridade ¢ x € D tal que
o =
Assim temos,
x2—x=xex—1lex=(x—-—1+:x=0

e dai segue que x—1 =0 ou x =0, isto €, x = 1 ou x = 0 como que-
riamos demonstrar. B



Anéis, ideais e homomorfismos 45

COROLARIO. Seja D um dominio de integridade com unidade 1 e seja

B um subanel de D com unidade 1.
Entao 1 =1'.

Demonstragdo. Pela nossa defini¢do de unidade 1 e 1’ sdo diferentes

de 0 e como 12 =1¢ 1'> = 1’ o corolario segue ime-

diatamente da Proposi¢do 2. m

Observe que no anel, Z; = {0,1,2,3,4,5} (que ndo é um do-

minio) temos que:

0, 1, 3 e 4 sdo raizes da equagdo x? = x.

EXERCICIOS

1,

Seja {B;};.n uma seqiiéncia de subanéis de um anel 4. Prove que,

B = () B; ¢ também um subanel de A.
ieN

. Seja {B;};.n uma seqiiéncia de subanéis de um anel A. Prove que,

s By « By = ... « B,  ...entdo B = | | B; ¢ também um sub-
anel de A. =

Mostre que Z; = {0, T, 2} ndo ¢é subanel de Z, = {0, 7,2, 3, ZI|}.

4. Seja A um anel € a € A. Prove que, B = {x€ A: x+a = a+x} ¢ um

10.

subanel de A.

. Seja A um anel. Prove que, Z(4) = {x€e A: x-y =y-x Vye A}

¢ um subanel (comutativo) de 4 (Z (A4) é chamado o centro de A)

. Seja A um anel e a€ A. Prove que, B = {x€ A: x-a =0} ¢ um

subanel de A.

. Seja {K,};.y uma seqiiéncia de subcorpos de um corpo K. Prove

que, B = () K; ¢ um subcorpo de K.
ieN

. Seja {K;},.y uma seqiiéncia de subcorpos de um corpo K. Prove

que,se K, = K, = ... < K, = ...entdo B = (J K, ¢ um subcor-
po de K. sl

Seja K um corpo ¢ seja P a interse¢do de todos os subcorpos de K.

Prove que, P ¢ o menor subcorpo de K (P ¢ chamado de corpo
primo de K).

Calcule todos os subanéis de Z,,.
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11. Um dominio de integridade D ¢ dito de caracteristica 0 se m =0
sempre que ma = 0 com a€ D, a # 0 e me N. D diz-se de caracte-
ristica finita se existe ae D, a # 0, tal que ma = 0 para algum
inteiro m # 0. Nesse caso definimos como a caracteristica de D
o0 menor inteiro positivo m tal que ma = 0 para algum a € D, a # 0.
Prove que,

(a) se caracteristica de D é p entdo p-x =0 VxeD.
(b) a caracteristica de D ou ¢ zero ou um numero primo.

(Sugestdo para o Exercicio 11: psx = (p+1)+x, Vx e D)
12. Seja A, +,- um anel com unidade 1€ 4.

Vamos definir duas novas operagdes no conjunto A, usando
as operagOes + e - de A.

a®b=a+b+1 VYabeAd
a@®Ob=ab+a+b VabeA.

Prove que:

(a) A, @, ©® € um anel.
(b) Qual ¢ o elemento zero de A, @, O.
() A, ®, © possui unidade? Qual?

13. Prove que se 4 ¢ um anel de divisdo entdo Z (A4) € um corpo.
14. Prove que Z (Quat) = R.

83 Ideais e anéis quocientes

Vamos ver agora uma classe de suban€is que sdo muito importantes
na teoria dos anéis, que sdo os ideais de um anel.

Seja 4 um anel e seja I um subanel de A. Dizemos que [ € um
ideal a esquerda de A se,

(iv) a-xel, Vae A, Vx eI (ou simbolicamente A+ < I).

Analogamente definimos um ideal a direita J de um anel A como
sendo um subanel de A satisfazendo a condigao,

(iv) xeaeJ, Yae A, VxeJ (ou simbolicamente J-A4 < J).

Se I ¢ um ideal simultaneamente a direita e a esquerda de um
anel A dizemos que I é um ideal de A, isto ¢,

v) Aclclel-Acl
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Se o anel A4 for comutativo entdo as condigdes (iv), (iv) e (v) sdo
equivalentes e as 3 nog¢des acima coincidem.

Claramente {0} e A sdo ideais de A (ditos ideais triviais de A).
Os ideais ndo triviais de 4 sdo também chamados ideais proprios de A.

b
EXEMPLO 1. Seja A o anel Mat, (R) = {[‘C’ dJ ca,b,c,de R}

e sejam [ e J definidos como segue.

el g cenl s - fTe Fenl

Claramente I ¢ um ideal a esquerda de 4 e J € um ideal a direita
de A4 mas nenhum dos dois ¢ ideal de A. Alids vamos provar agora
que os uUnicos ideais de A = Mat, (R) sdo os triviais (por isso 4 é cha-
mado de um anel simples).

De fato,

Seja I um ideal de 4 = Mat, (R) e vamos assumir que I # {0}.

§ a a . s
Assim 3 [ ' "121el onde algum dos a;s ¢ diferente de zero,
A2y:5%22

1 <i,j <2 Sejam e, € Mat, (R), | < r, s < 2 as seguintes matrizes:

L. 0O 0 1 0 0 0 0
ellz 0 0 5. €y = 0 0 ) 1 0 € €2 = 0 1 2

G ’ - . a a
Através de calculos ¢ facil verificar que e,s-[ Mo TR el
Ay Az

¢ uma matriz 2 x 2 contendo o elemento a, na posi¢do (r, n) da matriz.
Assim como A-I < e I-A < I segue que,

a a a 0 ;
e [ . n}em = I: = O]e], onde 1 < s,m < 2, e também,

Azy Az 0

00 .
e,y * [a“ a”]-em2=[ :'el onde 1 <s,m < 2.
dzy Gpz 0 a

sm.

Dai concluimos que Vs,m, 1 < s,m < 2, temos:

ag, O _asm0+00 0y
0 a,|] |0 0 0 @l



48 Introdugio a algebra

Escolhamos s, m, 1 < s,m < 2 de modo que a,, # 0. Assim,

Ggn 0 G 0 —loelecomo
VEIINE = ol 2 SR e G T ]

1 0 ai g b
[ 1] ¢ a unidade do anel 4 segue imediatamente que [j dJ =

[Z 3] . [(1) (1)]6 I quaisquer que sejam a,b,c,de R, isto & I =
= Mat, (R). Acabamos de provar entdo que se I # {0} é um ideal
de Mat, (R) entdo I = Mat, (R) como queriamos demonstrar.

Pode-se provar de modo inteiramente analogo que Mat, (K) de
todas as matrizes n x n com coeficientes em um corpo K é um anel
simples.

EXEMPLO 2. Vamos agora ver um exemplo de ideais no anel 4 =
= %[0, 1], das fungdes continuas f: [0, 1] » R com
as operagOes usuais de + e - de fungdes.
Sabemos que A ¢ um anel comutativo com unidade 1 (fungdo
" constante ‘1)
Seja be [0,1] e seja I = {fe A : f(b) = 0}. Provemos primeira-
mente que I € um ideal de A.
De fato,

(1) 0Oe I pois 0 € a fun¢do constante zero.
(i) se f, ge I entdo (f—g) eI pois (f—g) (b) =f(b) — g(b) = 0.
(1) e (iv): Seja fe ¢ [0,1] = A e ge I. Entdo, (f-g) (b) =f(b)-g (b) =
= f(b)-0 = 0. Assim I é um ideal de A. Vamos provar agora que
I ¢ um ideal maximal em A (isto ¢, I # A € os Unicos ideais de A
contendo I sdo I e A).

De fato,

Se J éum ideal de 4 e J oI, J #* I temos que 3 fe J tal que
Sf¢1. Assim f(b) = a # 0. Denotando por a a fungdo constante g,
temos que:

h=f—ael pois h(b) =0
e portantoa = f—he J poisfe Je he I < J. Dai segue que a fungdo

constante 1 pertencea J jaquea '-a=1eaeJ. PortantoJ = Ael
maximal em A.
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Observe que usamos acima o fato de ser % [0, 1] um anel contendo
as fungdes constantes.

EXEMPLO 3. Seja A um anel e x,, x,, ..., x, € A. E de direta veri-
ficacdo que o conjunto (denotado ¢ definido por)

Aexy+ Aex,+ .. FAx, ={a;+x; + ... +'a,5x,7a;€A)

€ um ideal a esquerda de A4, o qual é chamado de ideal a esquerda ge-
radosporxi; Xy -vs Xu Eid:

O ideal I = A-x, ¢ dito ideal principal (2 esquerda) gerado por
x; € A. Analogamente pode se definir ideal a direita de 4 gerado por
Xy, .- X, € A e também ideal principal (a direita) gerado por x, € A.

Claramente se A € um anel comutativo esses ideais sdo bilaterais,
isto €, a esquerda e direita simultaneamente.

Observe que se A =2+Z ¢ x;, =2€ A entdo o ideal principal
I =A4-x;, =4-Z ndo contém o elemento gerador x,.

E uma imediata conseqiiéncia de consideragdes anteriores que
se A € um anel com unidade entdo o ideal gerado por x,,...,x, € 0
menor ideal de 4 contendo os geradores x, ..., X,,.

Agora vamos ver um Teorema caracterizando corpos.

TEOREMA 1. Seja K, +,+ um anel comutativo com unidade 1€ K.
Entdao as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(@) K é um corpo.
(b) {0} é um ideal maximal em K.
(c) os unicos ideais de K sdo os triviais.

Demonstracdo. (a) = (b). Seja K um corpo e seja J um ideal de K
tal que {0} = J = K. Suponhamos J # {0}.

Assim existe 0 # a € J.Como K ¢ um corpo existe b € K talqueb-a = 1
e portanto 1eJ e dai segue imediatamente que J = K como que-
riamos demonstrar.

(b) = (c). Segue imediatamente das definigdes.

(c) = (a). Para K ser um corpo falta apenas a propriedade A410,
qual seja, Yae K, a # 0, 3be K tal que a-b = b-a = 1.

Seja 0 # ae K, e I = K-a o ideal principal de K gerado por a.

Ora, a = 1-a€ I, nos diz que I # {0} e assim pela nossa hipotese
teremos I = K.
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Dai segue,
leK=K.a=3beK tal que b.a =1

¢ isto demonstra o Teorema 1. ®

Vamos ver agora que a defini¢do de ideal nos permite generalizar
a noc¢do de = (mod n) em Z. Vimos no paragrafo 3 do Capitulo 2 que
se J=n.Zex,x eZ, entio x = x' (mod n) < x — x' € J (¢ também
usual se escrever x = x' (mod J)) define uma relagdo de equivaléncia
em Z e depois construimos o anel quociente Z/J ou Z,. Agora vamos
generalizar essa idéia para um anel qualquer.

Seja A um anel qualquer e seja J um ideal de A. Vamos definir a
seguinte relagdo em A,

se x,x€AdA x=x'(modJ)<=x— x"elJ.

Primeiramente, vamos provar que = (mod J) define uma relagdo
de equivaléncia em A.
De fato, quaisquer que sejam Xx, x', x” € A, temos

(1) x=x(modJ) pois 0 = x —xeJ
(i) x = ¥’ (mod J) = x' = x(mod J)poisse x — x' € Jentdox' — x =
=—(x—x)eJ.
(iii) x = x'(mod J)e x’ = x” (mod J) = x = x"" (mod J) pois,x — x' € J
ex —x'eJ=x—x"=(x—x)+(x' — x")eJ.

Denotaremos por x = {y€ A :y = x(mod J)} a qual chamaremos
de classe de equivaléncia do elemento x € A relativamente a relacdo
= (mod J).

Agora observe que yex <>y — x € J, e por isso também deno-
taremos a classe x por x = x + J = {x + z:ze J}. Chamaremos
de conjunto quociente de A pelo ideal J ao conjunto A/J={x =x+J:
X € A}. :

Vamos provar agora uma proposi¢do que nos permitira definir
operagdes + ¢ no conjunto quociente A/J de modo a torna-lo um
anel (veja a Proposigdo 9, Capitulo 2, paragrafo 6).

PROPOSICAO 3. Sejam A um anel e J um ideal em A. Se = x' (mod J)
ey =y’ (mod J), entdo:
(@)x + y=(x"+ y)(modJ) (b) x.y = x'+y’ (mod J).

Demonstragio. (a) Basta observar que, (x + y) — (x" + y') = (x — x) +
+(y—y)eJ pois x—x'eJey—yel
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(b) Agora seja x =x"+a, aeJ e y=y + b, beJ. Entdo,

xey=xey=x'+a)(y+b)—x-y =
=%y +xbtay'*ra-b-—xy =x+b+a-y=+a<b
e como a, b € J € um ideal de A segue x-y — x"+y’ € J como queriamos
demonstrar. ®

Como corolario imediato da Proposicdo 1 segue a seguinte pro-
posi¢ao.

PROPOSIGCAO 4. Sejan A um anel, J um ideal de A.
Se x =x e y =) entdo

@x+y = x+)
(b) X9 =N £y

O item (a) diz que a classe da soma independe dos representantes
das classes das parcelas, enquanto o item (b) diz que a classe do pro-
duto independe dos representantes das classes dos fatores. m

TEOREMA 2. Seja A um anel e J um ideal de A. Se x =x + Je
AlJ = {x:x € A}, entdo:"
(@) + :A/J x A/J — AlJ € < AlJ x AlJ — AlJ
xF)xty=2x+y (X, ) v Xy =%X-§
definem duas operagoes (denominadas soma e produto) em A/J.
(b) A/J, +,- é um anel (chamado anel quociente de A por J)
(c) Se 1 é a unidade de A entdo 1 é a unidade de A}J.
(d) Se A é comutativo entdo A/J é comutativo.

Demonstragao. (a) Pela Proposi¢do 4 as regras,

Xk Jo= X Ty € ReJi=Xn y

definem operacdes no conjunto A/J.

(b) Veja a demonstragdo do Teorema 1, do paragrafo 6 do Capitulo
2 ¢ demonstre o item (b).

©l-x=x1=x ¥xeAd=>1:X =X:1 =x% ¥YXecAlL

(d) Se x-y =y-x Vx, ye 4 entdo, claramente, teremos,

X-J=y-%x VX yedl m
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TEOREMA 3. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja J
um ideal de A. Entdo:
J ¢ ideal maximal de A < A/J é um corpo.

Demonstragdo. (=): Suponhamos J ideal maximal de 4, e seja

0 # ae A = A/J. Temos que provar que 3be 4
tal que @ +b = 1. De fato, se L= A - a ideal principal de A gerado por
a, teremos que: J + L= {x + y:x€J, yeL} ¢ um ideal contendo
J, e mais a #0 «a¢J. Como a=1-aelLcJ+ L temos que
J+L € um ideal > J e mais J + L # J.
Pela maximalidade de J segue que A =J + Le dai vem, 1€ J + L=
=3Jueld, veLtais que 1 =u + v.
Mas ve L= A-a e temos que v = b-a para algum b€ A4, ou seja,

ibe A JueJ taisque 1l =u + b-a.

Ora, passando barra em ambos os membros, segue que,l =u+b-a=

=u+Db-a=0+b-aq, isto ¢ b-a=a-b =1, como queriamos de-
monstrar.

(<) Suponhamos que A = A/J seja um corpo. Assim

0,1ed=J +# A

Se M # J € um ideal de A ¢ J € M < A, entdo teremos que

existe a € M, a ¢ J, ou seja, a#0,aeA Como A ¢ corpo 3be 4 tal
que a-b = 1; ou ainda,

b=1(modJ)<ab—-1eJ<3JueJ tal que

ab — 1 =u, e isto nos diz que,

1 =ab — u

Como ae M segue abe M e como ueJ = M temos também ue M.
Logo concluimos que 1 = ab — u€ M e imediatamente temos M = A
como queriamos demonstrar. ®

Os An€is Z, = Z|J onde J = n-Z ja foram por nds analisados
no paragrafo 6 do capitulo anterior e até agora sdo os Gnicos exemplos
de anéis quocientes apresentados. No proximo capitulo sera de grande
importincia o estudo dos anéis quocientes do anel de polindmios em
uma variavel.
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EXERCICIOS

I

Mostre que a intersecdo de ideais de um anel A ¢ também um ideal
de A.

. Seja {J,},.n uma sucessio de ideais de um anel A. Prove que,

se Jo € Jy € e, € entdo d = | ) J; € um ideal de A.
neN

. Seja p um nimero primo e seja A definido por,

A={m/n:m,neZ,n¢0 }
e MDC.{p,n} =1

(a) Prove que A ¢ um subanel de Q.

(b) Prove que I = {m/n €A :p\m} ¢ um ideal de A.

Seja Aum anelea € A. Proveque I = {x€ A :x-a = 0} ¢ um ideal
a esquerda de A.

Sejam I e J ideais de um anel A. Prove que,
(@I+J={x+y:xel, yeJ} é um ideal de A.

(b)I-J = {Z":I X;+y;:neN, x;el, yieJ} ¢ um ideal de A.

)

. Seja I um ideal a esquerda e J um ideal a direita do anel A. Prove

entdo que,
I-J ¢ um ideal de A.

. Seja A um anel comutativo € seja N = {x€ 4 : x" = 0 para algum

ne N — {0}}. Prove que N ¢ um ideal de 4 (N ¢ chamado Radical
de A). Mais ainda; prove que se X € A/N e X" = 0 para algum in-
teiron > 1 entdo X = 0. (Sugestdo: Prove que se x" € N para algum
n inteiro > 1 entdo x € N).

. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € 4, e seja P um ideal

de A. Dizemos que P ¢ um ideal primode Ase P # AeVXx, y¢A,
se x«y€ P entdo xe P ou yeP.
Entdo prove que,

(a) P ¢ um ideal primo de 4 <> A/P ¢ um dominio de integridade.

(b) Os unicos ideais primos de Z sio {0} e os ideais principais p«Z
onde p € um numero primo.

(c) Se P ¢ um ideal maximal de A entdo P ¢ um ideal primo de A.
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9. Seja A = ¥ [0, 1] o anel das fungdes reais continuas (com as ope-
ragOes usuais de soma e produto de fungdes) definidas no intervalo
[0, 1].

Prove que,
se M € um ideal maximal de 4 entdo 3 a € [0, 1] tal que

M = {feA: f(a) =0}.

84 Homomorfismo de anéis

Sejam A e A’ dois anéis. Por comodismo vamos denotar as ope-
ragOes desses anéis pelos mesmos simbolos + e -, porém denotaremos
por 0 o elemento neutro de 4 e por 0’ 0 elemento neutro de A’. Se ambos
anéis A A’ possuem unidade denotaremos por 1 a unidade de 4 € por
1" a unidade de A

Uma fungdo f: A - A’ diz-se um homomorfismo de A em A’ se
satisfaz as seguintes condigOes:

O fx+y) =f)+f0). Vx,yed
@) f(x -y =f(x)f(») Vx,yeA

Se f: A— A" ¢ um homomorfismo bijetivo dizemos que f ¢ um
isomorfismo de A sobre A'.

Dizemos que dois anéis A e A’ sdo isomorfos (e escrevemos A ~ A')
se existir um isomorfismo de 4 sobre 4.

Os homomorfismos f: 4 > A também sdo chamados de endo-
morfismos de A, e os isomorfismos de A sobre si mesmo sdo chamados
de automorfismos de A.

Denotaremos por

End (4) = {f: A —» A :f endomorfismo}
Aut(4) = {f: A - A :f automorfismo}

Vamos agora provar algumas propriedades elementares de ho-
momorfismos.

PROPOSIGCAO 5. Sejam A e A’ anéis e f: A — A" um homomorfismo.
Entao,
@@ f0) =0
(b) f(-a) = —fla) YVae4
(c) Se A e A’ sdo dominios de integridade entdo ou f é a fung¢do constante
zero ou f(1) = 1.
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(d) Se A e A’ sdo corpos entdo ou f é a fungdo constante zero ou f é injetiva.

Demonstra¢ao. (a) E claro que em um anel a equacdo X + X = X tem
o elemento neutro como unica solugdo e assim temos,

04+0=0=,0+0)=,(©0) +£(0) =f(0)

e portanto f(0) = 0" que ¢ o elemento neutro de A'.
(b) Seja ae A. De a + (—a) =0 segue pelo item (a) que:

fl@+f(-a) =0
f(=a)-==fla):

(c) De 1.1'= 1 segue que f(1)* = f(1),isto &, f(1)- (f(1) — ') = 0.
Agora, A’ dominio de integridade nos diz que ou f(1) = 0" ou f(1) = 1".

Se f(1) =0 entdo segue que f(x) =f(x-1)=f(x)-f(1) =
=f(x)-0" =0 VxeA, ou seja, f ¢ a funclo constante zero.

(d) Sejam A e A’ corpos e suponhamos que f ndo ¢ a fun¢do cons-
tante zero. Assim, pelo item anterior sabemos que f(1) = 1. Vamos
provar que f € injetiva. De fato, se x, y€ 4 ¢ f(x) = f(y) teremos,
f(x—y) = 0". Suponhamos por absurdo que x # y, entdo x — y # 0
e A corpo nos diz que 3b€ A4 tal que b-(x—y) = 1 e dai segue que
fb)-f(x—y) =f(b)-0 =1 que € uma contradicdo. @

Vamos agora ver alguns exemplos de homomorfismos.

ou seja,

EXEMPLOS. Sejam 4 e A’ anéis. Claramente a fung¢do constante

zero, isto ¢, a fungdo h: A — A’ tal que h(x) =0

VY x € A, ¢ um homomorfismo de A em A'. E também imediato que I, :

A — A (a fung¢do identidade de A4) ¢ um automorfismo de A. 3

Se J é um ideal de A ¢ A = A/J, a projesdo candnica n: A — A
definida por n(x) = XVxe A4 ¢ tal que:

tx+y)=x+y=%X+7y=mn(x)+ n(y

Aa(xey)=x-y=X-J=mn(x).n(y), VX, yeA,

ou seja, © é um homomorfismo de A sobre A = A/J.
Observe que pelos Exercicios 3 e 4 do Paragrafo 1 desse capitulo
segue imediatamente que,

Aut(2) = {I;} e Aut(Q) = {Ig}.
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Agora vamos provar que se D = Z[\/p] entdo Aut D = {I,, o}
ondeo:Z[\/p]— Z[/p]édefinidapora(m + n /p)=m—n/p
Vm, nel.

Primeiramente, temos que ¢(1) =1 pois D = Z[\/p] ¢ um
dominio, e dai segue imediatamente que a(m) = m VmeZ.

Portanto se o € Aut (D) vem,

om+ny/p)=m+no(\/p) VYmneZ.

Agora, com (\/p)* =p temos (6(/p)* =c(p)=p ou seja
existem duas possibilidades para o(,/p) em D, o(\/p) =/p ou
o(/P) = — \/p. Na primeira obtemos ¢ = I, e\na segunda obtemos
om+n/p)=m—n/p VYm, neZ como desejivamos mostrar.

Vamos ver a seguir um exemplo que colocaremos sob a forma de
proposicao.

PROPOSIGAO 6, Aut R = {I).

Demonstragdo. Seja o € Aut R. Como R € um corpo temos que o (1) = 1
e dai segue imediatamente que o(m) =m VYmeZ.
E de facil verificacio que o (r) =r Vre Q. Se soubessemos que g ¢
uma fun¢do continua teriamos, passando ao limite, que o (x) = x
VxelR.
Primeiramente provaremos que ¢ preserva a ordem em R, isto €,
se a < b entdo o(a) < o (b).

De fato,

Sea<btemos0 < b—aeentdioIaeRtalqueb—a =a? >0
edaiseguequea (b—a) = o (a?) = o (x)> > 0,0useja,0 < o (b) — 0 (a)
e isto nos da o (a) < o (b).

Agora, se x € R 3 seqiiéncias de racionais {r,},cn € {Sp}men tais
que r,<x<s, Vm, nex =limr, =lim s,. Assim, teremos

n— o0 m-— oo

¥, =0)< o(x)< ofs,) = s, Vm, n

e isto nos da o(x) = lim r, = x como queriamos demonstrar ®

n— oo

Vamos terminar esse paragrafo demonstrando o primeiro teo-
rema de homomorfismo.
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TEOREMA 4. Sejam A e A anéis e f: A - A um homomorfismo.
Entao,

(1) Im f = {f(a):a€ A} é um subanel de A'.

(2) N(f) ={aeA:f(a —O}eumzdealdeA e fé injetiva <> N (f) =
= {0}.

(3) Os anéis A/N (f) e Im f sdo isomorfos.

Demonstra¢do. (1) De fato, claramente temos:

(i) 0 = f(0)e Imf.
(1) f(a), fB)eIm f=f(a) — f(b) =f(a—b)eIm{.
(iii) f(a), f(B)eIm f= f(a)-f(b) = f(a-b) € Im [.

(2) Vamos provar que N(f) ={aeA: f(a) =0} ¢ um ideal
de A. De fato,
(i) 0e N (f) pois f(0) = 0.
() a,be N(f)=>f(a—b) =f(a) — f(b) =0 — 0 =0, ou se-
ja, a — be N(f).
(iii) seja x€ A e ae N(f) entio

fla«x)=fl@)rflx) = 0 flx):=0

f&x-a) = f(x)-f(a) =f(x)-0 =0,
ouseja, a-xe N(f)e x.ae N(f). Assim N (f) ¢ um ideal de A.
Agora,
Se f ¢ injetiva, segue imediatamente que IN (/) = {0} poisf(0) =

Se f(x) =f(»), x, ye A e N(f) = {0} segue, f(x) —f(y) =0"=
fx=y)=0=x—-yeN(f) ={0} =x =yeisto demonstra (2).

(3) Vamos definir uma fungdo F: A/N (f) — Im f bijetiva, a qual
provaremos ser também um homomorfismo de andis.

Defina F: A/N(f)— Im f por: F(X) = f(x).

Observe que F esta “bem definida” e ¢ biunivoca pois:
x=yp<x=ymodN(f)<x—ye N(f)=
= f(x) = f(») =0 F(x) = f(x) = f(y) = F(y).
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Im(F) = {F(X):x€ A/N(f)} = {f(x):xe A} =Imf

logo A/N(f) ~ Im f como queriamos demonstrar. ®

O subanel Im f diz-se Imagem de f e o ideal N (/') diz-se Nucleo def.

Antes de encerrarmos o paragrafo vamos mostrar que se A4 =
=%[0,1]e I ={feA: f(0) =0} entdo 4/ ~ R.

De fato, sabemos que I ¢ um ideal maximo em A e portanto pelo
teorema 2, A/I € um corpo.

Agora, seja feA e f(0) =aeR. Entdo h =f—ael e teremos
h=f—a=0, ou seja, f = a, onde aeR.

Evidentemente se a; # a, tem-se a, # a, e dessas consideragoes
segue que: ‘

R — A/I ¢ um homomorfismo bijetivo, isto ¢, R ~ A/I.

a~a

EXERCICIOS
. Calcule End (Z [i]) e Aut (Q [i]).

1
2. Prove que os anéis 2Z e 3 Z ndo sdo isomorfos.

3. Prove que os corpos Q [\/?] e @[/3] ndo sdo isomorfos.
4. Seja A, + um grupo abeliano. Prove que,

(a) sef.g € End (A)entdo (f+g) € End (4) onde (f+g) (x) = f(x) +
+g(x) VxeA

(b) Se f, g € End (A) entdo /- g € End (4) onde (/- g)(x) =/(g(x)
Vxe A

(¢) End (A), +, - € um anel com as operacdes definidas em (a) e (b).

5. Sejam A4 e A" anéis. Defina + e« no conjunto 4 x A" = {(a, a'):

ae A, a €A} de modo que 4 x A’ seja um anel com essas ope-

ragoes.
6. Se A x A', +,- ¢ o anel definido em 5. Prove que n,: A x A" > A
(a,d’) »a
e m,: Ax A — A sdo homomorfismos sobrejetivos. Calcule

(a, a') »d
os nucleos de n, e ,.
7. Seja f: A - A um homomorfismo e J' um ideal de 4". Prove que,
f7'J)={a€A: f(aeJ'} € um ideal de A.



8.

12;

13,

14.
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Seja F: ¢[0,1] » R definida por F(f) =f(1/2) Vfe %[0, 1].
(a) Prove que F ¢ um homomorfismo.

(b) Calcule Im F e IN(F).

(c) Identifique o anel % [0, 1]/N(f).

. Seja A um anel com unidade 1. Se x € 4 e n € Z vamos definir nx

do seguinte modo,

Oedsen=0eZ
xsen=1€eZ.
nx = x4 ... +Xx n vezes se n > 2
(—x)sen=—-1eZ
(=x) + (=x)+ ... +(—x) n vezes se n < —2.
Prove que:
(@ m(x+y) =mx+my, VmeZ, ¥ x, ye A
(b) (mn)l = (ml)+(nl), Vm, neZ e 1 e A.

Seja A um anel com unidade 1 e seja ¢: Z — A definida por ¢ (n) =
=nl VnelZ

(a) Prove que ¢ ¢ um homomorfismo.

(b) Prove que {meZ: ml =0€ A} ¢ um ideal de Z.

. Seja D um dominio de integridade e seja ¢: Z — D definida por

@(n) =nl VnelZ. Sabemos que N(p) ={meZ: ml =0eD)
¢ um ideal de Z. Se N(¢) = {0} dizemos que a caracteristica do
dominio D é zero.

Se N(g) # {0} existe um Unico inteiro positivo p tal que N (¢) = pZ.
Nesse caso dizemos que a caracteristica de D é p. Prove que p ¢é
um numero primo tal que p-x =0 VYxeD.

Seja K um corpo e seja P a interse¢do de todos os subcorpos de K.
Prove que P ¢ o menor subcorpo de K (chamamos P de corpo
primo de K).

Seja K um corpo e seja P o corpo primo de K. Prove que,

(a) se caracteristica de K = 0 entdo P ~ Q.

(b) se caracteristica de K = p entdo P ~ Z,,.

(c) Prove que se K > Z,e Z,, com p, q primos entdo p = q.

Seja A um anel com unidade 1 € 4 e suponhamos que 30 # e€ A4
tal que e¢* = ¢ (e diz-se um elemento idempotente de A).

Se Ay =A-e={a-e:acA} ese A,=A-(1—¢) = {a— ae:
a€ A}, entdo prove que: '
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(1) A, e A, sdo subanéis de A4 tais que 4, " 4, = {0}
(2 A=A, ® A, (isto ¢ Yae A I uUnicos elementos a, € 4, e
a, € A, tais que a = a; + a,).

15. Seja A um anel com unidade 1€ 4 e sejam e,, ...,e,€ A — {0}
idempotentes de A taisque | =e; + ... + ¢,,¢;c¢; =0sei # j,
1 <i j<n Prove que, se A, = A-e; ={a-e;: ae A} entdo
A=A, ®..® A, (isto ¢ Yae A 3 Gnicos elementos q; € A4;,
i=1,..,n, tais que a =a, + ... + a,).

85 O corpo de fragBes de um dominio

Neste paragrafo, seguindo a construgdo do corpo de fragdes
m . s :
Q = {7 mneZ,n# 0} a partir do dominio Z, vamos construir

um corpo K a partir de um dado dominio D.

Seja D um dominio de integridade qualquer e seja D# = D — {0}.
Vamos definir uma relagdo de equivaléncia no conjunto, &/ = D x D# =
= {(a,b):a€e D, be D#}. De fato, se (a, b), (c,d) e o entdo (a,b) ~
~ (¢, d) <> ad = bc, claramente define uma relagdo de equivaléncia
conjunto ..

Vamos denotar por % (em vez de (a, b)) a classe de equivaléncia
a
. {(x, y)e o : xb = ya).

Assim, -

%=%cmﬂ/~<¢bx=ayem D.

Agora vamos definir operagdes + e - no conjunto quociente

oA~ ={E:a€D, beD#} =K

b
Sejam (a, b) € (c,d)e D x D#. Entdo,
soma:
Gl ad + bc
BUd - bl
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produto:
G dvE
bd b-d’
Observe que se b, d € D¥ entdo b-d e D# pois D ¢ um dominio
de integridade.
Como das vezes anteriores em que definimos operagdes em con-

juntos quocientes, vamos provar que as operagdes acima estdo “bem
definidas” em K. °

’

De fato, suponhamos que % = % e :Ci = —;— entao,
19 gza_’+c_’
=t
a.. ¢ a ¢
2)—e = =— e :
)b d b d
Dc%=§,—ef—i=2, segue que: ab’ = ba' e cd = dc' em D.
d + bc ad + b'c a c
Aora,g+£=a = I
g T bd b b,+d,¢(ad+

+ be)b'd’ = (d'd' + b'c’) bd em D <>(ab') (dd') + (cd') (bb') = (a'b) (dd') +
+ (¢'d) (bb') em D e 1) segue das igualdades ab’ = ba e cd =cd.

o _a %
— —©

b d - B d
<> (ab’) - (cd) = (a'b) (c'd) em D e o resultado segue pelas igualdades

Para a demonstragdo de 2) basta observar que -

ab’ = a’b e cd' = c'd. Vamos denotar por a* =% onde aeDel ¢

a unidade de D, e denotaremos

D* ={a* =%:aeD}cK ={%:aeD,beD#}.

E facil provar que D* é um dominio de Integndade com unidade
1* € D*. Alias 1* ¢ tal que,

vg-eK cntﬁo%-l*=l*-

SR
(Sl RS

. ) a a a a
v < t & Lo oL it
e mais ainda, E € K temos - + 0 o* + E E
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Consideremos agora a seguinte fungdo:
¢:D — D*

a~»a*,
E de imediata verificacio que:
a) Tin'g = D*
b) Nl(¢) = {ae D:a* = 0%} = {0)
c) pla+b)=(@+b*=a*+b*=9¢@+ ¢(b) Ya beD
d) p(@a-b) =(a*b)* =a*-b* =¢@(a)-p(b) Ya beD

Portanto D ~ D* < K.

Observe também que, se % # 0* em K, isto é, a # 0 em D, entdo

B

b .
= € K € mais,

SR

Deixaremos como exercicio, a demonstracdo de que K, +, « ¢
um corpo onde o elemento neutro de K ¢ 0* e a unidade de K € 1*.

Como D ~ D* < K dizemos que D esta imerso em K. Observe

também que b*-% =1* s¢e b # 0, be D. Assim denotaremos por

(b*). 4 =I—1) se b# 0, be D. Agora ¢ facil provar que:
Dh= fa*sae D} 'K ={a*=(b*) "' : a* e D*, b* e D*}.

O corpo K construido nesse paragrafo recebe o nome de corpo
de fragoes do dominio D.
Deixaremos ainda como exercicio a seguinte proposi¢do.

PROPOSICAO 7. Seja D um dominio de integridade e D < L onde L

é um corpo. Seja F a interse¢do de todos os subcorpos
de L contendo D (isto é, F é o menor subcorpo de L contendo D). Entao,
F ¢ isomorfico ao corpo quociente de D.

(Sugestdo: Prove que F = {a-b"':a€ D, b # 0} e depois use K =
beD
= {(@*) - (b*)"L : a* € D*, b* # 0%)).
b* € D*



CAPITULO 1V

POLINOMIOS EM UMA VARIAVEL

81 Definicdo e exemplos

Neste capitulo vamos introduzir os polindmios em uma “variavel”
(ou “indeterminada”) e desenvolveremos os paragrafos em completa
analogia com o Capitulo 2 (os nimeros inteiros) esperando assim,
entre outros objetivos, atingir também uma maior compreensio
algébrica de Z.

Seja K um corpo qualquer. Chamamos de um polinémio sobre K
em uma indeterminada x a uma expressdo formal p(x) = a, + a;x +
+...+a,x"+..ondeg;eK,VieNedneNtalquea; =0Vj=>n

Dizemos que dois polindmios p(x) = a, + a;x + ... + a,.x™ + ...
e q(x) =by + b;x + ... + bx* + ... sobre K sdo iguais se e somente
se a; =b; em K,VieN.

Se p(x) =0+ 0x + ... + 0x™ + ... indicaremos p(x) por 0 e o
chamamos de o polinomio identicamente nulp sobre K. Assim um poli-
némio p(x) =ay, + a;x + ... + a,x™ + ... sobre K ¢ identicamente
nulo < g, =0eK VieN.

Se a € K indicaremos por a ao polindmio p(x) = ay + a;x + ... +
Fla:xT v vonde ay =a e.a; =0V Z R

Chamamos ao polinémio p(x) = a, a € K de polinomio constante a.

Se px)=ap+a;x+ ... +ax"+ .. €tal que a,#0 e q;=0
Vj > ndizemos que n € o grau do polindmio p(x), € nesse caso indicamos
p(x) =a, + a,x + ... + a,x", e o grau de p(x) por dp(x) = n.

Vamos denotar por K[x] o conjunto de todos os polindmios,
sobre K, em uma indeterminada x.

Observe que ndo esta definido o grau do polindémio 0, e 0 pode
ser interpretada como uma fungdo do conjunto de todos os polindmios
# 0 no conjunto N. Assim,

0:K[x] - {0} > N
p(x) » Op(x) = grau de p(x)
Agora vamos definir operagdes soma e produto no conjunto K[x].

Sejam p(x) =ay+ax+ ... +a,a"+ ... € q(x) =by + b;x +
+ ... + bx" + ... dois elementos do conjunto K[x].



64 Introdugdo a élgebra

Definimos
px) + gq(x) =c; + ... + ¢x* + ... onde ¢; = (q; + b)€K,

€ p(x)eq(x) =co + ... + cx* + .

onde
Co = aobo, = aobl + albO’ Co == a0b2 + albl + azbo,...,
Cx = agb +ab_y + ... + a,_b, + abo ke N.

Observe que a definigdo acima de produto provém da regra
x™ex" = x™" ¢ da propriedade distributiva. Convencionam-se tam-
bém as regras x° =1 e x! = x.

E de facil verificagdo que K[x], + ,+ ¢ um dominio de Integridade,
onde o polindmio 0 € o elemento neutro de K[x] e o polindbmio cons-
tante 1 ¢ a unidade K[x].

Observe que se identificarmos os elementos a € K com os polind-
mios constantes p(x) = a podemos pensar em K[ x] contendo o corpo K.

Segue imediatamente das defini¢des que a fun¢do grau ¢ possui
as seguintes propriedades:

(1) A(f(x)+ g(x)) < max {df(x), dg(x)}, quaisquer que sejam os
polinémios ndo nulos f(x), g(x)e K[x] tais que f(x) + g(x) # O.

(i) d(f(x)+ g(x)) = 0f (x) + Og(x) quaisquer que sejam os polind-
mios ndo nulos f(x), g(x)e K[x]. Suponhamos que um polindmio
p(x) # 0 possua um inverso multiplicativo em K[x]. Assim existe
q(x) # 0 em K[x] tal que p(x)- g(x) = 1. Pela propriedade (ii) acima
segue que p(x) = a # 0 € um polinémio constante. Portanto, os Unicos
polindmios invertiveis em K[x] sdo os polindmios constantes nido
nulos.

Convém observar que a notagdo formal de polindmios aqui
introduzida ¢ bastante conveniente, porém esconde um pouco o sig-
nificado preciso do que seja uma indeterminada “x”. De fato, os poli-
noémios p(x) = a, + a;x + ... + a,Xx" + ... nada mais sdo do que
uplas. (ay, ay, ...,..., a,,...) onde a; # 0 somente para um nimero
finito de indices ¢ com a candnica defini¢do de igualdade entre uplas.
A operagdo de soma de polindmios corresponde a natural operagdo
de soma de uplas através das suas coordenadas enquanto a operagdo
de produto de polindmios corresponde a seguinte regra de multi-
plicagdo _

(Bon i ssegllis:) (DgaDipvesy by v=) = (CoaCssliay Covsands
onde '
¢ =aob,+ab_ + ... +a,_b, + ab,, VkeN.
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Agora, identificando:

1 (1,0,0,...,0,...)
x« (0,1,0,....40,.2) e

ap+a;x+ ... +ax"e (agay,-..,a,0,...) temos uma realizagdo con-
creta, atraves de uplas, das nogoes de indeterminada “x” e de polind-
mios nessa indeterminada.

Isso nos possibilita melhor entender a diferenga entre fungoes
polinomiais (em uma variavel) sobre um corpo K e polindmios em uma
indeterminada sobre um corpo K.

Por uma fun¢do polinomial (em uma variavel) sobre um corpo K
entendemos uma fungdo f:K — K onde existem a,,...,q,€ K tais
que f(u) =a,+au+ ... +au"Vue K.

Uma fun¢io po]momlal J sobre um corpo K ¢ dita identicamente
mula se f(u) =0 YueK.

Por exemplo, se K = Z,,, p n.” primo, sabemos que.u” =uVueK,
ou seja a funcdo polinomial f :Z,— Z, definida por f(y) =y —y ¢
a funcao identicamente nula sobre Z,. Mas ¢ claro pela nossa definigao
de polindmios em uma indeterminada x que p(x) = x”? — x ndo ¢ o
polinémio 0 sobre Z,. Em termos de uplas esse polindmio seria
0, -1,0,...,0,1,0,...) onde o 1 figura na .(p + 1)-¢sima coordenada.
Assim, dois polindmios distintos podem induzir a mesma fungdo

polinomial sobre um corpo K. Veremos mais tarde que no caso de
corpos infinitos essa patologia ndo ocorre.

Se D € um dominio de Integridade, entdo de modo inteiramente
analogo a constru¢do de K[x] onde K é um corpo, podemos cons-
truir o dominio de integridade D[x] de todos os polindmios na inde-
terminada “x” com coeficientes em D. Por exemplo, Z[x] ¢ o conjunto
de todos os polinémios p(x) = ay + ... + a,x", onde a;€ Z. Esses po-
lindmios serdo estudados no proxumo capitulo. Um outro exemplo
importante que se consegue através dessa constru¢do € o dominio
K[x, y] dos polinémios em duas indeterminadas “x” e “y” com coe-
ficientes em um corpo K. De fato, para isso ¢ bastante construir o
dominio D[y] em uma indeterminada “y” onde D = K[x] ¢ o dominio
dos polinOmios em uma mdetermmada “x”, com coeficientes em K.
Observe que pelas nossas consideracdes anteriores teremos que
x-y=y-x em D[y] = K[x,y].

De modo analogo podemos estender nossa construgdo para os
dominios K[x,, ...; x,] dos polindmios em n mdetermmadas R
com coeficientes em um corpo K. ‘

ns
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Os respectivos corpos de fragdes desses dominios serdo indicadas
com parénteses em lugar de colchetes. Assim,

K(x) = {f (x) .f(x),9(x)€ K[x]}

gx) = gx)#0

_ /) . f(x),g9(x)e D[x]
i {g(x) © g #0 }

2 f(x ,...,Xn) 'f(xp---,xn)’g(x ,...,x")eK[x ,...,X"]}
K(xl,...,x")—{m‘ g(xl,l...,x,,)¢0 :

Antes de encerrarmos o paragrafo convém observar que certos
teoremas que sdo validos para K[x], K corpo (como por exemplo o
algoritmo da divisdo de Euclides) ndo sdo validos em geral para os
dominios D[x] onde D ¢ um dominio de Integridade. Pode-se provar
por exemplo que os seguintes dominios K[x, y] e Z[x] ndo sdo do-
minios de ideais principais. De fato, o ideal gerado por “x” e “y” ndo-€
principal em K[x,y] e o ideal gerado por “2” e “x” ndo ¢ principal
em Z[x].

Apesar disso alguns resultados importantes se mantém quando
passamos de um dominio D para o dominio D[x], como por exemplo,
se D ¢ um dominio fatorial entdo D[x] também o é. Em particular
Z[x] admite fatorizacdo Unica como produto de certos polinémios

que sdo os analogos dos numeros primos em Z.

§2 O algoritmo da divisdo

Seja K um corpo e K[x] o dominio dos polindmios sobre K na
indeterminada x. Yamos agora provar um teorema que diz ser K[x]
um dominio Euclidiano.

TEOREMA 1 (Algoritmo da Divisdo). Sejam f(x), g(x)e K[x] e
g(x) # 0. Entdo existem unicos
q(x), rix)e K[x] tais que:

S0 = g(x) - g(x) + r(x)
onde ou {x) =0 ou Jdr(x) < dg(x).

Demonstragdo. Seja f(x) =aq + a;x + ... + a,x" e
g(x) = by + byx + ... + b,x™ (Og(x) = m)
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Existéncia:
Se f(x) = 0 basta tomar g(x) = r(x) = 0. Suponhamos f(x) # 0. Assim
grau f=n. Se n < m basta tomar g(x) =0 e r(x) = f(x). Assim po-
demos assumir n > m.

Agora seja fi(x) o polindmio definido por:

S(x) = ab, ' x""" g(x) + f1(x).

E facil observarmos que df; < df: Vamos demonstrar o teorema
por indu¢do sobre df = n.

Sen=0,n>m=m = 0e portanto f(x) = a, # 0, g(x) = b, # 0
e teremos, f(x) = agby 'g(x) e basta tomar g(x) = aphy! e rix) =

Pela igualdade fi(x) = f(x) — a,b, ' x" ™ g(x) e df,(x) < f(x) = n
temos pela hipotese de indugdo que: 3 ¢,(x),r,(x) tais que:

J1(x) = q,(x) + g(x) + ry(x)

onde r,(x)=0 ou 6r (x) < 0g(x). Dai segue imediatamente que:
F(x) = (q4(x) + ab,, ' x""™g(x) + r,(x), e portanto tomando g(x) =
=q,(x) + a,b,’ " " e ry(x) = r(x) provamos a existéncia dos poli-
noémios ¢(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)+g(x) + r(x), € rx) =0 ou
or(x) < dg(x).

Agora vamos provar a unicidade. Sejam g,(x), g,(x), r i(x)-eiry(x)
tais que:

J ) = q,(x) » gx) + i4(x) = g5(x) + glx) + r5(x)

onde r{x) =0 ou Jr{x) < dg(x),i =1,2.
Dai segue: (q,(x) — g,(x)) - g(x) = ra(x) — ry(x).

Mas se q,(x) # g,(x) o grau do polindmio do lado esquerdo da
igualdade acima ¢ > 0g(x) enquanto que o grau A(ry(x) — ry(x)) < da(x)
0 que ¢ uma contradi¢do. Logo q,(x) = q,(x) e dai segue r,(x) = f(x)—
— q1(x)g(x) = f(x) — q,(x)+ g(x) = r,(x) como queriamos demonstrar.m

Se f(x) =ay+ a;x + ... + g,x" ¢ um polinémio ndo nulo em
K[x] e ae K & tal-que f(a) = ay + a0+ ... "% a e =0 e K
dizemos que « é uma raiz de f(x) em K. Vamos agora provar uma
proposi¢ao que llmlta 0 nimero dessas raizes em um corpo. Observe
que o polinémio x* + 1 ndo possui raizes em R.

PROPOSICAO 1. Seja K um corpo e seja f(x)=ay,+a;x+ ... + a,x"
um polinomio nao nulo em K[x] de grau n.
Entao,
O numero de raizes de f(x) em K é no mdximo igual a of (x) = n.
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Demonstragdao. Se f(x) ndo possui raizes em K a proposigdo esta
provada.

Suponhamos que a € K seja uma raiz de f(x).

Como g(x) = x — a € K[x] podemos usar o algoritmo da divisdo.
Assim dg(x), r(x)e K[x] tais que: f(x)= g(x)+(x — a) + r(x) onde
H(x) = 0 ou dr(x) < dg(x) = 1. Assim, {x) = b, € um polinémio cons-
tante, e temos f(x) = g(x)(x —a) + b, € como f(x) =0 segue
que 0 =0 + b, ou seja r(x) =0 e f(x) =q(x)+(x — a) onde dg(x) =n— 1.

Agora como ndo existem divisores de zero em um corpo segue
que se fe K ¢ uma raiz qualquer de f entdo, f(f) = (8 — a)-q(f) =
=0=f = o ou f§ ¢ também uma raiz de g(x) e K[x]. Assim as raizes
de f s3o « e as raizes de q(x).

Vamos usar indu¢2o sobre of = n.

Ora se n = 0 f ndo possui raizes em K e nesse caso ja vimos que
nada ha a demonstrar.

Agora por indugdo, dg(x) < df(x) = n,g(x) possui no maximo
dq(x) = n — 1 raizes em K e portanto f(x) possui no maximo n raizes
em K, como queriamos demonstrar. B

Esta proposi¢do nos da alguns corolarios interessantes.

Seja K um corpo. Se L > K ¢ um corpo dizemos que L é uma
extensdo de K. Observe que o polindmio x* + | possui duas raizes
em C o R.

COROLARIO 1. Seja f(x) = ao + ayx + ... + a,x" um polinémio nio
nulo de grau n em K[ x]. Entéo, f(x) possui no mdximo
n raizes em qualquer extensdo L de K.

Demonstracdo. Basta observar que se f(x)e K[x] ¢ K < L entdo
f(x)e L[x] e agora € so6 usarmos a proposi¢do anterior
para o corpo L. ®

Observe que o polindmio x> — 2 ndo possui raizes em Q, possui
apenas uma raiz em R e possui 3 raizes em C. Assim, ao extendermos
o corpo podemos conseguir mais raizes de um dado polindmio, porém
esse numero de raizes sera sempre limitado pelo grau desse mesmo
polindmio. Observe também que o fato de estarmos trabalhando com
corpos ¢ fundamental em relagdo ao resultado do corolario 1, para
isso recorde que o polindmio x? + 1 possui infinitas raizes no anel
de divisio dos Quatérnios enquanto o polindmio x? + x possui 4
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Seja K um corpo € f(x) =a, + a;x + ... + a,x" um polinémio
em K[x]. Se u € K denotamos por f(u) a expressao f(u) = aq + au +
+ @ utie K

Vimos no Paragrafo 1 que sobre Z, = K existem diferentes poli-
nomios f(x) = x? — x e g(x) = 0 tais que fb) =g(b) =0VbeK =127,
Agora vamos provar que isto ndo ocorre em corpos infinitos.

COROLARIO 2. Sejam f(x) e g(x)e K[x] onde K é um corpo com
um numero infinito de elementos.
Entao,

f(x) =g(x)< f(b) = g(b)Vbe K.

Demonstragdo. (=) trivial pela defini¢do de igualdade de polinémios.
(=) sejah(x) = f(x) — g(x) e K[x]. Assim, por hipotese,
temos, h(b) =0Vbe K, e como K é infinito segue imediatamente de
Proposi¢do 1 que h(x) = 0 ou seja f(x) = g(x) como queriamos de-
monstrar. B
Em outras palavras o Corolario 2 acima nos diz que para corpos
infinitos é valido o “principio de identidade” para polinémios.

EXERCICIOS
1. Determine g(x) e r(x) tais que:

Sx) = gq(x)+ g(x) + r(x)

onde r(x) =0 ou dr(x) < dg(x) e f(x), g(x)e R[x].
@ f0)=x>+x—-1, ' glx)=x+ 1.

b) fix)=x3+1 , g)=x%+1.
© f)=x"—-1 gl =m—1.
@ fl) =% =2 s.ogby=x%2—2
€ fix)=x>-2 . o gx) =e— 2.

2. Sejam f(x), g(x) € Z[x]eg(x) = by + byx + ... + b,x™ondeb, = 1.
Prove que 3q(x), r(x)eZ[x] tais que: f(x) = q(x) - g(x) + r(x)
onde r(x) =0 ou dr(x) < dg(x).

3. Seja f(x)e K[x] — {0}, K um corpo, € seja L > K uma extensio
de K. Prove que, se o€ L é uma raiz de f{x) entdo 3 g(x)e L[x]
tal que f(x) = (x — @)+ q(x). [isto &, se « ¢ uma raiz de f(x) em
um corpo entdo (x — «) ¢ um fator de f(x) nesse corpo].
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Seja K um corpo. Dizemos que K ¢ um corpo algebricamente
fechado se ¥ f(x)e K[x] 3a€ K tal que f(x) = 0. (Por exemplo C
¢ um corpo algebricamente fechado).

Prove que:

R ndo é um corpo algebricamente fechado.

. Prove que todo polindmio de grau impar sobre R possui uma raiz

em R [Sugestdo: use o teorema do valor intermediario].

Prove que se K ¢ algebricamente fechado, entdo todo polindmio
fix)e K[x] de grau n > 1 pode ser fatorado em K do seguinte
modo:

Jx)=elx—g)(x— &) ... x — &)

onde ceK, ¢ a4,...,a,€ K sdo raizes de f(x).

Fatore o polindmio x* — 1 sobre o corpo K = C como no Exer-
cicio 6.
Calculeasomaeo produto dos polindmios f(x) =2+ x> + 4. x> +

+3.x+3eg(x)=3-x*+2-x+4sobre o corpo Z; ={0,1,2,3,4}.
E sobre o corpo Z,?

Prove que se D ¢ um dominio de Integridade entdo D[x] ¢ também
um dominio de integridade. Conclua dai que se K ¢ um corpo,
entdo K[x,,X,,...,X,] ¢ um dominio de integridade.

Se 4 ¢ um anel comutativo com unidade 1€ A construa o anel
A[x] dos polindmios sobre 4 na indeterminada x. Prove que
A[x] € também um anel comutativo com unidade.

Calcule todas asraizesem K = Z5 do polindmio f(x) = x> + 3x> +
+ x* + 2xe Z[x].

12. Seja Kumcorpoe L > Kumaextensdode K.Seae Le f(x)e K[x],

f(x) =ag+ a;x + ... + ax" definimos f(¢) =ay, + ajx + ... +

+aa"€L.

(@) Prove que K[a] = {f(®):f(x)e K[x]} ¢ um dominio de in-
tegridade tal que

K < KfolJw= L.
(b) Prove que y : K[x] - K[a] ¢ um homomorfismo sobrejetivo.
Sx) 7 f (o)

(© J ={f(x)eK[x]: f(x) =0} é um ideal de K[x]
(d) K[x]/J = K[a] = L.
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Prove que Q[\/2] ={f(/2): f(x) e Q[x]} ¢ igual a
{x+y\/_2 x,y€ Q}. ProvequemdealJ {f(x)e Q[x] : f(/2)=0}
¢ um ideal maximal de @[x] e conclua pelo item (d) do Exercwxo
12 que Q[/2] é um corpo (generalize para P, p primo > 2)

Calcule f(x)-g(x), f(x),g(x)e K[x] nos seguintes casos:
(a)f(x)—bx +3x —4; g(x) =2x> — x + 3 onde K = Z,.

(b) f(x) =7x* — 2x* + 3; g(x) = 3x%> + 4 onde K = Loy
Calcular uma outra fun¢do polinomial i sobre o corpo K = Zg
que coincida com a fun¢do polinomial x?> — x + 1 sobre Zy.

Mostre que a equacdo X* =1 possui 4 solugdes no anel Loy
Porque?

Sejam D e D' dois dominios isomorfos. Prove que: D[x] ~ D[y]
onde D[x] ¢ o dominio dos polindmios sobre D na indeterminada
x, € D'[y] ¢ o dominio dos polindmios sobre D' na indeterminada .

Prove que: se F € o corpo de fragdes de um dominio D entdo,
F(x) ~ D(x),

onde F(x) € corpo de fragdes de F[x] e D(x) ¢ o corpo de fracdes
de D[x].

Quantas fungdes f :Z, —» Z, existem?
Se K € um corpo e aeK, a # 0,
(a) Prove que: ¥ : K[x] - K[x] ¢ um automorfismo
p(x) » pla-x) = Y(p(x))
de K[x].
(b) O que acontece se K for substituido no item anterior por um
dominio D? ¢ sera também automorfismo?

Seja K um corpo e ae K.
Prove que:

¢ :K[x] = K[x]
px) > plx + a) = ¢(p(x))

¢ um automorfismo de K[x].

Seja K um corpo f(x)€ K[x] e a€ K. Prove que o resto da divisdo
de f(x) por g(x) =x — a é f(a).
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83  |deais principais e maximo divisor comum

Seja K um corpo. Como sabemos, um ideal principal de K[x]
é o conjunto dos multiplos de um elemento p(x) e K[x], isto €, tem a
forma

J = K[x] - p(x) = {f(x) p(x): f(x)e K[x]}

Neste paragrafo, vamos provar a existéncia de Maximo Divisor
Comum em K[x] e para isso vamos provar um teorema que diz ser
K[x] um dominio principal.

TEOREMA 2. Todo ideal de K[x] é principal.

Demonstragdo. Seja J um ideal de K[x]. Se J = {0} entdo J ¢ gerado

por 0. Suponhamos que J # {0} ¢ escolhemos0 # p(x)e J
tal que dp(x) seja o menor possivel. Se p(x) = a constante # 0 entdo
1 =a"'-aeJ e assim segue imediatamente que J = K[x] ¢ gerado
por 1€ K[x]. Suponhamos entdo Jp > 0.

Como p(x)eJ claramente temos K[x]-p(x) = J. Agora vamos
provar que J = K[x]- p(x) e isto demonstra o Teorema 2.

De fato, seja f(x)eJ. Pelo algoritmo de Euclides temos que
3 g(x), (x) € K[x] tais que f(x) = g(x):p(x) + r(x) onde ou r(x) =0
ou Jdr(x) < dp(x).

Agora, como f(x),p(x)eJ segue imediatamente que r(x) =
= f(x) — q(x) - p(x)eJ e pela minimalidade de nossa escolha do
polindmio p(x) € J segue que r(x) =0 e portanto temos f(x) =
= q(x)- p(x) € K[x] - p(x) como queriamos demonstrar. ®

Antes de enunciarmos o proximo teorema vamos definir a nogdo
de divisibilidade em K[x].

Sejam f(x), g(x)€ K[x], g(x) # 0. Dizemos g(x) ¢ um divisor de
f(x) em K[x] (ou g(x) divide f(x) em K[x]) se 3 h(x)e K[x] tal que,

Sf(x) = h(x) + g(x).
Se g(x) ¢ um divisor de f(x) em K[x] escreveremos g(x)\f(x) em K[x].

Se py(x), ..., pa(x) € K[x] sabemos que J = K[x]:p,(x) + ... +
+ K[x]+pu(x) = {f1(x)* ps(x) + ... + flX)* pulx) : fix) € K[x]}

I =325 m
¢ o ideal de K[x] gerado por p,(x), ..., p.(x)e K[x].
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TEOREMA 3 (Existéncia de M.D.C.). Sejam

pl(x)’ ey pm(x)e K[X] e {O}

e seja o ideal J = K[x]-py(x) + ... + K[x] - p.(x) de K[x] gerado
pelos polinémios ndo nuloslpl(x), s Dl )
Se d(x)e K[x] é tal que J = K[x]-d(x) entdo sdo vdlidas as se-
guintes propriedades:
(@ 3ryx),...,r(x)e K[x] tais que
d(x) = ry(x)* py(x) + ... + 1 (x)* p,(x).
(b) d(x) é um divisor comum de p,(x), p,(x), ..., pu(X).
(c) se d'(x) é um divisor comum qualquer de p(x), py(x), ..., p,(x) entdo
d'(x) é também um divisor de d(x).

Um polindémio satisfazendo as condigdes (b) e (c) chama-se um
M.D.C. de p\(x), ..., p(x) em K[x]. E claro que se d(x) ¢ um M.D.C.
de py(x),...,p.(x) em K[x] a€K, a # 0 entdo a-d(x) é também um
M.D.C. em K[x] desses mesmos polindmios.

Demonstragdo. (a) sai imediatamente da igualdade
K[x]-d(x) = K[x]« py(x) + ... + K[x]+ p(x).

(b) seja ie{l,...,m} e K[x]+d(x)=K[x]+p,(x)+ ... + K[x]p(x).
Entdo ¢ claro que,

pi{x)€ K[x]- p(x) = K[x]-py(x) + ... + K[x]+p,{x) = K[x]d(x)

e portanto 3r(x)e K[x] tal que p{x) = r(x)-d(x), isto &, d(x) ¢ um
divisor de cada pfx), i=1,2,...,m.

(c) seja d'(x) um divisor comum em K[x], de p,(x), ..., p,(x), isto &,
dr{x)e K[x] tal que p(x) =rf{x)-d(x),i =1,2,...,m.

Assim,

K[x]+pd{x) € K[x]-d(x)Vie{l,2,...,m}

e dai segue que,

K[x]+d(x) = K[x]* p,(x) + .. + K[x] - px) < K[x] - d(x),
ou seja, 3 r(x)e K[x] tal que d(x) = r(x)+ d(x) e isto demonstra o
Teorema 3. B

Se f(x)=ay+ a;x + ... + a,x" ¢ um polindbmio ndo nulo de
K[x] tal que a, = 1 dizemos que f(x) &é um polindmio ménico em K[x].
Se py(x),....pnx) € K[x] — {0} ¢ claro que existe um Gnico
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M.D.C. monico de p,(x),..., p.(x) em K[x]. Nesse caso dizemos o

M.D.C. de pyX),...,px) em K[x] o qual denotamos por

M.D.C.{p(X), ---) pm(X)}. Se M.D.C.{p,(x), ..., p,(x)} = 1 dizemos que
K[x] K[x]

os polindmios sdo relativamente primos em K[x], e nesse caso

3r,(x), ... r(x)eK[x] tais' que: r(x)spi(x) + ... + r(x)epu(x) = L.

EXEMPLO. Vamos provar nesse exemplo que o dominio 4 = Z[x]
ndo ¢ um dominio de ideais principais.

De fato, seja I o ideal de A gerado por 2 e x, isto ¢, [ = A-2 +
+ A-x = {2p(x) + x-q(x) : p(x), q(x)€ Z[x].

Suponhamos por absurdo que 4 ¢ um dominio de ideais princi-
pais. Assim existe d(x)€e A tal que I = A-d(x), € isto nos diz que
A2 + A-x = A-d(x) e portanto d(x) ¢ um M.D.C. de 2 e x em Z[x].
Como 2 é um niimero primo em Z e 2 ndo ¢ divisor de x em Z[x] pois
1/2¢ Z, segue imediatamente que d(x) — £ 1. ou seja,

I'=MDC{2,x} em . Z[x] e . A2+ A+x= A.

Assim existem polindmios p(x) € g(x) com coeficientes -inteiros
tais que 1 = 2p(x) + x-¢g(x) o que nos da um absurdo pois o termo
independente da expressdo 2p(x) + x - g(x), p(x) g(x) € Z[x] ¢ sempre par.

O dominio A = Z[x] apesar de ndo ser um dominio de ideais
principais ¢ um dominio fatorial € isto nos d4 imediatamente a exis-
téncia de M.D.C. em Z[x]. Apenas o0 M.D.C. d(x) € Z[ x] de polindmios
p(x), g(x) € Z[ x] nem sempre pode ser escrito na forma d(x) = r(x) p(x) +
+ s(x) g(x), com r(x), s(x)e Z[x], como acontecia com o M.D.C. em
K[x], onde K é um corpo.

EXERCICIOS

1. Mostre que 3 p(x), g(x) € Z[x] tais que op(x) = dg(x) = 2ex* + 4 =
= p(x)- q(x).

2. Calcule M.D.C.¢,y {f(x), g(x)} para os seguintes pares de poli-
ndmios em C[x]:
@) f(x) =(x — 2 (x — Sy (x — i); g(x) = (x — D (x — 2x — 5)°
(b) fi) =(x2 + 1) (x%.— 1); g(x) = {x + )>(x* — 1),

3. Calcule M.D.C.{ f(x),g(x)} para os seguintes pares de polindmios
em Q[x].
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@ f(x)=x>=6x>+ x +4; g(x) = x> — 6x + 1
b) f)=x>+1; gx) =x° + x>+ x + 1

. Seja f(x),g(x)e K[x] — {0} e seja ae K,a # 0. Entdo prove que:

d(x) ¢ um M.D.C. de f(x) e g(x) em K[x]<>a-d(x) ¢ um M.D.C.
de f(x) e g(x) em K[x].

. Seja f(x),g(x)e K[x] — {0} e L > K uma extensdo do corpo K.

Prove que:
(@) M-KI[).]C- {f(x),9()} = ML-[I?-C- {f (), g(x);

(b) f(x) e g(x) sdo relativamente primos em K[x]< f(x) e g(x)
sdo relativamente primos em L[x].

Defina a nocdo de M.D.C. em Z[X] e prove que:
M.D.C.{3, x} = 1.
Z[X)

. Seja D um dominio de integridade. Dizemos que um elemento

ueD ¢ invertivel em D se 3veD tal que usv =veu=1.
Prove que:

(@) u,v invertiveis em D = u.v invertivel em D

(b) u invertivel em D <>u divide x,V x e D.

. SejaD = Z[\/}] ondepé um nimero primo.Seye D,y =m + n\/p

defina N(y) = m? — p n?

(a) Prove que se y, ) eD entdo N(y-y') = N(y)- N(y)

(b) Prove que se u ¢ invertivel em D entdo N(u) = +1.
(c) Calcule os elementos inversiveis de Z[\/2] e Z[,/3].

. Calcular ¢(x), r(x) tais que f(x) = g(x)+g(x) + Hx) onde ou

Hx) =0 ou 8r(x) < dg(x).

@) flx) =x> — x> + 3x — 5; g(x) = x2 + 7€ Q[x].

b) f(x) =x>— x>+ 3x — 5; g(x) = x — 2e Q[x].

© flx)=x°— x + 3x — 5; g(x)—x+2eZS[x]

d) f(x)=x>—x>+3x - 5; g(x) = x> + x — 1eZ,[x].

Quais dos conjuntos J < Q[x] sdo ideais de Q[x]. Em caso afir-
mativo, calcule p(x) monico €J tal que J = Q[x]- p(x). Quais J
sdo ideais maximais de Q[x]?

(@) J = {f(x)€Q[x] : /(1) = f(7) = 0}

(b) J ={f(x)eQ[x] : f(2) = 0; f(5) # 0}

(© J ={/(xeQ[x] : f/3) =0}.

(d) J={/(0eQ[x]: f@ =0 e f(0)=/(1).
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84  Polindbmios irredutiveis e ideais maximais

Seja K um corpo ¢ K[x] o dominio dos polinémios sobre K na
indeterminada x.

Nesse paragrafo vamos introduzir os polindmios em K[x] que,
dentro da analogia de K[x] com Z, fazem o mesmo papel dos nimeros
primos em Z. Esses polindmios serdo chamados de polindmios irredu-
tiveis sobre K.

Seja f(x)e K[x] tal que df(x) > I. Dizemos que f(x) ¢ um
polindmio irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x) h(x),
g(x), h(x)e K[x] entdo temos g(x) = a constante em K ou h(x) =b
constante em K. Se f(x) for ndo irredutivel sobre K dizemos que f
¢ redutivel sobre K.

Claramente temos que todo polindmio de grau 1 sobre um corpo
M éirredutivel sobre M. Observe também que o polindmio f(x) =x*+ 1
¢ irredutivel sobre o corpo R porém € redutivel sobre C. Assim um
polindmio f(x)e K[x] pode ser irredutivel sobre K e redutivel em
uma extensdo L o K.

Agora vamos provar um teorema relacionando polindmios irredu-

tiveis e ideais maximais (veja a compara¢do com nimeros primos em Z).

TEOREMA 4. Sejam K um corpo e p(x)e K[x].
Entdo as seguintes condi¢Oes sdo equivalentes:
(a) p(x) é irredutivel sobre K.
(b) J = K[x]-p(x) é um ideal maximal em K[x].
(c) K[x]/J é um corpo, onde J = K[x]* p(x).

Demonstra¢do. A equivaléncia (b) <> (c) sai imediatamente do Teorema
3 do Capitulo 3. Assim vamos apenas provar que
(@) == (b).

(a) = (b): Suponhamos p(x)e K[x], p(x) irredutivel sobre K, e seja
J = K[x]* p(x) = {g(x)+ p(x) : g(x) € K[x]}. Como grau
p(x) = 1 temos imediatamente que J # K[x].

Se I = K[x] -h(x) ¢ um ideal de K[x] tal que I > J vamos provar

que I =J ou I = K[x]. (Observe que estamos usando o Teorema 2:

todo ideal de K[x] é principal).

Assim, p(x) € K[x] « p(x) = K[x] « h(x) nosdiz que, p(x) = g(x) - h(x)

para algum ¢g(x)€ K[x]. Como p(x) € irredutivel temos que

g(x) = ae K — {0} constante ou h(x) = be K — {0} constante.
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Se g(x) = a # 0 constante temos que h(x) = a~! « p(x) e portanto
I = K[x]-hx) = K[x]+p(x) =J e isto nos da I = J.

Se h(x) = b # 0 constante temos I = K[x]- h(x) = K[x] e isto
termina a implicacdo (a) = ().

(b) = (a): Seja J = K[x] - p(x) um ideal maximal em K[x].
Assim J # K[x] nos diz que dp(x) > 1.

Suponhamos g(x), h(x)e K[x] e p(x) = g(x)+h(x). Assim segue
imediatamente que J < I = K[x]-h(x) e como J ¢ maximal temos
que J =1 ou I = K[x]. Se J =1 segue que h(x)eJ = K[x]- p(x)
€ isto nos diz que h(x) = f(x)- p(x) para algum f(x)e K[x]. Dai segue
que p(x) = g(x)- f(x)+ p(x). Como p(x) # 0 ¢ K[x] ¢ um dominio de
integridade teremos 1 = g(x) - f(x), isto &, g(x) € K[x] ¢ um polindmio
invertivel em K[x]. Portanto temos imediatamente que g(x) = a # 0
¢ um polindmio constante.

Se I = K[x] segue imediatamente que h(x) = b # 0 constante
ou seja p(x) € irredutivel sobre K como queriamos demonstrar. m

Vamos ver aqui alguns exemplos de corpos obtidos através do
quociente de dominio do tipo A = K[x], K corpo por um ideal maximal

em A:

EXEMPLO 1. Primeiramente vamos provar que se A = R[x] e
I = A-(x* + 1) entdo A/I =~ C. De fato, como (x2 + 1)

€ um polinémio irredutivel em K[x] segue que L = A/I é um corpo.
Se p(x)€ A entdo pelo algoritmo da divisdo existem polindmios

q(x), (ix)e A tais que:

p(x) = g(x)-(x* + 1) + r{x), onde H{x) = bx + a com a, beR.
Passando a barra (congruéncia médulo I) e tendo em vista que

(x* + 1) =0 temos,

pX)=qx) >+ 1) +rx)=rx) =bx+a=b-x+a

Assim L ={b-x + a:a,beR}. Observe também que se denotarmos
= {a:acR} entdo a fungdo barra —:R — R preserva soma e
a~>a
produto e de fato ¢ um isomorfismo, ou seja R ~ R.
Agora, com como em L, x =a satisfaz a equacdo z?> + 1 =0 pois
2+1=x2+1=0 podemos entdo construir um isomorfismo ¥
de C sobre L como segue:
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¥ :C - L, e portanto C ~ L.
a+bima+bex
i M X

a~ra

EXEMPLO 2. Seja A =Q[x] e [ = A-(x* — p) onde p é um numero
primo positivo. E de facil verificagdo que K = {a+

+b./p:a,beQ} é um subcorpo de R contendo @ e VP (ahas éo
menor tal subcorpo) Yamos mostrar nesse exemplo que A4/I ~

De fato, seja L = A/I = {p(x) : p(x) € A}, onde a barra é relatlva
a congruéncia médulo I. Como /p¢Q sabemos que x? — p ¢ um
polindmio irredutivel em Q[x] e portanto L € um corpo.

Se p(x)e A entdo pelo algoritmo da divisdo existe g(x), {x) em
Q[x] tais que: P(x) = g(x}x* — p) + r(x), onde r(x) = a + bx,a,be Q.

Como no exemplo anterior _segue imediatamente que p(x) =
=q(x)+ (x> — p)+ Hx)=rx)=a+b- X e portanto, L={a+bx :a,be Q}.

De modo inteiramente analogo ao Exemplo 1 chegamos que a
funcéo barra: — : @ —» @ ¢ um isomorfismo ou seja @~ Q ={a: a€ Q}
¢ também x =« satisfazem L a equagdo z2 — p=0 pois x> —p= =x?=p=0.

Assim podemos construir um isomorfismo ¥ : K — L como segue:

Yokl <
a+b/pma+b-x

a~>a

%~ /p
EXERCICIOS

1. Seja K um corpo e f(x)e K[x] — {0}. Prove que, se f(x) ¢ um
polindmio de grau > 2 e possui uma raiz a€ K entdo f(x) ¢ re-
dutivel sobre K.

2. Mostre que todo polindmio f(x)e R[x] de grau impar >3 ¢
redutivel sobre R.

3. Determine todos os n de modo que x* + 2 divide
x>—10x+12em Z,={0,1,...,n — 1}.

4. Determine todos os polindmios de grau 2 que sejam irredutivel
sobre K = 7Z,.

5. Determine todos os polindmios irredutiveis de grau < 3 sobre
K =12,.
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6. Prove que se J = R[x]+(x* + 1) ¢ um ideal maximal de R[x] e
identifique o corpo R[x]/J.

7. Mostre que x* + x + 1€ Z;[x] ¢é irredutivel sobre Z.

8. Mostre que o polindmio p(x) = x* — 2 éirredutivel sobre o corpo Q.

9. Seja K um corpo € p(x) € K[x] um polindmio irredutivel sobre K.
Seja f(x)e K[x] — {0}. Prove que, se f(x)\p(x) entdo ou f(x) = a
constante ndo nula ou p(x) = b- f(x) com b # 0,be K.

10. Proveque f(x) = x* + 4 & um polindmio redutivel sobre o corpo Q.

11. Seja K um corpo e f(x) € K[x] um polinémio tal que 1 < df(x) < 3.
Prove que ou f(x) € irredutivel sobre K ou f(x) possui uma raiz
em K. E se grau de f(x) =4?

12. Seja f(x)e R[x] tal que df(x) = 2.
Prove que, f(x) € irredutivel sobre R <> f(x) pode ser escrito na
forma f(x) =(x — a)*+ b? onde a,beR e b # 0.

13. Seja K um corpo e p(x)€ K[x] um polindémio irredutivel sobre
K. Se f(x),g(x)€ K[x] e p(x)\f(x)-g(x), prove que p(x)\f(x) ou
p(x)\g(x).

(Sugestdo: veja a demonstragdo analoga feita para numeros
primos no Paragrafo 5 do Capitulo 2).

85  Fatorizacdo Unica

Se ue K — {0} e se p,(x), ..., p,(x) sdo polindmios irredutiveis sobre K
vamos usar a expressdo f(x) = u-p,(x)... p,(x) de tal modo que in-
cluiremos na mesma a possibilidade f(x) = u no caso de m = 0.

TEOREMA 5. Seja K um corpo. Entéo todo polinémio f(x)e K[x] — {0}
pode ser escrito na forma,

Jx)=1uvp(x) ... p(x)

onde ue K — {0} e p,(x), p5(x), ..., pp(x) sdo polinémios irredutiveis sobre
K. (ndo necessariamente distintos).

Mais ainda, essa expressao é inica a menos da constante u e da ordem
dos polinémios p(x), ..., p(x).
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Demonstragdo. Seja f(x) € K[x] — {0}.
Vamos provar por induc¢do sobre df(x) = n.

Se n =0 f(x) = u constante ndo nula. Assim, podemos assumir
of(x)=n=1.

Vamos supor pela hipdtese de indugdo que todo polinémio ndo nulo
de grau menor que n pode ser escrito na expressdo desejada, e vamos
demonstrar que f(x) também pode ser escrito naquela expressao.

Suponhamos, por absurdo, que f(x) ndo possa ser escrito como
produto de irredutiveis. Entdo f(x) ¢ um polindmio redutivel sobre K.
Assim,

3g(x), h(x)e K[x], 1 < 0g(x) <n, 1 <0h(x) <n

tais que f(x) = g(x)+ h(x).
Agora, por indugdo temos,

g(x) = a+py(x) ... px), ae K = {0} e py(x),...,plx)

polindmios irredutiveis sobre K. Analogamente,

h(x) = b‘P,+1(X) ey pm(x)’ beK ~ {0} € Drt l(x)1 seey p,,,(X)

polindémios irredutiveis sobre K. :
Assim, f(x) = u+p,(x)... p(x), onde u=abeK — {0} e
py(x), ..., p(x) polindmios irredutiveis sobre K.
Vamos agora demonstrar a unicidade da expressdo.
Suponhamos

SO =uepy(x)... pu(x) = u'+ py(x) ... pi(x)

onde u,u’ e K — {0} e py(x),..., pu(X), P1(X), ..., Pi(x) sdo polindmios
irredutiveis sobre K.
Assim, temos,

P (X)\py(x) --. pi(x)

e dai segue que Ju:e K — {0} tal que p{x) = u;-p,(x) (nesse caso
dizemos que p{(x) € p,(x) sdo associados em K[x]).

Agora o teorema segue por indugdo sobre m.

Se m = 1 e p,(x) irredutivel temos que necessariamente s = 1 e
p,(x) e p{x) sdo associados em K[x]. 1

Suponhamos m > 1. De pi{(x) = u;- p,(x) ¢ sendo K[x] um domi-
nio temos que:

U Dy(X) oo PuX) = W o tt;+ PY(X) - Piz1(X) = Piy 1(X) ... PAX)
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e dai segue pela hipotese de indugdo quem — 1 = s — 1 (isto é, m = s)
e mais cada p(x) est4 associado com algum p{x) através de uma cons-
tante, e isto termina a demonstragdo do teorema. m

EXERCICIOS

1. Se K € um corpo. Prove que K[x] satisfaz a condi¢do da cadeia
ascendente de Ideais (isto €, se {J;}; . € uma seqiiéncia de ideais
de K[x] e JycJ,cJ,c...cJ,c ... entdio ImeN tal que

Fostd b s .VseN)

m+s
(Sugestdo: Veja o Capitulo 2; Paragrafo 5).

2. Mostre com um contra-exemplo que se K é um corpo entdo K[x]
ndo satisfaz a condi¢io da cadela descendente de ideais.
(Sugestdo: Seja J; = K[x]+x' o ideal gerado por x')

3. Use o teorema da fatorizagdo Unica para definir M.D.C. e MM .C.
de polindmios.

4. Decomponha o polindmio x* — 5x%2 + 6 em produto de fatores
p p p

irredutiveis sobre os seguintes corpos K:

(a) K = Q.
(b) K = Q[/2]
(¢c) K =R.

5. Decomponha sobre o corpo K = Z, os seguintes polindmios como
produto de irredutiveis:

@ x* +x+1 B (b) x>+ x + 2; .
(€ 2x3 +2x2 + x+ 1 ; d) x*+ x3 + x + 1.

6. Prove que o pohnomlo x* — 3 ¢ irredutivel sobre o corpo K =17,
Mais ainda, se J = Zs[x]-p(x), onde p(x) = x> —3 entdo o

corpo Z[x]/J possui exatamente 25 elementos.

7. Prove que o polindmio p(x) = x> + x + 1 ¢é irredutivel sobre
Z 4 e mostre que o corpo Zs[x]/J possui exatamente 125 elementos
onde J = Z[x]- p(x) ¢ o ideal principal de Z[x] gerado por
plx) = x? + x #1.

8. Seja p(x) um polindmio irredutivel de grau »n sobre o corpo Z,,
p primo, e seja J = Zp[x] p(x). Prove que Z,[x]/J € um corpo
contendo exatamente p" elementos.
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9. (a) Defina a nogdo de irredutibilidade em um dominio D.
(b) Prove que Z[./5] = D é um dominio onde ndo ¢ valido o
teorema da fatorizagdo unica.
(Sugestdo: Prove que 2,3 + /5 € 3 — /5 sdo elementos irredu-
tiveisem De verifiqueque 4=2-2=(3+ ,/5)-(3— \/3)
(c) Conclua entdo que em D = Z[,/5] ndo existe Algoritmo da
divisdo de Euclides.

10. (a) Prove que p(x) = x? + 1 € irredutivel sobre K = Z, e cons-

trua um corpo contendo 49 elementos.

(b) Prove que p(x) = x* + 1 ¢ irredutivel sobre K = Z,, e cons-
trua um corpo contendo 121 elementos.

(c) Prove que p(x) = x*> + 1 & redutivel sobre K = Zj.

(d) Prove que p(x) = x> — 9 ¢ irredutivel sobre o corpo K = Z,
e construa um corpo contendo (31)° elementos.

(e) Prove que p(x) = x> — 9 ¢é redutivel sobre Z,,.

86 O critério de Eisenstein

A verificagdo da irredutibilidade de um polindmio sobre um
corpo ¢, em geral, um problema dificil. Veremos nesse paragrafo um
teorema que nos da condicdes suficientes para que um polindmio
f(x)e Q[x] seja irredutivel sobre Q. Claramente, multiplicando f(x)
pelo MMM.C. dos denominadores dos coeficientes de f(x), podemos
supor que f(x)€ Z[x]. Vamos usar também a notacdo akb significando
que “a ndo € um divisor de b”.

Primeiramente vamos provar uma proposi¢cdo (Lema de Gauss)
que nos diz que irredutibilidade sobre Z de f(x)€ Z[x] € equivalente a
irredutibilidade de f(x) sobre Q

PROPOSICAO 2 (Gauss). Seja f(x)€ Z[x] tal que f(x) é irredutivel
sobre Z entdo f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstragdo. Suponhamos que f(x) seja irredutivel sobre Z mas
f(x) = g(x) - h(x), onde g(x),h(x)e Q[x] e 1 < dg(x),
dh(x) < 9f (x).
Claramente existe inteiro positivo m tal que m«f(x) = g,(x)+ h,(x)
onde g,(x), hy(x)€ Z[x].



Polindmios em uma varidvel 83

‘Assim temos,

gi1(x) =ay + a;x + ... + ax’, a;€Z.
h(x) =by + b,x + ... + bx*, b;eZ.

Suponhamos agora que p\m, p primo. Vamos provar que
Pa;Vie{l,...,r} ou p\b¥je{l,...,s}.

De fato, se Jie{l,...,r} e 3je{l,...,s} tais que pkg; e pkb; con-
sideremos i e j menores possiveis com esta propriedade.

Ora, como p\m temos que p divide o coeficiente de x'*’ do poli-
ndémio mf(x) = g,(x)+hy(x), isto € p\(bg+a;s;+byca;;_; + ... +
Hibvay o £ b ot ap s by e ag).

Pela nossa escolha de i e j temos que p divide cada parcela, exceto
b;+a;, do coeficiente de x'*/ de g,(x)« h,(x).

Como p divide toda a expressdo segue também que p\b; - a; € como
p € um nimero primo temos que p\b; ou p\a; que € uma contradi¢do.

Assim, se p primo, p\m = p\a;Vie {1,...,r} ou p\b;Vje{l,...,s}.

Sem perda de generalidade, suponhamos que p\a; Vi€ {1,2,...,r}.

Assim, g,(x) = p+g,(x) onde g,(x)€Z[x], e se m = p-m, temos

pemy f(x) = p+gy(x)-hy(x)
m, f(x) = g(x) + hy(x).
Como o numero de fatores primos de m € finito prosseguindo no

argumento acima (ou por indugdo sobre o numero de fatores primos
de m) chegaremos que:

f(x) = g*(x)- h*(x) onde,
g*(x), h*(x) e Z[ x]

e g*(x) e h*(x) sdo multiplos racionais de g(x) e h(x), respectivamente,
contradizendo a irredutibilidade de f(x) sobre Z. m

TEOREMA 6 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) =ao + a;x + ... +
+ a,x" um polindmio em Z[x].
Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:
(@) pra,
(b) p\a09 Ay eees Opy
(0 PZ)(ao-
Entdo f(x) é irredutivel sobre Q.
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Demonstragdo. Pela proposi¢do anterior € suficiente provar que f(x)
é irredutivel sobre Z. Suponhamos por contradi¢do que,

S(x) = g(x) - h(x), g(x), h(x)€ Z[x]
€ 1 < 0g(x), 0h(x) < Of (x) = n
Seja,
g(x) =by + b;x + ... + bx"€Z[x], dg(x) =r
hx) =cq+ c;x + ... + cx*€Z[x], Oh(x)=s
Assim n =r + s.

Agora b, - ¢, = a, e assim p\b, ou p\c, e como p*ka, segue que
p divide apenas um dos inteiros b,, ¢,. Vamos admitir, sem perda de
generalidade, que p\b, € pXc,.

Agora a, = b, ¢, € 0 coeficiente de x" = x"** e portanto pkb, e
p\bo. Seja b; o primeiro coeficiente de g(x) tal que pkb,.

Agora a; =by-c;+ b;-c;_y+ ... + b;c¢c, € portanto como
P\bo, ..., b, 1, PXb; € pxco = pxa;=i=n o que ¢ um absurdo pois
l1<i<r<nnm

Vamos ver alguns exemplos de polindmios irredutiveis sobre Q.

EXEMPLO 1. Seja f(x) = x> 4+ 2x + 10. O critério de Einsenstein
se aplica para o primo p = 2, portanto f(x) é irredu-
tivel sobre Q.

EXEMPLO 2. Agora, seja p um nimero primo qualquer e seja

p(x) = x" — p um polindmio de grau n > 1 sobre Q.
Claramente, o préprio primo p se aplica no critério de Einsenstein, e
portanto p(x) € irredutivel sobre Q.

EXEMPLO 3. E de imediata verificagio que se K é um corpo e
a€ K entdo,

¥ :K[x] - K[x]
fx) »f(x + a)

¢ um automorfismo de K[x].

Assim, ndo é dificil concluir que se K ¢ um corpo,a€ K e f(x) € K[x]
entdo f(x) é irredutivel sobre K se e somente se f(x + a) é irredutivel
sobre K. Vamos usar isto a seguir.
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Seja p um nimero primo >2 e seja g(x)e Z[x] o polindmio
g(x) =xP"' + xP"2 + ...+ xP + x + 1. Vamos provar que q(x) €
irredutivel sobre Q. Nao podemos aplicar imediatamente o critério
de Eisenstein, porém sabemos pelo argumento acima que q(x) sera
irredutivel sobre @ se g(x + 1) for irredutivel sobre Q. Desenvolvendo
q(x+1)—(x+1)"“+(x+1)"2 e+ )P+ (x+1)+1 6
facil de ver que o primo p se aplica no cnteno de Eisenstein e portanto
q(x) € irredutivel sobre Q.

Agora vamos enunciar como proposi¢do mais um critério de
irredutibilidade sobre Q.

PROPOSICAO 3. Seja p um niimero primo e seja z,={0,1,...p—1}
0 corpo contendo p elementos.
Se f(x) =ag + a;x + ... + a,x"€ Z[x] vamos definir o polinémio
f(x)eZ,[x] do seguinte modo:

o=t Eats +ax"

onde a; = a; + p+Z é a classe de equivaléncia, médulo p, cujo repre-
sentante é a;€Z.
Entao,
@) @ :Z[x] —» Z,[x] define um homomorfismo (sobrejetivo) do dominio
S(x) »f(x)
Z[x] sobre o dominio Z [x).
(b) Se pa, e f(x) é irredutivel sobre Z, entdo f(x) é irredutivel sobre Q.
(Observe que se f(x) é ménico, entao pXa, = 1 é sempre satisfeita).

Demonstragdo. (a) a demonstragdo desse item ¢ direta e deixamos como
exercicio.
(b) suponhamos f(x) =a, + a;x + ... + ax"; grau f=nep
primo pXa,,.
Suponhamos que f(x) € Z[x] ¢ redutivel sobre Q. Entdo sabemos
(Lema de Gauss) que

3g(x) =by + byx + ... + bx"€Z[x] grau g(x) =r, l <r <n

e =cotcyx+ ... +cx*eZ[x] grau h(x) =5, 1 <s<n

tais que f(x) = g(x) « h(x).
Imediatamente segue que:

fx) = g(x)+ h(x)
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onde g(x)e Z [x] € h(x)€ Z [x].

Mais ainda, como a, = b, - ¢, € pXa, segue que pxb, € pkc, e por-
tanto b, # 0 ¢ &, # 0, isto &, grau g(x) = r e grau h(x) = s e portanto
f(x) & redutivel sobre Z, e isto demonstra a proposi¢io. ®

EXEMPLO 4. Seja f(x) = x* + 10x* + 15x* + 5x + 12€ Z[x].
Vamos provar que f(x) € irredutivel sobre Q.
Como 5)<1 pela proposi¢ao anterlor é suﬁcnente provarmos que
f(x) = x* + 2 ¢é irredutivel sobre Zs.
A prlmelra observacdo que fazemos ¢ que x* + 2 =f(x) ndo
possui ralzes em Z,. Assim a Unica possibilidade de fatorarmos
f(x) = x* + 2 seria a seguinte:

x* + 2 = (ax? +bx+c)-(a’x2+b'x+c/)

tas ¢ facﬂ conclmr pela 1mpossxb1hdade dessa ultima fatoragdo.
Assim,

f(x) = x* 4+ 10x® + 15x* + 5x + 12

¢ irredutivel sobre Q.

EXERCICIOS

1. Prove que os seguintes polindmios f(x)€Z[x] sdo irredutiveis
sobre Q.
@) flx) =x* + 2x> + 2x2 4+ 2x+ 2
(b) f(x) =x" — 31
(c) f(x) =x° + 15
d) f(x) = x> +6x* + Sx + 25
€ flx)=x*+8x>+x*+2x+5
0 f(x) = x* + 10x® + 20x? + 30x + 22

2. Determine quais dos seguintes polindmios sdo irredutiveis sobre Q:

(@ x> —x+1 s Tu by a? + 2x + 104
(€ x*—2x*+x+15; (d) x* +2
(e) x* -2 : H x*—x+ 1.

3. Seja f(x) = ag + a;x + ... + a,x"€Z[x] um polindmio de grau n.
Prove que, se f(x) ¢ monico, entdo toda raiz racional de f(x) €
inteira.
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4. Prove que f(x) =ax* + bx + ce R[x] ¢é irredutivel sobre
R<>b? — 4ac < 0.

5. Determine quais dos seguintes polindmios sobre os seguintes corpos
K sdo irredutiveis:
(@) x7 +22x3 + 11x? — 44x + 33, K=0

(b)x3—7_x2+3x+3 , K=0Q
(c)x:=_5 P
(d) x —_5 ) K= Zyy
(e) x* +7 K=172,,



CAPITULO V

EXTENSOES ALGEBRICAS
DOS RACIONAIS

O objetivo principal desse capitulo sera a construgio de corpos
K,Q c K c C através do processo de adjungdo de raizes de um
polindmio. Vamos também provar alguns resultados que serdo Uteis
no desenvolvimento da Teoria de Galois.

81  Adjunc3o de raizes

Neste paragrafo, K representa um corpo € L > K uma exten-
sdo de K.

Dizemos que a€ L ¢ algébrico sobre K se 3 f(x)e K[x] — {0}
tal que f(«) = 0. Caso contrario dizemos que « € transcendente sobre K.

Os elementos algébricos (transcendentes) sobre Q sdo ditos sim-
plesmente algébricos (transcendentes). Assim, \3/2_ ¢ um elemento al-
gébrico enquanto 7 ¢ um elemento transcendente. Se « € K, evidente-
mente o ¢ algébrico sobre K pois ¢ raiz de p(x) = x — ae[x].

Se Vae L o K, o é algébrico sobre K entdo L > K diz-se uma
extensdo algébrica.

Seja € L algé€brico sobre K e seja p(x) um polindmio em K[x],
mdnico, de menor grau tal que p(oc) 0. Pela minimalidade do grau
de p(x) segue claramente que p(x) ¢ o Gnico polinémio ménico irredu-
tivel em K[x] tal que p(x) = 0, o qual denotaremos por p(x) = irr(x, K).

Se ae L o K definimos K[a] = {f(®): f(x)€ K[x]}, e é de facil
verificagdo que K[o] ¢ um subdominio de L que contém K.

Antes de enunciarmos o proximo teorema vamos dar alguns
exemplos.

EXEMPLO 1. Se a = \/2 eL = R > Q@ = K vamos mostrar que

K[a] = Q[\/2] ={a+ b/2:a,be Q). De fato, por
definigdo temos Q[/2] = {f(/2): f(x) € Q[x]}. Agora se f(x)e Q[x],
segue pelo algoritmo da divisdo que existe g(x), (x)e Q[x] tais que
S(x) = g(x)(x* — 2) + Hx), onde Hx) = a + bx,a,be Q, e dai vem que

f(\/_)—r(\/_)—a+b\/§ a,beQ.
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EXEMPLO 2. Se a = \3/2—6 L =R > Q=K vamos mostrar que
K[o] = Q[Y2] = {a + b/2 +|c(J/2)?*:a,b,ceQ}.

QLY2] = {f(J2): f(0 e Qx]}.

Agora, se f(x)e Q[x] existe g(x), r(x)e Q[x] tais que f(x) =
= g(x)(x® — 2) + r(x), onde r(x) = a + bx + cx?,a,b,ce Q.
Dai vem imediatamente:

Q[/2] = {a + b(¥2) + c(3/2)*: a,b,ccQ)}.

Provaremos mais adiante que se o€ L > K € um elemento algé-
brico sobre K entdo K[«] ¢ um subcorpo de L. Em particular, Q[¥/2]
e Q[Y/2] sdo exemplos de corpos.

O proximo teorema ¢ conseqiiéncia imediata do 1.° teorema de
homorfismo de an¢is e deixamos a demonstra¢do para o leitor.

De fato,

TEOREMA 1. Se aeL > K e se
Se Y:K[x] - L ¢ definida por ¥Y( [ (x)) = f(2), en-
tdo ¥ é um homorfismo tal que:
(@) Im ¥ = K[a], K = K[«] = L.
(ii) & é transcendente sobre K <>|N(¥) = {0}.
(iii) se o é algébrico sobre K e p(x) = irr(e, K) entdo|N(¥) = K[x]- p(x)
é um ideal maximal de K[x].
(iv) K[x]/N(¥Y) =~ K[«].

Demonstragdo. Essa demonstragdo € conseqiiéncia direta do 1.° teo-
rema de homorfismo de anéis e das definigdes dadas
nesse paragrafo. B

COROLARIO 1. Seja aeL > K. (a) Se o é algébrico sobre K entdo
K[a] é um subcorpo de L que contém K.

(b) Se a é transcendente sobre K entdo K[a] é um subdominio de

L isomorfo ao dominio K[x] dos polindmios em uma indeterminada x.

Demonstragao. (a) Segue imediatamente de (iii) e (iv) do Teorema 1.
(b)'Segue imediatamente de (ii) e (iv) do Teorema 1. m

COROLARIO 2. Se o, fe L o K sdo raizes de um mesmo polinémio
irredutivel sobre K, entdo K[o] e K[f] sdo corpos
isomorfos.
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Demonstragdo. De nossas hipéteses segue imediatamente que p(x) =

= irr(a, K) = irr(f, K). Agora, pelos itens (iii) e (iv) do
Teorema anterior temos, J = K[x]- p(x) e K[a] ~ K[x]/J ~ K[f]
sdo corpos. ®

PROPOSICAO 1. Seja L > K, a€ L algébrico sobre K. Se o grau do
polinémio irr(a, K) é n, entdo (a)V f(x)e K[x], f(a)

pode ser expresso de modo unico na forma f(a) =a, + a; o+ ... +
+a,_;o" ", onde a;€ K.

(b) K[e] = {ap + ayt+ ... + a,_; " ' 1a;€ K} é um subcorpo
de L que contém K.

(c) se K =12, entdo K[a] é um corpo contendo exatamente p"
elementos.

Demanstragdo. Seja p(x) = irr(x, K). Por hipotese, grau de p(x) ¢ igual
an.

(a) se f(x) e K[x] entdo pelo algoritmo da divisdo 3 g(x), r(x) € K[x]
tais que: f(o) = q(@) - p(a) + r(x) onde r(x) = 0 ou d(r(x)) < dp(x). As-
sim r(x) = ay + a;x + ... + a,_x" ! onde g;€K,i=0,1,....,n— L
Agora temos,

S(@) = gla) pla) + r) € pla) =0= fl(a) =r(x)

ou seja f(x) = ag + @& + ... + a,_ "

Para demonstrar a unicidade da expressdo temos: se f(x) = a, +
Lol U gy "t =by + byw ek oo F byyd® ta,be KV ie
e{l,...,n — 1} segue imediatamente que o polindmio g(x) € K[x] onde
ax) =Aas. — bg) +{ay = bx + oot @—g — by )" & tal que
g(@) = 0 € dg(x) < n = d(irr(x, K)). Assim g(x) = 0 e dai segue a; = b;V
Yie{l,...,n— 1}

(b) esse item ¢é conseqiiéncia imediata do item anterior.

(c) para demonstrar esse item basta observar que pelos itens ante-
riores temos:

Z[u}={ap+ ayt + ... +ay 0" " ray€ Z,}.

Assim existe uma correspondéncia bijetiva entre Z [o] e o conjunto de
todas as n-uplas (a,, 4, , ..., a,_;)onde cadaa,e Z, = {0,1,...,p — 1} e
isto demonstra o item (c). ®

EXEMPLOS. Seja o = </peR, n inteiro > 2 e p primo > 2. Entdo
o é uma raiz real do polindmio x" — p que ¢, pelo cri-
tério de Eisenstein, irredutivel sobre Q.
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Assim x" — p = irr(x, Q) e temos, Q[a] ¢ um subcorpo de R
contendo @ e mais ainda, Qo] = {a, + ayx + ... + a,_a" ' :q;€Q,
i=0,:5,n—1}

Por exemplo,

Q< Q/2] ={ap+ a;\/2:ap,a,€Q} = R
Q<= @[\3/—2] = {ao + 01\3/5+ az(\3/§)2 tdg,d,,a,€Q} < R
QcQLY3]={ao+a,3/3+ a,(J/3)* + a5(F/3)2a0,0,,05,a;€ @} = R

Agora se ¢ uma raiz clbica complexa de 2, ¢ R, temos que,
@<Q[Y2]<R Q@cQ[f]=C

e mais ainda Q[/2] ~ Q[f] pois \3/5 € R e f e C sdo raizes do mesmo
polindmio indutivel x> — 2 sobre Q.

Se p; ¢ um nimero primo > 2 vamos definir «; por a; = %e R.
Observe que o; € R ¢ raiz do polindmio x*' — p que é irredutivel
(Eisenstein) sobre Q,VieN.

Assim temos, os corpos K; = Q[o;] onde Q@ < K; = R, ¢ ainda
mais, @ = K, c K, c K, ... c K; c ... c R ¢ uma cadeia ascen-

dente de subcorpos de R e portanto () K; ¢ também um subcorpo

i=0
de R.

Agora, seja K = Z, entdo Z (x), o corpo de fragdes de Z,[x], é
um corpo infinito de caracteristica p e mais x € Z,(x) € um elemento
transcendente sobre Z,. Vamos provar em seguida que todo corpo
finito F de caracteristica p cujo corpo primo ¢ P ~ 7, é algébrico
sobre P. De fato, se a€ F temos que P[o] ¢ um subdominio de F e
como F ¢ finito temos que P[«] ¢ um dominio finito e portanto um
corpo. Pelo Corolario 1 desse paragrafo segue imediatamente que «
¢ algébrico sobre P.

Finalmente, observe que R[i] = C e Q[n] =~ Q[x].

§2  Corpo de decomposicdo de um polindmio

Neste paragrafo consideraremos K um subcorpo de C. Vamos
também admitir que C € um corpo algébricamente fechado, fato esse
conhecido como o “teorema fundamental da Algebra” e primeiro de-
mostrado por Gauss, em 1799, em sua tese de doutoramento na Univer-
sidade de Helmstadt. Como referéncias podemos citar: W. K. Clifford,
Mathematical Papers 1968 ou L. H. Jacy Monteiro, Elementos de
Algebras — IMPA 1969. Assim, se f(x)€ K[x] ¢ um polindmio de
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grau n > 1 e a,,a,,...,a, sdo todas as distintas raizes de f(x) em
C temos que,

Jx) = ¢colx — o)™ sl — 0,)™ em. C[x]

onde ce K e r,my,...,m, sdo inteiros positivos.
O inteiro m; chama-se multiplicidade da raiz «;. Se m; = 1 dize-
mos que &; ¢ uma raiz simples de f(x).
Se f(x) = ayi+iagx + .. +ax" € K[x] definimos .f'(x) =
=a, + 2a,x + ... + na,x"" '€ K[x] o qual chamamos a derivada de
S (x). Observe que se df(x) =n >1entdo f'(x) #0 e df'(x) =n— 1.
Se f(x), g(x)e K[x] e a€ K segue imediatamente as seguintes re-
gras:
() + gx) = f(x) + glx)
(a-f(x)) =a-f(x)
(f(x)gx)) = f'(x) glx) + f(x)-g(x).

PROPOSICAO 2. Seja f(x)e K[x], 0f(x) =n =1 e aeC uma raiz
de f(x). Entdo,
(@) o é raiz simples de f(x)<>f(2) =0 e f'(x) # 0.
(b) se f(x) é irredutivel sobre K entdo todas as raizes de f(x) sdo
simples.

Demonstragdo. (a) Para a demonstra¢do deste item basta observar que
se o€ C ¢ uma raiz de f(x) de multiplicidade m > 1
entdo, em C[x], temos a seguinte fatorizagdo:

f(x) =(x — )"+ g(x) onde g(x)eC e g(x) # O.
Agora em C[x], usando a regra da derivada de um produto temos,
0# f(x) =m-(x — )" -g(x) + (x — " g'(x).

Portanto, como g(x) # 0, temos claramente que m+(x — &)™ ! ndo é
o polindémio nulo e mais, f '(«) = 0 <>m > 2. E isto demonstra o item a).
(b) seja f(x)e K[x] um polindmio irredutivel sobre K ¢ « € C uma
raiz de f(x) de multiplicidade m. Vamos provar que m = 1.
Seja p(x) = irr(e, K). Pelo algoritmo de Euclides segue que 3 g(x),
r(x)e K[x] tais que,

f(x) = q(x)- p(x) + r(x), onde r(x) =0 ou dr(x) < dp(x). :

Como r(a) = f(a) — g(o)« p() = 0 segue pela minimalidade do grau
de p(x) = irr(e, K) que r(x) = 0 e f(x) = q(x) p(x). Portanto, pela ir-
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redutibilidade de f(x), segue que 3ac K tal que g(x) =acK e
J(x) = a- p(x).

Agora se m > 1 segue do item (a) que () = a-p'(x) = 0, ou seja
P'(®) =0 o que contradiz a minimalidade do grau de p(x). Assim,
m =1 e a proposi¢do estd provada. m

Chamamos corpo de decomposi¢io de um polindémio f(x)e K[x]
sobre K, que denotaremos por L = Gal (f, K) ao menor subcorpo de
C que contém K e todas as raizes de f(x) em C. Observe que tal menor
subcorpo existe e € igual a interse¢do de todos os subcorpos de C
contendo K e todas as raizes de f(x) em C.

Sejam f(x)e K[x] e ay,...,a, as distintas raizes de f(x) em C.
Veremos agora um modo construtivo de definir Gal(f, K).
Consideremos,

Ko=Kc K =K[a,] =K, =K,[0;,]c... <K, =K,_,[a]

Claramente K; ¢ o menor subcorpo de C contendo K e ay, ..., o
e portanto K, = K,_,[«,] = Gal(f, K).

Denotando K, = K[a,,...,a,] temos Gal(f, K) = K[a,, ..., oc]
E imediato que qualqucr que seja a ordem em que pegamos as raizes

%y, ..., ainda assim esse processo, chamado adjun¢io de raizes, nos
levaria a Gal(f, K).

i

EXEMPLOS. As vezes para pegarmos todas as raizes a,, ..., «, ndo

precisamos das r etapas. De fato, as vezes uma etapa

¢ suficiente. Ou seja, ao ajuntarmos uma raiz «; as demais ficam auto-
maticamente incluidas.

Por exemplo, sejam 1 =o,a,,...,a,_, as n raizes em C do

polinébmio x" — 1€ Q[x] onde n > 1. E facil provar que, se a =

2n : 2n s o= B
=cos— + isen—€C entdo «" =1 e mais ainda: 1 =« a, =
n n

=al,a?,...,a0" ! sdo as n distintas raizes de x"— 1 em C. Assim, «;

=0 eQ[a]Vze{O ,n — 1} e portanto,
Gal(x" — 1,Q) = Q[a, ]

: 1 3 .
Agora seja a = J2eR e f = \3/2_<— 5+ \/T_i)eC uma raiz
complexa de x* — 2e Q[x]. E facil verificarmos que o, B, B =
1 3
= \3/5 <— > i) sd0 as 3 distintas raizes de x> — 2 em C e nesse

caso necessitamos de duas etapas, isto é,
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Gal(x® — 2,Q) = Q[o, f].

2n 2n
Vamos mostrar agora que se o = \/_ 2eReu=cos—+isen —
n

(raiz n-¢ésima da unidade) entdo Gal(x" — 2,Q) = Q[o,u] = Qo [5]
onde B =a-u ¢ uma raiz de x" — 2 em C. Primeiramente € claro
que se u" = 1 e o" =2 entdo f" = 2 onde f = a-u e mais Q[o,u] =
= Q[a, f]. Pode-se também provar que:

n—1

o, o, o>, ..., 0u

n—1

sdo das distintas n raizes de x" — 2 em C. Observe que 1,u,u?,...,u
sdo as distintas n raizes de x" — 1 em C.
Agora deixamos como exercicio provar que Gal(x" — 2,Q) =

= Qfa, u] = Q[a, Bl
EXERCICIOS

1. Construir o corpo de decomposicdo sobre Q, dos seguintes poli-
nomios:
Xt =8 ix? = 3, Ssid e xPiEs,

2. Defina a nogdo de derivada de um polindmio sobre um corpo
arbitrario e mostre que sobre Z, temos a possibilidade de f (x) =
onde f(x) ¢ um polinémio ndo constante sobre Z,.

3. Seja K um corpo de caracteristica zero € f(x) € K[x]. Prove que se
f'(x) =0 entdo f(x) ¢ um polindmio constante.

4. Sejam p e g numeros primos > 2 ¢ a,  definidos por: a = \‘756 R

( 27m 2n)

e u=|cos— + i-sen— |eC.
p p

Prove que:

(a) o, om, ou?, ...,auP ™! sdo as p distintas raizes de x?—q em C.
(b) irr(e, Q) = xP—q e irr(u, @) =xP"' + xP + ...+ x + 1
(c) Gal(x* — ¢, Q) = {Zl--a‘uj T 1}
v Y e DR P2
(Sugestdo: Gal(x® — g, @) = Q[a, u])

5. Se ae K, f(x),g(x)e K[x], onde K é um corpo, entdo sdo validas

as seguintes regras de derivagdo:

@ (@) + gx) =g + g(x);

(b) (a-f(x) =a-f'(x);

(©) (f(x)-g(x) = f"(x)-glx) + f(x)+g'(x).
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Sejam a = Y2€R ¢ f =\3/2—-(— %—F \/T-;i)eﬁ.

Entdo, prove que:

(@) Q[a] ~ Q[S]

(b) |Aut Q[o]| =1 (onde | X | = nimero de elementos do con-
junto X). £ £

(¢) Gal(x® - 2,Q) = Q[«, ] = Q[o, B] = Q[B, B].

(d) se L = Gal(x> — 2m Q) entdo |AutL| = 6.
(observe que se ceAut L e u® =2 entdo o(u)® = 2)

. Se L o K ¢ uma extensdo de K onde K ¢ um subcorpo de C, entdo

vamos definir o seguinte conjunto:

Auty L = {0 = Aut L:g(a) = aVae K}.
Seja f(x)e K[x] e x€ L uma raiz de f(x) em L, prove que: o()
¢ também uma raiz de f(x) em L, Vo e Autg L.

. Prove que:

(a) |Aut Q[Y2]| =2
(b) Gal(x* — 2, Q) = Q[¥2, 1]
(c) se L = Gal(x* — 2,Q) entdo | Aut L|=8.

. Seja L um corpo qualquer e P o corpo primo de L. Prove que

Vo€ Aut(L) entdo o(a) = aVaeP. Em particular, se L > Q en-
tdo Aut L = Autg L.

Seja f(x)e Q[x] e L = Gal(f, Q). Entdo o raiz de f(x) e
o € Aut L = o(x) € raiz de f. Mais ainda, se f ¢ irredutivel sobre

Q temos Q[ua] ~ Q[a(x)].

. Prove que:

(@) Gal(x®> — 1,Q) = Q[a] onde a # 1 e a® = 1.

(b) Q] = {ag + a;x + a,0% + a0 :0,€Q,i =0,1,2,3}
onde o =1 e o # 1.

(©) se L = Gal(x* — 1,Q) entdo |AutL| = 4.

Seja p um numero primo > 2. Prove que:

(a) Gal(x? — 1,Q) = Qo] onde a? =1 e a # 1

) Qla] ={ag + a0+ ... + a,_,0*"%:0,€Q,i =0,...,p = 2}.
(c) se L = Gal(x* — 1,Q) entdo |AutL|=p — L.

Mostre que no plano R? as raizes n-ésimas da unidade sdo vérti-
ces de um poligono regular de n lados inscritos em uma circun-
fer€ncia de raio 1.

Generalize o resultado para as raizes n-ésimas de 2. Faga os de-
senhos para n =3,4,5¢6.
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83  Grau de uma extensdo

Neste paragrafo vamos necessitar de algumas nogdes basicas de
Algebra Linear, como espago vetorial e base. Seremos o mais sucinto
possivel e deixaremos como exercicio demonstragdes de algumas pro-
posigdes elementares, as quais poderdo ser encontradas em qualquer
livro introdutério de Algebra Linear.

Seja K um corpo qualquer e seja ¥V um conjunto ndo vazio onde
esta definida uma operagdo soma. Suponhamos também que esteja
definida,uma operagdo de elementos de K por elementos de V. Assim,
estdo definidas:

+:Vx VoV e Kx V-V
(u,v) ™ u+v (A4, 0) »> Ao

Dizemos que V munido dessas operagdes é um espago vetorial
sobre o corpo K se as seguintes propriedades sdo verificadas quais-
quer que sejam u,v,we Ve A uekK:

E,) u+ (v+ w)=(u+ v) + w (associatividade da soma)

E,) 30€eV tal que u + 0 = 0 + u = u (existéncia de elemento neutro
para a soma)

E;) VxeV3iyeV tal que x + y = y + x =0 (existéncia de inverso
aditivo)

E,) u+ v =v + u (comutatividade da soma)

Es) lv =v onde 1 ¢ a unidade do corpo K.

E¢) A u+v)=Au+ive (u+ Au=pu+ Iu

E,) Apv) = u(dv) = (Au.

EXEMPLO 1. Seja K um corpo qualquer e K"=K x ... x K 0

conjunto de todas as n-uplas (a,,...,a,) onde cada

a;€ K. Assim,
EK
K"={(al""’an):‘.1l€ }
=217
Dois elementos (a,,...,a,) € (b;,...,b,) de K" sdo iguais se a; = b;
Yie{l,....n).
Se definimos,

(1) (@i5.00.8) F By 005 b)) = (a5 + by, io5a, + b)),
onde (a,,...,a,) e (by,...,b,)e K"
) May,...,a,) = (Aay, ..., Aa,)

onde 1€K e (a,,...,a,)€ K"
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Segue imediatamente (verifique) que K" com as operac¢des definidas
acima € um espago vetorial sobre o corpo K. Em particular R” ¢ um
espago vetorial sobre R.

EXEMPLO 2. Sejam S um conjunto ndo vazio ¢ K um corpo qual-

. %wr. Consideremos o conjunto # (S, K) de todas
fungdes f: S — K.

Sejam f,ge # (S, K) e A€ K. Definindo:

(f + 9)Xs) = f(s) + g(s) VseS
(HXs) =A-f(s)  VseS
também temos que % (S, K) € um espago vetorial sobre o corpo K.
Em particular # ([0, 1], R) ¢ um espago vetorial sobre R.

EXEMPLO 3. Sejam K um corpo qualquer, L > K uma extensdo

e a € L. Verifique que pode se definir operagdes sobre
K[x] (respectivamente K[a]) de modo que K[x] (respectivamente
K[o«] torna-se um espaco vetorial sobre K.

EXEMPLO 4. Finalmente L > K ¢ uma extensdo de corpos L pode
ser visto como espago vetorial sobre o corpo K. De
fato, as operagdes

L =R e Kx L—L
(, v) ™ u + v) (A, u) > Au

ja existem de modo natural no corpo L. A verificagdo das proprieda-
des que definem espaco vetorial deixamos como exercicio.

Até o fim desse paragrafo K representa um corpo € V um espa-
go vetorial sobre K.

Um subconjunto ndo vazio W de V diz-se um subespaco vetorial
de V se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

SE,) wi,w,eW=>w, + w,e W
SE,) ieK,we W= Awe W.

Observe que pelas condi¢des acima as operagdes do espaco ve-
torial ¥V induzem operagdes em We W ¢ ele proprio um espago veto-
rial com as operagdes induzidas.

Se v,,...,v,€ Vdizemos que v,, ..., v, sdo linearmente independen-

n
tes se a equagdo vetorial ) aw; = 0,a,€ K é satisfeita apenas para
i—1

os escalares o, =a, = ... =, =0. Caso contrario dizemos que
Uy, ..., U, SA0 linearmente dependentes.
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Usaremos simbolicamente L.I. para linearmente independentes
e L. D. para linearmente dependentes. Por exemplo, e, = (1,0,...,0),
e; =(0,1,0,...,0),..., ¢,=(0,0,...,0,1) sio L.I. em K"

Se u,,u,,...,u,€ Ventdo ¢ facil verificar que

W={Z aiui:aiEK,i e 1,...,r}
i=1

¢ um subespacgo vetorial de V, o qual chamaremos de subespago ge-
rado por u,,...,u,. Denotaremos esse €spago por,

W= <ul, e U0,

Se um conjunto (ordenado) v,,...,v,€ V for L. 1. e tal que
(vy,...,0,y = V dizemos que v,,...,0, ¢ uma base de V.
Por exemplo, e,,...,e, ¢ uma base de K"

Agora vamos enunciar (sem demonstracdo) o seguinte teorema.

TEOREMA 2. (a) Todo espago vetorial V sobre um corpo K possui
uma base.
(b) se um espago vetorial V sobre um corpo K possui uma base
com n elementos entdo toda base de V possui n elementos. B

Se um espago vetorial V sobre um corpo K possui uma base com
n elementos, chamamos ao numero n de dimensdo de V sobre K ¢ de-
notamos [V :K] = n.

Observe que C ¢ um espago vetorial sobre R de dimensdo 2 pois
1,ieC é uma base desse espago. Assim [C:R] = 2.

Agora vamos mostrar algumas proposi¢des importantes no de-
senvolvimento da nossa teoria. Antes vamos dar a seguinte defini¢ao:

Seja K um corpo qualquer. Uma extensdo L o K diz-se finita se
[L:K]=n < . Caso contrario L > K diz-se uma extensdo infinita.

PROPOSICAO 3. Seja K um corpo e L > K uma extensdo de K.
Entdo,

(a) se L o K ¢ finita entdo L > K é algébrica.

(b) seae L o K é um elemento algébrico sobre K e grau de irr(«, K)
é igual a n entdo 1,4, ...,4" "' é uma base do espago vetorial K[o] so-
bre K e [K[a]:K] =n < 0.

(c) se «e L > K é um elemento transcendente sobre K entdo
K[a] > K é uma extensdo infinita.
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Demonstragao. (a) seja [L: K] =m < o e o€ L > K sendo K[a] um

subespago de L segue imediatamente que [K[a] : K] <
<m< . Se [K[¢]:K] =n entdo 1,a,...,a" sdo L. D., pois n é
o numero maximo de elementos L. I, e portanto existem escalares
ay,ay,...,a, ndo todos nulos tais que

ap+aa+ ... + a,a" =0

e isso nos diz que a ¢ algébrico sobre K.

(b) seja 2 € L © K um elemento algébrico sobre K tal que grau de
irr((o, K) = n.

Vimos pela Proposicdo 1 deste capitulo que todo elemento de
K[«] pode ser escrito de modo Unico como combinacéo linear sobre
K de 1,a,...,a""'. Assim l,a,...,¢" ! é uma base de K[a] sobre K
¢ isto nos diz que [K[a]:K] =n.

(c) Decorre imediatamente do item (a). B

O seguinte corolario decorre imediatamente da Proposicdo 3.

COROLARIO 1. Seja o€ L > K. Entdo as sequintes afirmagdes sdo
equivalentes:
(i) o é algébrico sobre K
(i) [K[e]: K] < o©
(i) K[a] é uma extensdo algébrica de K.

PROPOSICAO 4. Sejam M > L > K corpos tais que [M:L] e
[L: K] sdo finitos entdo [M : K] é finito e

[M:K]=[M:L]-[L:K]

Demonstragdo. Seja vy, ...,v, uma base de M sobre L € seja u, ..., u
uma base de L sobre K. Vamos provar que:

L=
ﬂ = {bi-uj.j B l,...,S}

¢ uma base de M sobre K e isto demonstra a proposi¢ao.
De fato, primeiramente vamos provar que f € um conjunto L.I.
em M sobre K.
Se o;€K,1<i<rl<j<s e ) ayvu;=0.
LJ
Podemos reescrever essa equacdo do seguinte modo:

(o0g iy +ogouy + oo F oy vy + .o+ (o 4y + 00Uy + oo +arudo, = 0.
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Ora como os us estio em L segue, pela independéncia linear
dos vis em M sobre L, que:

Oygly + 0oty + oo + oy u, =0
Oty + Apptiy + .o + o, u;, =0
Agora como os «;;'s estdo em K segue pela independéncia linear
dos u)s em L sobre K que cada o;; =0,1 <i<r1<j<s As-
sim f € um conjunto L. I. de M sobre K.
Agora vamos provar que f ¢ um conjunto gerador de M sobre K.
De fato, sejalye M.

Sendo v,,...,v, uma base de M sobre L existem A,,...,A,€L
tais que,

!

y=Av; + ... £ 40,

Sendo cada 4;€ Leu,,u,,...,u, uma base de L sobre K existem
a;€K,1<i<r1<j<s tais que,

Ay =gy + 0gaUy + oo+ 0.
Dai segue imediatamente que,
Yy =Zaijviuj’ aijeKa 1 Sh e L 1 SJS S;
i S

como queriamos demonstrar. ®

COROLARIO 1. (a) Q¢ = {0 e C : a algébrico sobre Q} é um subcor-
po de C, que é uma extensdo algébrica infinita de Q.
(b) Qg = {xeR:a algébrico sobre Q) ¢é um subcorpo de R, que

é uma extensdo algébrica infinita de Q.

Demonstracdo. (a) Claramente o subconjunto Q. de C contém Q.
Para provarmos que Q¢ ¢ um subcorpo de C é sufi-

ciente provarmos as seguintes trés propriedades:

1) 0,feQc=0a — feQ¢

2) a,feQc=a-BeQ

b I s
3)0# aeQe=>a™? =;EQC.
Vamos demonstrar simultaneamente 1), 2) e 3). De fato,
Seja K = Q[a] e L = K[B]. Como a € algébrico sobre Q se-

gue que [K : Q] < 0. Agora claramente sendo f algébrico sobre Q,
p também ¢ algébrico sobre K e dai segue que [L:K] < co.
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Pela proposi¢do anterior temos que,
[L:Q] =[L:K]-[K:Q] < o
e pela Proposi¢do 3 temos L > Q ¢ uma extensdo algébrica. Agora
o resultado sai imediatamente pois « + feL,a-feL e aieLse a#0.

Imediatamente segue que Q¢ é uma extensdo algébrica sobre Q. Agora
se ; =22 ¢ Ko =Q, K, =Q[],....K; = K;_[«;] temos que

LY — —
M = (J K; ¢ uma extensdo algébrica infinita de Q e M < Qg = Q.
i=0
(b) Basta observar que Qi = QcN R e também

M=iD0K,-<:OR.I

COROLARIO 2. Seja K > Q tal que [K : Q] = m e seja p(x) e Q[x]
um polinémio irredutivel sobre Q de grau n.

Se M.D.C. {m,n} = 1 entdo p(x) é um polinémio irredutivel sobre K.

Demonstragdo. Seja « € C uma raiz de p(x). Considere agora os cor-
pos Q[«] = K[«] e suponhamos que [K[x]:K] =~
e [K[a]: Q[«]] = s.
Claramente temos [@Q[«] : Q] = ne [K[2] : K] = r = n. De fato,
pela Proposicdo 6 (veja figura abaixo) segue que

Kla]

Qla]

n+s=m+r ¢ como M.D.C.{n,m} =1 vem n\r. Mas r < n nos diz
que n =r e assim p(x) ¢ também irredutivel sobre K. m

COROLARIO 3. Seja L = Gal(x” — 2,Q). Entdo [L : Q] = p.(p — 1).
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Demonstragio. De fato, sabemos que L = Gal(x? — 2, Q) = Q[a, u]

2n 2n .
onde o = ﬁeR e u= <cos—— + isen—)eC €
14 14
uma raiz p-ésima da unidade tal que 1,u, u?, ...,u?" ! nos ddo todas

as distintas raizes p-ésimas da unidade em C (por isso u diz-se ser
uma raiz primitiva da unidade).

Agora pela Proposicao 6,
[L:Q] =[L:Q[«]]-[Q[«]: Q]

Pelo critério de Eisenstein temos [Q[a] : Q] = p. Agora se K = Q[«]
temos L = K[u] > K > Q. Ainda por Eisenstein temos que u ¢ raiz
de X! ' + x*"24+ ...+ x + 1 que é polindmio irredutivel de grau
p— 1 sobre Q. Como [K:Q]=p e MD.C. {p,p— 1} =1 temos
pelo corolario anterior que x*~! + x?~2 + ... + x + 1 ¢ ainda irre-
dutivel sobre K tendo u como raiz. Portanto [K[u]:K]=p—1e
isto demonstra o nosso corolario pois

L=K[ule K=0Q[o] =

TEOREMA 3. Seja L> K o Q tal que [L:K] < . Entdo, 3uelL
tal que L = K[u].

COROLARIO 1. Seja L > K > Q tal que [L:K] < co. Entdo,
[L:K] = | Autg L| (onde | Auty L| denota o nimero
de elementos do conjunto Auty L = {f€ Aut L:f(1) = AV ieK}).

Demonstragdo do Coroldrio. Como [L : K] < oo existe ue L tal que
L =K}l

Agora se o € Autg L e p(x) = irr(u, K) segue por um exercicio anterior
que v = o(u) ¢ também raiz de p(x), W € L. Ora K[u] = L ¢
[K[«]:K] =[L:K] = dp(x) nos diz que L = K[u] = K[u']. Como
d(a) = aV ae K o fica completamente determinado pelo valor u' = o(u).
Assim o nimero | Autg L| ¢ no maximo igual ao nimero de raizes
u' de p(x) que pertencem a L. Certamente esse nimero ¢ no maximo
o grau do polinémio p(x) = irr(u, K) = [L : K] € isto demonstra nosso
corolario. m ’

Demonstragido do Teorema 3. A demonstragao sera por inducdo sobre-
o grau [L:K] < oo.
Se [L:K] =1 segue que L = K ¢ o teorema ¢ valido trivialmente.
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Suponhamos [L:K] > 1. Assim 3, €L, o, ¢ K.

Seja K; = K[a,]. Se K, = L o teorema esta demonstrado. As-
sim, 3a,e L tal que a,¢ K.

Seja K, = K [a,] = K[o;;,]. Como [L : K] < oo conseguimos
063 5 O’y om0, P22, -elementos: de L. tais que, iLi=:Kfo, ;005, i500]€
o ¢k gl cro 1S Koy  Kp=EoK, of =
=il s 0 A Dsnd @ K= Klog = Kp=s K.

Como [K,_, : K] < o temos pela hipotese de indugdo que Iae K, _,
tal que K, _, = K[«] e dai segue imediatamente que L = K, = K[o, o, ].
Chamando a, = fe L temos L = K[a, f].

Agora vamos provar que existe u€ L tal que L = K[u].

Sejam p(x) = irr(a, K) e g(x) = irr(B, K) tais que Jp(x) =m e
dg(x) = n. Pela proposi¢do 2, item b deste capitulo segue que todas
as raizes de p(x) (respectivamente de g(x)) sio distintas em C.
Sejam o, =a,a,,...,a,, as raizes de p(x) em C e sejam f; =f,5,,...,B,
as raizes de g(x) em C. Vamos definir para j # 1 os seguintes nume-
ros complexos,

A — o

C.
B

j# 1, j'ij =
: . ; i . [<i<m
Como K € um corpo infinito entdo3 A€ K tal que /.¢{/1,.j :2 i o }
<j<n
Agorasejau = a + Afe Leassim K[u] = L, vamos provar que de fato
L = K[u]. Para isso vamos provar que o, i € K[u].

Seja F = K[u] e seja h(x) = p(u — Ax) € F[x], observe que h(B) =
= plu — AB) = p(a) = 0. Mas B também ¢ raiz de q(x)€ K[x] < F[x].
Portanto (x — f) € um divisor de d(x) = M.D.C. ¢, {g(x), h(x)}. Vamos
de fato provar que d(x) = x — f8, e para isso ¢ suficiente provarmos
que se d(f;) =0 entdo j =1 ja que d(x)\g(x), e g(x) sO possui raizes
simples.

Se d(B;) =0 e j# 1 teremos h(f;) =0 ou seja pu — AB;) =0 o
que nos diz que 3i, 1 <i<m tal que o; =u — Af; = o + Af — AP,
e dai segue que 4 = /;; contradizendo a nossa escolha de . Portanto
x — B = dx).

Agora se d(x) = M.D.C.p; {g(x), h(x)} temos por F c C que
grau d,(x) < grau d(x). Portanto se d,(x) # d(x) terlamos que 1 =
= M.D.C ., 19(x), h(x)} mas entdo seguiria (prove isto) que d(x) = 1 o
que € absurdo. Logo d(x) = x — f = M.D.C.j,, {g(x), h(x)} e isto nos
diz que feF. Agora, o =u — ABeF pois ue F = K[u],feF,AieK c F
¢ isto demonstra o Teorema 4. m
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Terminaremos esse paragrafo fazendo algumas observagdes.

Uma extensdo L > K diz-se simples se 3ue L tal que L = K[u].
O Teorema 3 que acabamos de demonstrar nos diz que “toda extensdo
finita L > K de caracteristica zero ¢ simples”. Esse teorema nos sera
bastante util no Capitulo 7 quando desenvolveremos a Teoria de
Galois sobre um corpo de caracteristica zero. Por exemplo, com a
ajuda do Teorema 3 provaremos que se L = Gal (f, K) onde K é um
corpo de caracteristica zero entdo [L:K] = |Auty L| (observe que
no Corolario 1 do Teorema 3 nds provamos que em geral,se L > K > Q
vale a desigualdade

[L:K] > |AutgL|).

No proximo capitulo provaremos que Auty L é mais que um
conjunto, ele possui a estrutura de um grupo com a operagio compo-
sicdo de funcoes.

EXERCICIOS

1. Complete todas as afirmagdes deixadas sem demonstragdo, inclu-
sive a demonstra¢do do Teorema 3.

2. Seja K um corpo e Vum espaco vetorial sobre K. Se v,, ...,v,€ V,

prove que:
vy, ..., U, € uma base de V<> Todo elemento de V pode ser escrito
de modo Unico como combinagdo linear sobre K de v, ..., 1,

n
[ Y ap; diz-se uma combinagio linear sobre K se a,eK,i=1,...,n
i=1
3. Seja K um corpo € V um espago vetorial sobre K. Um subcon-
junto infinito # de V diz-se L. 1. se toda parte finita de f € L. L
Prove que:
{I,x,x% ...,x",...} ¢ um conjunto L.I. no espago vetorial K[x]
sobre K.

4. Seja K um corpo e Vum espago vetorial sobre K. Se # ¢ um con-
junto infinito definimos

(By = {Z o0; :a;il(l,vieﬁ, ne N}, isto ¢é,
i=1 =kyTeedy

(B) € o conjunto de todas as combinagdes lineares finitas sobre
K de elementos de p.
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Prove que:
(@) (B> € um subespago vetorial de V
(b) se B ={1,x,x*...,x" ...} entdo {B) = K[x].

- Seja K um corpo € V um espago vetorial sobre K. Um conjunto

(ndo necessariamente finito) f < V diz-se uma. base de Vse B é
LLe(g)=V.
Prove que:
@ B={l,x,...,x"...} ¢ uma base de K[x]
(Nesse caso dizemos que [K[x]:K] = )
(b) Seae L > K ¢ transcendente sobre K entdo {1,a,a?, ...,a" ...}
¢ uma base de K[oa] sobre K.

- Seja K um corpo € V um espago vetorial sobre K. Um conjun-

to B = Vdiz-se maximal'L.1.em Vse BéL.1. e se ve V,v ¢ B entdo
Bu {v} ¢ L.D. em V. Um conjunto B < V diz-se maximal gera-
dor em V se () =V e YueB{B— {u}) #V.

Prove que se # € um subconjunto de V entdo as seguintes condi-
¢Oes sdo equivalentes:

(@) B € uma base de V

(b) B € um conjunto maximal L.

(c) B € um conjunto maximal gerador.

. Seja K um corpo e V um espaco vetorial de dimensdo [V :K]

finita. Prove que:

(a) Todo subconjunto L.I. de V pode ser extendido para uma
base de V.

(b) De todo subconjunto finito gerador de ¥ podemos extrair uma
base de V.

(c) Se W ¢ um subespago de Ve W3 Ventdo [W: K] < [V:K].

(a) Defina homorfismos e isomorfismos de espagos vetoriais sobre
um mesmo corpo K.
(b) Prove que: se K" ¢ isomorfo a K™ entdo m = n.

. Seja K um corpo € Ve V' espagos vetoriais sobre K. Prove que:

s€ vy, ..., 0, € uma base de Ve u}, ..., u, s3o elementos quaisquer
de V' entdo existe um unico homomorfismo T:V — V' tal que
Tw) =u;, i=1,...,n

Seja K um corpo € ¥ um espaco vetorial sobre o corpo K. Se W
¢ um subespago vetorial de V defina o espaco vetorial quociente
V/W. Prove que:

se [V:K] finita entdo [V/W:K] = [V:K] — [W:K].
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Seja K um corpo e Ve V'’ espacos vetoriais sobre K. Se T: V — V'

¢ um homomorfismo entdo

(@ Im T = {T(v):veV} & um subespaco vetorial de V', e mais
T ¢ sobrejetiva <> Im(T) = V'

(b) N(T) = {veV:T(v) =0 = elemento neutro de ¥’} ¢ um
subespago vetorial de V, e mais T ¢ injetiva <> N(T) = {0}.

(¢) V/N(T) é isomorfo a Im(T) [e dai segue como corolario que

[V:K] =[Im(T): K] + [N(T) :K].
Sejam K ¢ L corpos € seja 0 # e L o K. Se f(x)e K[x] ¢ tal

|
que f(x) =0, calcule um polindmio g(x) e K[x] tal que g(Y =0.

Seja K um corpo € L o K uma extensdo de K. Se o€ L. Prove
que:

(a) o € algébrico sobre K <>[K[o]:K] < o

(b) o é transcendente sobre K <> [K[a]:K] = .

Calcule [L : Q] para as seguintes extensdes L o> Q.
(@) L = Gal(x* — 2, @); (b) L = Gal(x® — 3,Q);

(¢ L =Gal(x® — 2, Q); (d) L =Gallx’ —2,Q);

() L = Gal(x® — 2, Q).

Achar u€ Q[a, f] = L de modo que Q[a, ] = Q[u]:
(@ a=1/2B=1i (b) @ =/2, B =32
©a=5B=v—-2; d)a=8 5=3+./5;
(€) « = /2, B ¢ tal que B* + 6 + 2 =0.

Em cada item do exercicio anterior, calcular
[Qo, £]:Q]?
Seja L = K[a,,...,,] onde cada «;€ C € algébrico sobre K;_; =

= K[oy,...,2;_;] entdo L ¢ um corpo ¢ L > K ¢ uma extensdo
finita.

Seja p(x) um polindmio de grau impar irredutivel sobre o corpo
K o Q e se L o K ¢ uma extensdo finita de grau poténcia de 2,
entdo p(x) ¢ ainda irredutivel sobre L.

Responda se os seguintes polindmios f(x)€ K[x] sdo irredutiveis
sobre K:

@) f(x) = x* + 3; K = Q[,/5]

() f(x) = x> + 8x — 2; K = Q[/2]
©fx)=x*+3x>—-9x—6; K = @[\/:l_,\/g,i]



20.

25
22.

28:
24.

25:

26.

2.1

28.

54

Extensdes algébricas dos racionais 107

Se a = n® + 57° — 1 responda se a € algébrico ou transcendente
(sobre Q).

Calcular cos 30 em fun¢do de cos 6.

Seja K um corpo qualquer e L o K tal que [L:K] =p € um
numero primo.
Prove que:

L=K[u]l]VueL,u¢K.

Prove que ndo existe elemento ue Q(x) tal que u? = x.

Seja K um corpo ¢ L > K uma extensdo. Um elemento a € L al-
gébrico sobre K diz-se separdvel sobre K se 3 f(x) € K[x] tal que

f(@) =0 e f(x) ndo possui raizes multiplas em nenhuma extensio

de K.

L o K diz-se separdvel sobre K se todos os elementos de L
sdo separaveis sobre K.

Um corpo K diz-se perfeito se todas as extensdes finitas de
K sdo separaveis.
Prove que:
Todo corpo de caracteristica zero € perfeito.

Seja L o K uma extensdo finita.

Prove que:

Se L o K ¢ separavel entdo L = K[u] ¢ uma extensdo simples
(Sugestdo: veja a demonstragdo do Teorema 4).

Se L > K ¢ uma extensdo e o, f € L sdo tais que, a ou f € sepa-
ravel sobre K entdo K[a, f] = K[u] é uma extensdo simples.

SeK =K,c K, c...c K, =Lsiocorpose[L : K] < oo temos,
[L:K]=[K,:K,_{]...[K;:K;]*[K, :K,]
Seja K um corpo qualquer ¢ L o K uma extensdo de K. Se f(x),
g(x)e K[x] entdo, prove que,
(@) MD.C; {f(x), g(x)} =1<3Ja(x), b(x)eL[x] tais que
a(x)+ f(x) + b(x)- g(x) = 1.

() MD.Cogpy {f(x), g(x)} = 1= M.DCoppy {f(x), g(x)} = 1.

Construcdo por meio de régua e compasso

Neste paragrafo mostraremos a impossibilidade de construgdes

com 0 uso apenas dos instrumentos régua e compasso. Aqui, a régua
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considerada ndo possui qualquer marca, € apenas um instrumento
que nos permite ligar dos pontos do plano RZ

Veremos os problemas classicos da duplicagdo do cubo e da tris-
sec¢do do angulo. Convém observar que se admitirmos uma régua
com marcas indicando segmentos de um certo comprimento, entdo
¢ possivel trissectar um angulo [veja a construgdo feita no Exemplo 1].

Seja # um subconjunto do R? contendo pelo menos dois pon-
tos distintos. Dizemos que uma reta r de R? é uma reta em 2 se r con-
tém dois distintos pontos de 2, e dizemos que uma circunferéncia
c em R? € uma circunferéncia em 2 se o centro de ¢ pertence a 2 ¢ um
ponto de £ pertence a c.

Chamaremos (I), (I), (ITIT) abaixo, de operagdes elementares em 2:

(I) Interse¢do de duas retas em 2.

(IT) Interse¢do de uma reta em 2 e uma circunferéncia em 2.
(III) Interse¢do de duas circunferéncias em 2.

Um ponto A€ R? diz-se construtivel a partir de 2 se podemos
determinar A através de uma dessas operagdes elementares em 2.
Denotaremos por () o subconjunto dos pontos de R? que sdo cons-
trutiveis a partir de 2.

Por exemplo,

Se #,=1{0,U} onde 0 =(0,0) e U =(1,0) entdo, (2,) =
={0,U,A,,A,,A;, A,}, como na figura abaixo, onde 4, = (— 1,0),

i K R
=(2,0), 4, = (7, 7) A, = (~2—, — T)

A3

Ay 0

Ag

Nesse parégrafo consideraremos sempre 0 = (0, 0) e U=(1,0).
Agora, seja 2, =10, U}, 2, =(Py) P, =P ),...; P, 1 ={P,),
VneN.



Extensdes algébricas dos racionais 109

Assim temos,

PPy P e P ER L E e B

@

Seja 2, = () 2,. Claramente temos que 2, € um conjunto in-

n=0
finito embora cada 2, seja um subconjunto finito do R2. E imediato
também que (#,) =2, e (m,v)e 2, VmeZ Yvel.

Os pontos do plano que pertencem a #_ sdo chamados de pon-
tos construtiveis € as retas em 2 _, isto €, contendo dois distintos pon-
tos construtiveis, sdo chamadas de retas construtiveis. Um nimero
real a diz-se construtivel se (a,0)e 2.

PROPOSICAO 5. (a) Se A e B sao distintos pontos construtiveis entéo
o ponto médio M do segmento AB é construtivel e

as retas perpendiculares a AB passando pelos pontos A, B e M também
sdo construtiveis.

(b) Sejam A e r, respectivamente, um ponto construtivel e uma reta
construtivel tais que A € r.

Se B e C sdo pontos construtiveis entdo existe um ponto constru-
tivel X tal que X € r e os segmentos AX e BC possuem o mesmo com-
primento.

Demonstragao. (a) Usando duas circunferéncias centradas em cada um

dos pontos e passando pelo outro, como na figura
abaixo, fica provado o item (a) pois os pontos C, D, E, F sdo cons-
trutiveis e mais ainda 4 ¢ o ponto médio de EB e B ¢ o ponto médio
de AF.

ﬁc
D
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(b) Usando circunferéncias centradas em B e centradas em A
podemos assumir que A4, B e C pertencem a reta r.

Agora, seja M o ponto medio de BC ¢ N €r um ponto constru-
tivel tal que |AB| =|BN| (isto & os segmentos AB e BN possuem
o mesmo comprimento).

Assim, A, B,C, M, N er sdo pontos construtiveis.

Seja X €r o ponto construtivel, como na figura abaixo, tal que
|NM| =|MX |.

e
Segue imediatamente da nossa construgdo que | AB| = |BN | =|XC|
e portanto | AX | =|BC|, como queriamos demonstrar. ®

PROPOSICAO 6. (a) Sejam A, B e C 3 pontos construtiveis ndo ali-
nhados. Entdo existe um ponto construtivel D tal
que A, B, C e D formam um paralelogramo. Em particular a reta pas-
sando por C e paralela ao segmento AB é construnvel
(b) Um ponto A = (a,b)e R* é construtivel se e somente se as
suas coordenadas a,be R sdo niumeros construtiveis.

Demonstra¢do. (a) Sejam r e s as retas suportes, respectivamente, dos
segmentos AB ¢ CA. Aplicando o item (b) da propo-
si¢do anterior para Ber encontramos um ponto construtivel X er
tal que | BX| = | AC| e aplicando o mesmo resultado para C€s en-
contramos um ponto construtivel Yes tal que | CY| = | AB|. Agora
o ponto D é encontrado, como na figura seguinte, interceptando as
circunferéncias C, de centro em B e passando por X e C, de centro
C e passando por Y.
(b) t=9: Seja A = (a,b) um ponto construtivel e seja M o ponto
médio do segmento OA.
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Segue imediatamente da geometria elementar que o ponto 4, = (a,0)
¢ a intersegdo a reta OU e da circunferéncia C de centro M passando
por A como na figura abaixo.

Achado o ponto A, = (a,0) pertencente a reta OU podemos pelo
item (b) da proposi¢do anterior encontrar o ponto B, = (b,0) tra-
cando a partir de 0 uma circunferéncia de raio | A4 |.

Ala, b)

0 U Agla, 0)

By(b, 0)

(+<): Reciprocamente suponhamos a e b construtiveis, isto &
(a,0) e (b,0)e 2. E facil ver que a reta determinada por O e por (0, 1)
€ construtivel. Assim sabemos construir (0, b) a partir de (b, 0). Como
sabemos tragar paralelas (ou perpendiculares) segue imediatamente a
constru¢do de (a, b) a partir de (a,0) e (0, b), e isto prova a Proposi-
¢ao 6. m

Observe que pela Proposi¢do 6 os numeros construtiveis sdo exa-
tamente as coordenadas dos pontos construtiveis..
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TEOREMA 3. ¢ = {a€ R :a construtivel} é um subcorpo de R con-
tendo Q.

Demonstragdo. Sabemos que Z — . Temos que provar,

(1) o, fECR=P —AEGR
afeEbr=a-PECR

(3).0-%# ae‘émzie%ﬁ.

Vamos assumir, sem perda de generalidade, > o > 0. Seja
A =(2,0) ¢ B=(f,0). Pelo item (b) da Proposi¢do 5 segue imedia-
tamente que podemos construir X a direita de 0 sobre a reta OU tal
que |OX | = | AB| e isto nos diz que X = (B — a,0) e isto demons-
tra (1).

Antes de demonstrar a validade de (2) ¢ (3) observe que existem
retas construtivas contendo 0 além das retas OU € OT onde T = (0, 1).

Seja r uma reta construtivel como na figura abaixo e sejam 4,,
B, er construidos de modo que |04, | =|04| = o, e reta BB, seja

o
paralela a reta UA,. Por semelhanca de triangulos temos que ik

OB, ; s 5 Dt o L
= % e isto nos diz que | OB, | = a- § e dai segue imediatamente
que o-f & construtivel.
Bi
1
— @\?
Ay
— U;
ox v |B )

Na figura acima seja U, er tal que |OU, | = 1 ¢ X€OU tal que
XU, seja paralela a UA,. Segue imediatamente da semelhanga de

o 1 1
tridngulos que |0X | = P e portanto % ¢ construtivel. E isto de-

monstra o Teorema 5. @
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Antes de demonstrar o proximo teorema vamos dar algumas
definigoes.

Se A = (u,v)e 2, dizemos que u e v sdo coordenadas de 2,, e
denotaremos por &, o conjunto de todas as coordenadas de 2,.
Sabemos pela Proposi¢do 8 que &/, = ¥V neN.

Seja Ko =Q,K, =Q[«,],....K, =Q[«,], ...

Como HycHyc...cHd,c...cb ¢ Qc ¥, temos:

Q=KOCKICKZC...CK"CK"+1C...C(€R.

Observe também que se €%y entdo (x,0)e 2, para algum n, isto
€, a€.9/, para algum n, e portanto a€ K,. Dai segue imediatamen-
te que:

Kco — "C)O K" = (gﬂ'

Nos vamos usar essa interpretagdo de %y para provarmos o teorema
crucial desse paragrafo.

TEOREMA 4. €y é uma extensdo algébrica dos racionais tal que
Voae¥bg temos que o grau [Q[a]:Q] é uma potén-
cia de 2.

Demonstragdo. E bastante provarmos que V a € ¥y tem-se que
[Q[o] : Q] =27 para algum reN.

De fato, seja e €x = ) K,. AssimIne N tal que ae K, = Q[ o,].
n=0

Como [Q[«] : @] divide [K, : @] (pela Proposi¢do 4) & suficiente pro-
varmos que [K,: Q] = 2° para algum se N.

Vamos provar que [K, : Q] ¢ poténcia de 2 por indugdo sobre n.
Se n =0 temos K, = Q e o teorema ¢ valido. [se n = 1 temos que
K, = Q[/3] e o teorema também é valido].

Vamos supor por inducdo que [K; : Q] € poténciade 2V0< i < n,
e vamos provar que [K, :Q] ¢ poténcia de 2.

Como K, , =K, e [K,:Q] =[K,:K,_,]-[K,_, : Q] temos
que ¢ suficiente provarmos que [K,:K,_,] ¢ poténcia de 2.

Seja L =K, € L, =K,_,. Sabemos que L = L,[</,]. Se
o, ={ay,...,o} temos entdo que L = Ly[ay, 0, ..., %]

Se denotarmos, Ly = L, = Ly[a;] © L, = L, [05] €14 cily=
= L;_[o;] = ... = L, = Lentdo é suficiente provarmos que [L;:L;_,]
¢ poténcia de 2.
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De fato, vamos provar que [L;:L;-;]=1ou2, I <i<kL;=
=L,_,[o] e w;eo,. Assim 3 B;e o/, tal que 4; = (o;, ;) ou B; =
= (B;,,a)e?P,. Sem perda de generalidade vamos supor que A; =
= (o, B € Z,.

Como 2, =<{?,_,> temos que A; = («;, ;) ¢ obtido por uma
das 3 operagdes elementares em #,_,. Pode-se provar sem grandes
dificuldades que «; tera que satisfazer uma equacdo de grau menor
ou igual a 2 (sera grau 1 na operacdo elementar I) com coeficientes
sobre o corpo K,_; = Q[.«,_].

Ora) somo K, 5 =Lyc L;_; ~1'<i <k 'segue que «; ¢ raiz
de um polinémio de grau 1 ou 2 sobre o corpo L;_, € isto nos diz que
[L;:L;_;] =1 ou 2 como queriamos demonstrar. @

PROPOSICAO 7. (a) Se n ¢ um nimero impar > 3 e p um nimero
» primo > 2 entdo \”/ p ndo ¢ construtivel. Em par-
ticular 3/ 2 ndo ¢ construtivel.

2n , :
(b) u = cos -l—g—néo é construtivel.

(c) Se r =2 0 € um numero construtivel entdo \/ r também € cons-
trutivel. Em particular W ¢ construtivel Vi,meN.

Demonstragdo. (a) Se o = \"/; n impar > 3, p primo > 2, entdo
irr(e, @) = x" — p e portanto [Q[a] : Q] = n impar e
assim a ndo € construtivel.

2 2 1
(b) Se 0 = l—g entdo 30 = Tn Sabemos que, e cos 30 =4
c0530 — 3 cos 0 ¢ dai segue, 8 cos®0 — 6 cos 6 — 1 =0, isto €, u =
= cos1 ¢ raiz do polindmio p(x) = 8x* — 6x — 1. Como p(x) € ir-

18

redutivel sobre Q, temos [Q[u]:Q] = 3 e portanto u ndo € cons-
trutivel.

(c) Seja R = (r,0) e seja R; = (1 + r,0). Assim, como r € cons-
trutivel segue que R e R séo construtiveis. Seja s a reta (construti-
vel) perpendicular a OU passando por U e seja M o ponto médio do
segmento OR,.

Pela geometria elementar o ponto X € 2, como na figura se-
guinte, ¢ tal que |UX | = \/r.

Assim segue imediatamente pelo item (b) da Proposi¢do 8 que

r €& construtivel, como queriamos demonstrar.
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%
Ot M R Ry

Os problemas classicos da duplicagdo do cubo, da quadratura
do circulo e da trissec¢do do angulo, que por muito tempo foram
preocupagdes dos gregos serdo respondidos no seguinte teorema.

TEOREMA 5. (a) o€ €, tal que o volume do cubo de aresta o seja
o dobro do volume do cubo de aresta 1.
(b) e Cws tal que a drea do quadrado de lado o seja igual a drea
do circulo de raio 1.

(c) E impossivel, com o uso apenas de régua (sem marcas) e com-
passo, trissectar o dngulo de 60°.

Demonstragdo. (a) Claramente o =2, ou seja irr(a, Q) = x> — 2 ¢
[Q[«]:Q] =3 e pelo teorema anterior segue que
ndo ¢ construtivel.

(b) Como o? = e m é transcendente sobre Q, segue que m¢ by
€ portanto o ¢ 6.

2
(c) Se 0 = %6‘6@ podemos ver facilmente que u = cos 6 tam-

bém seria construtivel, mas isto contraria o item (b) da proposi¢ao
anterior. ®

EXEMPLO 1. Vamos ver agora, como exemplo, a constru¢do da
trisseccdo de um angulo 6 usando régua (com marcas,

indicando segmentos de comprimento igual a r) e compasso.

Na figura seguinte seja 0 o dngulo AOB e consideremos os pontos
X e Y como na figura seguinte onde |OX | =|0Y| =r.

Provaremos que ¢ possivel marcar pontos C e D como na figura
seguinte onde |[CD| =r.

De fato, mantendo uma extremidade da régua no ponto X temos
que a distancia entre pontos alinhados com X, um sobre a circun-
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B 0

feréncia e outro sobre a reta QY, varia de zero (quando ambas coin-
cidem com Y) até oo (no caso em que a régua passando por X estd
paralela a OY).

Assim, por continuidade 3 D, C como na figura tais que |CD| = r.

Seja o 0 angulo €DYda figura acima. Vamos provar que a = —z—
Basta observar na figura que, § =a + f§ e f = 2, ou seja, 6 = 3a
como queriamos demonstrar.

Para encerrar o capitulo falaremos brevemente sobre poligonos
regulares.

Um poligono diz-se construtivel se todos os seus vértices sdo
pontos construtiveis de R>.

Assim segue imediatamente que, um poligono regular de n lados

, , 2n 2N
¢ construtivel se ¢ somente se o ponto 4, = | cos —,sen— | € um
n n

ponto construtivel de RZ.

PROPOSICAO 8. (a) Todo poligono regular de n = 2" lados é cons-
trutivel.
(b) Se um poligono regular de n lados é construtivel entdo o poli-
gono regular de 2n lados também é construtivel.
(c) Se p é um numero primo > 3 e um poligono regular de p lados
é construtivel entdo 3s€ N tal que p = 2*° + 1. Em particular o heptd-
gono regular ndo é um poligono construtivel.

Demonstragdo. Os itens (a) e (b) seguem diretamente dos seguintes
fatos:

(i) o quadrado é um poligono construtivel.

(i) E possivel bissectar um angulo com régua e compasso.

Agora vamos provar o item (c).
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2n 2
Como (cos -p— sen 771) ¢ construtivel entdo segue pelo Teore-
2 2
ma 6 que [Q[a, f]:Q] =2™ onde « —cosTTr e f= sen~pE

Agora se i = \/— 1 temos que [Q[e,f, i]: Q] =2"*! onde
Qf,B,i] = C.

2n 2n
Agora C—cos—~+ tsen——oc+zﬁe@[a ,i] e dai segue
D

que Q[{] = Q[o, B z] e [Q[{]:Q] =2 para algum reN.

Ora sabemos que irr({,Q] = x*"' + x»"2 + ... + x + 1 ¢ por-
tanto segue que p— 1 =2", isto &, p = 2"+ 1.

Vamos provar que r = 2° para algum se N. De fato, se ¢t ¢ um
fator impar de r com ¢ >'1 temos r = 1-v.

Dai segue,

p=2"+1=(2%+1 onde t é impar > 1

e temos,

P= 4+ DE@Y - @Y+ @)~ 2 1)

contradizendo o fato de p ser primo, e isto demonstra a Proposi¢do 8. m
Enunciaremos agora sem demonstracio o seguinte teorema:

TEOREMA 6 (Gauss). Um poligono regular de n lados é construtivel
<n=2:p ...p, onde reN e py,...,py sao
distintos primos impares na forma p; =2*"'+ 1, 1 <i <k, s;€ N.

Os numeros F; = 2*" + 1 sdo chamados de niimeros de Fermat.
Em 1640 Fermat anunciou que Fo=3, F, =5, F, =17, F, =257
¢ F, = 65537 eram nimeros primos. Em 1732 Euler provou que Fj
¢ divisivel por 5-27 + 1. Os Gnicos nameros primos de Fermat co-
nhecidos sdo aqueles anunciados pelo proprio Pierre de Fermat.

EXERCICIOS
O e U serdo considerados sempre O = (0,0) e U = (1,0).
1. Prove que {2,) =2, e que (m,0)e?_VmeZ.
2. Seja o/, o conjunto de coordenadas de 2, e K, = Q[«,]. Prove
que K, = Q[,/3], ¢ mais K = U K, = $u:

3.°8¢"4] Be? _prove que 34, B,eg’ tais que: A,, B, estdo
sobre a reta OU ¢ | AB| = | A,B, |.
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Prove que um quadrilatero ABCD em R? que possui lados opos-
tos iguais € um paralelogramo.

. Seja (o, p)e P, =(2,_,> e K,_; =Q[«,_,] como no Exerci-

cio 2. Prove que [K,_,[«]:K,_,] =1 ou 2.

Prove que um poligono regular de n lados no plano € constru-
; 2n 2\, :
tivel <= 0 ponto (cos —,sen — |€ construtivel.

n n :

. Prove que os poligonos regulares de 3 e 5 lados (respectivamente,

o tridngulo e o pentagono) sdo construtiveis. Prove também que
se n =2"+3 ou 2"-5 entdo o poligono regular de n lados € cons-
trutivel.

Prove que um eneagono regular ndo € construtivel.

. Prove que um poligono regular de 15 lados ¢ construtivel. (suges-
2n adm G 2m

15 8
Mostre que a constru¢do abaixo ndo trissecta o angulo de 60°.
sejam AOB = 60°, | A4, | = | A;A,| = | A;4;| € seja BA; parale-
la a CA,. (Prove entdo que d = AOM # 20°).

tdo: use g e use o Exercicio 7).

11

12

Se um poligono regular de n lados € construtivel e m € um di-
visor de n, entdo podemos construir um poligono regular de m
lados.

(Sugestdo: escolha (entre os vértices do poligono de n lados) ade-
quadamente os vértices do poligono de m lados).

Prove que se um poligono regular de m lados e um poligono re-
gular de n lados sdo construtiveis ¢ M.D.C. {m,n} = 1 entdo um
poligono regular de m-n lados também € construtivel.

27 2n 27
(Sugestdo: escreva — =a- +b-

mn m n
2n

se cos —| .
mn

onde a,beZ e expres-



CAPITULO VI

GRUPOS

Neste capitulo temos como objetivo introduzir os aspectos ele-
mentares da teoria dos grupos que serdo usados no capitulo seguinte
onde demonstraremos o teorema fundamental da Teoria de Galois.

§1 Definicdo e exemplos

Seja G um conjunto ndo vazio onde estd definida uma operagdo
entre pares de G, denotada por,

*Gx G- G
(x, y) ™ xxy

Dizemos que o par G, * € um grupo se sdo validas as seguintes
propriedades:

G,) a*x(bxc)=(axb)xc Ya,b,c,eG
G,) deeG tal que axe =exa, YVaeG
G,) VaeG, 1beG tal que axb=b*a=ce.

A propriedade G,) € a associatividade da operagdo *, enquanto
que o elemento € em G,), pode-se provar facilmente que € Gnico, recebe
o nome de identidade de G, .

Agora se axb, =b xa=e, axb, =b,%xa =e segue que
by =exb, =(b,*xa)xb, = b, = b,x(axb,) = b,, e portanto em
G,) existe um unico elemento be G tal que a*xb = bxa = e. Tal
elemento b € denotado por a~! e recebe o nome de inverso de a em
relagdo a operagdo *.

Se em um grupo G, * verifica-se a propriedade:

G,) axb=bxa, YabeG

dizemos que o grupo G, * € um grupo abeliano (em honra ao matematico
Noruegués N.H. Abel — 1802-1829).

A fim de simplificar notagdes usaremos G em vez de G, *, para
denotar um grupo. Usaremos também ab, em vez de a * b, para repre-
sentar o resultado de a operado com b. A operagio de G serd sempre
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explicitada no contexto, e usaremos a notacdo aditiva a*b = a + b
apenas para grupos abelianos e nesse caso a identidade sera represen-
tada por O.

EXEMPLO 1. Z é um grupo aditivo infinito.

EXEMPLO 2. Se n > 1 € um numero inteiro entdo o conjunto Z,

dos inteiros modulo n, € um grupo aditivo contendo
exatamente n elementos.

EXEMPLO 3. Seja § um conjunto ndo vazio e seja
G = {f:S— S :f bijetiva}.

Se * ¢ a operagdo composigdo de fungdes, isto é, *: G x G —» G

(9,f) »gef
entdo G, x € claramente um grupo tendo Ig: S — S como identidade.
X M x
Esse grupo € chamado de grupo das Permutagdes do conjunto S. Se
= {1,2, ..., n} denotaremos esse grupo por S,, € temos que 0 nimero

de elementos de S, é exatamente n!.

Agora vamos mostrar que os grupos S,, n > 3, sdo exemplos dc
grupos ndo abelianos.

De fato, sejam f, g € S, definidas como segue:

Vel B el 0 W02 35t
JUL) = 2, f(2) 1z f(x)=x Vo, 3<x<n

g: {1,2,3, ..,n} > {1,2,3, ..., n}
g(1)=2, g2)=3, gB)=1lesen=4 gx)=x Vx, 4<x<n
Ora, como

(goN1)=g(f(1) =g =3.

(fog)1) =fg(1) =f2) = 1.
teremos que gof # gog.

Em particular S; ¢ um exemplo de um grupo ndo abeliano com
exatamente 6 elementos. No proximo paragrafo provaremos que:

“se um grupo G possui no maximo 5 elementos entdo G é um grupo
abeliano”.
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E usual denotar um elemento f do grupo S, por,

f=(1 2 ; . n)
A 0 S I 1

Assim o grupo S5 ¢ composto dos seguintes 6 elementos:

12 3\ __123)___1
e_<l 3 ’f“(z 5T
, 1
fz=(1 3) =f;1;f3=(§

. 1 3 -y il
/4:<2 1)=f5 ’fS—(3

EXEMPLO 4. Seja G o conjunto de retas no plano R* com coeficiente
angular ndo nulo, isto €,

G={f1Ro>R:f(x) =ax+b, 0%abeR}

W N W NN
—_ N NN —
: 24 Gl
\__/

Il

~

w |

b

Se f(x) =ax + b, a# 0 e g(x) =cx + d, ¢ # 0 entdo
(gof)(x) = g(f(x)) = acx + (bc + d), ac # 0

ou seja a composi¢do de fungdes o define uma operagdo em G que ¢
evidentemente associativa.
Agora, e = Ig: R » R ¢ um elemento de G e mais se f ~!(x) =
X M X
1

=—x—é, a # 0, temos:
a a

flof =fof ! =Ig onde f(x) =ax + b, a # 0.
Assim, G, o ¢ um grupo onde o ¢ a opera¢do composi¢do de fungdes.

Se f(x)=2x+ 4 e g(x) =3x + 2 temos,.
gof)(x) =g(f(x)) = g(2x + 4) = 6x + 14
(fog)(x) =f(Bx +2) =6x + 8

Portanto G, o ¢ um exemplo de um grupo ndo abeliano contendo um
nimero infinito de elementos.
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EXEMPLO 5. Vamos definir agora o seguinte subconjunto Qg do
anel dos Quatérnios visto no Capitulo 3.
Seja Qg = {1, —1, i, j, k, —i, —j, —k} = Quat
E facil de ver que Qg ¢ um grupo com a operagio de multiplicagio
de Quat pois,

Pep=k=<1 %1=1lx=%Y¥xeQ,

icj=k jok =i kei=j, jei=—k kej=—i,ick=—j

Além disso, j7! =3 = —j, k™! = —k, i™! = —i.
Assim Qg, + € um grupo ndo abeliano contendo exatamente 8
elementos.

EXEMPLO 6. Seja 4, +,-um anel e G = Aut 4 o conjunto de todos
os automorfismos do anel A.

Primeiramente observem que se g, f€ G e a, b € A, entdo (g o f)
(@+b) = g[fa+b)] = g[/@+/B)] = g[f@] + g[fB)] =
=(g°f)(a) + (gf) (D).

Analogamente (g o /) (a-b) = (g of) (a)+ (g o f) (b), ou seja, a com-
posicdo de fungdes define uma operagdo entre pares de elementos
de G = Aut A.

Observem também que e = I,: A > A ¢ um elemento de G.

X X
Como composigdo de fungdes ¢ uma operagio associativa para que G, o
seja um grupo ¢ suficiente mostrarmos que G ¢ fechado para o inverso
de cada elemento, isto ¢, se f € G entdo a funcdo g = £~ (existe pois f
¢ bijetiva) € também um automorfismo do anel A. De fato, seja f€ G
€ g: A— A definida por fog = gof = I,. Vamos provar que g € G.
Se x’, y€ A entdo temos que provar que:

) g(x" + y) = g(x) + g()
(i) g(x"+)) = g(x)- g(»).
Agora se x', y' € A e f bijetiva entdo I x, y € 4 tais que x' = f(x) e

Yy =f(») (e portanto x = g(x') e y = g())).
Assim,

D gx'+y)=g(f@+ ) =g(fx+y)=x+y=gK)+ g())

<

@) g(x'+y)=g(f(x) - f¥) =g(f(x-y) =x-y =g(x)-g())
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e isto prova que G = Aut 4, o ¢ um grupe onde o € a operagdo com-
posi¢do de. fungdes.

Observem que ja calculamos, no §4 do Capitulo 3, o grupo G =
= Aut A para alguns anéis. Por exemplo AutZ = {IZ} AutQ = {IQ}
Aut R = {Ig} ¢ Aut Z [\/p] = {I, o} onde p ¢ um niimero primo
ec(a+by/pp=a—-b./pVa belZ

EXEMPLO 7. Seja G um grupo e x € G. Se n € Z definimos x" como
segue:

e se n=0
x"=x"Tex  se n >0
XYt . se n<0

Se m, ne Z pode-se provar, usando indugdo, as seguintes pro-
priedades:

(i) xm'xn = xm+n
(i) ()" = x™

Se denotarmos <x> ={x":meZ} =« G entdo como x° =e,
(™71 =x"™ e x™.x" = x™*" segue imediatamente que (x) ¢ um
exemplo de grupo abeliano. O grupo {x) é chamado de Grupo ciclico
gerado pelo elemento x € G. Assim todo grupo ciclico ¢ abeliano.
Pode-se verificar facilmente que os grupos aditivos Z e Z,,, citados nos
exemplos 1 e 2, sdo ciclicos.

Vamos ver em seguida um exemplo de um grupo abeliano nido
ciclico.

EXEMPLO 8. Sejam G, o € H, A dois grupos cujas identidades re-
presentaremos respectivamente por e; € ey .
Seja G x H = {(g,h):g€ G e he H} o conjunto produto carte-
siano de G e H. Vamos definir uma operagdo  entre pares de elementos
de G x H através da regra,

(9, h) x(g',h) =(gog,hANW) Vg,g€G, Yh heH.

E facil verificar que e = (eg, ey) € tal que, (g, h) * e = e * (g, h) =
=@ Vg heGxHee=(@hnx*@ ' h")=@ ' h ") (g h
Yi(g, h)e G x H.

Assim, como a transitividade da operagido * decorre imediatamente
da transitividade das operagdes o ¢ A temos que G x H, * ¢ um grupo
com identidade e = (eg, ey)-
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Observem que se G, o e H, A sdo grupos abelianos entdo G x H, *
também ¢é um grupo abeliano.

Se G, o e H, A s3o grupos aditivos usaremos também a notagdo
aditiva para G x H, *.

Assim se G, + ¢ H, + sdo grupos, entdo G x H, + ¢ também um
grupo onde,

(9. h) + (g, W) =(g+g,h+H), Vg.9€G, VhheH.

Sabemos que Z,, + ¢ um exemplo de um grupo ciclico contendo
exatamente 4 elementos. Vamos agora dar um exemplo de um grupo
abeliano ndo ciclico contendo também 4 elementos.

Se G =27, x Z,, +. Assim os elementos de G sdo (0,0), (0, 1),
(1,0) e (1, 1). Observe que ¢ = (0,0) ¢ a identidade desse grupo G
e pode-se verificar facilmente que: V (a, b) € G tem-se:

(@,b)* = (a.b) + (a,b) = (0,0) = e.
Portanto G = Z, x Z,, + ¢ um grupo abeliano ndo ciclico.

Do mesmo modo que introduzimos o grupo G x H poderiamos
introduzir o grupo G, X G, X ... x G, que € chamado de produto
direto (externo) dos grupos G, ..., G,.

EXERCICIOS

1. Seja G um grupo ¢ x € G. Prove que
afiad® sl =™l WinneZ
bjE(x™) =" =Y, e Z

2. Seja G um grupo. G diz-se ciclico se 3x € G tal que G = (x), e 0
elemento x chama-se um gerador de G. :
Prove que:
a) Todo grupo ciclico € abeliano.
b) Z, + € um grupo ciclico tendo 1 e —1 como geradores.
¢) Z,={0,1,..,p—1}, + com p primo ¢ um grupo ciclico

tendo 1, 2,...,p—1 como geradores.
3. Seja G ¢ um grupo abeliano. Prove que: Se x, y € G e m € Z entdo
(xy)™ = x"-y™

4. Seja G um grupo tendo e como elemento identidade. Prove que:
Se x> = ¢ Yx€G entdo G ¢ um grupo abeliano.

5. Seja G um grupo. Prove a unicidade do elemento neutro de G.
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6. Determine f, g € S, tais que:
a) (feg) #f%0g°
b)(fog)2 ¢f2°g2
7. a) Determine todos os elementos f'€ S, tais que

e T &
b) Determine todos os elementos f € S, tais que
=g, N

8. Seja V = {e,f, g, h} o seguinte subconjunto do grupo S,:

SO Ay ) A
e inly e =N A
icflosZun B A, i g (1203 4
1= \3 4 1.2 % \a 32 1

a) Prove que V, o ¢ um grupo contendo 4 elementos onde o ¢é a
operagdo de S,.
b) Prove que V, o é um grupo abeliano ndo ciclico.
9. Seja G um grupo e x, y, ze G. Prove que:

Q) xy=xz=>y=

B3 (leis do cancelamento)
bjyx =2x = y=172

) (xy) ' =
el =

-1, -1

® = e
=

10. Seja G um grupo contendo exatamente 2n elementos, n > 1 inteiro.

Prove que, 3 x # e tal que x* = ¢ onde e representa a identidade
de G.

11. Seja G um conjunto ndo vazio finito e * uma operagio associativa
em G.

Prove que:
Se sdo validas em G, * as leis do cancelamento entdo G, * ¢ um grupo.

; €Z,MDC. {p*" m} = . .
12. Seja G, = {;"—a:,";eN DG ot ) 1} onde p € um numero

primo fixo. E G,, + um grupo? Se g € G, + calcule o grupo <%> ;
p :

Calcule também <L2> ; <~17> e <L"> onde ne N.
p 14 p
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13. Calcule Aut A para os seguintes anéis:
a) A =Z[i] onde i* = —1
b) 4 = Q[i]
c).A=Q[Y2] onde Y2 =aeR, o’ =2

14. Quais dos seguintes subconjuntos G de Z,, = {0, 1,2, ..., 12}
sdo grupos com a operacdo de multiplicagdao?
a) G=il, 375, WG AL} T
JG= 1.3 5.3,0)

15. Seja G, * um grupoea, b, c € G. Prove que aequagdo x xa*x x x b =
= X * ¢ possul uma unica solu¢do em G.

16. Prove que G = {zeC :|z| = 1} ¢ um grupo abeliano com a
operacdo de multiplicagio de numeros complexos.

§2  Subgrupos e classes laterais

Sejam G um grupo ¢ H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos
que H é um subgrupo de G se H for ele proprio um grupo com a mesma
operacdo de G. Assim para que H seja um subgrupo de G sdo neces-
sarias as condicOes (i) e€ H e (ii) se a, b€ H entdo abe H. Em geral
essas duas condi¢des ndo sdo suficientes para que H seja um subgrupo
de G(H =N < Z = G satisfaz as duas condigdes acima onde a ope-
racdo € soma, porém ndo ¢ um subgrupo de Z, +). Provaremos agora
uma proposi¢do que fornece as condigdes necessarias e suficientes para
que um subconjunto H de um grupo G seja um subgrupo de G. Se H
for um subgrupo de G denotaremos H < G.

PROPOSIGAO 1. Seja G um grupo e H um subconjunto de G. As
sequintes condi¢oes sdo equivalentes:
(@) H ¢ um subgrupo de G.
(b) (i) eeH
(n) Va, be H tem-se abe H
(iii) Vae H tem-se a~' € H.
(c) H# @ eVa beH tem-se ab-* € H.

Demonstragdo. (a) = (b): Segue imediatamente das definicdes ¢ da
unicidade da identidade e da unicidade do inverso
de cada elemento de G.
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(b) = (a): Basta observar que a condigdo (ii) (H ¢ fechado para a
operacdo de G) nos diz que a operacdo de G induz uma operagdo em H
e essa operacao sera também associativa pois a operagdo € associativa
em G.

(b) = (c): Primeiramente, se ¢ € H entdo H # J, e se b € H entdo
b~!e H por (iii).

Assim, se a, b€ H temos a, b~ ! € H e por (ii) segue ab~' € H como
queriamos demonstrar.

(c)=(b): Se H # & entdo Jaec H. Portanto, e = aa” ' € H.

Agora, se a€ H segue a~! = ea”! € H, ¢ finalmente se a,be H
tem-se a, b~ ' € H e dai teremos ab = a(b™!)"! € H ¢ isto termina a
demonstracdo da Proposicdo 1. @

EXEMPLO I. H=Z-m = {qrm:reZ}, me Z, ¢ um subgrupo do
grupo aditivo dos inteiros.

EXEMPLO 2. Seja G um grupo ¢ x € G. Entdo (x) = H ¢ um sub-
grupo de G.

EXEMPLO 3. Seja Gum grupoe x € G. Entdo, Cg(x) = {ye G :yx =
= xy} € um subgrupo de G. (C4(x) ¢ denominado o
centralizador de x em G).

EXEMPLO 4. Seja G um grupo. Entdo,
Z(G)={aeG:a-x=x+a VxeG}

¢ um subgrupo G. (Z(G) é denominado de centro do grupo G). Observe

que Z(G) ¢ um subgrupo abeliano do grupo G.

EXEMPLO 5. Sejam H,, ..., H, subgrupos de um grupo G. Entdo,

H =-H, &"...n" H

¢ um subgrupo de G.
De fato,

(i) ee H # & pois ee H; Vie{l,...,n}
(i) a,be H=>a,b"'eH; Vie{l,2,...,n} =>ab ' e H.

EXEMPLO 6. Seja G um grupo e x,, X,, -.-, X, € G. Seja ¥ a familia
de todos os subgrupos de G contendo x,,-..., X,,, isto €,

Fo={K <G Xy 4%5€ K
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Ora Ge #, assim # # (. Agora vamos definir H do seguinte modo:
H = () K, e provaremos em seguida que H ¢ o menor subgrupo de

KeZ

G que contem % X5
Primeiramente H ¢ um subgrupo de G.
De fato,

(i) eeH # J pois ee K VKeZ.
(i) a, beH = g, be K VKeF =a, b 'eK,VKeF = ab ‘€K,
VKe# =ab 'eH, e assim H < G.
Agora provaremos que H ¢ o menor subgrupo de G contendo
D68k cint g
De fato,
Seja L < Gtal que xy, ..., x, € L. Assim, Le % e portanto H < L.
Denotaremos H por H = {x,, ..., x,». Observe que se n = 1
entdo essa definigdo coincide com a de grupo ciclico gerado por x;,.

EXEMPLO 7. Sejam Hy s H,c ... < H, < H,,, < ... subgrupos
de um grupo G. Entdo,

g ="()H,
i=1.

L

¢ um subgrupo de G.
De fato,
() ee H # & pois e H; c H.
(i) a, be H=acH,, acH, onde r,se{l,2, ... n, o,

Sem perda de generalidade podemos assumir que r < s e nesse caso
teremos,

a, be H  pois H, < H,.
Dai segue que ab~ '€ H, c H.

EXEMPLO 8. Seja G o grupo aditivo dos racionais e

m meZ, MDC. {p"m} =1
H={T:aeN }
14

onde p € um numero primo fixo. Vimos no paragrafo anterior que

H < G. Agora vamos definir os seguintes subgrupos de H: f




Observe que C, = C2 = ... =« C_, = ... « H e ¢ facil verificar que

0

H="|) ¢,

=

-

EXEMPLO 9. Seja G o conjunto de todas as retas do plano R? com

coeficiente angular ndo nulo. Sabemos que, G = {f:
R— R:f(x) =ax + b,0 # a, be R} € um grupo com a operagio com-
posi¢do de fungdes. Se H € o conjunto das retas do plano R? com coe-
ficientes angular 1 entdo ¢ facil verificar que H ¢ um subgrupo de G.

EXEMPLO 10. Seja {1,2,3,...,n}, n > 3, o conjunto de vértices
de um poligono regular de n lados como nas figuras
abaixo:

=S

Ry
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Considerando S, o grupo (veja Exemplo 3 do §1) de todas as per-
mutagdes do conjunto de vértices {1, 2, 3, ..., n} vamos agora ver um
exemplo de um subgrupo de §,, ndo abeliano, contendo exatamente
2n elementos.

Seja 0 € S, a permutagdo determinada pelo efeito de uma rotagdo

A 2n . ) s ,
de um angulo de —— rd no sentido trigonomeétrico, isto €,
n

9_123...n—1n

el e e
Consideremos r € S, a permuta¢do determinada pelo efeito de
uma reflexdo da figura em torno do eixo ox, isto €, se n € par r fixa 0s

vértices 1 ¢ - ; ¥ e ¢ representada por
[EEEDITE Wiy '1;2— ... n—1 n
r =
l n on—1 n2 302

se n ¢ impar r fixa apenas o vértice 1 e ¢ representada por
2 3 ... n—1 n
i T G &

Agora, seja D, = {r, 0) o menor subgrupo de S, contendo r e .
Vamos provar que D, = {e, 1,0, 0%, ..., 0"}, 10,702, ..., r0"~'} onde

1.2 3 ... n=1 ’ .
e <1 5 :_1 :) ¢ a identidade de S,.
Para isto ¢ suficiente provarmos que H = {e, 1, 0, 0% ..., 0", 0,

r0?, ...,r0" '} € um subgrupo de S,. Como a identidade pertence ao
conjunto H temos que provar que:

(1) a, be H=ab€e H.
(i) aecH=a"'eH.
Primeiramente observe que como r> = e € 0" = ¢ entdo temos,
ry={r":meZ} = {e r}
() =0 smel) ={0,0% ... 08"}
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E também imediata a verificagio das seguintes leis:
(I repes 0"-r_ VieN
() ¢er=r-077 VjeN
ou equivalentemente,
B)r-0"=0"-r YmeZ
Usando esta lei provaremos inicialmente
(i) ae H=a"'e H.

scea=600<k<n—1lentdoa ' =60"%eH
sec a=r-00<k<n—1 entdo teremos,

a> = @)@ =r @6 = 074" =r* ='e.

Assim a = a~ ' € H e (iii) estd provada.
Agora vamos provar (i) a, be H - ab€e H.
Observe que 0™ e(0) = {e, 0, ..., 0" '} VmeZ.

Caso 1: ae(0), beH.
a=H 0=j<n—1,

Se be (0) entdo abe{0) =< H
se b¢ (0 entdo b =rf, 0 < i < n—1 ¢ nesse caso teriamos ab =
= 6/ (r0") = r0' "/ e como 6"~/ e () segue abe H.

Caso 2: a¢<{6), be H.
a =9

Se be(0), b=06" ¢ ab = (r0)6' = r6'*’ e como 6'*e (0) segue
abe H.
Se b¢(0), b=r0 e ab=(r0)(r0)=r20""=60"""e(0)<H e
isto demonstra que H = D, ¢ um subgrupo de S, contendo exatamente
2n elementos. Como n >3 e r0 = 607" - r # Or segue imediatamente
que D, € um grupo ndo abeliano contendo 2n elementos.
Chamamos o grupo D, de grupo ihedral de ordem 2n ou grupo
de simetrias do poligono regular de n iados.
Observe que o grupo D, de simetrias do quadrado ¢ um exemplo
de um grupo ndo abeliano contendo exatamente 8 elementos.
Observe também que em D, existem 6 elementos satisfazendo a
equagdo x*> = e enquanto que em Qg existem apenas dois elementos
satisfazendo a mesma equagdo.
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EXEMPLO 11. O conjunto G = GL(n, K), n = 2, de todas as ma-

trizes n x n invertiveis com coeficientes em um corpo
K € um exemplo de um grupo (ndo abeliano), em relagdo a operagdo
produto de matrizes

H={A€eGL(n K):detA4 =1}

€ um subgrupo de GL(n, K) que ¢ usualmente denotado por H =
= SL(n, K).

EXEMPLO 12. Seja L o K uma extensdo de corpos ¢ seja G 0 grupo
dos automorfismos de L, isto ¢, G = Aut L.
Pode-se provar facilmente que

H=AutyL ={06eG:0(a) =a VaeK}

¢ um subgrupo de G.

EXEMPLO 13. Nesse exemplo introduziremos o grupo A4, das per-
mutagoes pares.
Seja P = P(xy, ..., X,) 0 seguinte polinOmio nas variaveis x, , ..., X,,
onde xx; = xx; Vi je{l, .., n},

P =1k ] (=X (55—%) 0= %) 5 (%, ) v (X, 4—%)

o qual denotaremos por,

P = n (% — %;).

1<i<j<n

Se ¢ € §, denotaremos por P° o seguinte polinémio,

P = ] Koy = Xap)-

1<i<j<n

Claramente temos P° = + P.Se P’ = P dizemos que a permutagdo
6 é uma permutagdo par e se P° = — P dizemos que ¢ ¢ uma permutagdo
impar.

E facil verificar que se o, 7€ S, entdo (P°) = p°°" e dai segue
imediatamente que o conjunto A4, de todas as permutagdes pares € um
subgrupo de S,.
Por exemplo,

\
|

A3 = {esf»f_l}
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onde

~
I
S TR
N =

—_— N w N NN
—_
O

2 by Yo, 3
=i

De fato,se P = (x; — x;) (x; — X3) (x, — x3)entdo, P/ = (x4, — X, ()
(xray— Xr3) (Xp2) — xf(;,)) = (x; — x3) (x; — %) (x3 — x,) .. P/ =P.
Analogamente P/~! = p
Observe que o nimero de permutagdes pares commdc com o
numero de permutag¢des impares e temos entdo,

I An| ==
2
Antes de demonstrarmos o proximo resultado (Teorema de La-
grange) vamos fazer algumas consideragdes.
Seja G um grupo € seja H um subgrupo de G.

PROPOSICAO 2. x, ye G, x =y (mod H) < xy~' € H define uma
relacdo de equivaléncia no conjunto G.
Demonstragao.
(i) x=x(mod H) VxeG pois e = x-x ' eH.
(if) x = y(mod H) = y = x(mod H) pois se xy ! € H entdo yx~! =
=y " teH
(1) x = y(mod H) ¢ y = z(mod H) = x = z(mod H) pois,
xy el ey te s xz b =y Nz e H.
e isto demonstra a Proposi¢do 2. m

Consideremos agora a classe de equivaléncia X = {ye G :y = x
(mod H)}.

Assim, yex<>y = x (mod H)<>yx ! =heH, p/ algum he He y =
= hx para algum he H.

Se denotarmos Hx = {hx :he H} entdo temos que X = Hx,
chamada uma classe lateral (a direita) de H em G. Representaremos o
conjunto quociente {X : x € G} por G/H, isto ¢, G/H = {Hx : x € G}
¢ o conjunto de todas as classes laterais (2 direita) de H em G.
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Suponhamos que G/H possui exatamente n classes laterais, assim
G/H = {Hx,, Hx,, ..., Hx,} onde x,, ..., X, € G. Como {Hx,, ..., Hx,}
é uma particdo de G temos que: Hx;» Hx; = J se i # j e mais ainda
G = Hx, w ... v Hx, (unido disjunta).

Se X & um conjunto finito representaremos por | X | o nimero
de elementos de X. Se G ¢ um grupo finito definimos ordem de G como
sendo o nimero |G| de elementos de G.

Provaremos agora o Teorema de Lagrange:

TEOREMA 1 (Lagrange). Se G é um grupo finito e H é um subgrupo
de G entdo | H| é um divisor de | G| (isto
é, a ordem de H é um divisor da ordem de G).

Demonstracio. Definindo em G a relagdo de equivaléncia = (mod H)
¢ sendo G um grupo finito segue imediatamente que
o conjunto G/H das classes laterais (a direita) de G ¢ finito. Digamos que

|G/H| =n e G/H = {Hx,, ..., Hx,}.

Assim,
G = Hxi o Hx, e vantlx,

(unido disjunta) e portanto segue que,

LG P2 THx T8 8o T+ - B

Afirmagdo: |G| =n-|H| (e isto demonstra o teorema). De fato,

basta demonstrarmos que | Hx;| =|H| Vi, 1 <i<n.
Seja : H— Hx;, 1 <i<n
h ~ hx;

Y & evidentemente sobrejetiva, e mais se Y (h) = Y(h') tem-se

hx, = h'x; = h = h' ou seja ¥ & bijetiva e portanto | H | = | Hx;| qual-

quer que seja i, 1 <i < n, como queriamos demonstrar. ®

COROLARIO 1. Todo grupo finito de ordem prima é ciclico (em par-
ticular é abeliano).

Demonstracdo. Seja G um grupo e | G| = p onde p € um numero primo.

Se x € G, x # e entdo {x) ¢ um subgrupo de G con-
tendo o conjunto {e, x}. Assim, pelo Teorema de Lagrange [{x)| ¢
um divisor de |G| =p e |{(x)|> 1. Portanto |{x)| =p e isso nos
diz que G ={(x). m
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COROLARIO 2. Se G é um grupo tal que | G| < 5 entdo G é abeliano.

Demonstragio. |G| =1= G = {e},| G| =2,30u5 = |G| = primo =
=G ciclico = G abeliano. |G| =4:se 3x # ¢, x€G

tal que (x) = G entdo G ¢ ciclico e portanto abeliano.
Suponhamos entdo que: Vx€G, x # ¢, temos {x) # G. Ora
pelo Teorema de Lagrange segue imediatamente que | (x) | = 2. Assim,

e YxeG,

Assim se x, ye G tem-se xy =(xy)"! =y l.x"! =y.xouseasG
¢ abeliano (observe que nesse caso G ¢ do tipo Z, x Z,, +).

EXERCICIOS
1. Prove todos os detalhes deixados por fazer nos exemplos desse
paragrafo.

2. Prove que:

a) Z(S,) = {e}

b) Z(Qg) = {1, —1}

o) Z{D,) = {e, 68
{e} se n impar.
{e, 6”2} se n par.

d) Z(D,) = {
e) Z(Ay) = {e}.

3. Prove que {e, r, 6%, r6?} é um subgrupo abeliano (ndo ciclico) de
5 -

4. Prove que {i,j> = 0y =<, k) =i, k.
5. Descreva todas as permutagdes de A,.

6. Calcule todos os subgrupos dos seguintes grupos:
a) 7, %X L.+ b) S;; c) D,

TN\ 90, e) D N A,

7. Se G ¢ um grupo e H < G tal que | G/H | = n dizemos que o indice
de H em G é igual a n.
a) Calcule o indice de H = Zmn Zn no grupo G = Z- + onde
m, n sdo inteiros > 1.
b) se H,K < Ge|G/H| =me|G/K| = m.Proveque|G/HN K| <
<m-n.
¢) Calcule o indice de A, em S,, e prove que | 4,| = n!/2.
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De fato,
sey =g 'xgez =h"'yhondeg,he Gtemosz = u~'xuondeu = gh,
e isto demonstra a Proposi¢do 3. m

Se x s~ y dizemos que x e y sdo elementos conjugados em G.
Se denotarmos g~ 'xg = x? sdo validas as seguintes propriedades:

@ x*=x VxeG
b)) y=x*=x=)"""! Vx,y,9€G
() O =x¥ ¥x g heG.

A classe X ={y:x v y} ={x?:g€G} & chamada glasse=de
conjugagdo (em G) determinada pelo elemento x € G. Vamos denotar
a classe X por C,.

Se G ¢ um grupo finito e existem n classes de conjuga¢do (em G)
com representantes x,, x,, ..., x,, entdo

= U6, Gt
(unido disjunta) e assim chegamos a chamada equagdo de classes:
(1) 1G] =1C| +1Csy | + oot | Cs |
Observem que x€ Z(G)<> C, = {x} e a equagdo de classes
torna-se:

#) |G| =|Z@G)|+ Y |cC.l
x#Z(G)

PROPOSICAO 4. Seja G um grupo finito e x € G. Entdo, o indice
| G/Cgy| € igual ao numero de elementos |C,|
da classe de conjugagéo C. Em particular,| C,| é um divisor de| G|V a€ G.

Demonstragdo. Seja H = C;(x) ={geG:gx =xg} = {geG:x* =x} e
seja G/H = {Hg : g € G} o conjunto de todas as classes
laterais (a direita) de H em G.
Pelo Teorema de Lagrange temos |G| = |G/H| |H|. Agora
consideremos a fungdo,
Y: G/H - C,
Hg ~ x*?

Claramente ¥ € sobrejetiva, mais ainda: se Y(Hg,) = Y(Hg,) =
=x9 =x2=>x99""2 = x =g g€ Cy(x) = H= Hg, = Hg,. Assim

1G]

Y ¢ bijetiva e |G/H| = |C, | = -— como queriamos demonstrar. m

|H]
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Antes de provarmos o principal teorema desse paragrafo vamos
dar a seguinte definicdo.

Seja p um ntmero primo € G um grupo.Se| G | = p" n e N dizemos
que G é um p-grupo. Pelo teorema de Lagrange um subgrupo de um
p-grupo € também um p-grupo.

TEOREMA 2. Se G é um p-grupo e |G| =p" > 1 entdo | Z(G)| =

=p" > 1.
Demonstragio. Pela equa¢do de classes temos, |G| =|Z(G)| +
+ Y |Cylouainda,|Z(G)| =|G|- } |Cyl:
Xi#Z(G) x#Z(G)

Ora V x;¢ Z(G) temos | C, | > 1 e sendo | C,,| um divisor de |G| =
= p" segue imediatamente que | C,, | = 0(mod P) Vx:¢ Z(G)e | G| =0
(mod p) ¢ pclo teorema de Lagrange segue que: |Z(G)| =p™ > 1
como queriamos demonstrar. ®

COROLARIO 1. Se p é um niimero primo e |G| = p* entdo G é um
grupo abeliano.

Demonstragéo. Se |G| = p? temos pelo teorema anterior que | Z(G) | =

s, 2 entdo G=Z(G) e G ¢é
abeliano. Suponhamos, por absurdo, que Z(G) £ G. Assim 3 a€ G
tal que a¢ Z(G). Assim H = Csla) = {g :9a = ag} 2 Z(G), a€ H,
e a¢ Z(G).

Portanto H Z Z(G), |H| =p" > |Z(G)| =p=|H| =p*’eH =
= G. Mas, isto € uma contradi¢do pois C(a) = G = a € Z(G), e isto
demonstra o Corolario 1. ®

Observem que provamos anteriormente que se | G| = p entdo G
¢ ciclico ¢ agora acabamos de demonstrar que se |G| = p? entdo G
¢ abeliano (observem que Z, x Z,, + ¢ um exemplo de um grupo
abeliano ndo ciclico de ordem p?).

EXE(CIOS

. Calcule todas as classes de conjugacdo para os seguintes grupos:

)G Zs, d)G=Q8
b) G =5, e) G = Ds
c):G. =Dy

2. Seja G um grupo ¢ C, uma classe de conjugacdo contendo exata-
mente n elementos. Prove que 3H < G tal que |G/H| = n.
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3. Seja p um nimero primo ¢ G um p-grupo de ordem p>. Prove que,
se G é ndo abeliano, entdo | Z(G)| = p.

4. Seja G um grupo ¢ g€ G. Definimos a fungio

¥v,:G— G
x v (x) =x" =g 'xg

a) Prove que ¥, ¢ uma fun¢do bijetiva tal que

Volxy) = ¥,(x)-¥,(y) Vx, yeG.

b) se H < G prove que y,(H) = {g™'+h-g:he H} ¢ também um
subgrupo de G.

5. Se G ¢ um grupo finito contendo apenas duas classes de conjugagio.
Prove que | G| = 2, isto é, G ¢ um grupo ciclico de ordem 2.

6. Se G € um grupo finito contendo apenas 3 classes de conjugagio.
Calcule as possibilidades para ordem de G. Mostre que no caso
| Z(G)| = 1 existe a possibilidade | G| = 6. Quais sdo os numeros
de elementos de cada classe?

7. Estude as possibilidades para ordem de G se G contém exatamente
4 classes de conjugacio.

8. Determine todas as classes de conjugacdo dos grupos A4,, De € S,,.

84  Grupos quocientes e homomorfismo de grupos

Introduzimos no paragrafo anterior a importante nogdo de classe
de conjugacdo em um grupo. Nesse paragrafo vamos introduzir a nogio
de subgrupos normais (ou invariantes) e grupos quocientes.

Seja G um grupo e seja H < G. Se g € G definimos a fungio Y,
(conjugagdo pelo elemento g € G) por,

Y,:G—>G
X v, (x) = X =g ' xg

Observe que Y, (H) = {Y,(h) :he H} = {h® =g~ 'hg :he H} que
denotaremos por H? ou g~ 'Hg. E facil provar que H? é também um
subgrupo de G pois:

(i) e = e?€ H?
(ii) by, h € H® = h{ - hy = (h,h,)l € H°
(ii) e H* = (W*)~' = (h~ ') e H".
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Assim a fungdo conjugag¢do transforma subgrupos de G em sub-
grupos de G.

Dizemos que um subgrupo H < G € normal (ou invariante) em
G seYy,(H =H" < H VgeG.

Observe que

H ' <cH YgeG=H'=H VYgegG.

Por exemplo, se G é o grupo das retas do plano R? com coeficientes
angulares ndo nulos (veja Exemplo 9 do §2) e H € o subgrupo de G das
retas de R* com coeficientes angulares iguais a 1, entdo H ¢ um sub-
grupo normal de G. De fato, ¢ bastante observar que: se g(x) = ax + b,

a#0 e h(x) =x+ c entdo (g_l-h-g)(x)=x+%.

Se H é um subgrupo normal de G denotaremos por H < G.

Claramente {e¢} ¢ G sdo sempre subgrupos normais de G. Se G
¢ um grupo abeliano entdo qualquer subgrupo H de G € normal em G
pois, Vge G, H* ={g'-h-g:heH} ={h:he H} = H.

Dizemos que um grupo G # {e} € simples se os (inicos subgrupos
normais de G sdo {e} e G. Assim 0s Unicos grupos simples abelianos
sdo os ciclicos de ordem prima.

O grupo Qg dos quaternios de ordem 8 € um exemplo de um grupo
ndo abeliano onde qualquer de seus subgrupos ¢ normal em Qg.

PROPOSICAO 5. Seja G um grupo. Entdo,

(@ N G< Ng=gN VYgeG onde gN ={gn:ne N} é uma
classe lateral (a esquerda) de N em G.

(b): Nyy'N, 4.G'= N, Ny =G

() H<Ge N<dG= HN =lh:n:heH, ne N} é um subgrupo
de G.

d N, <G, N,2G=N,-N, 2G.

¢ H<G, N2G=Hn N <H.

Demonstragao.

(a) Basta observar que N¥ =g 'Ng = N<> Ng =¢gN, VgeG.

(b) Sexe N;n N,ege Gentdo,xe N ex € N,.Assim,x?e N =
=N, e x’e Ny =N, ou segja xX’e NN N,. Assim (N,n N,f =
=N,n N, YgeG.

(c) Seja H< G ¢ N < G. Vamos provar que L= HN = {hn:
he H, ne N} é um subgrupo de G.
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De fato,

(i) e=e-ec HN
@) hym,, hymye L = (hlml)(hzmz) = h, (h hy Ynih))n, = (hyn,)
(hyny) = (h, h,,_)(h2 nyhy)n, = (h, hz)((nl) * n,), € se denotarmos
h=hihy,n=ni-n,teremoshe H,n'? e N = Nen = n'2en,e N
€ assim,
(hyny) (hyn,) = hne L = HN.

(i) x =hneL=x"! =n=p~ !t = p~L(honl.p h=1).

Mas h™'€eH e hen"'eh™ ' =(n Yy 'e N* ' = N e portanto
x"'eL = HN e isto demonstra o item (©).
(d) Basta observar que Vge G tem-se:

(NyNo) = g7 " (NyNy)g = (97" N1g) (g "' N,g) = NYN

ecomo N{ = N,, N} = N, Vge Gsegueque(N,N,f = N,N, VgeG.

(¢) Seja xe HN N ¢ he H, entdo xe N e x*e N* = N. Como
x, h€ H segue imediatamente que x" € HN N VY h e H e isto demonstra
o item (¢). m

Agora vamos definir a nogdo de grupo quociente. Seja G um grupo
¢ N um subgrupo normal em G. Sabemos que, x, y € G, x = y(mod N) <
< xy “!e N define uma relagio de equivaléncia em G e G/N =

={g:9eG}éo conjunto quociente de G por esta relagdo de equivaléncia
onde g = Ng = {ng :ne N} é a classe de equivaléncia médulo N
tendo g como representante.

Sendo N = G vamos agora introduzir de modo natural uma
operagdo no conjunto das classes G/N de modo que G/N seja um grupo
com esta operagdo. Este grupo recebera o nome de grupo quociente
de G por N.

PROPOSIGAO 6. Seja G um grupo e N 2 G. Entdo, Vx, yeG,
X+y = X+y define uma operagdo no conjunto das
classes G/N e mais ainda G/N é um grupo com essa operagio.

Demonstragao. Para demonstrarmos que Xy = xy define uma ope-
rag¢do em G/N temos que provar que a defini¢do acima
ndo depende da escolha dos representantes das classes. De fato, se
X=a e y=b provaremos que X+j = a-b, isto & x-y y =a-b.
Para isso € suficiente provarmos que Nxy = Nab ou ainda
(xy) - (ab) leN. Masxy «(@b)™ =xyb 'a ' e x = a,y = b nos diz
que xa 'eN, yb~!
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Se xa~! =n,eN, yb~! =n,€eN entdo, (xy)(ab)™' = x(n,)a

= (n,a)(ny)a”! = n,(ana™') e como n, €N e an,a 'eN*
segue imediatamente que,

(xy)(@b)~' €N

e nossa definicio ndo depende da escolha dos representantes.
Agora, se e ¢ a identidade de G entdo

() xGr2)=x@e2)=x (o2 =+y)ez=(x)) "z
=(x-y+z VX z € G/N.
(iii) se X€ G/N entdo x ! % 2

X=X A= e

= Ne = N é o elemento identidade de G/N poise-x = e-X
x=xe+¢ =Xx+e, Yx€G/N.

Assim G = G/N ¢ um grupo com a operacdo definida pela regra
Xy=Xx+y, VX, yeG. m

PROPOSICAO 7. Seja G um grupo e N < G. Entdo,
(@) Se G abeliano, entio G = G/N é abeliano.
(b) Se G é ciclico, entio G = G/N é ciclico.
Demonstracao. "
(a) Seja X, ye G = G/N. Entdo,

x.}:F_y:yox:—}:’-i

(b) Se G = (x) = {x":meZ}entdo Vy = Nye G = G/N temos
que: y€ G = {x) e assim y = x™ para algum m € Z ¢ dai segue que:

yo=x"=x"e (%) = {x[reZ]
e assim G = (X) como queriamos demonstrar. B

Se G ¢ um grupo aditivo e N < G entdo denotaremos tambeém
aditivamente o grupo quociente G/N. Assim,

x+y=x+y,
onde

X X=N+x={n+x:neN}

y=N+y={n+y:neNj
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PROPOSIGAO 8. Seja G um grupo, N < G e G = G/N o grupo
quociente de G por N. Entao,

n:G—-> G
x v n(x) =X

é uma funcdo sobrejetiva (proje¢ao candnica) tal que:

a) m(xy) = n(x)-n(y) Vx,yeG
b) N = {x€ G :7n(x) = &} onde e é a identidade de G e & é a identidade
de G.

Demonstragao.

a) n(xy) =xy=xy =mn(x).n(y) YVx,yeGC.
b) n(x) =e¢<>X = e <> x € N e isto demonstra o item b). ®

Agora vamos definir a nogdo de homomorfismo de grupos. Sejam
Ge G grupos e ¥ : G —» G’ uma fungdo de G em G

Dizemos que ¥ € um homomorfismo se Y (xy) = ¥ (x) ¥ (y) Vx, yeG.

Observe que a projecdo candnica n: G — G = G/N definida na
Proposi¢io 8 ¢ um homomorfismo de G sobre G. .

Se o homomorfismo ¥ : G — G’ for bijetivo dizemos que ¥ ¢ um
isomorfismo € nesse caso dizemos que G ¢ jsomorfo a G' ¢ denotamos
por G ~ G

Um isomorfismo ¥ : G - G diz-se um automorfismo de G.

As fungdes ¥,: G — G conjugacdo pelo elementos g€ G sdo
exemplos de automorfismos de G, chamados automorfismos internos
de G. Denotaremos por Aut G o conjunto dos automorfismos de G
e Inn G o conjunto dos automorfismos internos de G.

PROPOSICAO 9. Se G é um grupo e [y, f> € Aut G entdo:

a)fiof,€ Aut G
b) f1' € Aut G, onde f{' é a func¢do inversa de f;.

Demonstragdo.

a) (fio f2)(xy) = filixy) = fi(fa(x)-2(0) = fi(f2(x) - f1(/200) =
= (fiof) () (fi°/2)()) ¥x, y€G, e como a composigdo f, © f,
de fungOes bijetivas € também bijetiva temos f; o f, € Aut G.

b) Se f, € Aut G entdo VX', y' € G existem x, y € G tais que x' = f; (x)

ey =iy
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Assim, se h = f[' temos,

h(x'y) = h(f,(x) f2(x)) = h(f1(xy)) = (he f})(xy) = xy = h(x)- h(y),
e isto demonstra que f;' =heAutG. m

COROLARIO 1. Se G é um grupo entdo Aut G é também um grupo com
a operagdo de composi¢do de fungdes.

Demonstragao. Usando a proposi¢do anterior ¢ bastante observar
que ¢ = I;: G — G ¢ um automorfismo de G e que
a composi¢do de fungdes ¢ associativa. m

PROPOSIGAO 10. Se G é um grupo entio Inn G é um subgrupo nor-
mal de Aut G.

Demonstragdo. Primeiramente, se ¢,, ¢, € G, entdo

Wy, o Wy, = V.9, POIS wﬂzgx(x) =
= (9291)" ' x(9291) = 91 ' (91 ' x92)g, Vx€G.
Assim Inn(G) ¢ um subconjunto fechado em relagdo a composi¢do
de fungdes. Como ¥, = I, e Inn(G) e (¥,)"' =y ,-.eInn(G) VgeG
segue imediatamente que Inn G ¢ um subgrupo de G.
Agora se g€ G, g € Aut G, entdo

(@ loyyo0)(x) =07 (g " 0(x):g) = (07" (g) ' xo (g) =
=Y,-14x) YVxeG,

ou seja, 0 '« ,c0€elnn(G) VoeAut G, VgeG, e isto demonstra
a Proposi¢ao 10. m

TEOREMA 3 (1.° Teorema de homomorfismo). Sejam G e G’ grupos
com identidades e e €'
respectivamente e Y : G - G’ um homomorfismo. Entdo
a) Im Y = y(G) = {Y(g) :g € G} é um subgrupo de G'.
b) NW)={geG:ylg) =e} é um subgrupo normal de G (chamado
de nucleo do homomorfismo) e mais,

Y ¢é injetiva < N() = {e}
c) GINWY) ~ Im y.
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Demonstragao.
a) Primeiramente, (i) ¢ = Y/(e)e Im ¥ pois e-e = e = Y(e) - Y(e) =
= Yl(e) =€ e€lm Y, logo Im y # &
(ii) ¥(g,), ¥(g,) € Imy = Y(g,)- Y(g,) " '= ¥(g,9; ") eIm Y Vg€ G.
e isto demonstra o item a), pela proposicio 1 da pag. 120.
b) (i) ee N(¥) pois Y(e) = ¢
(i) g,, g,eNWY) = V(g19;) = V(g)-V¥(gy) = €-¢ =¢ =
= 9,9, € N).
(i) ge NW) = ¥(@™") = ¥(@ ' = ¢! =¢ = g leNW).
Agora se ne N(¥) e ge G temos,

Ylg='-n-g) =¥(g)™" - Y(n)-Y(g) = Y(g) '+ € - Ylg) = ¢,
ou seja, g~ 'en-geN@). Vne N(), VgeG.
Assim N(¥) ¢ um subgrupo normal de G.

Agora, se x, Y€ G Y(x) = Y(y) = Y(x)-Y(y) ' =& = Ylxy!) =
= ¢’ < xy~ ' e N(), e dai segue imediatamente o item b) do Teorema 3.

c) Seja G = G/N(y) e N = N(y) < G. Vamos definir
Y: G = Im @)
g ~>¥(g)
Primeiramente |/ estd bem definida pois,

=h=gh™' e N()) = ¥(gh™") = ¢ =Ylg) = Y(h)

g
Agora, Im ¥ =Im ¥ e portanto a fungdo ¢ sobrejetiva.
Se x, ye G = G/N temos,

V(D) = (D) = Ylxy) = Y(x)- Y(y) = ¥ §7)
ou seja, ¥ ¢ um homomorfismo sobjetivo.
Mais ainda,

Y(x)=e oP(x) = ¢ >xeN<wx =6
Dai segue que N(¥) = {&} e ¥ ¢ injetiva. Assim ¥ é um isomorfismo
de G sobre Im () e portanto G ~ Im ¥, e isto demonstra o Teorema 3. m

COROLARIO 1. Seja G um grupo finito e Y: G - G' um homomor-
fismo de grupos. Entao,
(@) [¥(G)| é um divisor de |G|
(b) se G é um p-grupo entdo Y(G) = Imy é também um p-grupo.
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Demonstracdo. Basta observar que G/N ~ ¥(G)=|G/N|=|¥(G)|
onde N = N(¥) € o nucleo de . m

COROLARIO 2. Seja G um grupo e Z(G) o centro do grupo G. Entdo,
Inn G ~ G/Z(G).

Demonstragdo. Basta observar que a fun¢do, ¥: G —» Inn G € um
g~y
homomorfismo tal que: Im(y) = Inn G e N() = Z(G).
De fato, ¥ ¢ um homomorfismo pois Y(gh) = ¥ -1 € Y, -1(x) =
=(gh) « x+ (h7'g ) =gh+ x+h™") s g7 =Yg (x) =V, (Y- (x)),
VxegG.

Assim, Y (gh) =¥ (g)-¥w(h) Vg, heG. Agora, Im () = Inn (G)
eNW)={geG :Y,-1=1g} .. NY)={geG:g-x-g ' =xVxeG}=
={geG:.:gx =xg VYxeG} .. N(@y)=Z(G). E isto demonstra o Co-
rolario 2. m

TEOREMA 4 (Teorema da Representacdo). Seja G um grupo e H um

subgrupo de G de indice
[G:H] = n. Entdo, 3N < H,|N = G tal que G/N é um grupo isomorfo
a um subgrupo do grupo S,.

Mais ainda, N é o “maior” subgrupo normal em G que estd contido
em H.

COROLARIO 1 (Teorema de Cayley). Se G é um grupo de ordem
|G| =n entdo G ¢é isomorfo
a um subgrupo do grupo S,.

Demonstracdo do Coroldrio 1 — Basta fazer H = {e¢} no enunciado
do Teorema 4. B

Demonstragiio do Teorema 4 — Seja S = G/H = {Hx,, Hx,, ..., Hx,}.
e 2(S) o grupo de permutagdes do
conjunto S. Seja a seguinte funcdo,

V:G— 2(S) onde Y(g):S — S
g ~¥(g) Hx; » Hxg™!

Primeiramente, se g € G,

¥(g) (Hx) = Y(9) (Hx) = Hxg ™' = Hx,g~' < Hx; = Hx; = Y/(g)
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¢ injetiva e | S| = n = y(g) e 2(S).
Assim, Y(g) e 2(S) ¥ geaG.
Agora, Y(gh) (Hx) = Hx,(gh)™' = Hxh™lg™' = (y(g)o ¢ (h)
(Hx;)Vg,he GeVHx; e S. Portanto ¥ é um homomorfismo Y:G- P(S)
Vamos calcular o ntcleo de v :

NW) =1{9eG :y(g) = I} =l{geG:Hx,-g”l = Hxp Y=, 2,25, m}

Assim, ge N(¥) < Hx,g™! = Hx, Vi = 1, on< Hx; = Hxg Vi =
=1l,..,neH=Hxgx; ) Vi=1,...,nexgx 'eH Vi= 1L,..,ne
<gex 'Hx; = H* Vi = 120 om
Ora como G = Hx; w ... v Hx, (unido disjunta) e como H"™i —
= H* VheH segue imediatamente que:
geNW)<>geH* YxeG<ge () H~

xeG

Portanto, N(y) = (| H".

xeG

Se N = () H"entdoN < Gpois N = N(Y)etambém H = H°2 N.

xeG
Agora,se L<IG e L S H segue que: F=L S H*V xe G e dai teremos
L <N = () H* Portanto, N = () H*éo0 “maior” subgrupo normal

) xeG xeG
de G contido em H.
Ora como o grupo 2(S) ~ S, 0 teorema segue imediatamente. m

COROLARIO 2. Seja G um grupo finito e H < G tal que [G : H] =n.
Seja N = (\ H* o maior subgrupo normal em G

xeG
contido em H.

Se | G| ndo divide n! entdo N+ {e}.

Demonstragdo. Basta observar que pelo Teorema de Lagrange e pelo
teorema anterior temos que | G/N | € um divisor de n!. m

COROLARIO 3. Seja G um grupo finito e p o menor divisor de |G|.
Se existe H < G tal que [G : H] = p entio H < G.

Demonstragao. Se N = ﬂ H” entdo pelo Teorema de Lagrange e

xeG .

pelo teorema anterior temos que | G/N | € um divisor
de p!.
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Ora como p ¢ 0 menor primo divisor de | G | entdo pelo Teorema
de Lagrange p ¢ o menor primo divisor de | G/N |. Assim a unica pos-
sibilidade de termos | G/N| dividindo p! é |G/N| = p.

Mas NS H<S Ge[G:H] =[G:N] =pnosdizque|N|=|H|,
ou seja, N = H < G, como queriamos demonstrar. B

COROLARIO 4. Seja G um grupo ¢ H < G tal que [G:H] =2,
entdo H 9 G. Em particular, A, < S,. B

COROLARIO 5. Todo subgrupo H de indice p primo em um p-grupo G
é normal em G.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Corolario 3. ®

COROLARIO 6. Se G é um grupo simples e H é um subgrupo de G

tal que [G:H] =n > 1. Entdo G é isomorfo a um
subgrupo do grupo S,. Em particular um grupo simples infinito ndo con-
tém subgrupo proprio de indice finito.

Demonstragio. Se N = () H* < G e H# G, G simples entdo N = {e}

xeG 5
e nesse caso G/N ~ G ¢ o corolario segue imediata-
mente do Teorema 4.

TEOREMA 5 (Teorema da Correspondéncia). Sejam G e G’ grupos
e Y:G—- G um ho-

momorfismo sobrejetivo tal que N = N(Y). Entdo:

(@) VH < G tem-se H = Y(H) = {Y(h) :he H} < G'. Mais ainda
H=G=H =2(.

(b)YH <G Junico H=y "(H)={9eG:y(g)e H} 2N, H=G
tal que Y(H) =

Mais ainda H < G'=H < G.

COROLARIO 1. Seja G um gr upo e N = G. Entdo, todo subgrupo do

grupo quociente G = G/N é do tipo H = H/N onde
H é o tunico subgrupo de G contendo N tal que m(H) = H onde
1:G—G=G/N é a proje¢io canodnica (H recebe o nome de pré-imagem
de H em G). Mais ainda,

H<xG<H<G.
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Demonstragdo do Coroldrio 1. Basta considerar na parte (b) do
Teorema 5

Yy=n:G>G=G =G/N. m

Demonstrag¢do do Teorema 5.

(a) Seja H < G/.\

Considerando ¥ =y |, : H - G’ a restri¢io de ¥ ao subgrupo
H de G temos claramente que § : H — G’ é ainda um homomorfismo
e pelo 1.° teorema de homomorfismo segue que Y(H) = Imt,/b\ QG

Seja H< G e H' = y(H). Vamos provar que H' < G'. De fato,
se g€G' =1Im Y temos que g = Y(g9) para algum geG. Assim,
VheH =yY(H) IheH tal que y(h) =h e Vg'eG 3g4°€G tal que
g = Y(g). Dai segue que:

g'_l'h"g'=W(g)_1"ﬁ(h)"//(g)=ll'(g_l°h'g)
ora H <G implica que g™'-h-ge H = H e dai temos,
g W g =Yg hogley(H)=H Vg eG Vi eH
ou seja HG=H 1 G =y(G).

(b) Seja H'<G' e H=y " '(H)={geG:Y(g)e H').
Ora como ¢'e H' segue imediatamente que

N =NW)=1{geG:y(g) = e} < H = y~(H).

Claramente temos Y(H) = (¥~ '(H')) < H'. Vamos provar agora
que Y(H) = H'. De fato, se h'€ H' entdo IxeG 2Y(x) =K' pois ¥ &
sobrejetiva. Entdo xey~'(H') = H e mais k' = y(x)ey(H) e isto
prova que Y(H) = H'.

Se H2G, H=y '(H)<2 G =y YG) pois, VgeG,VheH
temos

W(g™'heg) = (o) - Y(h)- Y(g)e HY® = H'

e portanto g~ '«h-ge H = ¢~ \(H).

Agora se H'<G e L<G, L2 N tal que Y(L) = H' entdo
L=H =y '(H), pois Y(L)=H nos diz de imediato que
L < H =y '(H). Por outro lado, se he H =y~ !(H') temos que
Y(h)e H = y(L), isto é, 3¢ e L tal que Y(h) = Y(f) e dai temos:
Y(h™') =¢ ou seja f"'e N < L ou ainda, hf~'eL e portanto
heL-{ =L, eistodemonstra a unicidade de H 2 N tal quey(H) =H'.m
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Antes de encerrarmos esse paragrafo vamos demonstrar o Teorema
de Cauchy e enunciar, sem demonstracdo, o Teorema de Sylow. Esses
Teoremas foram os primeiros resultados da Teoria dos grupos relativo
ao problema da Existéncia de subgrupos em grupos Finitos.

TEOREMA 6 (Cauchy-1842). Seja p um divisor primo da ordem de um
grupo finito G. Entao 3a€ G tal que
a ordem de a é igual a p.

Demonstra¢do. Vamos demonstrar por inducdo sobre |G|. Se |G| =1

o teorema ¢ verdadeiro pois ndo existe primo dividindo
| G| = 1. Vamos entdo assumir o teorema verdadeiro para todos os
grupos L tais que 1 <|L|< |G|

Caso 1 — G grupo ciclico.

Seja G = (x) e seja p um divisor primo de |G|

Nesse caso sabemos que (¢(x) =p"*monde r > 1 ea =x
¢ tal que a” = e,a # e como queriamos demonstrar.

pr—l.m

Caso 2 — G abeliano ndo ciclico.

Seja p um divisor primo de |G| e seja xe G x # e. Se p divide
| (x) | entdo pelo caso anterior 3 a € {x) tal que O(a) = p ¢ o teorema
esta provado.

Suponhamos entdo que p ndo divide |N| onde N = {x). Pelo
Teorema de Lagrange temos que p divide a ordem do grupo quociente
L = G/N (observe que N < G pois G ¢ abeliano). Como |L| < |G|
temos pela hipotese de indugdo que 3geL tal que g#ee g’ =e
ou seja g° = ¢ ou ainda g¢ N, g” € N. Agora se | N | = n temos entdo
que (¢?)" = g™ = e, portanto p divide | {g) | e novamente pelo caso 1
Jae{g) tal que O(a) = p e o teorema esta provado.

Caso 3 — G ndo abeliano.

Assim Z = Z(G) # G. Se p divide | Z| temos o teorema provado
pelo Caso 2. Assim podemos assumir que p ndo divide | Z |-

Pela equagdo de classes temos,

IGI ;IZ' P Z [G : Cglxy)]
x;¢ Z(G)

Como p divide | G| e p ndo divide | Z | segue que 3 x; ¢ Z(G) tal que p
ndo divide [G : Cg(x)]-
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Portanto p divide | H| onde H = C4(x;) # G. Como |H| < |G|
pela hipotese de indugdo temos que 3 a € H tal que ¢(a) = p € o teorema
estd demonstrado. ®

COROLARIO 1. Se G é um grupo de ordem 6 entdo ou G é ciclico
ou "G4Sy

Demonstragdo. Seja G um grupo e |G| = 6, entdo pelo teorema de

Cauchy dx,yeG tais que, O(x) =2, O(y) =3. Se
N = (y) = {e,y,y*} segue que [G:N] =2 e portanto N < G. Em
particular x™'+y-xeN = {e, y,y?} e dai segue que ou x ' y.x =y
(¢ nesse caso xy=yx) ou x '-.ye.x=y" ' (e nesse caso
G = {c,x,y, % xy,xy*} onde yx = xy~?).

No primeiro caso se a = x -y ¢ facil ver que O(a) = 6 e G = {a) &
ciclico. No segundo caso a correspondéncia: r«s x € 0. y, define
um isomorfismo entre, D; ~ Sy e G pois Or =r0~! e yx = xy~ L.

Observe que ja classificamos todos os grupos de ordem até 6.
Os grupos de ordem 1, 2, 3 e 5 sdo grupos ciclicos. Os grupos de ordem 4
sdo ou abelianos ciclicos (isomorfos a Z,, +) ou sdo abelianos iso-
morfos a Z, x Z,, +. Os grupos de ordem 6 sdo de dois tipos, ou
abelianos ciclicos (isomorfos a Z,, +) ou ndo abelianos isomorfos a S;.

O problema de classificar todos os grupos finitos ¢ o problema
central da Teoria dos grupos finitos e ¢ extremamente dificil. Apenas
para dar uma idéia, podemos informar que existem 14 tipos distintos
de grupos de ordem 16 sendo 5 abelianos (apenas 1 ciclico) e 9 ndo
abelianos. Os grupos de ordem 8 e 12 sdo mais trataveis do que aqueles
de ordem 16 e poderiam mesmo serem aqui apresentados, mas nos
restringiremos 4 mais uma informacdo através da seguinte proposi¢do.

PROPOSICAO 11: Seja G um grupo de ordem 8 entdo G é isomorfo
a um dos sequintes grupos:

(A) G Abeliano:

(B) G Nao Abeliano:{

Para concluir o paragrafo 4 vamos enunciar, sem demonstragio,
0 Teorema de Sylow, cuja demonstragdo ¢ em geral apresentada em
um primeiro curso de Algebra do Mestrado.
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TEOREMA 7 (Sylow-1872). Seja G um grupo finito, G|=p*m
onde M.D.C.{p,m} =1, e o > 1. Entdo,
a)Vr, | <r<o3H<G tal que |H| =p".
b) Quaisquer dois subgrupos H, e H, de G de ordem igual a p*
sdo conjugados em G (i.e, 3g€G tal que H{ = H,).
¢) O niimero n, de subgrupos de G de ordem p* é do tipon, = kp + 1
onde keN, e n,,\ | GI.

(os subgrupos de G de ordem p* sdo chamados de p-Sylow subgrupos
de G)

EXERCICIOS

1. Calcule todos os subgrupos normais dos seguintes grupos:
Sas D510y, A By

2. Mostre com um contra-exemplo que:
N, <G, N,<G,, Ny~N, e L1 -&nﬁoimplicaque GG,
N, N,
3. Calcule Aut G para os seguintes grupos G:
a):G =Ly X:lgst

b) G=2, +
;G =d i+

&) G=Ly % Los +
e) G=7Z, +

) G=3,

8l .G =Dy
h)G'—‘Qs

1) G =A,

) G=358,

4. Prove que quocientes e subgrupos de grupos abelianos sdo ainda
grupos abelianos.

5. Prove que quocientes e subgrupos de p-grupos sdo ainda p-grupos.
2.1 e

6. Seja S, = {e,x,y, V% xy,xy*} = G onde U(x) =2 e O(y) = 3. Se
N = {e, y,y?) entdo N & abeliano, G/N ¢ abeliano mas G ndo ¢
abeliano.

7. Seja G um grupo ¢ N < G. Prove que, s¢ G/N e N sdo p-grupos
(para algum primo p) entdo G ¢ também um p-grupo.
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Prove que se G # {e} ¢ um grupo simples abeliano entdo G é um
grupo ciclico de ordem prima.

Seja G um grupo ¢ H um subgrupo de G.

Se Ng(H) = {ge G : H® = H} entdo prove que:

a) Ng(H) € um subgrupo de G contendo H e Z(G).

b) H < Ng(H) e se L ¢ um subgrupo de G, L 2 H tal que H < L
entdo L = N4(H).

¢) O indice [G:NgH)] ¢ igual ao numero de subgrupos H?
conjugados ao grupo H. (considere aqui G um grupo finito).

d) H< G+ Ng(H) =G.
(Ng(H) ¢ chamado de normalizador de H em G)

Sejam N, N, subgrupos normais de um grupo G tais que:
G = NINZ € Nlm NZ = {e}.
Prove que: se g € G existe Gnicos n, € Ny, n, € N, tais que: g = n,n,.

. Um subgrupo K de um grupo G diz-se caracteristico em G se

VaeAut G tem-se K* = {afk) : ke K} = K. Prove que:
a) se K < N < G, K caracteristicoem N e N < G entdo K < G.
b) se K < L < G e K caracteristico em L e L caracteristico em G
entdo K ¢ também caracteristico em G.
c) de um contra-exemplo mostrando que:
N, <N, ¢ N,9G#N, 2G.

d) se K ¢ caracteristico em G entdo K < G.

Seja G um grupo abeliano finito e seja n um inteiro > 1 tal que
M.D.C{n, |G|} = 1. Prove que:

V:G - G

x » x"

¢ um automorfismo de G.

. Sejam M, N < G. Prove que:

MN/N ~ M/MA N

Sugestao: Considere o homomorfismo definido por:
Y :M — MN/N e mostre que ¥ é sobrejetivo e mais
m v Nm
N@) =M N N.
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14.

15:

17.

18.
19.
20.
2

22

23.

Introdugéo a aigebra

Seja G um grupo ¢ seja C o seguinte subconjunto de G:
C=1{[xy}=x"tey lexey:xyeG}

([x, v] chama-se um comutador de G ¢ C ¢ o conjunto de todos
os comutadores de G).
Vamos definir G' como o subgrupo gerado por C, isto €,
G = {C) ¢ o menor subgrupo de G contendo C. Prove que:
) G abeliano <> G’ = {e}. :
b) G' ¢ um subgrupo caracteristico em G.
¢) G/G' ¢ um grupo abcliano.
d) se N 2 G e G/N ¢ abeliano entdo N 2 G'.
e)Jse H<Ge H2G entdo HLG.

Se G ¢ um grupo tal que |G| =3 entdo [Aut G| > 2.

Seja G um grupo tal que | G| = 2+ p onde p ¢ um numero primo.
Entdo 3H < G tal que |H| = p.

Seja G um grupo tal que |G| = p+q onde p e g sdo primos. Prove
que:

a) Se G ¢ abeliano e p # q entdo G ¢ ciclico.

b) Se p < ¢ entdo 3 subgrupo Q < G tal que | Q| =gq.

Seja G um grupo de ordem 15. Prove que G ¢ ciclico.

Seja G um grupo ndo abeliano de ordem 10. Prove que G ~ D;.
Seja G um grupo tal que G/Z(G) ¢ ciclico. Prove que G ¢ abeliano.

Prove que se G ¢ um grupo de ordem 28 entdo G possui um sub-
grupo normal de ordem 7.

Seja G um grupo tal que 3 H < G onde [G : H] = n. Prove que

entdo 3N < G tal que [G:N] < .

Seja G um grupo ¢ H < G.

a) Prove que C4(H) = {ge G :gh =hg Yhe H} é um subgrupo
de G contendo Z(G) e contido em N (H).

b) Prove que Cg(H) < Ng(H).

c) Prove que Ng(H)/C4(H) ¢ isomorfo a um subgrupo do grupo
Aut (H).

(Sugestio: considere o homomorfismo:

Y :Ng(H) > Aut(H) onde ¢,:H > H
ngg hvh?=g""heg
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Seja G =Q,+ e H=12,+. Assim H < G. Considere o grupo
G = G/H e prove que G ¢ um grupo abeliano infinito tal que todos
os seus elementos (distintos da identidade) possuem ordem finita.

. No exemplo anterior descreva o subgrupo de G contendo todos os

elementos de ordem potencia de um dado nimero primo.

- Seja G um grupo e M # G um subgrupo maximal normal em G

(isto ¢, ndo existe subgrupo N < G tal que M & N & G). Entdo
prove que G/M ¢ um grupo simples.

- Seja P um p-sylow subgrupo de um grupo finito G e seja N = N (P).

Prove que o grupo N/P ndo possui elementos (distintos da identi-
dade) com ordem potencia do primo p.

Seja G um grupo finito ¢ P um p-sylow subgrupo de G.
Se N 2 G, prove que PN N é um p-sylow subgrupo de N ¢ PN/N
¢ um p-sylow subgrupo de G/N.

Seja G um grupo de ordem | G| = 2p onde p ¢ um primo impar.
Prove que: ou G ¢ ciclico ou G ~ D, o grupo dihedral de ordem 2p.

Seja G um grupo de ordem 12 tal que G # A, (G ndo é isomorfo
ao grupo A,). Entdo prove que 3ye G tal que ((y) = 6.

- Seja G um p-grupo ndo abeliano de ordem |G| = p*. Prove que

Z(G) = G’ ¢ um subgrupo de ordem p.

Seja P um p-sylow subgrupo de um grupo finito G e seja H um
subgrupo normal de G. Entdo, se P < H temos P < G.

Se G ¢ um grupo ciclico infinito entdo G ¢ isomorfo ao grupo aditivo
dos inteiros.

Seja G um grupo ciclico finito de ordem n. Prove que se d é um
divisor de n entdo existe um unico subgrupo H de G de ordem d.
Em particular,

Todo subgrupo H de um grupo ciclico G ¢ caracteristico em G.

Seja T um subgrupo ciclico normal em G. Prove que: se U < T
entdo U < G.

Seja G um grupo abeliano finito de ordem |G| = py*-p3 ... p*

onde p;,...,p, sdo os distintos primos divisores de |G| e

&, ...,a,€ N — {0}. Prove que:

a) G,, = {xeG :x*" =¢ para algum inteiro m >0} ¢ um sub-
grupo de G.

b) se g€ G I Unicos g,€G,, i =1,...,r tais que: g =g, g, ... g,-




156 Introdugéo a dlgebra

G =G, X6, x...prr
d) |G,.| = p"' e G ¢ o Unico p-sylow subgrupo de G.

~  G/N
37.8e N Ge N<H<Z< tdo —— =~ G/H
e e GenaoH/N /

38. Se G = Z,, +, p primo entdo Aut G ¢ um grupo ciclico de ordem
igual a p — 1.

85 A simplicidade dos grupos A,, n =b

Nesse paragrafo apresentaremos a nog¢do de solubilidade e pro-
varemos a simplicidade dos grupos A,, 1 = 5. Em particular teremos
a ndo solubilidade dos grupos S,, n = 5.

Um grupo G diz-se soltivel se existem subgrupos {e} = G, < G, <
<G, <..<£G,_; <G, =G tais que:

G, ISGVIE 4
(2) GG, ¢ abeliano. Yie {12, ..., n}.

Assim, grupos abelianos e p-grupos sdo exemplos de grupos
soluveis. Os grupos S;, 4, € S, sdo também exemplos de grupos solaveis
embora ndo sejam nem abelianos nem que se H ¢ um desses 3 grupos
acima entdo Z(H) = {e}.

PROPOSICAO 12. a) Todo subgrupo de um grupo solivel é solivel.
b) Todo quociente de um grupo soluvel é soluvel.
c) Seja G um grupo e N < G. Entdo, G/N solivel e N solivel = G
soluvel. i

Demonstragao.
a) Seja G um grupo solivel e {e} =G, <G, <G, <...<
< G,_y <G, =G uma “cadeia soluvel” de G, isto ¢,
(1) G, 52 Gy eie {152, .coslt}

€ (2) G,/G;_, abeliano Vie ll,2,...,n}.
Seja L um subgrupo qualquer de G e defina L, =LnNn G;
Vie{0,1,...,n}. Claramente temos L, ={e} <L, <..=<L, | <

<L,=Ln G=L.
Primeiramente vamos provar que L; ; S L; Vie .2, sl
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De fato, se:x€ Ly =/G;oqm Le geL;=G,n L entdo xeG;_, ¢
x€L,geG; e geL. Assim, xX* =g '-x.geL e como G, 2 G;
também temos x? =g~ '.x.ge G,_,, ou seja, ek, 4y =G L.
Agora para provarmos que L,/L;_ 1 € abeliano basta observar que:
Yi: L - Gi/G;_,
X MYx) = Gy x

¢ um homomorfismo cujo nicleo ¢ exatamente
NW) ={xeL;:xeG,_,} =L;;.
Assim pelo 1.° Teorema de homomorfismo teremos:

LfL;_ = Imyy<GifG;_y

€ como G,;/G;_, ¢ abeliano segue imediatamente que L;/L;_, ¢ também
abeliano Yie{l,2,...,n} e isto demonstra o item a).
b) Seja N2 G,n:G—>G=G/N a proje¢do candnica. Supo-
nhamos G soluvel. Vamos provar que 7(G) = G é também soltvel.
Seja (e} =Gy < Gy = DEHE=G < ... 5 G, £ G =6
tal que:

) Gron G ¥ icll I som
(2) G/G;-; abelianos Vie (1,2, ..., n).
Se G, =(G) = {g; = n(g,) : g;€ G,} entdo temos que:
{é}zéoséls...séi_lg(‘;is...sé,,_lsé,,=6
Vamos provar que:
(1) G, =G, Vie{l,2,....n)
(2) G;/G;_, abeliano Yiedh2,.wn)
De fato, seja i€ {1,2,...,n}.

(1) se m; = 7lg,: G, > G, ¢ o homomorfismo restricio (¢ sobre-
jetivo) temos pelo teorema da correspondéncia que: G;,_, < G, =
=7(G;_,) 2 G; e isto demonstra (1) pois m{G;i_y) = n(G;_,) = G,_,.

(2) sejam u,v€ G/G,_, = n(G,)/n(G,_,). Vamos provar que u.v =
= v.u e isto nos diz que G,/G,_, ¢ abeliano.

De fato,

u =mG;_,)+n(g;) para algum mg) € n(Gy), g;€G,.
v =mG;_;)+n(h) para algum n(h) € n(G,), h;e G,
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Observe que G;/G;_,; ¢ abeliano ¢ assim temos que:

(Gi—1+9)*(Gi_yohy) = (G *h)(Gi_1g)
ou seja, Giisiingssi = Gesiphindgs
Dai segue imediatamente que:

3x;-1€G;_, tal que: g;-h; = x;_; (h;- gy).
Agora,

uv = mG;_,) m(g) n(h) = 1(G;_)+(g;* hy) =
= TG y) e m(x;_ ) 7(h;* g))
ora como 7(x;_,)en(G;_,) temos que:
uv = n(G;_,) n(h) e n(g;) = v.u

¢ isto demonstra o item b).

c) Seja G um grupo, N < G e seja n: G — G/N = G a projegdo
canOnica.

Suponhamos que G = G/N e N sejam soluveis.
Assim existem (pelo teorema da correspondéncia) subgrupos

N=G,€G;€G,€....€6G, ;£G, =G
tais que:
(1) G;_, =G;_y/N SG/N VYie{l,2,....n}
(2) G,/G;_, abeliano Yie{l1,2,...,n}.
Ainda pelo teorema da correspondéncia temos que:
(1) Gy 26, Vie{l,2,...sn);

e por um exercicio do paragrafo anterior temos também que:
G/N
G;_y/N

Mais ainda como N ¢ solavel segue que:
e =Ny N)= L i SN =N =N

(2) GGy = G;/G;_, abeliano Vie{l,2, ...,n}.

tais que:
(1Y N,_, S N; Vje{1,2,...,r}
(2)" Nj/N;_, abeliano Vje{l,2,...,r}

Portanto existem subgrupos N,,...,N,, G,, ... G, tais que:
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e =N ING SRS Nev <o N <N
0 1 r=1 r
=66y 26,1 26,=G

nas condigoes (1), (2) e (1)” e (2)", ou seja, G € sollvel. m

Na classe dos grupos soluveis estdo os grupos abelianos, os p-grupos
e entre outros grupos S5, A, ¢ S,. Como o produto direto de grupos
soluveis € ainda solivel podemos, a partir de todos esses grupos, montar
infinitos outros exemplos de grupos sollveis. Enunciaremos agora
dois resultados famosos na Teoria dos grupos finitos, o primeiro
provado por W. Burnside no inicio do século e o segundo, no inicio
da década de 1960, por W-Feit, ¢ J. Thompson.

No inicio do século o matematico W. Burnside provou, usando
a técnica de representar o grupo por grupos de matrizes, o seguinte
teorema:

TEOREMA 8 p®-q” (Burnside). Todo grupo finito cuja ordem é divisi-
vel no mdximo por dois primos é
soluvel.

Burnside também conjecturou algo que parecia tarefa impossivel
de ser vencida em nosso século.

Conjectura de Burnside:

Todo grupo de ordem impar € soluvel.

Os matematicos W. Feit e J. Thompson, no trabalho mais cele-
brado da Teoria dos grupos finitos, responderam na afirmativa tal con-
jectura num trabalho de mais de 200 paginas publicado no Pacific
Journal of Mathematics em 1963.

TEOREMA 9 (W. Feit & J. Thompson). Todo grupo de ordem impar
é soluvel.

Antes de provarmos a simplicidade dos grupos 4, n >S5, pre-
cisamos desenvolver algumas definigdes e proposigdes sobre permuta-
goes.

Dizemos que uma permutagdo g€ S, € um r-ciclo de S, r > 2
se diy,i,,...,i, distintos elementos de {1,2,...,n} tais que:

O-(il) = iZ’ U(iz) o i39 sivisiy U(ir— 1) = ir’ G(Ir) = il

o) =j Vje{l,2,....n} — {i} iz ..crip}.
Nesse caso usaremos a nota¢do o = (i, i,, ..., i,) € S, em vez da notagdo
anterior de permutagdo. Observem que usando essa notagdo de ciclos
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temos que especificar os grupos S, a que elas pertencem. Por exemplo,
os ciclos (123) se considerados como elementos de S, fixam apenas
o simbolo 4 enquanto que considerados em S fixam os simbolos 4 ¢ 5.
Observem também que um r-ciclo de S, pertence ao grupo A,<r
¢impar. Sejamo = (i, i, ... i,)eT = (j, J, ... j;) dois ciclos de S,. Dizemos
que o e T sdo dois ciclos disjuntos se {i, iy, ..., i,} O\ {j;, iz, -rjs) = D.

Observe que se ¢ e 1 sdo dois ciclos disjuntos de S, entdo como
permutac¢des de S, eles comutam entre si, isto €, cot = 7100. Para
ver isto basta observar que os simbolos do conjunto {1,2,...,n} que
sdo movidos por ¢ sdo necessariamente fixados por 7 e vice-versa.

Por exemplo, os elementos do grupo S, sdo: e, (12), (13), (23),
(123) e (132) e os elementos do grupo A, sdo: e, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (2,3,4) € (243). Aqui o elemento
(12X34) representa a seguinte permutagdo o€ S, produto dos dois
2-ciclos (12) e (34) de S,:

a=(; o ‘;) — (12)(34)

Observe também que (12) representa a permutagdo de S, fixando
os simbolos 3 ¢ 4 ¢ movendo os simbolos | e 2, enquanto que (34)
representa a permutagdo de S, fixando os simbolos 1 € 2 € movendo
os simbolos 3 e 4. Ambos os 2-ciclos (12) e (34) sdo permuta¢des impares
porém ¢ = (12)34) é uma permutacdo par como produto de duas
permutag¢des impares. A

Provaremos agora um teorema relativo a essa idéia de repre-
sentar uma permuta¢do como produto de ciclos.

TEOREMA 10. Toda permuta¢do e # o € S, pode ser escrita de modo
unico (a menos da ordem) como produto de ciclos
disjuntos.

Demonstragdo. Antes de iniciarmos a demonstra¢do do teorema acima
observe que:
O unico elemento de S, ¢ a identidade e; os Unicos elementos
de S, sdo e e (12); os 6 elementos de S; sdo e, (12), (13), (23), (123) e
(132); e finalmente os 24 elementos de S, sdo: ¢, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12), (13), (14), (23),
(24), (34), (1234), (1432), (1324), (1423), (1243) e (1342).
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Seja 0 €S,, 0 # e. Vamos a seguir definir a seguinte relagdo entre
pares de elementos do conjunto {1,2,3,...,n}. Se x,ye {1,2,3,...,n},
x5 y<3ImeZ tal que y = o™(x).

Afirmamos que 7 define uma relagdo de equivaléncia no conjunto
{152, 3, cus )

De fato, se x,y,z€{1,2,3,...,n}

(i) x 3 x pois x = 0°(x)
(i) x 7 y=y 3 x pois y = 6™(x) = x = a~™(y)
(i) x 7 y, y 2= x 3 z pois y = 6™(x), z = 6"(y) = z = o™ "(x).

Assim 5 determina uma particdo no conjunto {1,2, ..., n} através
do conjunto quociente.

Sejam 7; = {xe{1,2,...,n} :x 3 i}, ...,
ji ={xell,2 wanl ik 5 i bl (BHE (B SRl e B 2,
as distintas classes de equivaléncia relativamente a + (com represen-
tantes i,,...,j;,...,{,) contendo mais de um elemento.
Assim |7, | >1,..,[7,| > 1,...,]€,| > 1 (existem tais classes
pols o # e).

Se Z ¢ o subconjunto de {1,2,...,n} tal que o(z) =z VzeZ,
entdo temos que:

{L2,...,n} =Zvijw.. vjw..uf, (unido disjunta)

Se H = <a) {om: meZl < §, entdo a relagdo de equivaléncia
% poderia também ser definida por,

x 7 y<>3heH tal que y = h(x).
Como S, € um grupo finito temos que | H | = k < oo e mais ainda
H=<o)= {e,o PO

Portanto nossa relacao de equivaléncia poderia ainda ser definida
por:

xzy<s3Im 0<m<k—1 tal que y = 6™(x).

Assim, o%(iy) =iy, ...,0*j,) = j,, ..., 6¢,) = ¢,. Vamos definir
os seguintes nimeros:

Seja r o menor inteiro, | < r < k, tal que o"(i;) = i,; etc, etc, ... .
Seja s o menor inteiro, 1 < s < k tal que %(j,) = j,, etc, etc, .... Seja ¢
0 menor inteiro 1 <t < k tal que d'(¢,) = ¢,.

Ora, comoi; = {i,, a(i), 62(iy), ...}, €tc, ..., j; = {j, oi,), 72Gy), ...},
ete, etc, ...,¢; = {f;,0(f,),6%(¢,),...} segue imediatamente que:



162  Introducdo 2a algebra

iy i 0l )0 i)y iss0” ig)}sehey glCicuns
Ji =l 6010201 )5 -+, 0" i))s.OLC, €1 5.0
_61 = 1€y, 0(fy), ‘72(6}1)» sy 0t_1(€1)}
sdo as classes contendo mais de um elemento.
Definindo  0™(iy) = insy, 0°G1) = Jjp+1, 0%U€y) =€,y onde
0O<m<r—1,0<p<s—1e0=<g<=<t—1 nods temos que:

Ty = {iy, iz gy ---s Bp}s €LC, €C, oosfy = nsfizsfizs +eesfishs

etc, etc, ..., f; {6’1,62,{3, ...,f,} sdo as classes contendo mais de
um elemento € mals amda

Olie) = ins Olix) =iaseony: O, 1) = i 0l,) =iy, €G- €, ..., a(j;) =Jja»
UUZ) =j3’ cery o—l(is— 1) =jsa G(js) =j11 elC,:Cle; vy a(fl) T €2, 0(62) o 6)3, cees
o) =¢, olt)="¢,.

Afirmamos agora que:

(9.0 =iy iz i i) ez dseeedsd) oo €1 €283 0 €)

De fatopiGa=Z Wil ig w96 i@ fpsjosewes Jof W70t 0
L {fx’fz’ #s O

Se x€Z ambos os membros da igualdade (*) fixam o elemento
el )

Se x¢_Z entdo x estd em alguma classe, digamos T assm
X € {j1,izs---»Js}- S€ 0;, = (jyj, ... J5) € 0 ciclo definido pela classe j,,
entdo claramente temos que: ol 7, = 0, € portanto a igualdade (*) se
verifica quando aplicada ao elemento xe€{1,2,...,n}. Assim fica
provada a primeira parte do teorema com a validade da igualdade (*).

Deixamos como exercicio a prova da unicidade da decomposi¢ao
(a menos da ordem dos ciclos). ®

Se ¢ e t sdo duas pcrmutacbes em S, tais que:

o=y i)y o di) o €y f) e
r=(i"... (1,... (fl. t2)

¢ dizemos que ¢ e T possuem a mesma estrutura de ciclos.

PROPOSIGAO 13. Sejam ¢ ¢ t€S,. Entdo, ¢ e T sdo conjugados em
S, <> 0 e T possuem a mesma estrutura de ciclos.

Demonstragao.
(=): Seja feS, tal que t =0/ =f"'ooof e seja

PREEL L g I B W A |
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entdo ¢ suficiente provarmos que:

6! =(f W) ") - f TGE)) woe G MG o) 52 s
v (F THEDS = ) -~ HE)).
De fato,
se o(x) =y entdo o/(f ' (x)=(f Lo o) f(f ~!(x)) =f~Ho(x))=f"1(y)-
(<): Sejam o =(iy iy .- 1) ... Gy jp oo j) oo (€ € . € e T = (1, By .. ) ...
Gz J) o (€ €y ... €) sdo duas permutacdes de S, com

mesma estrutura de ciclos entdo segue imediatamente que: t = ¢*
onde ge S, definida por:

g(ip) = i, lEkLor, etc, etc, ...

9Um) = jm l=wm=s, etc, etc, ...

gity) = ¢, lgg=<i
e g (arbitrariamente) definido nos restantes simbolos ndo envolvidos
na definicio acima. m

Observe que (123) e (132) ndo sdo conjugados em A4, mas pela

Proposicao anterior sao conjugadas em S4- Daremos o nome de trans-
posi¢do em S, a qualquer 2-ciclo (ij) do grupo S,.

PROPOSIGAO 14. a) 0 grupo S,,n =2 é gerado pelo conjunto de
todas as transposicdes de S,.
b)oeS,, n=>3¢épar < g éum produto de um nimero par de trans-
posigoes.
¢) O grupo A,, n >3, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos
de §S..

Demonstragdo. a) Pelo Teorema 11 ¢ suficiente provarmos que um
r-ciclo (iyi,...4,), r > 3, é produto de transposigoes
¢ isto segue imediatamente da igualdade:
Gy iy e i) = (g ) (g iy y) o Gyiy)
b) (=):se 6 =1,-1, .. T €8, temos que se

P = POgsns X =1 [ (x;— x;) entdo, P°=(—1)*.p=P

1<i<j=n

€ portanto ce A,.
(=): Seja o€ A,. Pelo Teorema 11 podemos escrever:
=51y vail) o G o wos JYiatllyi Gy 550l
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Ora sabemos que:
(iyiy...i,) € impar <> r € par <> (r — 1) € impar e mais ainda:
(iy iz oee i) = (i1 3,) Ggip—y) ..« (iq i3), ou seja, (iy iy .. i,) € um produto de
(r— 1) transposigoes.

Como em uma permutacdo par o numero de ciclos ndo perten-

centes a A, deve aparecer um numero par de vezes o item b) segue.
c) Pelo item b) ¢ bastante observar que:

(ab) (cd) = (bdc) (ach)
(ab) (ac) = (acb)

¢ isto demonstra a Proposi¢do 14. m

COROLARIO 1. Os ciclos (12) e (12...n) geram o grupo S,

Demonstragdo. Sejat = (12)ea =(12...n), e seja G = {a,t) 0 grupo
gerado por a e t.
Assim, a”lta = (23), a %ta® = (34), etc, etc,...(m,m + 1) estdo
em G.
Portanto, G contém as transposigoes:

(12)(23)(12) = (13), (13)(34)(13) = (14), etc, ... (1m)

Dai segue que: Vm,re{1,2,....n}, m # r (Im)1r)(1m) = (mr)e G
e pela proposi¢do anterior tem-se G = S,. ®

PROPOSICAO 15. Sejam a,be {1,2, ...,n}, a # b fixos. Entdo, o grupo
A,, n =3, é gerado pelo conjunto de todos os
3-ciclos de S, do tipo (abk), onde 1 < k <n, k # a, k # b.

Demonstrag¢do. Sabemos que A, ¢ gerado por todos os 3-ciclos (efg)
de S,. Agora, (efg) = (agf) (aef)aeg) e assim € sufici-

ente provarmos que os 3-ciclos do tipo (afg) podem ser escritos como

produto de 3-ciclos do tipo (abk), 1 <k < n, k # a, k # b.

Assim, se f'= b nada temos a demonstrar, e se g = b também
temos (afg) = (afb) = (abf)* = (abf)(abf) e também nada temos a
demonstrar. Suponhamos agora que: f # b € g # b. Nesse caso basta
observar que:

(afg) = (abg) (abg) (abf’) (abg)

e isto demonstra a Proposi¢cdo 15. m
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TEOREMA 11. O grupo A,, n > 5, simples.

COROLARIO 1. 0 grupo S,, n > 5, ndo é soluvel.

Demonstragdo do coroldrio. Basta observar que A4, < S, e A, ¢ ndo
soluavel.

Demonstragdo do Teorema 12. Seja {e} # N < A,. Vamos provar
N = A4,
Caso 1: N contém um 3-ciclo (abc).
Assim N contém (bac) = (abc)®. Agora se ¢ = (ab)(ck)e A, e
N < A, temos que:

Vke{l,2,...n)

it g
(abk) = o~ Y(bac)oe N ot Vi

Pela Proposicdo 14 entdo N = 4,.

Agora para completar a demonstragdo vamos produzir um 3-ciclo
(abc)e N.

Como N # {e} podemos escolher T€ N, T # ¢, fixando o niimero
maximo possivel de simbolos. Vamos provar que t ¢ uma 3-ciclo.

Suponhamos por absurdo que t ndo é um 3-ciclo. Assim pelo
menos 4 simbolos aparece na representagdo de t como produto de
ciclos. Portanto temos duas possibilidades

(1) T = (abcdf ...)... (ja que (abcd) ¢ A,)
ou '

(2) © = (ab)(cd) ...

Agora seja ¢ = (cde)€ A,. Entdo teremos,
(1) 1y =0-1-0" " =(cdf Xabcdf...)...(ced) = t, = (abdfc...)...€ N
2) 1, =0+1:0"" =(ab)df)...e N

Em ambos os casos t # t,. Agora consideramos y =t~ -1, € N.
Como 7 # 7, segue que y # e € §, e mais ainda verifica-sequey =t~ 7,
fixa mais elementos do que 7 o que é uma contradigdo.

Portanto t = (abc) € um 3-ciclo em N e pelo caso | N = 4, de-
monstrando o Teorema 12. m

EXERCICIOS

L. Seja G um grupo. Defina, G = G, G*) = [G, G] = 0 grupo gerado
por todos os elementos [x,y] =x"'y !xy (chamado o grupo
comutador de G), G® = [GV,GV],... G = [G"V,G" V], n=1.
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Prove que:
G é soluvel <3 n inteiro > 1 tal que G = {e}.

2. Prove que se G ¢ solavel 3 {e} # M < G, M abeliano.
3. Prove que os seguintes grupos sdo solaveis: S;, A,, D,, n > 3, S,.

4. Prove que se G ¢ um grupo tal que Aut G ¢ soluvel entdo G ¢ também
solavel

5. Sejam H ¢ K subgrupos soliveis de um grupo G. Prove que:
se K < G entdo HK ¢ também um subgrupo soltvel de G.

6. Prove que se n > S5 entdo A, ¢ o Gnico subgrupo normal de S, di-
ferente de {e} ¢ S,.

7. Prove que S, ¢ isomorfo a um subgrupo do grupo A4,.,.

8 Seja S ={1,2,...,n,...} e seja (abc) um 3-ciclo no grupo #(S) das
permutagdes de S, (isto é, (abc) fixa j Vje S — {a, b, c}).
Defina A como o subgrupo de Z(S) gerado por todos os 3-ciclos
(abc) € 2(S).
Pergunta-se:
(a) E 4, um grupo simples?
(b) Se G ¢ um grupo finito simples entdo G ¢é isomorfo a um sub-
grupo de A
(Sugestdo: Usar o Teorema de Cayley e o Exercicio 7).



CAPITULO VII

TEORIA DE GALOIS ELEMENTAR

Nesse capitulo provaremos o teorema fundamental de Galois
para extensOes L o K finitas tais que C > L o K o Q. Exibiremos
também um polindmio de grau 5, com coeficientes inteiros, que nio
¢ solivel por meio de radicais. Todas extensdes L. > K aqui con-
sideradas sdao subcorpos de C contendo Q.

81  Extensdes galoisianas e extensdes normais

Dizemos que uma extensdo finita L > K ¢ uma extensdo galoi-
siana se 3 f(x)e K[x] tal que L = Gal(f, K), e dizemos que uma
extensdo algébrica L = K ¢ normal se Y g(x) € K[x], irredutivel sobre
K que possui uma raiz o€ L. possui todas as suas raizes complexas
el 1.

Observe que se L > M o K sdo extensdes tais que L o K ¢
galoisiana entdo L > M ¢ também galoisiana, porém M > K ndo é
necessariamente galoisiana como mostra o exemplo L = Gal(x® — 2, Q),
M=Q[Y2] e K=0Q.

Vamos mostrar nesse paragrafo que uma extensdo finita L > K
¢ galoisiana se ¢ somente se L > K ¢ normal. Mas antes vamos dar
algumas definigdes e provar alguns resultados sobre extensdes de
1somorfismos.

Sejam K, K' > Q corpos e 6: K — K’ um isomorfismo de

a~>d
K sobre K'. Se f(x) = ay + a;x + ... + a,x" ¢ um polindmio em K[x]
deﬁnimos fox) = ap + d\x + ... + dx"e K'[x] onde 4, = o(a,);
i ="0, n.

Observe que se f(x )+ f2(x) ... fi(x) onde f(x)e K[x] sdo
irredutiveis sobre K,j = 1,....1\ entdo f(x) =f(x)« f5(x) ... fUx)
onde f%(x)€ K'[x] sdo irredutiveis sobre K',j =1,...,k.

Em particular se todas as raizes de f(x) estio em K temos que
cada f{x) possui grau | e portanto cada f(x) também possui grau 1,
e dai segue imediatamente que todas as raizes de f“ estio em K.
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PROPOSICAO 1. Sejam K,K' > Q corpos e 6: K —» K' um isomor-
fismo, e h(x)€ K[x] um polinomio irredutivel so-

bre K.
Se o é uma raiz de h(x) em C e f é uma raiz de h’(x) em C, entdo
existe um tnico isomorfismo 6: K[o] - K'[ff] tal que 6(x) =f e O'IK =0.

Demonstra¢do. Seja o uma raiz qualquer de h(x) € K[x] e f uma raiz
de h°(x)e K'[x]. Sabemos do Capitulo 5 que K[«] e
K'[PB] sdo corpos e mais ainda se grau h(x) = grau h’(x) = r segue
que:
yokdle] = {ag + Gt a0 Tia e K) @ Lwed, ot
¢ uma base do espaco vetorial K[o] sobre o corpo K.
@) KIB) ={apay B b oo o Togf 0= Ky & 1, Bl cosB
¢ uma base do espago’ vetorial K'[f] sobre o corpo K.
Agora ¢ facil ver que 6: K[«]— K'[f] definido por a(a, + a,o +
+ ... +a,_, ") =oalay) + ola)f + ... + ala,_ )~ € um isomor-
fismo do corpo K[o] sobre o corpo K'[f] tal que &(x) = e 6| =0,
¢ claramente ¢ ¢ o UGnico com essas duas condigdes. B

PROPOSICAO 2. Sejam K,K' 2 Q corpos, 0: K — K' um isomorfis-
mo, f(x) € K[x] e o uma raiz qualquer de f(x) em C.
Entao 3 f raiz de /°(x) em C ¢ existe um isomorfismo

o, K[o] = K'[f]

tal que:

o) =pFealg=0

Demonstragdo. Seja f(x) = fi(x)™ «f,(x)" ... fi{x)™ onde f(x),...,fiX)
sdo 0s dmtmtos fatores irredutiveis de f (x) em K[x]
Assim f(x) = f{(x)™ ...f‘,i(x)"‘k onde f{(x), ..., f(x)sdo os distin-

tos fatores irredutiveis de f°(x) em K'[Y]
Se o ¢ raiz de f(x) podemos assumir que o € raiz de f,(x) irredu-
tivel sobre K. Assim se 8 ¢ qualquer raiz do polinémio f{(x) irredu-
tiveis sobre K’ a Proposicdo 2 segue imediatamente da Proposi¢do 1. ®

TEOREMA 1. Sejam K,K' 2 Q corpos, 0: K — K' um isomorfismo,

f(x)e K[x] e oy, ..., , as distintas raizes de f(x) em C.

Se L = Gal(f,K) e L' = Gal(f°,K') entdo 36: L — L' um isomor-

fismo tal que 6| x = 0 e mais ainda 6(y), ..., 6(x,) sdo as distintas raizes
de f°(x) em C.
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Demonstragdo. Se f(x)€ K[x] possui uma Gnica raiz o, entdo temos

JS(x) =(x —a,)" em C[x], mas isto implica que a, € K
¢ portanto a(x;)€ K" € a Unica raiz de f°(x) em C e teremos L =K,
L'=K eo=6:L=>1.

Agora se f(x) = fi(x)" ... f(x)™ onde f{x)e K[x] sdo distintos
polindmios irredutiveis sobre K temos que f“(x) = f5(x)™ ... fo(x)™
onde f{(x)€ K'[x] sdo distintos polindmios irredutiveis sobrc K

Sabemos pela Proposicdo 2 do Capitulo 5 que o nimero r de
raizes distintos de f(x) em C ¢ igual a soma dos graus dos polindmios
S1(x), ..., filx) e portanto temos como conseqiiéncia que o nimero de
raizes distintas de f°(x) em C é também igual a r.

Sejam f,, f,, ..., B, as r distintas raizes em C do polindémio

f(x)e K'[x].
= r I[a]
K..

Seja K, = K[«,], K, = K [], ...,

Assim temos que L = K[ocl,... o, ]

Pela proposicdo anterior 3 fie {f,, ... [)’,} e 3 isomorfismo o:
K[x,]— K'[f] tal que o,(2,) = fe o, |, = 0. Chamando B, = 7,(x;) =
temos entdo que 3 B, € {f, ..., B,} e31somorﬁsmo oy :K[a,]->K'[]
tal que:

K

oy(y) = By e 0| =0

Seja K'[B,] = K}. Assim J¢,:K, - K isomorfismo tal que
o) =B, e 0'1';( = 0.

Ora, como /(x)e K[x] e o,|, = 0 segue imediatamente que
JEEK x] e " =)

Aplicando novamente a Proposi¢do 2 deste capitulo para os cor-
pos K,,K; 2Q e 0,:K; - K| chegamos que 3f€{B,,h,,..., .}
(0 qual chamaremos de f8,) e 30,: K,[a,] = K'[B,] isomorfismo tal
que: 0,(x,) = f, € 0,|, = 0,. (Observe que o, isomorfismo e a, # o,
implica que f; = g,(a;) # 0,(a;) = B,).

Ora, como ¢, |, = o segue imediatamente que,

;] =0 € oxay) = By, d,a;) = B,

e 0, Klay,a,] = K'[B;,5,] ¢ um isomorfismo.

Supondo que 3o,_,: K[ay,...,0,_;] = K'[By, ..., Bi_,] isomor-
fismo tal que: o, _ (o) = B,,i = 1, 2 .k —1lea,_,|, = otemos que:
JReK,_[x] e f7'(x) = fox).

Aplicando a Proposi¢do 2 para os corpos K,_, = K[a,, e S|
eK,_, =K[p,....hi-y]como,_,:K,_, - K,_, temos que 3  (que
denotaremos por ) raiz de f°(x) e 3 isomorfismo o,: K,_ ,[o,] —
- Ki_,[8] tal que ay|g,_, =0, _ 1 € afoy) =By
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Dai segue que: 30, K[ay, ...,o] = K'[ By, ..., ] isomorfismo
tal que: oa) =pB;Vie{l,2,...,k} ¢ 0|, =0. Como L=K, =
= K[a,,...,a,] o teorema segue imediatamente. ®

COROLARIO 1. Seja L > K uma extensio galoisiana e sejam M, M’
subcorpos de L contendo K. Se 6: M — M' é um iso-
morfismo tal que o(a) = a ¥Yae K entdo 36 € Autg L tal que &|) = o.

Demonstragao. Se L = Gal(f, K) entdo a demonstracdo ¢ conseqiién-
cia direta do teorema anterior pois f’(x) = f(x) e
L =@Gal(f,M)=L =Gal(f’,M'). m

COROLARIO 2. Seja L > K uma extensio finita. Entdo, L > K ga-
loisiana < L > K normal.

Demonstragao. (<=): Suponhamos L > K normal. Como L o K finita
segue do Teorema 2 do Capitulo 5 que L = K[u].
Agora como L o K normal segue imediatamente que L = Gal(h, K)
onde h(x) = irr(u, K).
(=): Suponhamos agora L o K galoisiana com L = Gal(f, K).
Seja g(x) € K[x] um polindmio irredutivel tal que 3 € L, g(x) = O.
Vamos provar que ¥V ffeC, ¢g(f) = O tem-se fie L.
De fato,
Seja ff # o uma raiz de g(x) em C. Sabemos pela Proposi¢do 1
que J0: K[o] = K[ ] isomorfismo tal que o(x) =, € a(a) =a V aeK.
Sejam M = K[«], M’ = K[B] ¢ L = Gal(f, M").
Primeiramente observemos que, como KcMc L ¢ K< M’
temos

(1) L = Gal(f, K) = Gal(f, M).
2) L =Gal(f,K) < L = Gal(f, M)).

Agora, o(a) = aVae K nos diz que f = f e, pelo Teorema 1,
existe um isomorfismo

&7 L = Gal(f, M) > L = Gal(f°, M’)

tal que 6|, =0, ou seja 6(a) =a VaeK.

Em particular temos,
@Brr¥ Lt K] = [EEK]

Assim, (2) e (3) implicam que: L = L ¢ isto termina a demons-
tragdo do Corolario 2 pois fe L.
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COROLARIO 3. Se L = K galoisiana entdo (a) [L : K] = | Auty L|.
(b) Se we L — K3o€ Autg L tal que a(x) # o.

Demonstragdo. (a) Seja L = K[u]. Se h(x) = irr(u, K) entdo pelo coro-
lario anterior L = Gal(h(x), K) ¢ L contém todas as
raizes de h(x).

Se grau h(x) = n temos [L: K] = n e pela Proposi¢do 2 do Ca-
pitulo 5 temos que h(x) possui exatamente n raizes distintas u, =
=0 sy s

Agora Vie{l1,2,...,n} 3 isomorfismo (pela Proposi¢io 1 deste
capitulo) o;: K[u] — K[u;] tal que o,(u) = u; € o,(a) = a Vae K. Pelo
Corolario 1 segue que 36, € Autg L tal que 6ilK[u = 0;, Ou seja exis-
tem pelo menos n automorfismos 6,,6,,...,6,€ }\ut,( L. Como, pelo
Corolario 1 do Teorema 2 do Capitulo 5 |AutyL| < [L:K] =n
segue imediatamente a igualdade desejada.

(b) Sejaae L,a¢ K. Se g(x) = irr(e, K) segue que grau g(x)=r>2
e pela Proposi¢do 2 do Capitulo 5, 3 # a tal que g(f) = 0. Pelo
Corolario 2 deste Capitulo fe L (L € normal).

Agora pela Proposi¢do 1 3o: K[a] = K[f] isomorfismo tal que
ola)=a YaeK e a(x) = ff # a.

Pelo Corolario 1 36€Autg L, 6|k, =0 € isto demonstra o
item (b). m

TEOREMA 2: Se L o M > K sdo extensoes finitas e L > K é Ga-
loisiana, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) M o K galoisiana
(b) o(M) = M Yoe Auty L
(¢) Autyy L < Autg L.

Demonstra¢do. (a) = (b): Seja ue L tal que M = K[u]. Se M > K ga-
loisiana segue pelo Corolario 2 anterior que M o K
¢ uma extensdo normal.

Agora, se h = irr(u, K) e g € Auty L sabemos que v = a(u) é tam-
bém raiz de h(x) e pela normalidade de M > K temos v = o(u)e M,
ou seja, o(K[u]) € K[u] como queriamos demonstrar.

(b)=(a): Seja ueL tal que M = K[u] e seja h = irr(u, K).

Vamos provar quese o(M) < MV o € Autg Ltemos M = Gal(h, K).
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Seja v raiz de h(x), e seja M’ = K[v]. Pela Proposi¢do 1 existe
isomorfismo, o,: M — M’ tal que

ou) =v e o(a) =a YVae K.

Pelo Teorema 1 existe g€ Autg L tal que o], = o,. Como
oM)S M e ue M teremos v = ag(u)€ M e isto prova a implicagao
(b) = (a).

(b) = (c): Sejam o€ Auty L e y€Auty, L. Vamos provar que se

o(M) < M entdo o 'oyoceAut, L.

De fato, se o(M) < M e m' = a(m), me M temos:
ym)=m e (6" eyoo)m) =0 '(ym)) =o' (m) =m

e isto demonstra a implica¢do (b) = (c).

(¢) = (b): Suponhamos por absurdo que.3cecAuty L e JueM
tal que o(u) = v¢ M. Como L o K Galoisiana temos L > M galoi-
siana e pelo Corolario 3, item (b), segue que: 3y € Aut, L tal que
P(v) # v

Assim, (6 1 oyoa)(u) = a " }(y(v)) # 0 (v) =uousejac”
Aut,, L contrariando a hipdtese Aut, L < Autyx L. B

loyood

.3

TEOREMA 3. Seja L = K uma extensdo finita. Entdo as seguintes
condi¢oes sao equivalentes:

(1) L = K galoisiana.

(2) L o K normal

(3) VaeL — K Jo€ Auty L tal que o(x) # .

@) [L5K] = Autg L]

Demonstragao. (1) =>(2): segue imediatamente do Corolario 2 do Teo-
rema .

(2) = (3): segue imediatamente dos Corolario 2 ¢ 3 do Teorema 1.

(3) = (4): Sabemos do Corolario 1 do Teorema 2 do Capitulo
5 que [L:K] > | Autg L|. Suponhamos (3) e, por absurdo, [L:K] >
>| Autg'L .

Seja Auty L =1{¢, =1,,0,,¢;5,....¢, onde I, representa o
automorfismo identidade de L.

Se"[L:K] = entdo 3 iy, uz, ..., 050,41 €L linearmente inde-
pendentes sobre o corpo K:

Consideremos agora o seguinte sistema linear homogéneo com
n equagdes e (n + 1) incognitas ay,ds, ..., 4, €M L:
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@1uay+ @ (uy)ay +...+ @ (u)a;+... +@ilaa,+@ilu,¢)a, i1 =0

©(ua; +@,(uy)a, + ...+ Qua;+ ... +@,(a)a,+ @, (u, . a,4+1=0
(U0 Bl e 39000 T Sk s e a0 S el nea Rk
qoi(u,)al+(pi(112)a2+...+qo,-(u_,«)a_,~+...+(p,-(u,,)a,,+(p,~(u,,+])a,,H=0

Quuy)ay+ @ (uy)ay+ ...+ Qu(u)a;t ...+ o (u)a,+ @, (u,. )a,. =0
Como o nimero de equagdes de (*) ¢ menor do que o nimero de in-
cognitas entdo () admite uma solugdo a, , a,. ..., a, . ndo todos nulos.

Consideremos agora uma solu¢do ndo trivial de (x) com o maior
nimero de zeros possivel e denotaremos os ¢,'s ndo nulos dessa so-
lugao por g, ;65 .o d

r

Multiplicando por a; ! se necessario podemos assumir que a; = 1.
Assim 1,a,,a;. ..., a, ndo nulos sio tais que I a, dy ... a, 0...0 ¢
uma solu¢do de (*) com um ndmero maximo de valores zeros.
Entdo temos,

Vie{l,2,....n},0du;) + ofu)a, + ... + @{u)a, = 0.

Como ¢, =1, € uy,...,u,,...,u, sio linearmente independentes so-
bre K entdo segue que 3a;€ L tal que o, ¢ K. Seja a, ¢ K. Assim por
(3) 3o € Auty L tal*que:

ala.) # a,.
Dai segue que:
WEd1,2;... n¥;

(o @)uy) + (g00)(uy)+0lay) + ... + (600)(u,)-0(a,) = 0.
Como Auty L € um grupo e oe Auty L segue imediatamente que:

Auty L =1{0,.¢,,....9,] =109,,00,,...,00,)
Portanto se 0¢; = ¢, teremos,
Slie Pt Dovasiail,
Piluy) + @lur)olay) + ...+ @yu)o(a,) =0
Vie{l,2,...,n},
?uy) + @luz)ay + ... + @fu)a, =0
Dai segue que:
Yijell.2,....n
901(“2)(0(02) = illlg) — @) Fsas F ¢ fu)ola,) — a,) — a,) =0
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Como a(a,) — a, # 0 temos uma contradi¢do pela nossa escolha dos
a/s com nimero maximo de zeros e isto demonstra que (3) = (4).

(4) = (1): Suponhamos L o K extensdo finita e [L:K] =|Autg L|.
Yamos provar que L o K ¢ galoisiana.

Seja L = K[u]. Sabemos que se h(x) ¢ definido por h = irr(u, K)
entdo Vo € Autg L tem-se o(u)€ L e o(u) raiz de h(x). Assim, |Auty L\
¢ menor ou igual ao niimero de raizes de h(x) em L. Agora, se [L:K]| =
= | Autg L| entdo | Auty L| = grau de h(x) e portanto igual ao na-
mero de raizes de h(x) em L. Dai segue imediatamente que L contém
todas as raizes de h(x), ou seja, L = Gal(h, K) como queriamos de-
monstrar. @

Antes de encerrar esse paragrafo vamos ver alguns resultados
Uteis na determina¢do da estrutura do grupo G = Auty L.

PROPOSICAO 3. Se L o K ¢ uma extensao galoisiana de grau n
entdo G = Auty L ¢é isomorfo a um subgrupo de S,.

COROLARIO 17 Se L = Gal(x® — 2, Q) entdo Autg L = S,.

Demonstragio do Coroldrio 1. Pelo Corolario 3 da Proposicdo 4 do

Capitulo 5 sabemos que [L:Q] =6
onde L = Gal(x® — 2,@) e portanto |Autg L| =6 e como |S,| =6
o corolario segue imediatamente da Proposi¢do 3. m

Demonstragdo da Proposi¢io 3. Seja L = K[u], h =irr(u, K), [L:K] =
=Braub(x) =, Q=Y =i, ls,unll,]
o conjunto de todas as raizes complexas de h(x). Como L > K ga-
loisiana temos Q < L. Sabemos também que VoeG = Auty L e
Vu;eQ tem-se o(u;)€Q e como Q ¢ um conjunto finito e ¢ injetiva
segue que g, = 6, :Q — Q define uma permutagdo do conjunto Q.
Se 2(Q) denota o grupo das permutacoes do conjunto Q entdo ¢ su-
ficiente provarmos que G ¢ isomorfo a um subgrupo de 2(Q) pois
PR)=S,.
Agora, ¢ facil verificar que (prove isto) a seguinte fungdo  de-
fine um homomorfismo de grupos, pois (go1)|g, =0

VG — 2Q)

g v ag =0lg

o°T |sz-

Mais ainda, se o, = o |, = I, (identidade em Q) segue que o(u) = u

eistonosdizque o = I,,poisVhe L, b =ay + ayu + ... +.a, """,
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onde a,e K € VoeG = Autg Ltem-se: 6(b) = ay + a,0(u) + ... +
+ alz—l(r(“)"_l Y e (ln_lun_l = p.

Portanto ¥ ¢ injetiva e portanto pelo 1.° teorema de isomorfismo
de grupos temos, G ~ Y(G) < 2(Q) como queriamos demonstrar. m

PROPOSICAO 4. Se L = Gal(x" — 2,K) onde K > Q contém uma
raiz { primitiva, n-ésima, da unidade, entdio G =
= Autg L é um grupo abeliano.

- : 2 2n %
Demonstragdo. Seja o = {'/5 €R e { = cos — + isen — entdo a, a,
: n n

al?,...,al" ! sdo as n distintas raizes de x" — 2 em C.
Sabemos que L = K[a, (] = K[{,a] = K[«] pois {eK.
Assim, se o,7€Auty L eles sdo determinados cqmpletamente
pelos valores o(x) e 1(x). Ora, o, 1€ Auty L = o(x) = o’ para algum
i e 7(@) = a{’ para algum j. Dai segue, considerando { € K, que:

(001)(2) = o(al’) = a(a)! = al'*/
(T00)(@) = (') = @)’ = al/*L

Assim 6o 1(x) = to0(®) Yo, 7€ G = Autg L e isto prova a proposigio
pois como L = K[a] os automorfismos y em G = Aut, L sdo deter-
minados pelos valores y(x). m

PROPOSIGAO 5. Seja p um nimero primo e f(x)€ Q[x] um poliné-
mio irredutivel sobre Q de grau p. Se f(x) possui
exatamente duas raizes ndo reais entdo Autg L ~ S,onde L = Gal(f, Q).

Demonstra¢ao. Seja L = Gal(f, Q). Como grau f(x) = p e f(x) irredu-

tivel sobre Q, f(x) possui exatamente p raizes distin-
tas e pela Proposicdo 3 G = Autg L ¢ isomorfo a um subgrupo H
de S '

Se o ¢ uma raiz de f(x) entdio Q = Q[a] = L e |G| =|H|=
= [L:Q] = [L:Q[«]][Q[«]:Q]. Portanto [Q[a]:Q] = p divide |H]|.
Como H < S, segue imediatamente pelo Teorema de Cauchy que
daeH tal que O(a) = p. Como « €5, a s0 pode ser um p-ciclo. Sem
perda de generalidade vamos denotar a = (1,2, ..., p).

Se K = Q[a,,...,a,_,] onde a,...,a,_, sdo as raizes reais de
J(x) entdo segue imediatamente que L = K[f] onde f é uma raiz
complexa de f(x). Claramente 30 € Auty L tal que o(f) = B pois
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[L:K] =|Autg L| =2 e B, B sdo as raizes complexas, ndo reais, de
f(x) ¢ B é o complexo conjugado de B. Portanto, ¢ € Autg L € o(o) = o;
Yi=1,...,p—2, e o(f) = B. Renumerando os indices das raizes se
necessario segue que a imagem de ¢ em S, € uma transposigdo que
podemos notar por (12)e H.

Ora (1,2,...,p) € (12)e H < S, implica pelo Corolario da Pro-
posicdo 14 do Capitulo 6 que G ~ H = S, como queriamos demons-
trar. @

COROLARIO: Seja f(x) = x> — 6x + 3€ Q[x] e L = Gal(f, Q). En-
tdo G = Autq L =~ Ss. Em particular Autg L ndo é
um grupo soluvel.

Demonstragdo. Pelo critério de Eisenstein f(x) € irredutivel sobre Q.

Como grau f(x) =5 ¢ um nimero primo, ¢ suficiente provar-
mos que f(x) possui exatamente 3 raizes reais.

Agora, com a ajuda do calculo, observando também os valores:
f(=2= =17, f(=1) =8, f(6) =3, f(1) = =2 e f(2) =23, f(x)
como fungao real possui um grafico do tipo abaixo, o que demonstrar
o corolario: m

+ oo

7

Antes de encerrarmos esse paragrafo, vamos calcular G = Autg L,
em alguns casos particulares.

EXEMPLO 1. Seja L = Gal(x* — 2, Q). Seja a = /2. Como x* — 1
fatora-se em x*—1=(x2-DE2+1D)=(x—-1)
(x + 1)(x? + 1) temos imediatamente que L = Q[a,i] onde i? = — 1.
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Assim, [L:Q] =|Autg L| =8. Vamos calcular os 8 elementos de
G = Autg L ¢ provaremos que G ¢ um grupo ndo abeliano de or-
dem 8 (mais precisamente G ~ D,).

Sabemos que VoeG, o fica determinado completamente pelos
vetores a() e a(i), ja que 1,a, a?, o3, i, ai, «%i, i € uma base de L so-
bre Q.

Agora, sabemos que: Yoe G a(@)* =2 e o(i)* = — 1. Assim, se
o€ G as possibilidades para o(x) sdo o, — o, i, — i, € para o(i) sdo
i, —i, ¢ G € entdo determinado pelo quadro abaixo:

Iy | w0, (o O4 Os O o, Og

E facil observar que o5 e ¢, sdo os Unicos elementos de ordem
4, enquanto que os demais, diferentes de I, possuem ordem 2. Observe
também que:

(05006)(x) = a4(i) = a5()o5(i) = (2i)i = — a
(060 05)(0) = 04(2i) = ag(@)aeli) = (i) — i = a.

ou seja 05004 # 05005 ¢ G ¢ ndo abeliano de ordem 8. Como Qg
(quaternios de ordem 8) possui um unico elemento de ordem 2 entdo
segue que G ~ D,, o grupo dihedral de ordem 8. Para isso observe
que:

. S TS 5 I t -1
G= <°’5,‘72-05 =03 =1,,0,°0,=05"%0,)

EXEMPLO 2. Seja h(x) = x* + px + g€ Q[x] wn polindmio irredu
tivel sobre Q, e seja D = —4p* — 274% € Q. Denota-
remos L = Gal(h,Q) e G = Autg L.
Se {a;,a,,03} =Q € o conjunto das 3 raizes (distintas) de h(x)
sabemos que:

ay +oy, +ay =0
(%) § o0 + a3 + 0,05 =p
X %3 = — ¢
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Seja A = (o, — ay)(x; — a3)(@, — a3)€ L. Usando as relagdes (*)
acima pode-se provar que:

D =A% e .N—y/ D .onde = 4p . 2lg".

Sabemos que podemos identificar G (através de um isomorfismo)
com um subgrupo do grupo #(2) ~ S; das permutacdes do con-
junto Q.

Se A = \/Be Q temos que A’ = A YoeG, ou seja, as permu-
tagdes induzidas pelos elementos de G sdo todas pares pois A = (x; — o)
(o, —atg) (o, — ot3).

Como [L:Q] > 3 temos imediatamente nesse caso que,

G =~ A;.

Se A =.,/D¢Q entdo Q[,/D] <L pois A =./DeL, e dai segue
que 2 divide [L:Q]. Como evidentemente 3 divide [L:Q] temos
nesse caso que G =~ S;.

Em particular, se h(x) = x> — 3x — 1€ @[x] temos que h(x) é irre-
dutivel sobre Q.

Como A = \/_D_ = \/ﬁe@ segue que nesse caso particular
tem-se G ~ A4,, e portanto L ¢ uma extensdo galoisiana de grau 3
sobre Q.

EXERCICIOS

1. Prove que:
Se L > K ¢ tal que [L:K] =2 entdo L > K ¢ galoisiana.

2. Prove que:
Se L = Gal(x" — 1,Q) entdo Autg L € abeliano.

3. Prove que:
Sea€ K, L = Gal(x" — a, K) e K contém uma raiz primitiva n-ésima
da unidade, entdo Auty L ¢ abeliano.

4. Calcule Autg L para as seguintes extensOes L abaixo:
a) L =Qua], « =\7?6R.
b) L = Q«], « = /2eR.
o L=0[/Z /3]
d) L = Q[u], u é raiz de x> — 3x*> + 3e Q[x]
e) L =Q[/2, /3, /5]
f) L =Q[/2 V3]
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5. Prove que:

Q[¥2] ¢ normal sobre Q[,/2], Q[\/2] é normal sobre @ mas
Q[¥2] ndo é normal sobre Q.

6. Dé exemplo de extensio L > Q,L ¢ R tais que:
a) L~ Q[Y2] < R
b) L~Q[Y3] <R
¢) L~ Q[¥5] <R

7. Seja L = Gal(x® — 2,Q). Calcule todos os corpos intermediarios
N,L > N > Q tais que N > Q é uma extensdo normal.

8. Mesmo exercicio do item anterior para a extensdo
L = Gal(x* — 2, Q).

§2 A correspondéncia de Galois

Seja M > K uma extensdo finita. Dizemos que L € um corpo
intermedidario de M > K se L ¢ um subcorpo de M contendo K, ou
seja, M o L o K.

Se G = Auty M usaremos as seguintes notagdes:

#(M,K) = {L: corpo intermediario de M > K}
#(G) = {H : H subgrupo de G}.
Se He#(G) entdo L= {aeM :ya)=a VyeH} é um corpo
intermediario de M > K. De fato, obviamente 0, 1€ L e mais:
(1) se x,y€ L entdo p(x — y) = y(x) — W) =x—y VyeH.
(ii) se x,ye L entdo y(xy) = p(x)-y(y) = xy, Yye H
e
(i) se xe L, x # 0 entdo y(x ) =y(x) ' =x"! VyeH
ecomo G = Autg M e H < G segue imediatamente que L € um corpo,
M = L > K. Esse corpo L ¢ chamado de corpo fixo de H.
Consideremos agora as seguintes correspondéncias:

JF(M, K) !& L(G),

L~>y(L) = Aut, M,
0
H(G) » (M, K)
H v 6(H) = {aeM :y(a) = a Vye H}, o corpo fixo de H.
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Observemos agora algumas propriedades elementares dessas cor-

respondencias
(1) ¥(K) = Auty M =G
(2) Y(M) = Auty M = {I,,}
(3) O{Ip}) = {aeM : I (a) =a} = M
(4) 0(G) = {aeM :y(a) =a VyeG} 2 K, e pelo Teorema 3 temos

ainda que:

0(G) = K< M > K galoisiana.

PROPOSICAO 6. Mantendo as notagdes acima, temos: (@) se L,
L,e #(M,K) e L, S L, entio Y(L,) > Y(L,)

(b) se H,, H,e #(G) e H, < H, entdo 6(H,) = 6(H,)

(c) YLe #(M, K) tem-se (Bo)(L) = L.

(d) YHe ¥(G) tem-se (Y oOYH) > H.

Demonstragdo. (a) Sejam L,,L,e #(M,K) e L, = L,. Entdo,
Y(L,)i= Aut,, M > Aut; M = y(L,)
(b) Sejam H,,H,e¥(G) ¢ H, < H,. Entdo,

6(H,) = {acM :y(a) =aVyeH,} < {aeM :y(a) =aVyeH,} = 0(H,)

(c) Seja Le #(M, K). Como Y(L) = Aut; M a inclusdo L < (Qoy/)(L)
segue imediatamente das nossas definigOes.

(d) Seja He #(G) Se N = 6(H) = {ae M :y(a) = a V¥ ye H) entdo
segue imediatamente que H < Auty, M = Y(0(H)) ¢ isto demonstra a
Proposi¢do 6. m

As figuras abaixo nos ddo uma idéia grafica das correspondéncias
Y ¢ 0 (invertendo a ordem inclusdo). Nas figuras estamos também
considerando,

Kel; ©l; eMe{lyr<H; < H < G=AutgM

0 (Hy) \

s 4 Hy = Aty M H,
0(H1) H\

Ly = Hy = Auty M H,
0 (G)

K ¥ G = Auty Jif TR
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Nos provaremos a seguir que se M o K ¢ uma extensdo galoi-
siana entdo Yol = Iy(o) efoy = Iy i xp O4 seja, ¥ ¢ bijetiva (ten-
do 6 como inversa) e portanto existe uma correspondéncia bijetiva
entre (M, K) ¢ #(G), chamada correspondéncia de Galois da extensio
M 5 K. Nesse caso temos a seguinte representacdo grafica:

0dIyh =m Iy} = Yo

n

e(HZ) = L2 H2

AuthM = \[J (Lg)

0H) =Ly Hy = AutLlM =Y (Ly)

0(G) =K G = Autp M = ¥ (K)

Agora vamos demonstrar 0 Teorema fundamental da Teoria de
Galois para extensdes M > K o Q. Para isso vamos manter as no-
tacdes desse paragrafo.

TEOREMA 4 (Teorema Fundamental de Galois). Se M o K é uma
extensdo galoisia-

na, entdo:

(@) VLe #(M,K) tem-se [M:L] = |Y(L)| e [L:K] = [G:¥(L)] (o in-
dice de Y(L) em G)

(b) VHe #(G)tem-se [M:0(H)] = |H| e [0(H):K] = [G:H] (o0 indice
de H em G)

©) Yol =1y e 0oy =1,

(d) VLe #(M,K), L o K galoisiana<>y(L) = Aut, M < G.

() Seja Le #(M,K). Se L > K galoisiana entdo [L:K] = | Auty L|
e G/Y(L) ~ Autg L.

Demonstrag¢do. (a) Seja Le #(M,K),M > L > K
Ora M S K galoisiana implica que M > L ¢ galoisiana e pelo
Teorema 3 segue que:

[M:L] =|Aut, M| =|y(L)|
e como [M:K] =|Autg M| =[M:L]-[L:K] nés temos que:
|G| =[M:L]-[L:K] = |¥()|-[L:K]
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e dai vem que: [L:K] =[G:y¥(L)] como queriamos demonstrar.
(b) Sejam H < Ge L = (H). Como |G| = [M:K] = [M :0(H)]-

-[0(H):K] entdo a formula [#(H):K] = [G:H] segue imediatamente

da primeira parte [M:0(H)] =|H| ¢ ¢ essa que vamos demonstrar

a seguir. Vamos praticamente repetir o argumento usado no Teorema 3.
Sabemos pelo item (a) que:

[M:L] =|y(L)| onde L = O(H).

Assim [M:0(H)] = |y(6(H))| e pela proposi¢do anterior tem-se:
[M:6(H)] > | H|. Suponhamos por absurdo que:

[M:0(H)] > |H|

¢ suponhamos que H = {¢; = I, ¢,, @5, ..., ®,;. Como [M :0(H)] =
=[M:L] > n entdo existem (n + 1) vetores uy,u,,u;,.
que sdo L.I. sobre corpo L = 6(H).

Agora de modo totalmente andlogo ao que fizemos no Teorema 3
chegamos a uma contradicdo e o item b estd demonstrado.

(c) Seja He ¥(G) ¢ Le .#(M, K). Sabemos da proposi¢dio ante-
rior que:

ey Uy Uy g g

H < y(6(H)) e L < 60((L)).

Pelo item (a), temos: [G:y(0(H))] = [0(H):K] e pelo item (b),
temos: [0(H):K] =[G :H]. Dai segue imediatamente que W(0(H)) =
Analogamente, pelo item (b): [M :0(/(L))] = |¢¥(L)| e pelo item (a)
temos |Y(L)| = [M:L]. Dai segue imediatamente que:

0o ((L) =

Portanto fica demonstrado o item (c).

(d) Conseqiiéncia imediata do Teorema 2.

(e) Pelo item (a) sabemos que [G:¥(L)] = [L:K] portanto ¢é su-
ficiente provarmos que: V Le.#(M, K) L > K galoisiana implica que:

G/Y(L) ~ Autg L.

De fato, como L > K galoisiana sabemos do Teorema 2 que,
YoeG = Autg M tem-se o, = g |, € Auty L, portanto podemos de-
finir a seguinte fungdo:

®:G - Auty L
o v, =0,
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® ¢ evidentemente um homomorfismo de grupos, cujo nucleo N(®) =
={0eGioy =0, =1} = Aut, M = y(L).

Agora pelo Teorema da extensdo sabemos que @ ¢ também so-
brejetiva e o resto segue do 1.° teorema de isomorfismo. m

Antes de encerrar esse paragrafo vamos usar o teorema funda-
mental de Galois para calcularmos, como exemplos, o conjunto .#(M, K)
em alguns casos particulares.

EXEMPLO 1. Seja M = Gal(x® — 2,@). Vamos calcular J(M, Q).
As raizes de x> —2 sio a, = Y2eR, o, =a,l,
1 3 . . SO e
xy = o;(* onde { = — ) + %:i ¢ uma raiz cubica primitiva da
unidade.
Se Q = {u,,0,, 23} sabemos que G = Autu M ~ 2(Q) grupo das
permutagdes de €. Se denotarmos essas permutagdes como ciclos
entdo os 6 elementos de G, como permutagio de €. sio:

e =lIg, (a,), (a,a;), (oxp03), (ocy00y03), (org0tz0t,)
e os subgrupos de G sio:

G, {e}, {e, (a,05)}

= A, le, (oy0,)) = A,,
{e, (@y2,)} = Ay e B={

e, (0, 005005), (0, 0t300,) ).

Pelo teorema fundamental de Galois os corpos L, intermedia-
rios de M = Q sdo:

Q =0G). M = 0({e}), Qx,] = 0(A,), QOx,] = 0(A,), Q5] = O(A,)

¢ finalmente Q[/3i] = O(B). Entre esses, apenas U, M e 6(B) sio
extensOes normais de Q.

EXEMPLO 2. M = Gal(x” — 1, Q). Sabemos que se { é uma raiz
primitiva 7-ésima da unidade temos:

M =Q[{] ¢ [M:Q] =6. Portanto se G =Autg M temos |G| =6. Po-

rém por um exercicio anterior temos que G ¢ abeliano, logo G~ 27,

grupo ciclico de ordem 6.
Assim, como G ¢ ciclico de ordem 6 existem apenas 4 subgrupos

de G,{e},G,A ¢ B onde |A| =3 e |B| =2 e teremos,
J(M, Q) = {M,Q,0(4),0(B)}.

Como G abeliano todos os corpos L € .#(M, Q) sdo normais sobre Q.
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Os elementos de G ficarh determinados por:

exloill
61:C—’§2
6,:0 -3
05:0 %
04:C_’C5
05:4’_’C6

os subgrupos A4 e B sdo:

A=-{gi6 05} & Bi=4é0s}
¢ finalmente os elementos de .#(M,Q) sdo Q = 0(G), M = 0({e}),
0(4) = Q[u] onde u =+ {2+ {* e 6(B) = Q[v] onde v = { + {°.

EXEMPLO 3. Seja M = Gal(x* — 2, Q). Sabemos que G = Autqg M ~
~ D, e que os elementos de G sdo determinados pelos
efeitos sobre o = \“/fe Rei=,/—1€C, segundo o quadro abaixo:

e o, 04 Gy 05"} 0 o, Og

o — o o —o | —a | ai ol — o — o

os subgrupos de G ¢ os corpos intermediarios sdo (verifique isto)
ordem 8:G ~ D, 7 0(G) =Q
ordem 414, =de; 05,05, 00} ~Z; 0(4,) = Q[i]

A, = {e,0%,0,,0%0,} ~Z, x Z, 0(A4,) = Q'l)[\/}]

Ay = {,05,050,,030,5 =7, x Z, 0(A;) = U[i\/—j]

ordem: 2:B, ={l,0¢} = Z(G) = Z, 0(B,) = Q[i, /2]
B, ={l,0,} ~ Z, 0(B,) = Qfo]
B mdliou0s) > Z, 0(B;) = Q[(1 + i)x]
By=d{l,6l05p =~ 7, 0(B,) = Q[in]
Bs = {1,030,} = Z, 0(Bs) = Q[(1 — i)r]
ordem 1:{e} 0({e}) = M

Os corpos intermediarios que sdo normais sobre Q sdo: Q, M,
0(A,),6(A,),0(A;) e O(B,).
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EXERCICIOS

1.

Seja M = Q[/2,./3]. Prove que:

a) M o Q é galoisiana.

b) G=AutgM =7, x Z,

e use a correspondéncia de Galois para calcular todos os elemen-
tos de 4(M,Q) e de F(G).

. Seja M = Q[/2,,/3,./5]. Prove que:

a) M o Q@ ¢é galoisiana

b) G=AutgM=2,%x12, x Z,

e use a correspondéncia de Galois para calcular todos os elemen-
tos de 4(M,Q) ¢ de <(G).

. Seja M = Gal(x* — 2,Q) e K = Q[{] onde { ¢ uma raiz quinta,

primitiva, da unidade.

a) Prove que M > K ¢ galoisiana e calcule G = Auty M.

b) Use a correspondéncia de Galois para calcular os elementos
de 4(M,K) e de F(G).

. Mesmo exercicio do item anterior para a extensdo M =Gal(x® — 3,

Q), K = Q[{] onde { ¢ uma raiz sexta, primitiva, da unidade.

. a) Se L, e L, sdo subcorpos de um corpo M, definimos, {L,, L,)

como a interse¢do de todos os subcorpos de M contendo L, e L,.
Proveque: {L,, L,) ¢ o menor subcorpo de M contendo L, e L,.
b) Se H, e H, sdo subgrupos de um grupo G, definimos, (H,, H,)
como a intersecao de todos os subgrupos de G contendo H, e H,.
Prove que: (H,, H,) ¢ o menor subgrupo de G contendo H,

e H,.

. Seja M o K uma extensdo galoisiana. Prove que: (usando as no-

tacdes do ultimo paragrafo)
a) se L,,L,e#(M,K) entdo Y({L,,L,>) = ¥(L,)" Y(L,)
b) se H,,H, e ¥(G), G = Auty M entio,

6(CH,,H,)) = 0(H,)n 6(H,).

. Seja M = Gal(x* — 3x* + 4,Q). Estude #(M,Q) ¢ ¥(G), G =

= Autg M através da correspondéncia de Galois.

. Mesmo exercicio do item anterior para a extensdo M = Gal(x* — 3,

@[i]) S K = @[1]



186  Introdugéo a algebra

9. Seja L uma extensdo galoisiana sobre K de grau [L:K]=p"-q
onde p € g sdo primos.
Prove que se p > g entdo existe uma extensdo Ne #(L, K) tal que
N > K é normal, e [ N:K] = q. (use Teorema de Sylow e corres-
pondéncia de Galois).

10. Seja L > K uma extensdo galoisiana ta! que [L: K] = p™+n onde
p € primo e p'\n. Prove que 3 Ne #(L,K) tal que [N:K] =n
(use Teorema de Sylow e correspondéncia de Galois).

11. Seja L > K uma extensdo galoisiana tal que [L:K] = p™ onde p
¢ um numero primo. Prove que 3N,,N,,...,N,, = Le #(L, K)
tais. que: [N,;:K]=p' e maisi KcN,cN,c...cN,=N;., <
c..cL onde N;>K normal Vie{l,2,...,m}.

83  Solubilidade por meio de radicais

Neste paragrafo vamos definir rigorosamente a nogdo de polind-
mio solivel por meio de radicais, e daremos um critério (através dos
grupos de automorfismos) para que as raizes de um polindmio sejam
expressas por meio de radicais.

Por exemplo, suponhamos que uma raiz o de f(x)e Q[x] seja
expressa por meio dos seguintes radicais:

-F2+.3
SOV e o
se denotarmos a, = /5, a, = /1 —a,, ay =2, a, =2 — a;,

as = /3, teremos:
Q = K, € Kola,] = K, = Ky[a,] =K, S K;[a;] =
= K; € Kjla,] = K4 = Ku[as5] = K.
Mais ainda, ateK,, aleK,, a3eK,, ajeK; e aleK,,
a€ Ks = Qla,,a,;a;5,a,,as].

Assim dada a expressdo radical acima consey,uimos uma extensao
K, contendo o, com certas propriedades.
Vamos agora definir a no¢do de extensdo radical. Dizemos que
M o K finita ¢ uma extensdo radical sobre K se 3a,,qa,,...,a,€e M
tais que:
(@ K = K, = K, = K[a,] € K, = K,[a,] € ... € K; =
=K;_;[a;]s... €K, =M.
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(b) Vie{l,2,...,r} In;eN tais que alieK;_,.

Observe que como a}i = b;,_, € K;_, podemos também denotar
K; =k;_, [{/b;_,], ou seja K; é obtido de K;_, por adjun¢do de uma
raiz do polindmio x" —b,_, € K;_,[x].

Agora, se f(x)€ K[x] e uma raiz « de f(x) esta numa extensio
radical M = K[a,,a,,...,a,] como acima, entdo:
a pode ser expresso como uma expressdo polinomial p(a,,a,, ..., a,)
com coeficientes em K, isto é,

a = pla,, a,,...,a)eK[a,,a,, ..., a,].

Mantendo a notagdo acima: a, = /by, a, =¥/b,,..., a, ="/b,_,
onde b;eK;, j=0,1,...,r — 1 e teremos também:

& = pl/Bg, "/By,.omn /b)),

que ¢ uma expressdo polinomial radical.

Observe que _
. \‘/E_, Ay, = "\/2 "1 ) a; =479, (%»’

etc., etc,...onde ¢q,,q,,...sd0 polindmios com coeficientes em K,
e assim « poderia se reduzir a uma expressdo radical envolvendo po-
lindmios e raizes de b, € K.

Observe também que existe extensdes radicais, como M =Q[.Y/2],
que ndo sdo normais e vice-versa, se L = Gal(x® — 3x — 1, Q) entdo
como as 3 raizes de x* — 3x — 1 sdo reais segue (prove isto) que
[L:Q] =3 e L ndo ¢ uma extensdo radical de Q.

Agora vamos definir a nogdo de polindmio soliivel por meio de
radical.

Seja f(x)€ K[x] e L = Gal(f, K). Dizemos que f(x) ¢ um po-
linomio soluvel por meio de radicais sobre K se 3 uma extensdo ra-
dical M o K tal que M o L o K.

Pelas observagdes anteriores as raizes ae L c M poderdo ser
expressas como polindmios envolvendo certos radicais.

Antes de demonstrarmos o principal teorema desse paragrafo,
vamos demonstrar a seguinte proposigdo.

PROPOSICAO 7. Seja L > K > Q uma extensio radical sobre K.
Entdo existe uma extensdo M > L > K tal que M
¢ radical e Galoisiana sobre K.

Demonstragdo: Como L > K é uma extensdo radical podemos es-
crever
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K:L()CLlC...CL,._‘CLr:L
onde

L.= L [el, & .raiz de x"—.a;e.L;_ilx].

Seja n=n,-ny- ... n, e { uma raiz primitiva n-€sima da uni-
dade. Substituindo, se necessario, L por L[{] e K por K[(] podemos
assumir que L > K ¢ K contém as raizes n-ésimas da unidade.

Assim L, = L, = K ¢ normal pois contém o, raizde x" — a, € K[x],
e K contém as raizes n,-¢simas da unidade. De fato, temos
L, = Gal(x" — a,, K).

Seja g,(x) = Il (™ — a(a,). Pelo Teorema 3 temos que
o ecAut(L1/K)

gi(x)€ K[x]. Agora, juntando-se todas as raizes dos polindmios
x" —a;, e g,(x) ao corpo K conseguimos uma extensdo galoisiana.
L% o K onde L% < L,. Seguindo indutivamente esse processo con-
seguimos a desejada extensdo M.

TEOREMA 5. Sejam K = Q, f(x)e K[x] e L = Gal(f,K). Se f(x)
¢ soluvel por meio de radicais sobre K entdo o grupo
G = Autg L é soluvel.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 7 existe M > L o K tal que M ¢€ ra-
dical e galoisiana sobre K.

Assim como L o K ¢ normal segue pelo teorema fundamental
de Galois que:

G = Autg L ~ Auty M/Aut, M
Portanto sera suficiente provarmos que Autgy M ¢ solavel.

Agora, consideremos { uma raiz primitiva n-ésima da unidade,
onde:

HOS SR DM 2R ai uy, s v ag]

e di'e K;_,,K; = K;_,[a;] como nas notagdes anteriores.
Considerando M* = M[(],K* = K[{] e se o€AutgM con-
sideramos,

a* e Auty. M*
tal que:

o*|l =0 e M) =1



Teoria de Galois elementar 189

Claramente se ¢ # T temos o* # t* ¢ portanto a fun¢do abaixo
®: Autg M — Autyg. M*

g v o*

define um homomorfismo injetivo. Dai segue que Auty M ~®(Aut, M) <

< Autg. M* e portanto Auty M sera soluvel se Autg. M* for soluvel.
Assim podemos assumir que K contém uma raiz primitiva n-ésima,

{, da unidade.

Agora,

se M =K[a,,a,,...,a,] é uma extensdo radical sobre K,n=n,+n,:..n,
onde ai'€ K;_{, e K contém uma raiz primitiva n-ésima da unidade,
vamos provar por indu¢do sobre r que Autgy M ¢ um grupo solavel.

Se r=1,entdo M =K[a,],d} =b, € K e como K contém uma raiz
primitiva n;-¢ésima da unidade segue que M = Gal(x™ — b,. K) e
Autg M ¢ um grupo abeliano (veja Proposig¢io 4).

Pela hipotese de indugdo vamos admitir que Autg, M ¢ solivel
onde M = K [a,,a;,...,q,].

Como K, = Gal(x" — b,, K) ¢ normal sobre K a fungio
Y:Autg M — Autg K| define um homomorfismo (de grupos) cujo nu-

7 vl = 0,
cleo N(¥) = Autg, M.
Assim, pelo teorema de isomorfismo, temos:

Auty M/Auty M ~ Y(Auty M) < Auty K,

Como Autg K, ¢ abeliano e por inducdo Auty, M ¢ soluvel entdo
temos que Autgy M ¢ solivel e isto demonstra o teorema. m

COROLARIO. O polinémio f(x) = x> — 6x + 3€ Q[x] ndo é sohivel
por meio de radicais sobre Q.

Demonstragdo. Sabemos pelo corolario da Proposicio 5 que
Auty L ~ S5 ndo solavel, onde L = Gal(f,Q), e o re-
sultado segue imediatamente. ®
Vamos encerrar o capitulo com o exemplo do polinémio geral
de grau n.

EXEMPLO. Seja L = Q(x,, x,, ..., X,) 0 corpo das fun¢des racionais
com coeficientes sobre Q nas “varidveis independentes

*»

Xl,xz, ...,X" .
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Se definimos:
5 =X+ X+ ... + X,
8o = Xy Xa Tk Xy Xy hvemtt XXy v Xy Xy

8= Xy X s X
entdo K = Q(s,,s,,...,s,) ¢ chamado o corpo das fung¢des racionais
simétricas sobre Q.

Agora ¢ facil ver que x,,x,, ..., x, sdo elementos algébricos so-
bre K (embora transcendentes sobre Q) pois L = Gal(f, K) onde
SO =1"— 5"+ 5" 2 + o+ (— D), e K[1].

Assim, x, ..., x,sd0as nraizes def(t)e mais, L = K[x,, x,,..., X, ] =
= Gal(f, K).

Pode-se provar (verifique isto) que cada permutagdo o, do con-
junto Q = {x,,x,,...,x,} das raizes de f da origem a um elemento
oc€Autg L, ou seja, [L:K] =n! e Autg L ~ §,.

O polindémio " — 5;¢"~* + ... + (— 1), = () chama-se o poli-
mio geral de grau n sobre Q e portanto:

O polinémio geral de grau n sobre Q, n > 5, ndo ¢é solavel por
meio de radicais sobre o corpo das fungdes racionais simétricas.

EXERCICIOS

1. Prove que os seguintes polinémios f(x) € Q[x] ndo sdo solaveis por
meio de radicais sobre Q:
a) fx) =x>—20x2+ 5

b) f(x) =x> —4x + 2
) f(x) =x> —4x2 4+ 2
d) f(x) =x>—6x%+3
e)fx)y=x" —10x®> + 15x + §

2. Resolva a equagdo ® + 25 — 5¢* + 9> — 513+ 21 + 1 =0 por
: - . 1
meio de radicais <sugestao: u=t-+ T)

3. Prove que:
se p(x) € K[x] € irredutivel sobre K e uma raiz de p(x) é expressa
por meio de radicais, entdo p(x) ¢ soluvel por meio de radicais.

4. Determine extensOes radicais sobre @ contendo os seguintes ele-
mentos de C..

2 e
y ‘hb”ﬁﬁ’ b) (V2 + 23"
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