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Exercicio 1. Decida se as seguintes transformagdes sao lineares:
a) T : R — R, definido por T'(z) = |z|;
b) T : P,(R) — P,(R), definido por (T'p)(t) = p(t + 1);
c) T: M,(R) — R, definido por T'(A) = Tr(A);
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d) T : M,(R) — R, definido por T'(A) = det(A);
) T': M,(R) — M,(R), definido por T(A) = A",
) T

f) T:R — Rtal que T'(z) = 2%

Exercicio 2. Prove que 7" é linear e determine uma base e a dimenséo de Im(7") e ker(7") nos seguintes
casos:

a) T:R3— R3tal que T(x,y,2) = (v +vy,27 +y,3z +9);
b) T :R?* — Rtal que T(x,y) = y + 27;

c) T: My(R) — My(R) tal que T'(X) = [ ; Z } X;
d) T : Pa(R) — Po(R) tal que (T'p)(t) = p'(¢);
e) T:Pa(R) — P2(R) tal que (T'p)(t) = p'(t) + p"(t);
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f) T': My(R) — Ms(R) tal que T(X) = { 2 4

x4 x;

g) T :P3(R) — R? tal que T'(p) = < Op(t) dt, /Olp(t) dt);
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h) T : Po(R) = Pa(R) tal que (T'p)(t) = t*p"(t);

) T: My(R) — My(R) tal que T(X) = {(1) ﬂX_XH ﬂ

j) T:R® = Rtalque T(x,y,2) =z + 2y + 2;
k) T : R? — Py(R) tal que T'(a,b)(t) = at®> + bt + (a +b).

Exercicio 3. Seja T : R* — R? um operador linear tal que 7(1,0,0) = (2,3,1), 7(1,1,0) = (5,2, 7)
eT(1,1,1) = (~2,0,7).

a) Dado (z,vy, z) € R3 qualquer, encontre T'(x,y, 2);
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b) Decida se T € injetora, sobrejetora ou bijetora.

Exercicio 4. Seja I : R? — R um operador linear tal que F(0,1,0) = (1,1,2), F(0,0,1) = (0,0, 2)
e F(1,0,0) = (1,2,0).

a) Dado (z,y, z) € R?® qualquer, encontre F(z,y, 2);
b) Determine uma base para cada um dos seguintes R-subespagos vetoriais de R3:
ker(F), Im(F'), ker(F) N Im(F), ker(F) + Im(F).
Exercicio 5. Encontre uma transformacio linear 7" : R®> — R? tal que
Im(T) =[(1,0,0),(0,1,0), (1,1, 1)], ker(T)=1(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)].
Exercicio 6. Encontre um operador linear 7" : R* — R* tal que
Im(T) = {(z,y,z,w) €ER* : 2 4+y=0, z+w=0}, ker(T)=][(1,0,1,1),(0,—1,—1,—1)].
Exercicio 7. Mostre que 7' é um isomorfismo linear e encontre 7'~! nos seguintes casos:
a) T : R — R, definida por T'(x) =
b) T : R* — R?, definida por T'(x,y) = (x + 2y, 2z — y);

d
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c) T :R?® — R3, definida por T'(x,y,2) = (z + 2y,y + 2,7 — 2);
) T : R® — R3, definida por T'(z,y,2) = (v, — y,2x + y — 2);
) T (

e) T :R3 — R3, definida por T'(z,y, z) = (z — 3y — 22,y — 42, —=2).

Exercicio 8. Seja 7" : P;(R) — P;(R) definido por (T'p)(t) = (b — a) — at, onde a,b € R sdo tais
que p(t) = at + b para todo t € R. Mostre que 7' é um isomorfismo linear e encontre 7.

Exercicio 9. Seja S = {p € P»(R) : p(0) = 0}.
a) Mostre que S é um R-subespaco vetorial de Py (R);
b) Mostre que 7' : S — P (R), definido por (T'p)(t) = p/(t), € um isomorfismo linear;
c) Encontre T 1.

Exercicio 10. Verifique se os R-espagos vetoriais U e V' sdo isomorfos nos seguintes casos:
a) U=R? V={(z,y,2) eR®: z=0};
b) U= Myy3(R), V ={pePyR): p(t)=0VteR}
) U=R? V={AecMR): A=A}

d) U:{(‘OL 8)€M2(R):a€R}, V= {pePy(R) : p(t) =0Vt €R}.

Exercicio 11. Sejam U, V dois R-espacos vetoriais de dimensao finitae 7" : U — V uma transformacao
linear. Prove que:

a) ker(7") e Im(7") sdo respectivamente R-subespacos vetoriais de U e V/;

b) Se{Tuy,...,Tu,} élLi emV entdo {uy,...,u,}éLi. emU;



c) Se{uy,...,u,} éld emU entdo {Tuy,...,Tu,}éld emV,;
d) Se{uy,...,u,} geraU entdo {Tui,...,Tu,} geraIm(T);

f

)
)
e) T é injetora se, e somente se, ker(7') = {0};
) T é injetora se, e somente se, leva vetores Li. de U em vetores Li. de V;
)

g) T é sobrejetora se, e somente se, transforma um conjunto gerador de U num conjunto gerador
de V;

h) T é bijetora se, e somente se, leva uma base de U numa base de V;

i) Se U e V tém mesma dimensdo, 7'¢ injetora se, e somente se, 7' é sobrejetora e portanto ¢ um
isomorfismo;

j) Se a dimensao de U € impar, entdo dim Im(7") # dim ker(7');

k) Se T é sobrejetora entdo dim(V') < dim(U);

) Se T ¢ injetora entdo dim(U) < dim(V');
m) Se 7" é um isomorfismo entdo dim(U) = dim(V');

n) Se dim(V) = 1entdo 7" = 0 ou 7" é sobrejetora;

0) Sedim(V) =1eT # 0entdo dimker(7") = dim(U) — 1;

p) Se dim(U) > dim(V), entdo existe u € U ndo nulo tal que 7'(u) = 0;
q) Se T é inversivel entdo T-!':V — U é uma transformacio linear;

r) T mapeia o vetor nulo de U no vetor nulo de V, isto é, T'(0y/) = Oy;
s) Se U = R, entdo existe v € V tal que T'(«r) = aw para todo o € R.

Exercicio 12. Sejam U,V dois R-espagos vetoriais. Verifique que o conjunto £(U; V') de todas as
transformacdes lineares 7,5 : U — V se torna um R-espago vetorial quando se definem a soma
T + S de duas transformacdes lineares e o produto « - 7' do niimero « pela transformacdo 7' da

maneira natural:

(T'+ S)(u) =Tu+ Su
(- T)(u) = aTu.

Quando U = V, usaremos a notacao £(V') em vez de L(V; V).

Exercicio 13. Dado V' um R-espago vetorial, considere o operador identidade I : V — V', definido
por I(v) = v paratodo v € V.

a) Prove que se dim(V') = 1, todo operador linear em V' é da forma « - I, para algum o € R;

b) Conclua que £(V') = [1].



