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Exercicio 1. Quando possivel, resolva o sistema dado, usando a regra de Cramer:

( 20 —3y+ 72z = 1,
a) r+3z = 5,
20—z = 0.

r—2y+z = 1,
b) 20 +y = 3,
y—>bz = 4.

r—3y+52 = 1,
c) r+2y+z = 12
2z —y+3z = 10.

\

Q) 20 +3y = 1,
dor +2y = 10.

Exercicio 2. Verifique que R” é um R-espaco vetorial quando munido das opera¢des de soma & e
multiplicacdo por escalar © definidas por

U@U:(Oél‘i‘ﬁl,...,an‘i‘ﬁn),
A@u:()\al,...,)\an),

para quaisquer u = (aq,...,Q,), v = (B1,...,0,) E R"e A € R.

Exercicio 3. Em R?, mantenhamos a defini¢ciio do produto A ® u acima definido mas modifiquemos,
de 3 maneiras diferentes, a definicdo da soma u @ v dos vetores u = (g, az) e v = (f1, 52). Em cada
tentativa, dizer quais axiomas de espaco vetorial continuam validos e quais sdo violados:

a) u®v = (a1 + B2, 1 + az);
b) u®v = (11, a2f);
c) u®v=(3a;+301,5a1 + 55).

Exercicio 4. Verifique se R? é um R-espaco vetorial quando munido das operacdes de soma @ e
multiplicacdo por escalar © dadas por:

a) (a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d), A© (a,b) = (a, \b);
b) (a,b) & (¢,d) = (a,b), A© (a,b) = (Aa, \b);



¢) (a,b) ® (¢, d) = (2a — 2d, —c + b), A® (a,b) = (a, \b);
d) (a,b)® (¢,d)=(a+c—1,b+d—1), AO(a,b) =(Aa—A+1,b—A+1);

Exercicio 5. Verifique que o conjunto M,,.,(R) de todas as matrizes m x n torna-se um R-espago
vetorial quando nele se define a soma

[ a1 + b11 ai12 + b12 e A1y + bln i
ag1 +ba1 aga+by ... ag, + by
a+b= _ . ‘ ' = lai; + bij]
| Am1 + bml Am2 + me cee Qmp + bmn_

e a multiplicacdo por escalar

_/\(111 )\&12 c. )\)\aln-
/\a21 )\@22 c. )\agn

A-a= = [)\CLZ'J]
_)\adl )\adg Ce )\adn |

quaisquer que sejam a = [a;;], b = [b;;] € Mpxn(R) e v € R.

Exercicio 6. Dada uma matriz b € M, (R), mostre que o conjunto {a € M,(R) : ab = 0} é um
R-subespago vetorial de M, (R).

Exercicio 7. Uma matriz quadrada a € M,,(R) chama-se simétrica (respect. anti-simétrica) quando
a' = a (respect. a' = —a'). Prove que o conjunto das matrizes simétricas S e o conjunto das matrizes
anti-simétricas A sdo R-subespagos vetoriais de M,,(R) e que se tem M, (R) =S & A.

Exercicio 8. Seja X um conjunto qualquer ndo vazio. Verifique que o conjunto F(X;R) de todas as
funcdes reais f,g : X — R se torna um R-espaco vetorial quando se definem a soma f + g de duas
fungdes e o produto « - f do nimero « pela funcdo f da maneira natural:

(f +9)(x) = f(z) + 9(z)

Exercicio 9. Fixada g : R — R, mostre que
Sg={f:R—=R| f(g(x)) = f(z) para todo z € R}

¢ um R-subespaco vetorial F(R; R).

Exercicio 10. Uma fungdo f : R — R diz-se periddica quando existe a € R tal que f(x +a) = f(x)
para todo x € R. Neste caso, diz-se também que a € um periodo de f. Mostre que o conjunto das
fungdes periddicas de periodo a é um R-subespaco vetorial de F(R; R).

Exercicio 11. Seja X um conjunto qualquer ndo-vazio. Diz-se que uma fungdo f : X — R é limitada
quando existe £ > 0 (dependendo de f) tal que |f(x)| < k para todo = € X. Prove que o conjunto
das fungdes limitadas é um R-subespaco vetorial de F(X; R).



Exercicio 12. Seja V' um R-espaco vetorial. Uma func¢do f : V' — R chama-se par (respect. impar)
quando f(—v) = f(v) (respect. f(—v) = —f(v)) para todo v € V. Prove que o conjunto das
fungdes pares P e o conjunto das fun¢des impares I sdo R-subespacos vetoriais de F(V;R) e vale
F(V;R)=Pa L

Exercicio 13. Mostre que o conjunto P,,(R) de todos os polindmios reais de grau n é um R-subespago
vetorial de F(R; R).

Exercicio 14. Seja X um conjunto qualquer ndo vazio. Dado z, € X, mostre que o conjunto
{f R = R| f(zg) = 0} é um R-subespaco vetorial de F(X,R). O que acontece se a condi¢do
f(zo) = 0 é substituida por f(xy) = 1?

Exercicio 15. Mostre que C*(R) € um R-subespaco vetorial de F (R, R) paratodo k = 0,1,. .., c0.

Exercicio 16. Dados os R-espagos vetoriais (X, +x,y) e (Y, +y, -y ), considere o conjunto
XxY={(z,y) :z€eX,yeY}

(produto cartesiano de X e Y'). Mostre que, com as operacdes de soma e multiplicacdo por escalar
definidas por

(z,9) + (2 ¢) = (z+x 2,y +v ¢/),
a - (ill',y) = (Oé ‘X T,y y)7

X x Y é um R-espaco vetorial.

Exercicio 17. Dado V' um R-espaco vetorial, tomemos u,v,w € V e a € R. Usando os axiomas de
espago vetorial, mostre que:

a) Sew +u = w + v entdo u = v;

b) Se w + u = w entdo u = 0;

c) Sew +u = 0entdo u = —w;

d) av =0se,esomentese, a =0 € Rouv=0¢eV;
)

e) (—=1)v = —w.

Exercicio 18. Sejam U, W dois R-subespacos vetoriais de um R-espago vetorial V. Mostre que:
a) UNWeU+W ={u+w : ueU, we W} sdo R-subespagos vetoriais de V;
b) U UW é um R-subespaco vetorial de V' se, e somente se, U C W ou W C U;
c) D& um exemplo de U, W e V em que U U W ndo é um R-subespago de V.

Exercicio 19. Encontrar os subespagos U + W e U N W, onde U, W sdao R-subespacos de V', nos
seguintes casos:

a)U:{<82):a,beR}, W:{(gg);c,deR}, V = My(R);

by U={pePsR):p' =0}, W={gePsR):¢=0} V=7PR).
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Exercicio 20. Em cada caso, verifique se V =U & W:
a) U={(z,y) € R? : 22+ 3y = 0}, W ={(z,y) e R? : x —y =0}, V =R

b) U={(r,y,2) eR® : z =y =2z}, W ={(x,y,0) e R? : z —y =0}, V =R3;

)
a b 0 0 0 e
c) U= 0 0 ¢ ca,bye,deR Y, W= f g 0 e f,g,hi €R B
0 0 d h i 0
v:Mg(R>,
A U={pePs(R) : p(0)=p(1) =0}, W={gePs(R) : ¢ =0}, V="PR).

Exercicio 21. Em cada caso, verifique se W € um R-subespago vetorial do R-espago vetorial V:
a) W= {(x,y,2) e R® : © =0}, V =R?
b) W= {(r,y,2) e R® : z,y,z € Q}, V =R3;
c) W ={Ae MyR) : Aéinversivel}, V = My(R);

d)W:{((z Z) :a—b+c:O}, V = My(R);
e) W={pePsR) : p(t) >0Vt R}, V =Ps(R);

f) W={pePsR) : p(0) =p(1)}, V =P3(R);
g) W={feC*R) : af'(t) +bf(t)+c= 0Vt € R}, V = C*(R);

h) W:{fEC(]R) : /Olf(x)zdxzo}, V= O(R).



