Calculo IT — Lista 1 com respostas.
Aplicacoes da integral definida.

Volumes de revolucao

1. Calcule o volume do sélido S obtido pela rotagéo, em torno do eixo x, do conjunto A de todos os pares (x,y) tais que:

1 1
5 SX<2, 0<y< 3
(@) 2 §¥ s
P x . < . 1 1
S € obtido pela rotagdo, em torno do €ixo x, da regido A limitada por x = X= 2,y=0ey= 2

Assim temos que:

1y? - —x2 -1 8 21m
V(S)—nJé<x2> dX_WJ;X dx =7 3 ‘%_ﬂ<ﬂ+§)_?

(b 1<x<4, 0<y<vx
(©) 2x> +y% < 1, 0<y;
@ x* <y <x

Diferentemente do item (a), ndo temos uma delimitagdo explicita de A em relacdo ao eixo X. Vamos deduzir tal
limitagdo de x? <y < x. Vejamos o graficodey = x%2 ey = x:

U

Pelo gréfico vemos que x estd limitado com 0 < x < 1, poisx? =x <= x=0oux =1
Assim o volume de S serd dado pela diferenca V(S1) — V(S3), onde Sy, So sdo obtidos ao rotacionarmos em torno do
eixo x as regides A1, Ay (respectivamente) mostradas abaixo:

I e

—

X
X
Temos entdo
! ! ! 3oxb gt 11 2
V(S) = V(S1) — V(Ss) = nL (x)de—ﬂL (x2)2dx = nL X2 —xtdx = 71(% - %) = E—Fm= 1*751



(e) 0Ky <x x2+y2<2;
) y=x2, +y? <2
1

2. Calcule o volume do sélido obtido pela rota¢do, em torno do eixo y, do conjunto de todos os pares (x,y) tais que:

(@A) 1 <x<e, 0<y <lnx;

d) 0 <x <8, 0<y <%

() 1<x<2, 0<y<x®*—1;
do<g<x«<1, 0 <y < arctanx

() 1<x<4, 1<y <vx

M y=x?  xT+y? <y

(g) 0<x<2, x—1<vy, 0<y<x%

3. Uma elipse com eixos 2a e 2b gira-se: 1) em torno do eixo x; 2) em torno do eixo y. Calcule os volumes dos sélidos
correspondentes. Em caso particular a = b calcule o volume da bola.

4. Um conjunto limitado pelas parabolas y? = x e x? = y gira-se em torno do eixo x. Calcule o volume do solido.
5. Calcule o volume do solido obtido pela rotagdo do conjunto

A={x,y) eR*: 0<y < 2x—x*}

em torno do eixo y.

Primeiramente, notemos que nio temos explicitamente uma limitacdo de A no eixo x. Vamos encontrd-la a partir de

0 <y < 2x —x2. Vejamos o grifico de y = 2x — x*:

Sabemos que 2x —x? =0 <= x(2—%x) =0 <= x =0oux = 2. Assim temos 0 < x < 2 Podemos assim calcular o
volume do sélido S gerado a partir da rotagdo de A em torno do eixo y

2

2 2x3 x4>‘2 87
o 3

2% —x dx—27r(———

2x —x%)dx = 2
x(2x — x*)dx 7'[J' 3 1

0

V(S) = 27‘[J

0



Area da superficie de revolucao

1. Calcule a area da superficie gerada pela rotagdo, em torno do eixo x, do grafico da fun¢do dada:

X —X
@ =", —1<x<n
) fx) = VRE—x%, —R<x<R (R>0)
1
© f) =¥, 0<x< 5

Primeiro perceba temos uma das fungdes com as quais estamos relativamente mais bem acostumados, o que nos faz
pensar que este exercicio serd bem facil. Gostaria de pontuar que nio é o caso, e que os outros itens desta mesma
questdo sdo mais simples de se calcular. Portanto, ndo se intimide e tente os exercicios restantes.

Temos que f’(x) = 2x, assim conseguimos encontrar a drea da superficie gerada pela rotagdo do grafico de f com
0 < x < 1) utilizando

1 1
A(S) = 271J02 f(x)v/1+ (f/(x))2dx = 271LQ x2v/1 + 4x2dx

secu

.. L. tanu .
Primeiro calculemos [ = fxz v/1 4+ 4x2, substituindo x = — temos dx = du. Assim temos

tan2
I:J aT41 u\/1+tan2use;

pois utilizamos que 1 + tan?u = sec?u. Agora utilizando a seguinte igualdade (para n. # 1):

2y

1 1 = :
du = 3 JtanQu secludu = 3 J sec®u — sec3u du

sec"2utanu n—2

Jsec“u du= Jsec“_2u du

n—1 n—1

Resolveremos [ = [sec’udue I, = [sec3udu:

3
secutanu 3 secu.tanu + In(tanu + secu
I = [sec’udu = f+Zfsecg’udu,ecomofsec?’udu: T 2( * ) +C
(Vimos isso na aula 3 exercicio 3.1), temos que:
3 3
= seccutanu 3 . seccutanu 1
8l = Jsec"u—secg’udu =L -1, = — —+ ZJsec‘gudu—Jsecsudu i —— stec3udu

[=-
4 8

1 <sec3utanu secu.tanu + In(tanu + secu)) Le
8

Finalmente como tanu = 2x, temos secu = v/1 + tan2u = /1 + 4x2 e assim ficamos com

2_271<2\/§\@+1n(1+ﬁ))

A(S) — 27 [ (V1 4+4x2)3(2x) V1 +4x2(2x) + In(2x + V1 + 4x2)
G)=% 4 B 8 , 8\ 4 8
A(S) — (3v2 —1n(1 +v2))m
32
(d) f(x) =v/x, 1<x <4
(e) f(x) = tanx, nggg.

2. Calcule a drea da superficie gerada pela rotagdo, em torno do eixo x, do grifico da parabola cibica 3y — x> = 0 (de x = 0
aox = a).

Comprimento das curvas



1. Calcule o comprimento do grafico da fun¢do dada:

2 3
(a) f(X)ZgX% 0<x<L;
4
(b) f(x):§>c+37 0<x<2
(©) f(x) =1In(x), 1<x<e
1
(d) f(x) =In(1—x?), 0<x<5;
Primeiro, vejamos que f’(x) = 11 ; , assim precisamos calcular o comprimento (C) da curva

1

2 —2x \2 3 (1 —x2)2 4 4x? 3 14 2x2 + x4
e R e B e W e

1 1 1 1
2 1+x2\2 2 14x%32 214 (1—1)+%x? 2 2
L (1—x2> x L - L 1—x2 J ((1—x)(1+x) ) x

0

N [=

1
2 1 1

C:J ( +—1)dx=<ln1+X|—ln|1—X—X>
o \l+x  1—x

0

-1
(e) f(x) =In F 1 <x < b;
® f(x) =vx 1<X<§'
b 4\ \4’
eX+e ™

2. Calcule o comprimento das curvas dadas:

(@ x(t)=3t—1, y(t)=t+1, 1<t<2

(b) x(t) =3t, y(t)=2t3, 0<t<1.

(¢) x(t) =1—cost, y(t)=t—sent, o<t
@ x(t):; Y=ot o<t<y;

(e) x(t) =e'cost, y(t)=-e'sent, 0<tgm

O comprimento (C) da curva parametrizada por y(t) = (x(t),y(t)), com 0 < t < 7, é dado por

C=J VO + /o)t

0

Temos que x’(t) = et(cost — sent), e y’(t) = e'(sent + cost), entdo:
(x'(t))? = e?*(cos®t — 2cost.sent + sen?t) = e?t(1 — 2cost.sent)
(y'(t))? = e?*(cos?t + 2cost.sent + sen?t) = e2'(1 + 2cost.sent)
Assim basta vermos que

7 7
C :J V2e2t = +/2¢t .= V2(e™ —1)
0
(f) x(t) =acos®t, y(t) =asen’t, 0<t<m
(g) x(t) =cost+tsent, y(t)=sent—tcost, o<t
Coordenadas polares

1. Desenhe a curva dada (em coordenadas polares):

=n(3) ~n(3) -

1 1
T —1n3—-=
2 =MWy



a)p=e? 0>
b) p = cos(0), 0<0<m,
0

c) p=2, <0< 2m,
d) p =cos(40), 0<0<m/3,
1
P — 06
e P 1+sen20’ ™
f) p=1—sen(0), 0<0<2m,
g) p=cos?(0) 0<0<2m

2. Calcule a area da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares:
a) p=2—cosb,
b) p = cos(20),
¢) p* =cos6,p >0,
d) p = cos(30).
3. Calcule a drea da interse¢d@o das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polares:
a) p=2—cosBep=1+cosb.
b) p=sen(B)ep=1—-cosH.
c) p=3ep=2(1—cosB).

Primeiramente, esbogando as curvas obtemos:

Notemos que a drea A que queremos € na verdade o dobro da drea amarela somada com a 4rea verde, pois a drea da
regido que queremos € simétrica em relag@o ao eixo x. Assim nos basta calcular a drea com 0 < 0 < 7t e dobrarmos
nossa resposta no final. Para isso, vamos separar 0 < 0 < 7t em duas partes A1, Ag:

A1, que é dada pela dreade 0 < p < p1(0) = 2(1 — cosO) variando de 0 < 6 < 9

A, que é dada pela dreade 0 < p < p2(0) =3 variandode 0 < O <7

Assim A = 2(A; + As). Agora vamos descobrir explicitamente 8¢, que ocorre na intersec¢ao das curvas (p; = p2):

1 2 4
2(1 —cosOy) =3 <= cosOy = 5 <~ 0y = ?ﬂ ouby = g (em [0, 271))

27 .
Como estamos com 0 < 0y < 7, temos que 0y = 5 Assim basta vermos que:

1 Pus 1 27 2n
3 3 3
A= §J p2(0)de = §J 4(1 —cos0)?de = 2J (1 —2cos0 + cos®0)do
0 0 0
1+ cos20 B

Do cosseno do arco duplo temos cos20 = 200820 —1 <= cos20 = , entdo:

2



27 =
3 [ 3—4cos0 20 20\ | °
A1:2J 3~ 4c0s0 1 c0s20 ) 19— (30 — 4seno + g qY3 V3
0 2 2 . 2 4
9v3
A] =21 — T
Agora veremos a drea Ay:
(™ , 1(" 9 ™ 3n
Az = §J21 P2(8)d6 = §J24 9d0 = 59’%—” 2
3 3 3
9v3
Finalmente temos que A = 2(A; + Ag) = Tm— T\f
d) p=-cosBep=senb.
e) p?2 =cosOep? =senOcomp >0,
f) p=1lep=2(1—cos).
4. Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares:
a) p=0,0<0 <<
b) p=1+cos(0),0< 0 <
1
19) p:§,1<e<\/§.
d p=e?0<0<2m
e) pzsece,()geég
Temos que o comprimento C da curva parametrizada por p =sec9, 0 < 0 < g ¢é dado por:

c= f Vo?(0) T (0'(0))2do
0

Assim vejamos que como p’(0) = sec.tan®, e como 1 + tan?0 = sec?20, temos

s

7T 7T 7T
3 3 3
C= J \/56029 + sec20.tan?0 d6 = J V(1 + tan20)sec20 do = J sec?0.do = tand 03
0 0 0

C=V3
f) p=0%0<0<1.
Centro de massa
1. Determine o centro de massa da regido A:

ER? : 0<x<1,0<y <x?,

a) A={(x,y)

b) A={(x,y) eR? : x* +4y* < 1,x >0,y >0},
o A={(x,y) eR? : x* +4y> <1,y >0},

d) A={(x,y) eR? : x> <y <x},

Aqui ndo temos uma limitagdo explicita de A em relagdo a x. Vamos explicitd-la por meio de x? <y < x

Com o grifico de y = x? e y = x temos que:



— e e e e e e e m - =D

Pelo grafico vemos que x estd limitado com 0 < x < 1, pois x2=x <= x=0oux=1

Assim vamos calcular primeiro a massa da regido A:

m—Jle—x2dx— (%2—7;—3)

Agora vamos calcular os momentos M e My;:

X3 4

My = J: x(x —x%)dx = (? — XZ)

Assim finalmente calcularemos as coordenadas do centro de massa (X, §) serdo dadas por:

My M
X=—ey=—
m m
. , 2
Finalmente temos que o centro de massa é (5, 5)

2. Determine o centro de massa da regido sobre o gréifico da fungdo f(x) = v/4 — x2,

3. Determine o centro de massa da regifo sobre o grafico da funcdo f(x) = 9 — x2,

4. Determine o centro de massa da regido limitada pelos grificos das fungdes f(x) = v/, e g(x) = x°.

RESPOSTAS

Volume de revolucao
1.

(a) 2%

(b) 157t

@ 3%

(e) 4n(v2-1)



() s

@ 3

2
(a) mt(e?+1)

(b) 1=
© %

(d) 7t(71—2)

Area da superficie de revolucao
1.

(@) S(e*+4—e?)

(b) 4mR?

© 5(3vV2—-In(v2+1))
(d) F(17V17 —5V/5)

@ nlin [ B2 —n| L)) + 2n(vB - V)

2.5 (1+ahi-1)

Comprimento das curvas

1.

@ 2(2v2-1)

(b) %

© 1+ VTHe? = v2+1/2 (n(E7E=h -

(d) m3—1

2b_q

@)h(%ﬁjb—b+a

M 4]
(@ 3le—e)

(h) 1+ v1+e2—+2In( 1;£;)

T+
Sl

(@ V10




(b) 4v2—2
(c) 4

@ £(vV2+1)
() vV2(e™—1)

Coordenadas polares
2.

@ %
b) 3
© 1
(@

=13

(@ T —3v3
(b) ==
() Tn— 23
(d) 7 —

1

2

V2

(e) 1—-5°
3

- 2f

@ ZVm2+1+i(n+ Va2 +1)
(b) 4

(© V222 4+ In(37)

(d) v2(1—e27)

(e) V3
(H 25 8

3

Centro de massa



