Calculo II — Lista 4.
com respostas

Exercicio 1.
Esboce a curva de nivel de f(x,y) que passa pelo ponto P e desenhe o vetor gradiente de f em P:

(@) f(x,y) = ]%;P = (-2,2);

(b) f(x,y) =x*+4y% P = (—2,0);
(©) fx,y) =x>—y* P =(2,—1).

Solucao 1.
(a) A curva de nivel é a pardbola x = —%yQ e o vetor gradiente é Vf(—2,2) = (1/4,1/2);

(b) A curva de nivel € a elipse X L ¥ — {eo vetor gradiente € Vf(—2,0) = (—4,0);
4 1

(¢) A curva de nivel € a hipérbole %2 — 95—2 = 1 e o vetor gradiente é Vf(2,—1) = (4, 2).

Exercicio 2.
Em cada caso, esboce a superficie de nivel ¢ da funcdo f : R? — R:

a) F(x,y,z) =x+2y+3zec=1; d) F(x,y,z) =x*+y?>—z*ec=—1;
b) F(x,y,z) =x>—eY+z2ec=0; e) F(x,y,z) =x*+y?—z%’ec=1;
o) Fix,y,z) =x*+y?—z%’ec=0; f) Fix,y,z) =x*—y?ec=1.
Solucao 2.

a) A superficie de nivel € o planox +2y + 3z —1 = 0;

b) A superficie de nivel é dada por circunferéncias paralelas ao plano x, z dadas por x? + z? = eY;
¢) A superficie de nivel é o cone x? + y2 =z

d) A superficie de nivel é o hiperboléide de duas folhas —x? —y? + z? = 1;

e) A superficie de nivel € o hiperboléide de uma folha x?y? — z% = 1;

f) A superficie de nivel é dada por hipérboles x* —y? = 1 para cada altura de z.

Exercicio 3.

Determine a derivada direcional de f no ponto P na direcio do vetor 1i:
(a) f(x,y,z) =senxcosy; P = (1t/3; —27/3); u = (2,3);
(b) f(x,y,z) = /xyz; P = (2,—1;-2); u = (1,2,—-2).



Solucao 3.
of
1. A derivada direcional é a(ﬂ/?), —2m/3) = 2cosxcosy — 3senxseny = 7/4;

+ 250 -2 — 12,

of
) . COf o 2
2. A derivada direcional é au(2, 1,-2) =3 =
Exercicio 4.

Determine a derivada direcional méxima de f no ponto P e a direcdo em que isto ocorre:
(@) f(x,y,z) = 3x% +y? +42% P = (1,5,-2).
(b) f(x,y,z) = Vxy?z3; P = (2,2,2).

Solucao 4.
(a) A derivada direcional maxima ocorre na dire¢do Vf(1,5,—2) = (6,10, —16) com valor |(6, 10, —16)| =

14v/2;

(b) A derivada direcional maxima ocorre na direcio Vf(2,2,2) = (

(2,4,6) com valor |(2,4,6)| = 2v/14.

y?z3 2xyz? 3xy?z?

2\/xy2z3 ’ 2\/ny23 ’ 2\/Xy223 )

Exercicio 5.

of

Suponha que f é diferenciavel em (1,2), com a—(1,2) =—-He &(1,2) = 10, onde U = (%,—%) e
u

- 4 3 .

V = (5, —3) Determine:

(@) fx(1,2);

(b) fy(1,2);

(c) aderivada direcional de f em (1, 2) na diregdo e sentido da origem.

Solucao 5.

af(l 2) = 3/4fx(1,2) — 4/5f,(1,2) = —5
ou a¢

v
(a) f.(1,2) = 1100/19;

—(1,2) =4/5f(1,2) —3/5f,(1,2) =10

(b) fy(1,2) = 1150/19;

of
(C) m(l, 2) = —% — 21150 —3400/19

Exercicio 6.
Encontre a derivada direcional de f(x,y) = x*y? — xy®> — 3y — 1 no ponto (2, 1) em dire¢do ao ponto
(1,1).



Solucao 6.
of

(1, 1)

2, ) =2xy —y?+2x}y—-3xy?—-3=4—1+8—-6—-3=2.

Exercicio 7.
2
Mostre que a derivada direcional da fungdo f(x,y) = v em qualquer ponto da elipse 2x* +y? = 1 na
X

direcdo do vetor normal da elipse € 0.

Solucao 7.
A curva que determina a elipse é r(t) = (% cost,sent), o vetor tangente unitario é
_ v(t) __ [ —sent V2cost _ —2cost —2sent \ «
Tt) = (ol (\/cozgm’ VcosCZO:+1) c Ty N ((0052 T oot tieln)w) € um vetor orfogonal,
logo aponta na direcdo do vetor normal a elipse. Assim
of —2cost —V/2sent 4sen’t — 4sen’t
() = s (YY) s (2u/X) = 5 572 =0
oT (cos?t+1) (cos?t+1) cost(cos?t+1)

Exercicio 8.

. 0% 0% .
Dados z = 3xy — 4y2; x = 2se";y =re °, determine 2 e 3507 de duas maneiras expressando z em
termosderes;
Solucao 8.
, 0z dx ay 9z dx dy.
z=3xy — 4y . =3y + Bx —8y) 47, 35 =3yg + (Bx =8yl
_ r dx __ r_ d? dx __ r_ d%x .
x = 2se’, ? = 2se ;d—r’;, d—’s‘d— 2e" = dsé‘x‘i?
%2: re S, G =e g =0 g = et g = e
z 2 2 _ r— —
32 = 3ydy +39udx 4 3dxdy  gdudy 4 (3x  8y)9LY = Grse’* + 12se"* — 8e X =

(r+2)6se™ s — 8e~%%;

0%z
L

S8re 25 —6se” S +8re % = (1+1—5s—1s)6e” 5 + 16Te 2,

0z 0z
z = 6rse’ S —4r2e~2s, P 6se™ S 4+ 6rse’ 5 — 8re %5, —— = 6re" % — 6rse” S + 8rle 2
T

0%z s

3z = Gse™ S + Gse™ S + 6rse” 5 —8e 2 = (r + 2)6se” S — 8e 25,

62

3 azr = 6e" 5+ 61e" 5 — 6se” 5 — 6rse’* + 161 2% = (1 + 71— s —1s)6e" S + 16Te %,
S

Exercicio 9.

2 .2 2 2
Seja f(x,y) = { WYY ()): Zz Ez:g; i o)
of

of
(a) Se f(x,y) # (0,0), calcule 3 S o

of of
(b) Mostre que &(O, 0)=0= @(O, 0).

0%f 0%f
(c) Mostre que %oy (0,0)=1e

=1
2yax (00



(d) O que aconteceu? Porque as derivadas mistas nao sdo iguais?

Solucao 9.
of
I 5= 06y) =yx' + 4%y° —y!)/(x* + y*)*%
af 4 2.2 4 2 212
@(x,y) =x(x* —4x*y* —y*)/(x* +y*)%
of
2. 5-(0,0) = limy g FHEHEE = Jim, =0
of N
oy (0 0) = limy g GO = limy o 5 = 0
, af( ) af( | )
02f s &O,yfao,o_y(*z)_ '
3. oxdy (0,0) = limy 0 5 = ‘-; =—1;
af( ) af( )
) — (x,0)——(0,0 x(x4)
OT (0,0) = limy g Q4 04— _ 55
0yox x x

4. As derivadas parciais de segunda ordem precisam ser continuas no ponto.

Exercicio 10.
Uma fungdo w = f(x,y, z) com segundas derivadas parciais continuas que satisfaz a Equagdo de Laplace

%w  *w  %w

=0
ox? * oy?  0z?

€ chamada harmonica. Qual das func¢des abaixo sdo harmonicas?

(@) f(x,y) =x3— 3xy%
(b) f(x,y) = e*sen(y) + eY cos(y);

(©) f(x,y,z) = (X2 +y? +22)" /2

Solucao 10.
1. Sim;

2. Nao;
3. Sim.



Exercicio 11.
Determine o maior conjunto aberto no qual f, =

(@) f(x,y) =4y + 3x%y;
) fxy) = V2T Y7 — L
(c) f(x,y) = sen(x? +y?).
Solucao 11.
1. R?%
2. R?\ D, onde D € o disco fechado de raio 1 centrado na origem;

3. R%

Exercicio 12.
02 02

Sejay = d(x — at) +P(x + at). Mostre que a_tg = aza—xyz, para todo x, onde ¢, sdo funcgdes duas
vezes diferencidveis.
Solucao 12.
Sejam u = (x — at) ev = (x + at). Assim,
oy 0¢ou oy ov od o
==L —(x—at) + —— t) = —a—(x — at) + a— t
ot " du %t?;;xa at) 3, at(a’zlg )= mag X a:p) % (H;?ib
y u v
g? :a—d)aaa?a(x — a’;) + ama(x —|—aC(L1')t) = a2w(;€‘q} at) + a2w(x + (lt)
y u v
== —(x—at) + —— t) = —(x — at) + — t
g%‘ aa%cha(x a)+a\é2%(éx+a) aua(;cd) a)+av(§2:l:a)
y u v
— =L (x—at)+ —— t) = —(x—at) + — t
e o ax O T g g (X T atl = g math g x A at)
Exercicio 13.
Sejar =xd(x +y) +yp(x +y). Mostre que
2 2 2
ar_2 o°r +6T:0’
ox? oxdy  0y?
para todo (x,y), onde &, sdo fun¢des duas vezes diferenciaveis.
Solucao 13.
sejau = x +y. Assim,
or o oy 0%r L) 0%p V)
I — _r _r . —_ —9-F i oo,
%x dJE(;:)) x50 (W) +y gtLl)(u), %7%2 aaL2Ld()u) + x agfb(u) +y %Lgfp’
T T
- g . - N 92— * i
5y = Xau W TP Py g = xgw 28w by g
o%r o 0% oy 0%
oxay ~ ou' W T W W Ygs



