Lista 3 com respostas

MAT3210 — 2° SEMESTRE DE 2019

Exercicio 1.
Calcule as derivadas parciais das seguintes funcdes:

1
@) f(x,y) =7mxy> —2x3 +8y? — -,

4
(b) f(x,y) = tan(xy) — —
X, Yy) = tanixy Xy,
(©) f(x,y) = cos(x? +y*) + 3x,
— a3x24yd -
@ f(x,y)=e < + X+ 2y’

(e) f(x,y) =x/3x%y + Ty3,

(f) f(X»U) = 1D(X2 + 492 + 2)7

Solucao 1.
(@) Vf(x,y) = (Ty® —6x2,21xy? + 16y)

(b) Vf(x,y) = (ysec(xy) +%,xsec2(xy) P

(2) f0x,y) = arctan 2.

x3 — 2y
x2 — 4y’

() f(x,y) = In(xy® +yx? + z), onde
z=/1+ (xy2 +yx2)2.

(h) f(x,y) =

(i) f(x,y) = arcsin

xy?
(c) VF(x,y) = (—2xsin(x? +y*) + 3, —4y3 sin(x? + y*))
2y 1 2
_ 3x24yd o 3x2+ys
(d) VF(x,y) = (6xe e e M i)
Xy x(3x% + 21y?)

(e) Vf(x,y) = (v/3x*y + 7y3 +

B 2x 8y
(f) Vf(x’y)7(X2+4y2+2’7¢2+492+2)
X
(@) Vixy) = (——

) +y2’ X2 +y2
32 (x? — 4y) — 2x(x3 — 2y)

(h) Vf(x,y) =( y—

2(x? —4y) — 4(x® —2y)

V3x2y 4+ Ty3 24/3x2y + Ty3

)

(x2 —4y)?

(x2 —4y)?



S(x;)

) 6 o

(x) = aey 53) 5%(*0) fi—*? fo_Tj?’z: (xzbl)z
(2 )
ai( ) = ,~)6M x%r
T 1
0x )" (x U ZU _J “dm/v
(1) )
é ) 9 - A’ (Z 1)
B? NS JIW 92, (i—xl”:%:\ \@ (xubm)
é—f ) (2x*
7 (x7- o
I NO (>\1+1)<_3+U(x ) (szL)
) r;‘y% X7
b}fx’() -(x@ﬁl)z ZOT(XQJZ (xz*[jl”’:/‘(j
. of U3+2yx+(xy2+97‘2i(142+2xy)
O by = Wity tz
of 3y?x +x? + (xy” +yx Z)(X + 2xy)
6y( ay) Xy3+yx2+z

Exercicio 2.
Determine o conjunto dos pontos onde as fun¢des admitem derivadas parciais:

x> —|—y3
(a) f(x,y) = x2 4+ y?
0, se(x,y)=(0,0),

se (x,y) # (0,0)

At s 7 10
b) f(x,y) = G nzayz 00 ey #(=10)

=5, se(x,y)=(—1,0),



© flxy) =4 Ty

xy +y?

se (x,y) # (0,0)

0, se(x,y)=1(0,0),

Solucao 2.
(a) fadmite derivadas parciais fora de (0,0) pois € uma fung¢éo racional. Agora vejamos em (0,0):
of . f(h,0) — f(0,0) .. h
5(0, 0) = limp o B llmh_mﬁ =1
of . f(0,h) — (0,0 .
@(07 0) = limp g % = hmhﬁOE =1

(b)

()

Logo f admite derivadas parciais em (0,0)

f admite derivadas parciais fora de (-1,0) pois é racional. Vejamos em (-1,0):

of . f(h—1,0) —f(—1,0) 4h+5h—-1)+5
~—(—1,0) = limp, ¢ " =limn_o " =

0x
of . f(—1,h) — f(—1,0) .. 0
@(—1,0) = limp o ( )h ( ) = hmh%Oﬁ =0

9

Logo f admite derivadas parciais em (-1,0)

f admite derivadas parciais fora de (0,0) pois € uma func¢io racional. Agora vejamos em (0,0):

of . f(h,0) —f(0,0) . 0
a(oa 0) = limp 0 —hn - llthOE =0
of . f(0,h) — (0,0 . h
@(07 0) = limp 0 % = hmhﬁOE =1

Logo f admite derivadas parciais em (0,0)
(Perceba que f ndo é continua em (0,0) no entanto)

Exercicio 3.
Seja h : R — R uma fung¢fo derivdvel tal que h(4) =3 eh’(4) = —1.

of

of
Considere f(x,y) = xh(3x2 + y?). Determine —(1,1) e —(1,1).

0x dy

Solucao 3.

of
= 6x7h'(3x% +y*) + h(3x% +y?),
of



Exercicio 4.

(a) Sejaz =xsin 3 Verifique que

(b) Seja f(x,y) = x3y —y>x. Procure

no ponto (1,2).

Solucao 4.
(a)

vaeraZ—x<sin<X)+Xcos<X>)yx2cos(x>1—z
ox 0y y/ oy Y y/y?

%+%_ 3x%y —yd +x% — 3yx 6—8+1—12
ot _ of

(b)

9.9 T (3x2y —y?) (x* —3y%x)  (6—8)(1—12).

Exercicio 5.

Calcule E e ﬁ sendo

ox 0y
x +y?
W%a se (Xay) #(070)
f(x,y) = Y
0, se(x,y)=1(0,0).
Solucao 5.

Para (x,y) # 0 temos
of  (xX*+vy?) +2y (x+y?)

ox (x2 —|—y2)2
Para (x,y) = (0, 0) temos
of f(t,0 (0,0
—(0,0) = lim (t,0) (0,0)
0 t—0 t
1
=lim t
t—0 t
. 1
= lim — = oo.
10 t2



Exercicio 6.
Determine o conjunto dos pontos onde a fungdo dada é diferencidvel.

a)
x2 — 2
T ey £ 0.0
f(x,y) = Y
0, se(x,y)=1(0,0),
b)
X
Ty ey £00
flx,y) =
0, se(x,y)=1(0,0),
c)
sy £(0,0)
2 27 ) b)
flxy)=¢ 7Y
0, se(x,y)=1(0,0),
d) 1
ex?v? 1, sex?+y’<l1
flx,y) =
0, sex?+y?>1.
Solucao 6.

(a) fé diferenciavel fora de (0,0) pois é racional. Mas f ndo € continua
De fato, limy ) (0,0) f(X,y) = 1 pela reta y=0, e lim y ) (0,0) f(x,y) = —1 pela reta x=0
Logo f ndo pode ser diferencidvel em (0,0)

(b) f € diferencidvel fora de (0,0) pois € racional. Mas f ndo € continua em (0,0), logo ndo ¢é dife-
renciavel em (0,0)

(c) fé diferencidvel fora de (0,0) pois € racional. Agora vejamos:

h* h? h
V£(0,0) = (0,0), entdo E(h,k) = -
(0,00 = (0,0) (¥ (h? +k2)vh? 4 k2 (h? +%2) Vh2 + k2
(h,k) — (0,0)

Logo f ¢ diferencidvel

h — 0 para

(d) f é diferencidvel em x? + y? # 1 pois é de classe C'. Agora vejamos o que ocorre quando
X +yi=1
Tomando a seguinte parametrizacdo (x,y) = (rcost,rsint), vejamos que queremos saber se

1
er’—1 ¢ diferencidvel em r = 1. O que ndo ocorre pois o0 nem é continua.

Exercicio 7.
Ache a equacao do plano tangente a cada superficie no ponto indicado:



(@) z = 2x2y, no ponto (1,1, f(1,1)). (c) z=e€*In(y), no ponto (3, 1,0).

(d) z = arctan (x — 2y), no ponto
)

(b) z =xe*"~Y”, no ponto (2,2, f(2,2)). (2,3,7(1,3)).

Solucao 7.
Aqui utilizarei < u,v > para falar do produto interno/escalar de vetores

(a) < (4,2,-1),(x,y,z) — (1,1,2) >=0
(b) < (9,-8,—1),(x,y,2) —(2,2,2) >=0
(c) < (0,e3 —1),(x,y,2) — (3,1,0) >=0
d < (1,-2,1), (x,y,2) — (1,5,0) >=0

Exercicio 8.
Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + 3y e tangente ao grafico de f(x,y) = x* + xy.

Solucao 8.
Lembremos que o vetor normal ao plano serda

o of
n= (ax(x(%yo)a alJ(Xan()L_l) = (2X0 +y07X07_1)

pois, ax =2x+ye 5 y = Xx. Agora como queremos que seja paralelo ao plano z = 2x + 3y, que temos
como vetor normal m = (2,3, —1), basta ter

n=Am,
logo temos
2xp + Yo = 2A
Xo = 3A
assim
Yo = —4
X0 = 3
A=1,
e

zo =1(3,—4)=9—12=-3.

Além disso a equacdo do plano tangente a superficie é
of
ox

entdo tal equacdo do plano é

(x0,Yo0) (x —x0) + ﬁ(Xo»yo) (Y —yo) — (z—20) =0,

dy

2(x—3)+3(y+4)—(z+3)=0.



Exercicio 9.
Determine o plano que passapor A = (1,1,2)e B = (—1, 1, 1) e seja tangente ao grafico de f(x,y) = xy.

Solucao 9.
O plano tangente no ponto genérico P = (xg, Yo, f(X0, Yyo)) tem forma

z —x0Yo = Yol(x —%o) +x0(y —Yo)-
Como A e B estdo no plano temos

2 —xoYo = Yol —xo) +x0(1 —yo),
1 —x%0Yyo = Yo(—1 —x0) +xo(1 —yo)-

Resolvendo o sistema obtemos xg € Yg.

Exercicio 10.

Determine os planos que sejam tangentes ao grafico de f(x,y) = x? +y? e que contenham a intersec¢io
dosplanosx +y+z=3ez=0.

Solucao 10.
O plano tangente no ponto genérico P = (xo, Yo, X2 + y2) tem forma

z—x§ — Y = 2x0(x —x0) + 2yo(y — yo).
Agora os pontos (0, 3,0) e (3,0, 0) pertencem a reta intersec¢do dos planos x +y +z = 3 e z = 0, assim

{ 0—x% —y3 = 2x0(3 —x0) +2y0(0 — yo),
0—x3 —yg = 2x0(0 —x0) + 2yo(3 — yo)-

Resolvendo o sistema obtemos X € Yg.

Exercicio 11.
Calcule os valores aproximados das:

(a) Vv1.01+ /7.9. (c) v/0.982 +1.012 + 2.032.
(b) 1.04292, (d) e1.012—1.002%

Exercicio 12.

Calcule as derivadas mencionadas pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicdo
seguida e aplicacdo das regras de derivagdo parcial.

dz
a) z=e* %Y x =sint,y =13, — =7
(@) Yy at

d
(b) Z=x2+y2+xy,x:sint,y:et,d—::?



0z 0z
=x2y —y?x,x =usint,y = t, — =7, — =7
(c) z=x"y —y“x,x =usint,y =ucos m M
0 0
(d)z:x2lny,x:%,y:3u—2v,a—::?,£:?
Solucao 12.

(a) e t=2t%(cost — 6t2)
(b) sin(2t) + 2e2t + et(sint + cost)
(c) u?(sin(2t)(cost+ 1) — (sin®t + cos® t), 2u(sin? t cos t — sin t cos? t)

—2u? In(3u — 2v) 2u? 1
d - — (2 1 —2
@ v3 (Bu—2vjv2 v\ n(3u —2v) +

3u? )
3u—2v

Exercicio 13.
Seja z = f(u—v,v —u). Verifique que

LEN
ou  ov

Solucao 13.
Tomando x =u—vey =v—u, temos

bs 0z _020x 020y deox 02dy
du Ov  0xOdu Odyodu O0xOdv dy v
0z 0z 0z 0z

ox 0y 6x+@

Exercicio 14.

. of of
Suponha que para todo t, f(t2, 2t) = t> — 3t. Mostre que &(1, 2) = —@(1, 2).

Solucao 14.
Reparemos que x = t> ey = 2t

of _ ofdx 07 dy
ot 9xot Oy ot
of of

t?—3=2t—+2—
3t*—3 P o

Terminamos fazendo t = 1.



