Revisdo 1

Vamos lembrar as nog¢des bésicas sobre fun¢des de 2-varidveis de-

rivaveis:

* Seja f(x,y) fungdo de 2 varidveis reais. Dizemos que f(x,y) é
derivavel num ponto (xp,yo) se existem dois nimeros reais a e b
tais que

im0+ hyo +k) — f (xo,50) — ah — bk
(1K)~ (0.0) | (1, k)]

onde |(h, k)| = Vh? + k2.

* Se f(x,y) é derivavel num ponto (xg, o) assim f(x,y) é auto-
maticamente continua em (o, yo).

:O,

* Se f é fungdo da classe C! num conjunto aberto A, ou seja se as
derivadas parciais
of

of
g(x,y), ay( Y,

sdo fungdes continuas em A, assim f é derivdvel em todo ponto
(x,y) de A.

Exercicio 26.1: (Trabalho p/ casa da Aula 16)

Mostre que as seguinte fung¢des sdo derivaveis no seu dominio.
@ f(xy) =In(x*+y?),
() f(x,y) = cos(e*tY).

Solugdo 26.1

Vamos provar que f é fungdo da classe C! em cada item. Em item
(a), temos que o dominio da fungdo f(x,y) = In(x? +y?) é

Domy = {(x,y) | (x,y) # (0,0)}.

As derivadas parciais da fungéo f(x,y) = In(x? +y?)

aa (ln<x +y)> x2+xy2’ ai( (x +y))—x22i/y2.
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Ambas g, %
ox’ dy
com (x,y) # (0,0), assim f é diferencidvel em todo o dominio.
Em item (b), temos que o dominio da funcdo f(x,y) = cos(e* V)
é todo o plano IR?. As derivadas parciais da fungdo f(x,y) = cos(e*¥)

Sao

sdo fungdes continuas para qualquer ponto (x,y)

9

i xX+y oo X+y\ ,x+y _
ax(cos(e )) = —sin(e*¥)e =3y

(cos (e¥1Y)).

Ambas %, g]yc sdo fungdes continuas para qualquer ponto (x,y),
assim f é diferencidavel em todo o dominio.

Exercicio 26.2

Dada a funcdo f(x,y) = xsen(3/x? + y?), determine:
of . 9of

a) O dominio das fungdes derivadas parciais =— e ==;

ox oy
of ,of

2 9 9 s . )
b) Os pontos (x,y) € R* nos quais 37 © 3y sdo continuas;

c) Os pontos (x,y) € R? nos quais f é diferenciavel.

Solucdo 26.2

(a) Se (x,y) # (0,0), entdo

g(x,y) = sen (W) + 2x2cos(3~ x2+y2)

ox 3(x2+]/2)%
g(x /e 2xy cos (?/x2 +y2)
ay "’ 3(x2 +12)3

Caso (x,y) = (0,0) consideramos separadamente. Temos

g—f(0,0) = lim f(x,0) = (0,0) _ lim xsen(x*?) — lim sen(x2/3) = 0
X x—0 X x—0 X x—0
O (00) — i 0D SO0 _ 0

= m— = 0
ay y—0 X y—=0Yy
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Assim % e 3{; estao definidas para todos (x,y) € R?

gj;(x y)={ <V3 X2+ 3/2) + 2 cos (W)

— se (xy) #(0,0)
3(x2+y2)3

0 se (x,y) =(0,0)
2xy cos (\3/ x2 +y2)

of 5 , se (x, 0,0

@(x,y): 32142 (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) =(0,0)

(b) Claramente as fun¢des %(x, y)e g]y((x,y) sdo continuas para
todos (x,y) # (0,0) € R2 Caso (x,y) =
separadamente.

(0,0) consideramos
Observe que

lim xZ li % 3 x4
EYIaw AV im «x3-
(xy)—=(00) 3/ (x2 + y2)2

S A——
(1)~ (00) (22 +y2)?

4
pois a funcao

555 € limitada. Na mesma maneira
(x* +y?)

lim ——> =, im -4
() =(00) 3/ (x> +y?) (x)=(00) /(x2 +y?)
Assim
lim . lim X

(xy)—=(00) /(X2 +y?)%  (xy)—(00) {

— . lim Y =0.
(X2 +y?) (xy)—=00)
Assim

(22 +y?)

2 3/ 0 2

of (3 ) 2x cos(\/x +y)
lim x,y)= lim sen | {/x2+1y2 | +
(xy)—(0,0) ax (¥) = (xy)a(om[ Y

| =0+0=0= gf(o 0)
3(x2+y?)3 x
2xy cos ( v/ x? +y?
lim g(x,y)— lim { ( - ) zozg(o,o)
(xy)=(0,0) 9y =00 L 3(x2 4 2)3 ox
Portanto Bf (x y)e a;c (x,y) sdo continuas para todos (x,y) € R
(c) Como of

of - )
a(x,y) e @(x y) sdo continuas para todos (x,y)
IR? temos que f é diferenciavel em todos (x,y) € R?



Exercicio 26.3: (Trabalho p/ casa da Aula 16)

Considere fungéo:

Descreva

Solucao

Primeiramente observem que o dominio da funcio é todo IR?. Va-
mos encontrar as derivadas parciais dessa funcdo. Para qualquer

4

f(x,y):{ xzxiwz (x,y) # (0,0)
0, (xy)=(00).

os pontos onde f é derivavel.

26.3

ponto (x,y) # (0,0) temos

9 (Xt 20+ 4ty o [ xt N\
dx \2+y2) (2422’ Ay \2+y?r)

No ponto (0,0) podemos encontrar as derivadas parciais usando

a defini¢do (vejam Aula 15).

0 0) = tim {0 —f0,0) _ . 20
ax(o’o)_lli% x—0 _iﬂr}] x—0
O (0.0) — tim [OV) = F0.0) _ 00
9 (O’O)_;—% y—0 —;13(1)]/_0_
Assim as derivadas sdo dadas por
245 +4x3y2
J ———=, (xy) #(0,0)
Vi) ={ s
0, (x,y) = (0,0).
2x4y
9 ———, (x,y) #(0,0)
ajyc(’"y) =1 (@24
O/ (x,y) — (0,0)
Obviame

(0,0) [como fungdes racionais]. Além disso elas sdo continuas em

nte ambas %, % sdo continuas em qualquer ponto (x,y) #

(0,0), por exemplo

lim
(xy)—(0,0)

Semelhante g

parciais sdo continuas em todo R? concluimos que f é derivavel

of lim 2x° +4x°y%

_ ]
=2:0+4:0=0==-(0,0).

dy

em todo RZ.

2  lim

=(xy)= LU - r—— e
ax V) = o) (2412 @)=00 (2427 =00 (22 +12)

(x,y) é continua em (0,0) também. Como as derivadas
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A equacdo do plano tangente a superficie dada por z = f (x,y) em
(x0, yo) €

2= £ (50.30) + 32 (10,90) (= 20) + 3 (.30) (= o)

Um bom uso dos planos tangentes é que eles nos fornecem uma
maneira de aproximar uma superficie perto de um ponto. Enquanto
estivermos proximos do ponto (xg, o) entdo o plano tangente deve
aproximar-se da fun¢do naquele ponto. Por causa disso, definimos
a aproximacdo linear como sendo,

L(x,9) = £ (x0.90) + 55 (0, 30) (x = 30) + 3 (,30) (= o)

e enquanto estivermos “préximos” (xg, o) entdo devemos ter
isso,

f(xy) = L(xy)

Exercicio 26.4: (Trabalho p/ casa da Aula 17)

Determine o plano que passa por (1,0,1) e (1,1,0) e é tangente
ao grafico de f(x,y) = x3y.

Solucdo 26.4

Equagio do plano tangente ao f(x,y) = x>y num ponto genérico
(a,b) tem forma

z —a°b = 3a*b(x —a) +a3(y — b).
Os pontos (1,0,1) e (1,1,0) estdo no plano, assim

1—a’h =3a%b(1 — a) +a®(—b)

—a%b = 3a%b(1 —a) +a>(1 - b).

3

Subtraindo dois equagdes temos, 2> = —1, ou seja a = —1. Colo-

cando este valor para a primeira equacdo temos
1+b=6b+b

ousejab =1/6. Assimoplanoéz+1/6 =1/2(x+1) — (y —
1/6).
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Exercicio 26.5: (Trabalho p/ casa da Aula 17)

Calcule aproximadamente

V16,01 + /3,98

Solucao 26.5

Considere a fungio f(x,y) = v/x + ,/y. Temos que
(16 +0.01,4 — 0.02) = v/16,01 + /3,98
Por outro lado

£(1640.01,4 — 0.02) ~ £(16,4) + %(16,4) -0.01 + %(16,4) - (=0.02)

9y

Facil ver que f(16,4) = 4. Temos que

af 1 s of 1

ax( ]/)—Zx 4, @(x/y)—iy 2
Assim of , of 1
Portanto

1 1 12
f(16—|—0.01,4—0.02) 4+ 32700~ 2100°

Exercicio 26.6: (Trabalho p/ casa da Aula 17)

Calcule aproximadamente

In (1, 013) + /1,01 + 3,02.

Solugdo 26.6

Considere a fungdo f(x,y) = In (x*) + \/x + y. Temos que
f(140.01,340.02) = In1.01> + v/1.01 4 3.02

Por outro lado

of
5y (1:3)- 002)

%)
F(1+0.01,340.02) ~ £(1,3) + %(1,3) -0.01+
Facil ver que f(1,3) = 2. Temos que

1

2
Fw =550t P =g

I\J\»—l
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Assim af 13 of .
=7 5,09=3

Portanto
13 1 12 163

f(140.01,3+0.02) z2+zm + 1700~ 80

Suponha que z = f(x,y), f seja diferenciavel, x = g(t) e y = h(t).
Supondo que existam as derivados relevantes,

dz azd7x azdl

3t axdr | aydt

Agora suponha que dada a seguinte situacao

z=f(x,y),x =g(s,t),y = hs 1)
9z, 92
ds ot
que z é uma fungdo de s e t, assim faz sentido calcular essas derivadas

precisamos calcular Neste caso, substituindo x e y temos

parciais Temos a seguinte regra de cadeia para esses casos.

9z _dfdx dfdy 9z _9fox afdy

ds 0xods 0yods’ ot oxof oy ot

Exercicio 26.7

Dadas as seguintes informacoes, use a regra da cadeia para de-

. Jz 0z
terminar — e —, se

ou ov

z=x"2% —4x x=u*v, y=0v-3u

Solugio 26.7

Podemos apenas usar as "férmulas" das anotagdes (com uma pe-
quena mudanca nas letras) para determinar esta derivada. Aqui
estd o trabalho para esse problema.

b _dox ozoy
du 0dxou Jydu

= [-2x7%° — 4] [uo] + [6x7%] 3]

= [Zuv <—2u_6v_3(v —3u)b — 4) —18u~*02(v — 3u)°

o _ozax ozoy
dv  9xdv Ay v

= |2y —4] 2] + [ex 2| 1]

=u? (—Zu*%*e’(v —3u)® — 4) + 6u~*v"2(v — 3u)°



Na segunda etapa, adicionamos colchetes apenas para deixar claro
qual termo veio de qual derivada na "férmula". Além disso, in-
serimos x e y na terceira etapa apenas para obter uma equagao em
uewo.

Exercicio 26.8

Seja f : R? — R uma funcéo diferenciével. Suponha que

fltx, ty) = £f(x,y)

para todo t # 0, e (x,y) € R?. Mostre que

(1,1)- V£(1,1) = 2f(1,1).

Solucdo 26.8

Seja y(t) = (t,t) curva em IR?. Considere a fungdo composta
F(t) = f(x(8) = f(£1).

Em particular F(1) = f(1,1). Como f é diferencidvel, temos que
F'(t) = Vf(r(1)-2'(t)

Set = 1,assim /(1) = y(1) = (1,1). Por outro lado F(t) =
f(t,t) = f(t-1,t-1) = £2£(1,1). Assim F'(1) = 2f(1,1). Assim

(1,1)- VF(1,1) = 2f(1,1).

A taxa de variagdo de f(x,y) na diregdo do vetor unitdrio
il = (a,b)

é chamada de derivada direcional e é denotada por %(x, y). A

definicdo da derivada direcional é,

of . f(x+ah,y+bh)— f(x,y)
L R

Se f uma fungdo derivédvel em ponto (x,y), e i = (a,b) um vetor

unitdrio, assim a derivada direcional of (x,y) existe, e além disso

il
) = V) i = L et Lo

Vamos lembrar também o seguinte fato importante: seja f(x,y)

uma fungdo derivavel, entdo o valor médximo da 57 (x0,y) ocorre
il
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quando i é um vetor paralelo ao Vf(x,y) e o valor maximal da
derivada direcional é

max % (x0,%0) = [V f(x,y)l.

Exercicio 26.9

Encontre a taxa méxima de varia¢do de f no ponto dado e a di-
regdo em que ocorre f(x,y,z) = e?* cos(y — 2z) em (4, —2,0).

Solugdo 26.9

Primeiramente encontramos o gradiente e seu valor em (4, —2,0).
Vf= <2e2x cos(y — 2z), —e* sin(y — 2z),2e* sin(y — 2z)>
Vf(4,-2,0) = <2e8 cos(—2), —eSsin(—2),2e® sin(—2)> = (—2481.03,2710.58, —5421.15)

Agora pelo Teorema 20.2 da Aula 20 sabemos que a dire¢do com
a taxa maxima de variacdo é simplesmente o gradiente no ponto
(4,-2,0), que a gente encontrou no passo anterior. Assim a di-
recdo é

V£(4,—2,0) = (—2481.03,2710.58, —5421.15).

Agora a taxa maxima da varia¢do é o médulo do gradiente:

|V£(4,—2,0)]| = \/(—2481.03)2 + (2710.58)2 + (—5421.15)2 = 6549.17
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