SN 1 iximos e minimos 11

Vamos lembrar que na aula passada nos estendemos uma das
ideias mais importantes do Calculo I para fun¢des de duas varidveis
estudando minimos e maximos das fung¢des de vdrias varidveis.

A definicdo de extremos relativos para funcdes de duas varidveis
foi idéntica aquela para fungdes de uma varidvel:

Definicio: Maximos e minimos relativos

(1) Uma fungdo f(x,y) tem um minimo relativo no ponto
(a,b) se
f(xy) = f(a,b)
para todos os pontos (x,y) em alguma regido em torno de
(a,b).
(2) Uma fun¢do f(x,y) tem um maximo relativo no ponto
(a,b) se
flxy) < f(a,b)

para todos os pontos (x,y) em alguma regido em torno de

(a,b).

Aconteceu que para encontrar os candidatos para pontos extre-
mantes a gente aplicou uma técnica bem parecida com o que fize-
mos em Calculo I, ou seja, a gente pode encontrar os pontos criticos
da funcdo. Vamos lembrar que, o ponto (a,b) é um ponto critico de
f(x,y), desde que uma das seguintes opcdes seja verdadeira,

(1) Vf(a,b) = (0,0) (isso é equivalente a dizer que fx(a,b) = Oe

f y (ﬂ, b) = 0)/

(2) fx(a,b)e/ou f,(a,b) ndo existe.

Nos temos o seguinte fato ttil que justifica a investigacdo dos
pontos criticos.

Teorema 23.1

Se o ponto (a,b) é um extremo relativo da fungdo f(x,y) e as derivadas de primeira ordem de
f(x,y) existem em (a,b), entdo (a,b) é também um ponto critico de f(x,y) ou seja teremos

Vf(a,b) = (0,0).
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Pergunta: Dado um ponto critico (xo, o) da fungdo f(x,y), como
decidir se ele é maximo, minimo ou nenhum de dois?

Para responder essa pergunta, acontece que bastante ttil é nogao
chamado Hessiano. Seja f(x,y) é uma funcio da classe C?, ou seja
todas suas derivadas parciais da segunda ordem sdo fung¢des con-
tinuas. Defina Hessiano da f(x,y) como o seguinte determinante

82 2
N = ol ) T 7
(y) = % 27 = 52 (02 5w - (55,6 )

ayax B Y gz (%Y)

Observem que aqui a gente aplicou o teorema de Teorema de

- 0 *f
Clairaut-Schwarz (da Aula 21) que diz py ay( X,y = W(x'y)'

Na maneira curta, podemos escrever o Hessiano, como

e = |

Temos o seguinte critério para decidir o tipo do ponto critico.

= fxx 'fyy *fa%y-

Teorema 23.2

Suponha que (g, b) seja um ponto critico de f(x,y) e que as derivadas parciais de segunda ordem
sejam continuas em alguma regido que contém (a,b). Em seguida, defina,

H(a,b) = frx(a,0) fyy(a,0) = [fuy (a,0)]?
Assim:
(1) Se H(a,b) > 0e fyx(a,b) > 0, entdo h4d um minimo relativo em (a,b).
(2) Se H(a,b) > 0e fxx(a,b) <0, entdo ha um maximo relativo em (a, b).

(
(
(3) Se H(a,b) < 0 entdo o ponto (a,b) é um ponto de sela.
(4) Se H(a,b) = 0 entdo o ponto (a,b) pode ser um minimo relativo, maximo relativo ou um ponto
la.

de sela. Outras técnicas precisariam ser usadas para classificar o ponto critico.

Exemplo 23.1

Seja f(x,y) = x>+ y? Assim Vf(x,y) = (2x,2y) e ponto (0,0) é
um tnico ponto critico da f(x,y). E 6bvio que (0,0) é minimo da z
funcdo f(x,y), pois f(x,y) = x> +y*> > 0 = £(0,0) para todos os
pontos (x,y). Podemos ver isso também a partir da classificagdo

acima. Temos que o Hessiano é dado por

20
0 2

fxx fxy
fyx fy]/

Além disso fxx(0,0) = 2 > 0. Ou seja estamos no item (1) do Teo-
rema acima, portanto (0,0) é minimo da fungao.

H(0,0) =

=4>0.
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Exemplo 23.2

Seja f(x,y) = x? — y% Assim Vf(x,y) = (2x,—2y) e ponto (0,0) é um tnico ponto critico da
f(x,y). E 6bvio que (0,0) nao é minimo e nem maximo da fungio f(x,y) sendo que é o ponto

no sela do grafico acima. Podemos ver isso também a partir da classificacdo acima. Temos que o
Hessiano é dado por

2.0

0 -2

fxx fxy
fyx fyy

Ou seja estamos no item (3) do Teorema acima, portanto (0,0) é ponto de sela da fungdo.

H(x,y) = =—-4<0.

Exemplo 23.3
Seja:
flx,y) =2 +y° —12x — 3y + 12.

Assim
VF(x,y) = (3x2 —12,3y% — 3) .

E Vf(x,y) = (0,0) se e somente se (x,y) = (£2,£1). Ou seja, temos 4 pontos criticos:
(=2,-1), (-2,1), (2,-1), (2,1).

Temos que o Hessiano, num ponto genérico (x,y) é

6x 0
H(x,y) = = 36xy.
(xy) ‘ 0 6y ' xy
Agora
(1) H(—=2,—-1) = 72 < 0,além disso fyx(—2,—1) = —12 < 0. Portanto (—2,—1) é maximo da
funcéo;

(2) H(—2,1) = —72 < 0. Portanto (—2,1) é sela da funcéo.
(3) H(2,—1) = =72 < 0. Portanto (2, —1) é sela da fungéo.

(4) H(2,1) =72 <0, além disso fyx(2,1) =12 > 0. Portanto (2,1) é minimo da fungéo.
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Exemplo 23.4

Encontre um ponto no plano 3x 42y +z = 12 cujo a soma dos quadrados das distancias aos pontos

(0,0,0)
(1,1,1)

(x,y,2)

(0,0,0) e (1,1,1) seja minima.

Montando a funcdo

f(x,y) = distancia azul® + distancia vermelha”
= (P + P+ + (x =12+ (y—1)* + (z— 1)?).
Como z estd no plano assim z = 12 — 3x — 2y, assim f(x,y) escreve-se como:
f(x,y) = 20x% + 10y — 140x — 94y + 24xy + 122 + 11 4 2.
O gradiente da f(x,y) dado como Vf(x,y) = (40x — 140 + 24y,20y — 94 + 24x). Assim Vf(x,y) =

0 se
{ 40x + 24y = 140

24x + 20y = 94.

) 1 5 . )
Resolvendo o sistema, temos x = - y= 7R Agora, o Hessiano é

40 24
24 20

H(x,y) = —=40-20 — 242 =224 > 0.

além disso fyx =40 > 0, ou seja (x,y) = (17/7,25/14) é minimo da fungdo f(x,y). Agora

17 25 8
2_12_3'7_2'ﬁ =

Assim o ponto
(x,y,2z) = (17/7,25/14,8/7)

é ponto no plano 3x + 2y + z = 12 cuja soma dos quadrados das distancias aos pontos (0,0,0) e
(1,1,1) seja minima.
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Exemplo 23.5

Determine os valores de a de modo que a fungéo f(x,y) = 2ax* + y? — ax? — 2y tem exatamente: 1
ponto de sela e 2 minimos. Temos que o gradiente da f(x,y) é dado por

Vix,y) = <8a3 —2ax,2y—2> .

Assim
2ax (4x2 —1) =0, {x—O, x =+l
<~

Vf(xy) =0 { 2y—1) 0.

Assim,
(0,1), (-1/2,1), (1/2,1)

sdo todos os pontos criticos da f(x,y). Agora o Hessiano num ponto genérico (x,y) é

24ax2 — 24 0

H(x,y) = 0 5

— 4 (12x2 - 1) .

Temos . 1
H(0,1) = —4a, H (—2,1> =81=H <2,1)

Ou seja (0,1) deve ser sela e (i%, 1) sdo minimos. Para (0, 1) ser sela é necessario que
H(0,1) = —4a < 0,=a > 0.
Observem que neste caso H (:I:%, 1) = 8a > 0, e além disso

fxx <i;,l> = 244> —2a =24 (12x2 — 1) > 0.

Ou seja os pontos (:I:%, l) sdo minimos para todoa > 0. Resumindo, qualquer a > 0 satisfaz a

condicao.
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Exemplo 23.6

Vamos classificar os pontos criticos da fungao:

flxy) = x> — x> =y~

Temos que o gradiente é
Vf(x,y) = (2xy2 —2x,2x%y — Zy) .
Assim o gradiente Vf(x,y) = (0,0) se

xy? —x=0 N x=0any==+1
xy—y=20 y=0anx =41

ou seja temos 5 pontos criticos (0,0) e (£1,£1). O Hessiano num ponto genérico (x,y) é dado por:

=4 [(y2 - 1) (x2 - 1) —4x2y2} :

Em particular para (0,0) temos H(0,0) =4 > 0 e fxx(0,0) = —2 < 0, ou seja (0,0) é maximo. Além
disso

20> -2 dxy

H =
(x,y) dxy  2x* -2

H(+1,41) = 4(0—4) = —16 < 0,

assim todos os pontos (£1, £1) sdo selas.

Exemplo 23.7
Encontre os pontos na superficie f(x,y) = /x%+ y? que estdo
mais proximos de P = (3,4,0). z

Seja I a distancia entre o ponto (3,4,0) e um ponto fixo (x,y,z)
na superficiez = f(x,y) (é o comprimento do segmento azul na
imagem). Assim:

P=(x-32+(y—4)2+2 | adxy fxy),
= (x—3)2+ (y—4)2+x2+y2

pois z2 = x? + y?. O gradiente da fungio f(x,y) é dado por: (3,4,0)

Vi(x,y)=(2x+2(x—3),2y +2(y —4))
— (4x — 6,4y — 8)

Ou seja x = %,y = 2 é ponto critico da fun¢do. Agora:

4 0

=16>0
0 4

H(x,y) =

e fxx =4 >0, assim (%, 2) é minimo da fungdo. O ponto no grafico é

3 /9 3 5
(22, /2+4)=(222).
(%,9,2) (2” 4+> (2”2)
5

Assim o ponto (%,2, 2) é 0 mais préximo ao ponto P = (3,4,0).



Exercicio 23.1: (Trabalho p/ casa)

Encontre e classifique todos os pontos criticos de
flx,y) =4+x>+y° —3xy.

Resposta: Ha um minimo relativo em (1,1) e sela em (0,0).

Exercicio 23.2: (Trabalho p/ casa)

Encontre e classifique todos os pontos criticos de

fx,y) = 3x%y + > — 3x* — 3y> + 2.

Resposta:
(0,0) Maxima
(0,2) : Minima
(1,1) Sela
(=1,1) : Sela

Exercicio 23.3: (Trabalho p/ casa)

Determine o ponto no plano 4x — 2y +z = 1 que estd mais prox-

imo do ponto (-2, —1,5). Resposta: (—%, -2 %)
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