IR Derivadas de ordem superior

Assim como tivemos derivadas de ordem superior com fung¢ées
de uma varidvel, também teremos derivadas de ordem superior de
funcdes de mais de uma varidvel. No entanto, desta vez teremos
mais opgdes, pois temos mais de uma variavel.

Considere o caso de uma funcdo de duas variaveis, f(x,y), uma
vez que ambas as derivadas parciais de primeira ordem também
sdo fungdes de x e y, poderiamos, por sua vez, diferenciar cada
uma em rela¢do a x ou y. Isso significa que, para o caso de uma
funcdo de duas varidveis, haverd um total de quatro derivadas
de segunda ordem possiveis. Aqui estdo elas e as nota¢bes que
usaremos para denoté-las:

(£ = for = (gﬁ) _ 327/;
-3 ()3

As derivadas parciais de segunda e terceira ordem sdo freqiien-
temente chamadas de derivadas parciais mistas, uma vez que es-
tamos tomando derivadas com respeito a mais de uma varidvel.
Observe também que a ordem em que pegamos as derivadas é
dada pela notacdo para cada uma delas. Se estivermos usando a
notagédo subscrita, por exemplo, fy,, entdo vamos diferenciar da
esquerda para a direita. Em outras palavras, neste caso, vamos

diferenciar primeiro em relagdo a x e, em seguida, em relacdo a y.
N o Rf
Com a notagao fraciondria, por exemplo. 577, € 0 oposto. Nestes

casos, diferenciamos o movimento ao longo do denominador da
direita para a esquerda. Portanto, novamente, neste caso, diferen-
ciamos em relag¢do a x primeiro e, em seguida, y. Vamos dar uma
rédpida olhada em exemplos.



Exemplo 21.1

Seja f(x,y) = x2y> + xy°. Assim as derivadas parciais sio:
0 d
%(x,y) =207+, a;/[(

Agora as derivadas da segunda ordem séo:

2
a ’Z(x ]/) = 2y3/
2f
aZ
axgy (x,y) = 6ch2 + 5y4,
0 f

— A2 3
py (x,y) = 6x7y + 20xy°.

Exemplo 21.2

Seja f(x,y) = x*y® + 3x%y — 4x°. Assim as derivadas parciais sdo:

af(

9
3r f(x y) = 5xtyt 4 342

43,5 46
x,y) = 4x7y> + 6xy — 4y°, 3y

Agora as derivadas da segunda ordem sao:

0% f
2
o*f
dyox
0% f
oxay
of
Iy?

(x,y) = 22%y° + 6y,

(x,y) = 20x3y* + 6x — 241°,

(x,y) = 20x3y* + 6x — 241°,

(x,y) = 20x*y® — 120xy*.

Agora também vamos notar que em ambos 0s casos,
>f *f

Daqui um pouco vamos ver que isso ndo é por acaso. Se a fungéo
for “boa o suficiente”, esse sempre serd o caso.

x,y) = 3x%y* + 5xyt.
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24xy5.



Clairaut-Schwarz. Considere a seguinte fungdo:

A derivada parcial —— em qualquer ponto (x,y) # (0,0) pode ser
calculada como

Em ponto (0,0), podemos calcular a derivada usando a defini¢do

Assim a derivada tem forma
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Exemplo 21.3

Seja f(x,y) = cos(2x) — x2e% + 3y?. Assim as derivadas parciais sio:
L) = —2sinan) ~ 20, Lny) = 5265 4oy

Agora as derivadas da segunda ordem sao:

2f(x y) = —4cos(2x) — 2e% °f (x,y) = —10xe™
dx? " oyox ’
2 Py
f (x,y) = —10xe", f(x y) = —25x%e™ 1 6.

dxdy 9y?

Entao, o que é "bom o suficiente"? O seguinte teorema nos diz.

Theorem 21.1: Teorema de Clairaut-Schwarz

Pf
9x0y

(x,y) sdo continuas em

Seja f uma fun¢do num disco D. Se as derivadas parciais yf (x,y),
D. Entdo, para qualquer ponto (x,y) € D(x,y) € D:

’f *f
m(x/y) ayax( 'y)

De fato precisamos tomar certo cuidado com o Teorema de

3

f(x,y)z{ #}/yz se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y)=(0,0).

of
ox

f ) = LEFY) —2¢%

ox "’ (x2 4+ 12)?

Alexis Claude de Clairaut (1713-1765)

af(00) Jim £ &0 = f0.0) _ 1, 0-0_,

x—0 X x—0 X

3x2_|_2_2x23
V) =2 ) £ (0,0)

J
V=" @197
0, se (x,y)=1(0,0).
. ., of
Semelhante, a derivada parcial @ tem forma:
¥+ 3x3y2
P) ———, se (xy)# (0,0)
é("'” =) @24y
0, se (x,y) =(0,0).

Hermann Amandus Schwarz (1843—
1921)
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A lcular ’f (0,0) ’f (0,0). Temos:
gora vamos ca ayox OO Gy (00)- :
of of
aZf (0 0)_2 af (0 0)_1im @(X,O) ay(olo)
axay ' dx \dy) ' 1m0 x
—1im 20—y,
x—0 X
0 9
Pf oor— 2 (N 00— %(0,}/) - %(0,}/)
E)yax(')_ay(ax)(')_yg% y
5
—lim 2. =1
y=0Y
Ou seja
0 f 0% f
dxdy (0,0) # dyox (0,0)
neste caso particular. Observem que isso aconteceu pois as derivadas
?f  0%f
x . 50 pod
3xay e —ayax ndo continuas em (0, 0), e portanto ndo podemos

aplicar o Teorema de Clairaut-Schwarz.
Exercicio 21.1

Calcule todas as derivadas da segunda ordem da

flx,y) =1In (1+x2+y2>.

Solugdo 21.1 LEMBRETE: Derivada do quo-
ciente:
Temos que as derivadas parciais sdo <§> = (fgg;jg) :
of _ 2x of _ 2y
a(xr]/)—mr ay(x’y)_ T+x2+2

Agora usando a regra do quociente temos

9% f 2(14x*+y?) —2x-2x
@(x,y) = (1+x2—|—y2)2
0% f (x,y) = —2y-2x
dydx Y= (1+x2+12)%
0% f —2x -2y

x/ - NN XA
axay( y) (1 +x2+y2)2
Pf gy = 2T YY) ~2y -2
oy Y A+x2+y2)>

Até agora, examinamos apenas as derivadas de segunda ordem.
Existem, é claro, derivadas de ordem superior também. Aqui estdo
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algumas das derivadas parciais de terceira ordem da fungdo de
duas variaveis.

B N AN,
fxyx - (fxy)x - a (a%ax) B ax:?yax/
B 9 o°f \ _ 9f
fyxx = (fyx)x ~ ox (axay> o axzay'

Observe também que, para ambos, diferenciamos uma vez em

relacdo a y e duas vezes em relagdo a x. H4 também outra derivada
parcial de terceira ordem na qual podemos fazer isso, fyry. Hd uma
extensdo do Teorema de Clairaut-Schwarz que diz que se todas as
trés derivadas parciais sdo continuas, entdo elas devem ser todas
iguais,

fxxy = fxyx = fyxx'

Até este ponto, vimos apenas fun¢des de duas varidveis, mas tudo
o que fizemos até agora funcionard independentemente do niimero
de varidveis que temos na fungdo e ha extensdes naturais do teo-
rema do Teorema de Clairaut-Schwarz para todos desses casos
também. Por exemplo,

frz(%,y,2) = fax(%,y,2),

desde que ambas as derivadas sejam continuas. Em geral, podemos
estender o Teorema de Clairaut-Schwarz para qualquer funcéo

e derivadas parciais mistas. O tnico requisito é que em cada
derivada facamos diferenciacdo em relagio a cada varidvel o mesmo
numero de vezes. Em outras palavras, desde que atendamos a
condicdo de continuidade, o seguinte serd igual

fssrtsrr = ftrsrssr

porque em cada caso nos diferenciamos com relagdo a f uma vez, s
trés vezes e r trés vezes.
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Exemplo 21.4

Seja
1
XY, 2) = —————.
Vamos mostrar que:
0? 02 0?
By R
ox2 oy ' 922

z) = (¥ +y>+2%) /,temosque:

'Y,z

R
al(x y,z) = (x2+y2+z) e < ) :_y,(xz+yz+zz)*3/2,
al(x Y,z ): (x2—|—y2—|—z) —3/2 ( )ZZ:—Z'<x2+y2+ZZ>_3/2‘

Derivando mais uma vez temos,

Escrevendo f(x

*f 2, 2 2\ 73?2 2, 2 2\ 7?2
az(xy,)f (x +y +z> +(—x)( 2>~(x +y +z) 2x
-5/2
:—(x2+y2+22) ((x2+y2+z2) 3x2),
azf 2, 2, 2\ %2 2 2, 2\ 7?2
52 (1) = —(P+P+2) T+ () (—2) (P+2+22) 2y
~5/2
:—(x2+y2+zz) ((x2+y2+z2) Syz),
azf 2 2 2\ 3/2 3 2 2 2\ ~%/2
a—(xy, z) = (x +y +z) +(—z) <—2>-(x +y +z) 2z
-5/2
= — (P+y+7) (2 +y2+22) —322)
2 a2f aZf
Agora somando Fyl + 2 +@’ temos
*f Pf

—-5/2
a2 Tyt = (P+2+22) (3P P +22) —3x2 - 3P - 322)

. <x2+y2+22>_5/2-020.



180

Exemplo 21.5

o*f

azayaxz . Temos:

Seja f(x,y,z) = sen(3x + yz). Vamos encontrar

%(x,y) = cos (3x + yz) -3.

Derivando mais uma vez em relacdo x, recebemos

2
%(x,y) = —9sen <3x —I—]/2) .

Agora derivando em relagdo y, temos

3 f
dyox?2

(x,y) = =9z - cos(3x + yz).

Finalmente, derivando em relacao z, temos

ot f

320707 (x,y) = —9cos(3x +yz) + 9z - sen(3x + yz) - y.

Exercicio 21.2: (Trabalho p/ casa)

(a) Encontre fyyy.; para f(x,y,z) = Z3y% In(x).

an .
= ¥y
3yax2 para f(x,y) = e.

(b) Encontre

3
Resposta: (a) frxyzz = 71}2(?, (b) aiaﬁ > = 2ye'Y + xy2exy .

Exercicio 21.3: (Trabalho p/ casa)

Seja f(x,y) = (x + y)eﬁ. Verefique que

A
0xdy ayr

+y-
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