SNV Derivada dirvecional

Até este ponto, vimos apenas as duas derivadas parciais fy(x,y) e
fy(x,y). Lembre-se de que esses derivados representam a taxa de
variagdo de f conforme variamos x (mantendo y fixos e conforme
variamos y (mantendo x fixos), respectivamente. Agora precisamos
discutir como encontrar o taxa de variagdo de f se permitirmos que
x e y mudem simultaneamente. O problema aqui é que ha muitas
maneiras de permitir que x e y mudem. Por exemplo, uma poderia
ser mudando mais rapido do que o outro e também hd a questdo de
saber se cada um estd aumentando ou diminuindo. Portanto, antes
de descobrirmos a taxa de mudanga, precisamos cuidar de algumas
ideias preliminares primeiro. A ideia principal que precisamos
observar é como vamos definir a mudanca de x e / ou y.

Vamos comegar supondo que desejamos a taxa de variagdo de
f em um ponto especifico, digamos (x, o). Suponhamos também
que x e y estdo aumentando e que, neste caso, x estd aumentando
duas vezes mais rapido do que y estd aumentando. Portanto, a
medida que y aumenta uma unidade de medida, x aumentara duas
unidades de medida.

Para nos ajudar a ver como vamos definir essa mudanga, vamos
supor que uma particula estd sentada a (xg,yg) e a particula se
moverd na dire¢do dada pela mudancga x e y. Portanto, a particula
se moverd em uma direcdo crescente de x e y e a coordenada x
do ponto aumentara duas vezes mais rdpido que a coordenada y.
Agora que estamos pensando em mudar x e y como uma dire¢do
do movimento, podemos encontrar uma maneira de definir a mu-
danga. Sabemos do Calculo II que os vetores podem ser usados
para definir uma direcao e, portanto, pode-se dizer que a particula,
neste ponto, estd se movendo na diregao,

7=(2,1).

Como esse vetor pode ser usado para definir como uma particula
em um ponto estd mudando, também podemos usé-lo para de-
screver como x e/ou y estd mudando em um ponto. Para nosso
exemplo, diremos que queremos a taxa de variacdo de f na diregdo
de 7 = (2,1). Desta forma, saberemos que x estd aumentando duas
vezes tdo rdpido quanto y. No entanto, ainda ha um pequeno prob-
lema com isso. Existem muitos vetores que apontam na mesma
diregdo. Por exemplo, todos os vetores a seguir apontam na mesma



direcdo que 7 = (2,1)

() om0 (G

Precisamos encontrar uma maneira consistente de encontrar a taxa
de variacdo de uma func¢do em uma determinada diregdo. Fare-
mos isso insistindo que o vetor que define a dire¢do da mudanga
seja um vetor unitdrio. Lembre-se de que um vetor unitdrio é um
vetor com comprimento 1. Isso significa que, para o exemplo que
comecamos pensando, gostariamos de usar:

(55
V5 V5
uma vez que este é o vetor unitdrio que aponta na direcdo da mu-

danca. Para fins de referéncia, lembre-se de que o comprimento do
vetor ¥ = (a,b,c) é dado por

7] = Va? + b+ c2.

E para vetores bidimensionais, retiramos ¢ da férmula. Ok, agora
que sabemos como definir a dire¢do da mudanga x e y, é hora de
comecar a falar sobre como encontrar a taxa de mudancga de f nesta
dire¢do. Vamos comecar com a defini¢do oficial.

Definic¢ao
A taxa de variagdo de f(x,y) na diregdo do vetor unitdrio
il = {(a,b)

é chamada de derivada direcional e é denotada por %(x, ).

A defini¢do da derivada direcional &,

of . f(x+4ah,y+0bh)— f(x,y)
R
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Exemplo 20.1

of

Seja f(x,y) = x2 + y2. Vamos encontrar ?( , 1) em casos
=09 =(1,1), i =10, =(-1,2).
Temos que

1] = V2, @5 = V/5.

Assim os vetores unitdrios correspondentes sdo

ae B (1),
@ 2" V2
5 (1 2
== (7508

Agora seja il = (a,b) qualquer vetor. Assim

2 2
a{(l 1) = lim (14 at)? + (1+bt)
il t—0 t
2 4+ 2¢ b 24p2) 422
_ i 2F 2 D) + (@ 4+ 1) —2(a+b).
t—0 t

Ou seja %(1’ 1) = 2(a + b) para qualquer vetor i = (a,b). Aplicando isso para vetores ¥ e Uy,

temos
of
55 (L1 =2 (

d
802(1 1)_2( 7

)

)_

st
L 55

S
)

Observagio 20.1

Observem que no exemplo anterior a gente tinha que:
g]i(l 1) =2(a+b),

para qualquer vetor if = (a,b). De fato isso pode ser reescrito como

gi(l 1)=2(a+b) =2a+2b
_of of
_a(l, B 11—|—ay(1 ,1)-b

=Vf(1L1)-(ab),

0 9
pois % (1,1) = 2e Bjy((l 1) = 2. Agora vamos mostrar que isso ndo é coincidéncia e que o fato
parecido vale para fun¢des bem gerais.



A definigdo da derivada direcional é muito semelhante a defini¢do
de derivadas parciais. No entanto, na prética, esse pode ser um lim-
ite muito dificil de calcular, portanto, precisamos de uma maneira
mais facil de obter derivadas direcionais como no observacéo
acima. Na verdade, é bastante simples derivar uma férmula equiv-
alente para obter derivadas direcionais. Para ver como podemos
fazer isso, vamos definir uma nova funcdo de uma tinica variavel,

¢(z) = f (xo +az,yo + bz)

onde xq, Yo, 4, e b sdo alguns ntimeros fixos. Observe que esta real-
mente é uma fun¢do de uma tinica varidvel agora, j4 que z é a tnica
letra que ndo representa um nimero fixo. Entdo, pela defini¢do da
derivada para fung¢des de uma tinica varidvel, temos,

g/(z) :I%gr(l)g(z+h21_g(z)

e a derivada em z = 0 é dada por,

(0) = i 8000

Se agora substituirmos g(z), obteremos,

h—0

— lim f (xo +ah,yo + bh) — f (x0,Y0)
h—0 h
of

=57 (x0,%0)

Portanto, parece que temos a seguinte relagéo.

§'(0) = % (x0,Y0) (20.1)

Agora, vamos olhar para isso de outra perspectiva. Vamos reescr-
ever g(z) da seguinte maneira,

g(z) = f(x,y) ondex =xp+az, ey=yy+bz.

Agora podemos usar a regra da cadeia da Aula 18 para calcular,

dg dofdx ofdy of of
! = —= = —— — _ = — _—
gz) = dz dxdz dydz Ox (xy)a+ ay(x'y)b'
Portanto, da regra da cadeia obtemos a seguinte relacao:

§(2) = o+

Se tomarmos agora z = 0, obteremos x = xp ey = Yo (de como
definimos x e y) nds temos,

¢'(0) = % (x0,v0)a+ g]j; (x0,0) b. (20.2)
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Agora, basta igualar (20.1) e (20.1) para obter:

% (x0,40) = &'(0) = % (x0,y0) a+ gjyc (x0,%0) b-

Se agora voltarmos a permitir que x e y sejam qualquer ntimero,
obteremos a seguinte férmula para calcular as derivadas dire-
cionais.

9 = E@na+ Ly

= Vf(xy)-i

of
dJx

Resumindo, temos o seguinte Teorema:

Teorema 20.1

Seja f uma fungdo derivével em ponto (x,y), e i = (a,b) um vetor unitdrio. Assim a derivada dire-

cional o (x,y) existe, e além disso

oii
(o) = V() it = (mpa+ T .

Exemplo 20.2

Vamos encontrar % (1,3),se f(x,y) =" +sen (x? +y?) e il = (25, 15) . Temos que
af _ Xy 2 2
g(x,y) =y-e'¥ 4 2xcos (x +y ),
of

- =x-e% 2 2
ay(x,y) xX-e +2ycos(x +y).

Ambeas as derivadas sdo continuas, assim f é derivavel, e podemos aplicar a férmula acima.

%(1,3) —VF(1,3) @

2 1
= (363 + 2 cos 10, ¢ + 6.cos 10) <, )
V5 /5
7¢3
— 2 4+ 10cos10.
V3
O préximo exemplo mostre que precisamos prestar certo cuidado
com a férmula acima.



Exemplo 20.3

Seja

x3
f(x,y)z{ 2+ (x,y) # (0,0)

Considere vetor unitdrio if = <

il

7 v)

of _ 1 .. 7 _ .
57(0/0) = s lim 5 — = S lim o5 = .

0, (x,y)=1(0,0).
. Assim usando a definic¢do, temos que

3

-0 1 £ 1

Por outro lado, as derivada parciais no ponto (0,0) sdo

Assim V£(0,0) = (1,0), e agora

Vf(0,0)-ﬁ’z(l,O)-( r 1 ); 1

Assim temos que
1

2V2

neste caso. Isso acontece porque a fungdo f(x,y) ndo é derivavel em ponto (0,0).

Exercicio 20.1

il

3

f 0 0y — im 20 _
5 00 =M= =1
g(O,O)zlimH:O.
ay y—=0 Yy

i)

9% (0,0) # VF(0,0) - if = ¢1§

Seja f(x,y) uma fungao derivével e if, ¥ dois vetores unitérios or-

togonais. Mostre que

af

Vi y) = 55(xy) i+

(x,y) - 0.

8=
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Solugio 20.1
Como i, 7 sdo ortogonais temos que if -7 = 0. Usando o teorema

acima, temos

() = VFy) 0 Ly) = Vitoy) @

Como i, ¥ formam uma base, assim

Vi(x,y) =A -+ Ay-7,

para alguns escalares A1, Ap. Assim

Vi(x,y)- il = (Mid+ A7) -1l = M
Vf(x,y) 7= (Mil +A20) - 7= Ay
Assim,
L ey) = Vfry) =1,
d _
a*]z;(x,y) =Vf(xy) 7= A

E a férmula segue-se.

Fecharemos essa aula com alguns fatos interessantes sobre o
vetor gradiente. O primeiro nos diz como determinar a taxa max-
ima de mudanga de uma fun¢do em um ponto e a direcdo que

precisamos mover para atingir essa taxa maxima.
Teorema 20.2
Seja f(x,y) uma fungdo derivével. Assim o valor maximo da 57 (x0,y) occore quando ii é vetor
paralelo ao Vf(x,y) e o valor maximal da derivada direcional é

max % (x0,%0) = |V f(x,y)].

Observagio 20.2

Observem que o Teorema acima implica o seguinte fato: V f (xo,10) é o sentido onde f(x,y) cresce

o mais rdpido possivel.
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Exemplo 20.4

Seja f(x,y) = x%y. Vamos encontrar i de modo que % (1,1) seja maximal e encontrar esse valor.
Temos

of

57 (X Y) =2y,

RS

Ambas fungdes sdo continuas, assim f(x,y) é derivavel. Assim aplicando o teorema acima, temos
que i é paralelo Vf(1,1) = (2,1), ou seja

V5 V5]
e o valor maximo é

max% (1,1) = |[Vf(1,1)| = V5.

Exemplo 20.5

Suponha que a altura de uma colina acima do nivel do mar seja dada porz = 1000 — 0,01x% —
0, 02]/2. Se vocé estiver no ponto (60, 100), em que direcdo a elevagdo estd mudando mais rapida-
mente? Qual é a taxa maxima de variacdo da elevacdo neste ponto?

Temos que este é um paraboldide eliptico que abre para baixo. Portanto, mesmo que a maioria das
colinas ndo seja tdo simétrica, elas tem pelo menos um formato parecido e, portanto, a pergunta faz
pelo menos um pouco de sentido.

Agora vamos ao problema. H4 algumas perguntas a serem respondidas aqui, mas usar o teorema
torna a resposta muito simples. Precisamos primeiro do vetor gradiente.

V£(x,y) = (—0,02x, —0,04y)
A taxa maxima de mudanca da elevagdo ocorrerd entdo na direcdo de
V£(60,100) = (—1.2,—4)

A taxa maxima de variacdo da elevacdo neste ponto é,

|V £(60,100)| = 1/(—1,2)2 + (4)2 = V17.44 ~ 4,176.

Antes de deixar este exemplo, vamos notar que estamos no ponto (60,100) e a direcdo da maior
taxa de variagdo da elevagdo neste ponto é dada pelo vetor (—1.2, —4), Pois ambos os componentes
sdo negativos, parece que a dire¢do da taxa méxima de mudanga aponta colina acima em direcdo
ao centro, em vez de afastar-se da colina.
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Exercicio 20.2: (Trabalho p/ casa)

Encontre as derivadas direcionais se:

(a) %(2,0) com f(x,y) = xeY + y e ii é vetor unitario em di-

recio (—1,/3) .

(b) %(x, y,z) com f(x,y,z) = x%z+ y>z> — xyz em direcio de
il = (—1,0,3).
of - -

() ﬁ,(x,y) se f(x,y) = xcosy em dire¢do do 7 = (2,1).

Resposta: (a) S\fi_ 1. (b)

\/1?0 (3x2 + 6y°z — 3xy — 2xz + yz) .
() %(2 cos(y) — xsin(y)).

Exercicio 20.3: (Trabalho p/ casa)

Encontre a taxa méxima de mudanga de f no ponto dado e a di-
regdo em que ocorre

(@) f(x,y)=xe¥, (=2,0).
®) flxy) =/x*+2y, (4,10).
© flxy) =cos@Bx+2y), (3, —F)

Resposta: (a) v5, (1,2) (b) (c) V2%, (—3,-2)
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