RETA .11 cilo implicita

O topico desta aula é uma revisitagdo da diferenciagdo implicita.
Com as formas da regra da cadeia (veja Aula 18), a diferenciagao
implicita torna-se, na verdade, um processo bastante simples. Va-
mos comegar com a diferenciagdo implicita que vimos em um curso
de Calculo 1.

Comecaremos com uma fungado na forma F (x,y) = 0 (se ndo
estiver nesta forma simplesmente mova tudo para um lado do
sinal de igual para obté-la nesse formato), onde y = y (x) é fungdo
dada implicitamente pelo equagdo F(x,y) = 0. Por exemplo, se
F(x,y) = x> +y* — 1, assim

24y —1=0

defina y(x) implicitamente como fungdo de x. Em um curso de Cal-
culo I, fomos solicitados a computar % e este era geralmente um
processo bastante confuso. Usando a regra da cadeia desta secéo,
entretanto, podemos obter uma férmula simples e agradavel para
fazer isso. Comecaremos diferenciando os dois lados em relacédo a
x. Isso significard usar a regra da cadeia no lado esquerdo e no lado

direito, é claro, diferenciara para zero. Temos

OF dx oF dy _

9% dx "oy dx 0
Como d—x =1, temos
A 9F aFdy
ax Toydx 0
Portanto,
oF
dy ] IE;
/ _J __9ox _ _ X
9y

Como mostrado, tudo que precisamos fazer a seguir é resolver
d 2 . .
para 7 e agora temos uma férmula muito boa para usar para difer-
enciacdo implicita. Observe também que, para simplificar a for-

mula, voltamos a usar a notacdo subscrita para as derivadas.
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Exemplo 19.1

Determine v/ (x) se
4 y3 = 6xy.

Neste caso funcdo F(x,y) é
F(x,y) = x> +y° — 6xy = 0.

Assim usando a férmula acima (19.1):

oF ) )
dy ox 3x—6y x°—2y
/ — < — _7x = — frg
yix) = dx oF 3y2 —6x  2x —y?
%

Exemplo 19.2

Determine 1/ (x) se
F(x,y) =x*+y* — 1.
Temos que

oF oF
3 = 2x, 5 = 2y.

Assim, aplicando a férmula acima (19.1), temos

oF
diyi_aizxi X

dx  OF 2y y

a9y

No caso, temos o seguinte explicacdo dessa férmula.
Equacdo F(x,y) = 0 é equivalente ao equagdo da circunferéncia re raio 1 e centro na origem. Neste

caso podemos escrever y(x) explicitamente nas seguintes maneiras: y = fi(x) = V1 —x? (curva
vermelha) e y = f,(x) = —v/1 — x2 (curva azul). Assim nos ambos os casos, temos:

i e A T
ST

fax) = Vi )

E em ambos os casos as derivadas tem formato —;.
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Exemplo 19.3

Suponha que:

y
Fx,y) =x*4+y* —4x—6y+12=0
Vamos calcular o valor do y/(x) em pontos x = 2,y = 2 e (HT\E, %)
x:%,y:%.kmos -
oF oF 31 .
— =2x—y, — =2y —6.
dx ay 2|
Assim, aplicando a férmula, temos:
x
2x —4 ;
/ —
Em pontos correspondentes:
2.-2-4
/ = — =
V@ ="3775""
— =-1.

J(4 V2 4+V2-4
Y 2 ) 6+v2-6

De novo, podemos simplesmente explicar o resultado obtido da seguinte maneira: a equagao
F(x,y) = 0 é equivalente a
(x—22+(y—3)3>=1

Ou seja € a circunferéncia de raio 1 e centro em (2,3). Nos pontos (2,2) e (4+T‘ﬁ, %) a derivada
da fungao explicita é a inclinagdo da reta tangente nesses pontos, como na imagem acima. Légico

que sdo iguais 0 e —1.
Exemplo 19.4

Suponha que xe¥ 4 ye* — e*¥ = 0. As derivadas parciais tem forma:

oF

5o = el hyet —ye = el yet (1),
aF X X X XYy —
@:xeb’—f—e —xe® =¥ +xe¥ (1—e¥Y7Y).

Assim usando férmula (19.1), temos:

oF
dl B _& B _eb+yex(l_exy7x)
dx — OF X+ xeV (1—eY)
Iy

Também podemos fazer algo semelhante para lidar com os tipos
de problemas de diferenciagdo implicita envolvendo derivadas par-



ciais, como aqueles que vimos quando introduzimos as derivadas

parciais pela primeira vez. Nestes casos, comegaremos com uma

fun¢do na forma F(x,y,z) = 0, vamos assumir que z = f(x,y) e

Z 0z
queremos encontrar — e / ou —.
0x oy

Z . .
Vamos comecar tentando encontrar —. Vamos diferenciar os

x
dois lados em relagdo a x e precisamos lembrar que vamos tratar y

como uma constante. Além disso, o lado esquerdo exigird a regra

de cadeia. Aqui estd esta derivada.

dFax oFay  oFa:
dxox Jdyodx 0z odx

=0

A primeira é porque estamos apenas diferenciando x em relagdo

a x e sabemos que é 1. O segundo é porque estamos tratando o y

como uma constante e, portanto, se diferenciard em zero.

dz
Conectando-os e resolvendo — da4,

ox
0z F,

x>  E
Um argumento semelhante pode ser
z__&
dy FE

Ou seja, temos o seguinte

Jz F; dz

- K 9

Exemplo 19.5

usado para mostrar que,

(19.2)

160

Suponha que xyz + x3 + y® + z% = 5. Assim neste caso F(x,y,z) = xyz + x> + 13 + z3 — 5. Aplicando

as férmulas (19.2), temos

%
ox

dJz

Biyi

oF
ox
JoF
Jz

JoF

9F
)

Yz 3x2
xy + 322’

_xz+ 3y?
xy + 322
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Exemplo 19.6

Tome o elipséide

2 2
X y 2
— 4 = =1.
1 + 9 +z
Neste caso
x? ]/2 2_4q
F == 4+ L —1.
(x,y,2) 1 + ) +z

Podemos escrever z em fungdo de x,y em duas maneiras:

/ 2P

g1(x,y) = 1_1_5’
2P
gz(X,y)——\/l—Z—g-

Derivando z = g1(x,y), em relagdo x temos

@ﬂ( ) 2-x/4 _ x/4
ox

Y T—i— 0 si(xy)

Ou, por outro lado, usando a férmula (19.2), temos

@__i__lx/ll__ﬁ_ x/4

ox FE 2z z g1(x,y)’

Exemplo 19.7

Seja e — xyz = 0. Neste caso F(x,y,z) = e — xyz e as derivadas parciais sdo:
oF
Fr
oF
ay
oF
oz

= —xz,
=" —xy.

Agora, usando a férmula (19.2), temos:

0z Fy yz

ox FE & —uy

iz K Xz

oy F, e —xy

Sejam dadas duas fungdes F(x,y,z) e G(x,v,z). Podemos consid-

erar o sistema

F(x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0.



As equagoes F(x,y,z) = 0e G(x,y,z) = 0 definem 2 superficies.
Assim a solugdo entre elas é uma curva y(x) = (x,h(x),g(x)) como
na imagem abaixo.

Nosso objetivo é encontrar as derivadas das fungdes h(x), g(x)
(0os componentes da curva ) em fung¢des das derivadas parciais de
FeG.

Primeiramente, vamos lembrar que dada a matriz 2 x 2,

a

b
A:
c d

o seu determinante é definido como

det A = ':adbc.

b
d

a
[

Agora, as derivadas das fungdes y = h(x),z = g(x) dadas em
termos de certos determinantes como o seguinte:

Px Fz Fy FX
W dy Gx G ey 92 Ginx
(x) =3 , g ==
X Fy Fz % Fy PZ
Gy G; Gy G:

G(x,y,2) =0
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Exemplo 19.8

Considere, a seguinte situagdo

x+2y+3z=0
2x —y—3z=5

Neste caso F(x,y,z) = x+2y+3ze G(x,y,z) = 2x —y — 3z — 5. Assim as derivadas parciais sdo:

Fr=1 F =2  E=3
Gi=2, Gy=-1, G =-3.

Assim, aplicando as férmulas acima, temos

1 3
2 -3 -3-6 9
h/ = = = = —
(x> ) 3 —6+3 -3 3
-1 -3
2 1
-1 2 5
/
(x) = =3z
g 2 3 3
-1 -3

Além disso podemos simplesmente verificar ambas as férmulas neste caso. Somando duas
equagoes, temos

3x+y=5=y=h(x)=-3x+5.
Assim a derivada h'(x) = —3.

Por outro lado multiplicando segundo equagédo por 2 e somando com o primeiro, temos

5x—3z:10$z:g(x):§(x+2)

Assim, ¢'(x) =5/3.
Exercicio 19.1: (Trabalho p/ casa)

d
Encontre ik se

dx
xcos(3y) + x°y° = 3x — .
Resposta:

dy _ cos(3y) 4 3x%y° — 3+ ye

dx —3xsin(3y) + 5x3y* 4 xe*V’




Exercicio 19.2: (Trabalho p/ casa)

Encontre g—i e g—; para cada fungdo de baixo (ex. 15.4 da Aula 15):
(@) x%22 —5xy°z = x% +y°,
(b) x%sin(2y —5z) = 1+ ycos(6zx).

Resposta: Veja Aula 15.

Exercicio 19.3: (Trabalho p/ casa)

Seja
3x+5y+2z=3
x—2y—3z=4

Encontre 1/ (x) e 2/(x).
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