YNNEEA Reqra de cadeia

Suponha que f(x,y) uma fun¢do derivédvel no ponto (x,y). Assim
neste caso f(xo, o) admite as derivadas parciais. Vamos montar o
seguinte vetor:

(F 0w, E o)) = wrx00).

O vetor V f(xo, o) é chamado o vetor gradiente da fungio
f(x,y) no ponto (xo, o).

Exemplo 18.1

Considere fungdo f(x,y) = x* + 3y? e ponto (xp,49) = (1,1). Temos que as derivadas no ponto

af _ J _
g(x,y) =2x, @(x,y) =6y

genérico sdo dadas por

Assim o vetor gradiente em (1,1) é Vf(1,1) = (2,6).

Exemplo 18.2

Considere f(x,y) = eV’ Temos que as derivadas no ponto genérico sdo dadas por
of 22 Of 2.2
el — 2y .Y 1Y e —2y.eX 1Y
ax(x/y) X-e 4 ax(x’y) y e

E, por exemplo, o gradiente no ponto (2,3) é dado por Vf(2,3) = (4e'3,6¢'?) .

Considere a superficie z = x?y + xy? e suponha que x = 2 + t*
ey = 1— 3. Podemos pensar nas duas tltimas equagdes como
descrevendo como x e y mudam em relagdo, digamos, ao tempo.
Entao

z=x’y+xy’ = (2+t4)2 (1-£)+(2+#) (1—t3>2

nos diz explicitamente como a coordenada z do ponto correspon-
dente na superficie depende de t. Se quisermos saber dz/dt, pode-
mos computé-lo mais ou menos diretamente — na verdade é um
pouco mais simples usar a regra da cadeia:
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% = 2%y + 2xx'y + x2yy’ + 'y

= (ny + y2> x' + (xz + ny) y

- <2 (2+ t4) (1 . t3) + (1 - t3)2> (4t3) + <(2+t4>2 +2 (2+ t4) (1 - t3)> (—3t2)

Se olharmos atentamente para a etapa intermedidria, dz/dt =
(2xy +y?) ' + (x® + 2xy) ¥/, notamos que 2xy + y* 9z/0x e x> +
2xy dz/dy. Isso acaba sendo verdade em geral e nos d4 uma nova
regra da cadeia:

Teorema 18.1

Suponha que z = f(x,y), f seja diferencidvel, x = g(t) e y = h(f). Supondo que existam os deriva-

dos relevantes,

dz dzdx Odzdy

dt oxdf oydt

Podemos reformular isso como o seguinte. Seja
v : 1 — R?
uma curva planar dada por
v(t) = (x(8), y(1)).

Se f(x,y) uma fungdo, podemos conciderar a fun¢gdo composta

dada por

y UQ))

; G(to)
G(to)
LEMBRETE: Sejam 4 = (a1,a2) e
b = (b1, by) dois vetores, assim

A fungdo G é fungdo de uma variével e sua derivada pode ser o produto escalar entre de b ¢ o
nimero dado por

calculada como N
i-b=aby + axb,.

G'(to) = Vf(x(to)) - 7' (to)
of (18.1)

= = (x0,50)¥'(to) + g]];(xo,yo)y’(to)

Onde Vf(x(t)) - o' (tp) denota o produto escalar entre dois vetores.
Considere alguns exemplos.
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Exemplo 18.3

Considere a fungio
flry) =x*+3y%

Entdo o vetor gradiente no ponto genérico (x,y) tem forma Vf(x,y) = (2x,6y). Suponha que a
curva 7y é y(t) = (sent,cost). Entdo a fungdo composta G é

G(t) = f(v(t)) = f(x,t,cost) = sen® t + 3 cos* t
A gente pode calcular a derivada G'(t) usualmente (usando as regras do Calculo I), recebendo
G'(t) =2sent-cost+6-cost(—sent) = —4sentcost.
Ou através a formula (18.1). Temos
7 (t) = (cost,—sent), Vf(y(t)) = (2sent,6cost)

Assim
G'(t) = Vf(x(t)) -+ (t) = (2sent,6cost) - (cost,sent) = —4sentcost.

Exemplo 18.4

Seja f uma funcéo derivavel em R?. Suponha que

V(~2,-2) = (a,—4)

G(t) = f <2t3 4 3t)

Determine o valor do parametro a de modo que a equacéo da reta tangente no ponto com abscissa
1 ao grafico da funcdo G(t) seja paralela a reta y = 2x + 3.

Temos que a inclinagdo da reta tangente & G(t) no ponto 1 é igual a G'(1). Além disso a inclinagdo
daretay = 2x + 3 é 2. Portanto a reta tangente em ponto x = 1é paralelaaretay = 2x +3see
somente se G'(1) = 2.

Neste caso 7(t) = (23 — 4,t* — 3t). Pelo regra de cadeia, temos

G'(t) = Vf(y(t) -7 (t) = Vf <2t3 4 3t> : (6t2,4t3 - 3) .

Assim
G'(1)= Vf(—2,2)-(6,4) = (a,—4)(6,1) =6a—4

Ou seja devemos ter que 6a —4 = 2. Assima = 1.



Exemplo 18.5

Seja z(x,y) = x’y, e
x(t) = y(t) =2t +1

dz

dt

Vamos encontrar —. A fun¢do composta é

2(x(t),y(1) = () - @t +1) =2 - (2t +4).

Assim derivando z na maneira usual, temos
2 (t) = 4t (2t +1) + 2 (2t +4) = &2 [81&2 A+ z} .

Ou, aplicando regra de cadeia, temos

0z iz 5

ax W gy T

dx 2 dy
1y X ok ey Y
x'(t) = o 2tet,  y'(t) n 2.

Assim

dz _dzdx  dzdy
dt  9xdt oydt

=2’ (2t 4+1) 2t e+ 2
=2 {Stz +4t+2} .

Agora, ha um caso especial que devemos examinar rapidamente
antes de passar para o préoximo caso. Vamos supor que temos a
seguinte situacéo,

z=f(xy) y=2gk)

. dz
Neste caso, a regra da cadeia para — torna-se,

dx

dz _ofdx  ofdy _of ofdy
dx dxdx dydx dx Odydx

No primeiro termo, estamos usando o fato de que,

dx d

Vamos fazer um exemplo rédpido



153

Exemplo 18.6

Vamos calcular Z—z para
z = xIn(xy) +1°, Y = cos (x2 + 1) .

Apenas colocando tudo na formula acima, temos:

3 (ln(xy) +x yy) + (x;y +3y2> (—2xsin (2 +1))

(xcos( ))+1—2xsin(x2+1) <COS(XJ§_’_1)+3cos2 (x2+1>)
(xcos( ))+1—2x2tan(x2+1) — 6x sin (x —|—1) cos (x2+1>.

Agora suponha que dada a seguinte situagdo
z=flxy),x=g(s,t),y = hist)

dz 0z
e vamos precisar calcular 3% €37 Neste caso, substituindo x e

y temos que z é uma fungdo de s e t, assim faz sentido calcular
aqueles derivadas parciais Temos a seguinte regra de cadeia para
estes casos.

0z _0fox A dfdy 9z _dfdx  9fdy

ds 0xos oyds’ ot oxot dy ot

Exemplo 18.7

Suponha dada fungio ¢(x,y) = x>y — xy® + 2. E, temos que
x(r,0) =r-cosb, y(r,0)=r-siné.

Assim a fun¢do composta tem forma F(r,60) = ¢(r cos6,sin ). Assim

oOF _ dpox  d¢dy 2 a2
ar_8x8r+8yar (2xy y)cos@+(x Sxy)senG

= (272 cosfsen® — 13 sen® 9) cos O + (r cos? 0 — 33 cos 0 sen 9) -sen®f.

e

oF _dpox  dpdy (> 3.3\ 2.2 a3 2
0 = 3130 + == 3y 90 (21’ cosfsenf — r° sen 9)( rsenf) + (r cos” 8 — 3r° cos 0 sen 9) (rcos#).
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Exemplo 18.8

Suponha que z = f(x —y,y — x). Vamos mostrar que

%4’_%—0
ox dy

Considere
txy)=x-y,  slxy)=y—=x
Assim aplicando regra de cadeia, temos

b _ozor oz o | o
ox Jtdx 9sdx ot ds

oz ozt ozas oz 0z
dy dtdy Odsdy Ot ds
. . . z 0z
Somando dois ultimas linhas, temos — + — = 0.
Jdx  Odt

Exemplo 18.9

Suponha que z(x, y) = arctan y, e x(,0) = u +,y(u,v) = u — v Vamos mostrar que

0z 0z uU—u

ou v  u2+o?

Observem que
Pyt = (u+0)? + (u—0)? =2u*+7

y—x=-20, Y+ x =2u.

Aplicando regra de cadeia, temos,

o _sor ey _ 3 T(5)
du oxdu  Jyou 14 % 1+ 22
Y Y
Y —X —2v v

T 24P +x2+y2 T2+ ?) i+

EoET L EY 1+
dv  dxdv  dydv 1.,.;% 1+ 2

dz 0z 0x 0z dy 1% 1 _y%)
= = ] '(_1>

_ y i X _ 2u _ u
X2y 24y 2w +02) w2402

Assim
0z 0z v u Uu—0v

ou %__u2+vz+u2+v2 T w242

Suponha que z seja uma fungdo de n varidveis, x1, xo, ..., X, € que
cada uma dessas varidveis sejam, por sua vez, func¢des de m var-



idveis, t1,to,...,tu. Entdo, para qualquer varidvel t;, i = 1,2,...,m,
temos o seguinte,

9z _020m  029%; . 0z 0%
dt; N dxq df; dxy Of; dx, dt;

Uau.... Isso é muito dificil de lembrar... Na verdade, existe uma

maneira mais facil de construir todas as regras da cadeia que dis-
cutimos na segdo ou veremos em exemplos posteriores. Podemos
construir um diagrama de drvore que nos dard a regra da cadeia

para qualquer situagdo. Para ver como isso funciona, vamos voltar

e dar uma olhada na regra da cadeia para % dado que z = f (x,y),

x = g(s,t),y = h(s,t). Ja sabemos o que é isso, mas pode aju-
dar a ilustrar o diagrama da &rvore se ja sabemos a resposta. Para
referéncia, aqui estd a regra da cadeia para este caso,

o _ofax ofay
ds 0xds 0y os

Aqui estd o diagrama de arvore para este caso.
z

Comegamos no topo com a prépria funcdo e ramificamos a par-
tir desse ponto. O primeiro conjunto de ramificagdes é para as
varidveis na fun¢do. De cada um desses pontos de extremidade,
colocamos um conjunto adicional de ramos que d4 as variaveis
que ambos x e y sdo uma fungdo de. Conectamos cada letra com
uma linha e cada linha representa uma derivada parcial, conforme
mostrado. Observe que a letra do numerador da derivada parcial
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é 0 “nd” superior da drvore e a letra do denominador da derivada
parcial é o “né” inferior da arvore.

Para usar isso para obter a regra da cadeia, comecamos na parte
inferior e para cada ramo que termina com a varidvel que queremos
tirar a derivada em relacdo a (s neste caso) subimos na drvore até
atingirmos o topo, multiplicando as derivadas que vemos ao longo
desse conjunto de ramos. Depois de fazer isso para cada aresta que
termina em s, entdo adicionamos os resultados para obter a regra
da cadeia para aquela situagdo.

Observe que nem sempre colocamos os derivados na drvore.
Algumas das drvores ficam um pouco grandes/baguncadas e por
isso ndo vamos colocar os derivados. Basta lembrar qual derivada
deve estar em cada ramo e vocé ficard bem sem realmente escrevé-
los.
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Exercicio 18.1: (Trabalho p/ casa)

Calcule vetor gradiente para seguintes casos
@) f(x,y) =x*—xy,
®) flxyz) =x—xy+2%
© flry)=—x*+4(x*-1?) -
(d) f(x,y) = x+3y%

(x,

(

(

© flxy) = v +y?
() f(x,y,z) = 3x%,/j + cos(3z)

(&) f(x,y,z)= \/ﬁ
M) fry) = @

(i) f(x,y,z) =sin(x)e’In(z)

Exercicio 18.2: (Trabalho p/ casa)

Compute 77 em seguintes casos:

(@) z=xeV,x =2,y =t"1

(b) z= x> +ycosx,x =In (t?),y = sin(4t)
Resposta: (a) % = 2te! + e, (b)

4sin®(4t) Int? — 2sin(4¢) sin (In ?)
t

+acos(at) (3sin?(41) ]+ cos (1n?)

Exercicio 18.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule 2 Se at para z = e?"sin(30),r = st — 12,0 = \/s2 + 12
Resposta:
35e2(~*") cos (3\/ s+ tz)
Vs? + 12
3te2(5) cos (3\/ s2+ t2>
V2 + 12

% =t <2e2(5t7t2) sin (3\/@)) +

ds

% _ (s—2t) <2e2(5t7t2) sin (3\/ s2 + tz)) +

ot
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